
イジングマシンの
ハードウェア制限緩和アルゴリズムの提案

2023年度

菊池 脩太





学位論文 博士（工学）

イジングマシンの
ハードウェア制限緩和アルゴリズムの提案

2023年度

慶應義塾大学大学院理工学研究科

菊池 脩太





論文要旨

組合せ最適化問題は，与えられた制約条件を満たし，目的関数を最小または最大化する決定変数の組を求め
る問題である．量子アニーリングマシンや非量子イジングマシンといったイジングマシンは，組合せ最適化問
題を高速・高精度に解くことが期待されている．しかし，イジングマシン実機にはハードウェア上の制限があ
り，性能を十分に発揮することができないという課題がある．そこで本研究では，ハードウェア上の制限を克
服あるいは緩和するアルゴリズムの提案とその性質の理論的な検討を行なった．
本論文は全 5章から構成される．第 1章では，本論文の研究の背景と目的について述べる．第 2章では，イ
ジングマシンで組合せ最適化問題の解を得るための操作手順に沿って，組合せ最適化問題をイジングモデルで
表現する方法，ハードウェア上の制限，内部アルゴリズムであるシミュレーテッドアニーリング (Simulated

Annealing: SA)と量子アニーリング (Quantum Annealing: QA)について予備知識を述べる．第 3章では，
ハードウェア上の制限の一つであるビット幅制限を緩和する手法について述べる．まず，SA実行時にビット
幅削減前後のイジングモデルの動的過程が異なることを示す．この動的過程が変化した原因を統計力学的な解
析によって特定した後，解析結果を基にビット幅削減後イジングモデルの動的過程が元のイジングモデルのも
のと一致する SAのパラメータを提案する．第 4章では，量子アニーリングマシンに入力可能な問題サイズ制
限を緩和する手法について述べる．入力可能な問題サイズが大きい非量子イジングマシンと，高速に良解を
得ることが期待される量子アニーリングマシンを組み合わせ，2つのイジングマシンの長所を活かしたハイブ
リッド最適化手法について説明する．ハイブリッド最適化手法の性能を評価するために，非量子イジングマシ
ンとして SA を，量子アニーリングマシンとして D-Wave Advantageを使用したシミュレーションを用いて
評価する．シミュレーションでは，量子アニーリングマシンに入力可能または入力不可能な問題サイズのイジ
ングモデルに対する解精度を評価する．同時に，ハイブリッド最適化手法のパラメータ依存性についても検証
する．さらに，SA と量子アニーリングマシンによるシミュレーションによって明らかとなった性質やハイブ
リッド最適化手法の潜在的な能力について評価するために，マスター方程式やシュレディンガー方程式を用い
た SAと QAによるシミュレーションを実施する．第 5章では，本論文の結論と今後の展望について述べる．
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Thesis Abstract

Algorithms for mitigating hardware restrictions in Ising machines

Combinatorial optimization problems is a category of problems which find the optimal combination of

decision variables to minimize or maximize the objective function for given constraints. Ising machines,

including quantum annealing machines and non-quantum type Ising machines, have attracted attention

as accurate and efficient solvers for combinatorial optimization problems. However, the performance of

Ising machines is limited because of hardware restrictions. This study proposes algorithms to overcome

or mitigate these hardware restrictions and provide theoretical analysis of the algorithms.

This thesis consists of five chapters. Chapter 1 introduces the research background and objectives.

Chapter 2 presents basic knowledge, including methods to formulate combinatorial optimization problems

in the Ising model, hardware restrictions, and internal algorithms such as Simulated Annealing (SA) and

Quantum Annealing (QA), following the flow of solving combinatorial optimization problems with Ising

machines. Chapter 3 describes a method to mitigate bit-width restriction. The study found a difference

in the dynamical processes of the Ising model with SA before and after bit-width reduction. Thus,

the SA parameters that align the dynamical processes of the reduced bit-width Ising model with the

original Ising model, based on statistical mechanics analysis and these results. Chapter 4 describes a

method to mitigate the problem size restrictions for quantum annealing machines. This study explains

a hybrid optimization method that combines the larger problem size capability of non-quantum type

Ising machines with the high-speed solution finding capability of quantum annealing machines. The

performance of this hybrid method is evaluated using simulations with SA as the non-quantum type

Ising machine and D-Wave Advantage as the quantum annealing machine. These simulations evaluate

solution accuracy for problem sizes both feasible and infeasible for the quantum annealing machine,

along with the parameter dependence of the hybrid method. In addition, simulations are performed

with SA and QA using the master equation and the Schrödinger equation to evaluate the properties

revealed by these simulations and the potential capabilities of the hybrid method. Chapter 5 describes

the conclusions of this study and prospects.
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第 1章

導入

1.1 研究の背景と目的
組合せ最適化問題は，解候補のうち制約条件を満たし，かつ目的関数を最大あるいは最小にする解を求め
る問題である．解候補は組合せ構造を有する決定変数の組によって定義されている．組合せ最適化問題の
多くは，計算複雑性理論における NP(non-deterministic polynomial time) 完全または NP 困難に属してい
る [1–4]．これらの問題は，多項式時間で厳密解を得る方法が知られていない．組合せ最適化問題の決定変数
の数を N 個，N に依存しない独立な定数を kとした場合に，計算時間が O(kN )，すなわち指数関数的に増加
するという課題がある．組合せ最適化問題は，様々な基礎学術分野だけではなく，多様な産業分野において見
出される普遍的な問題である．実用的には，組合せ最適化問題の多くの場合は，最適解ではなくとも良解であ
れば十分であるという場合もあり，必ずしも最適解ではないが，良解を高速に探索可能な計算技術が開発され
るならば，多大な影響を与えることが期待される．
このようなニーズのもと，組合せ最適化問題に特化したイジングマシンと呼ばれる計算機が開発されてき
た [5]．例えば，2011年に D-Wave Systems社によって世界初の商用量子アニーリングマシン D-Waveが発
表された [6]．量子アニーリングマシンは，量子アニーリング (Quantum Annealing: QA) [7] や断熱量子計
算 [8, 9]という，量子力学的効果を活用したメタヒューリスティクスに基づくハードウェアである．また，シ
ミュレーテッドアニーリング（Simulated Annealing: SA）あるいは焼きなまし法 [10–13] と呼ばれるメタ
ヒューリスティクスを基本とする内部アルゴリズムを実装した非量子イジングマシンが様々な企業等から発表
されている [14–21]．
イジングマシンで組合せ最適化問題の解を得るためには共通して次の三段階の操作が必要となる（図 1.1）．
まず第一段階では，組合せ最適化問題の目的関数や制約条件をイジングモデルのエネルギー関数やそれと
等価な Quadratic Unconstrained Binary Optimization (QUBO)によって表現する．イジングモデルは，ミ
クロな要素が多数集まったときに創発されるマクロな性質を取り扱う統計力学における基本的なモデルであ
り [22]，磁性体等の相転移の性質をはじめとした協力現象を理解するために用いられるモデルの一つである．
イジングモデルは無向グラフ G = (V,E)上で定義される．ここで，V , E はそれぞれ，無向グラフ Gにおけ
る頂点集合，無向辺集合である．エネルギー関数であるハミルトニアンは，+1または −1を取る変数である
スピン σi と，各スピンに働く局所磁場および 2スピン間に働く相互作用によって構築される．このイジング
モデルにおける基底状態，すなわち最もエネルギーの低い状態の探索は，特定の場合を除いて NP困難である
ことが知られている [23]．また，QUBOは Unconstrained Binary Quadratic Programming (UBQP) とも
呼ばれ [24,25]，バイナリ変数 xi ∈ {0, 1}によってハミルトニアンが構築され，イジングモデルと等価である
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組合せ最適化問題の
定式化

ハードウェア上の制限に
合わせたイジングモデルの変形

イジングマシンによる
基底状態探索

• ビット幅制限
• トポロジー制限
• 問題サイズ制限

論理
イジングモデル

物理
イジングモデル

図 1.1: イジングマシンによる組合せ最適化問題の求解フロー

ことが示されている．このイジングモデルと QUBOは，様々な組合せ最適化問題や制約充足問題を表現可能
であることが知られている [26, 27]．ここで制約充足問題とは，解候補のうち制約条件を満たす解を求める問
題である．このように表現されたイジングモデルや QUBOを論理イジングモデルおよび論理 QUBOと呼ぶ．
ここで，組合せ最適化問題の厳密解と論理イジングモデルや論理 QUBOの基底状態が対応する．
次に第二段階では，論理イジングモデルや論理 QUBO をイジングマシンのハードウェア上の制限を満
たすように変換し，イジングマシンに入力する．本来は論理イジングモデルや論理 QUBO をイジングマ
シンに直接入力することが望ましいが，現在実装されているイジングマシンにはいくつかのハードウェア
上の制限があるため，論理イジングモデルや論理 QUBO を変換する必要が生じる．このようにして，変換
されたイジングモデルや QUBO を物理イジングモデルや物理 QUBO と呼ぶ．論理イジングモデルや論理
QUBO を入力する際に障壁となる制限は，ビット幅制限とトポロジー制限，問題サイズ制限である．ビッ
ト幅とは，イジングマシンに入力可能な係数の範囲である．イジングモデルにおいては，その係数は局所磁
場と相互作用となる．ビット幅は実装されているハードウェアの形式によって異なる．デジタル回路である
Application-Specific Integrated Circuits (ASIC)や Field-Programmable Gate Array (FPGA)， Graphic

Processing Unit (GPU) によって実装されるイジングマシンのビット幅は，符号ビットの整数範囲で表現さ
れる．例えば，2 ビットでは −1, 0,+1 の範囲，4 ビットでは [−7, 7] の範囲となる．超伝導回路によって実
装されている量子アニーリングマシンである D-Wave 2000Q や D-Wave Advantage の係数の取りうる範囲
は，理想的には相互作用が [−1, 1]もしくは [−2, 1]，局所磁場が [−2, 2]の範囲の実数となっている [28]．係
数は 0.001の精度で入力可能となっている [29]．しかし，イジングマシンで設定された係数の範囲を超えた係
数は入力することは不可能であるため，物理イジングモデルや物理 QUBOに変換する必要が生じる．トポロ
ジーとは，イジングマシンに入力可能なスピン間の相互作用のネットワーク構造を指す．論理イジングモデ
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ルや論理 QUBOは，変数同士がすべて結合している完全グラフを想定しているが，現在までに実装されてい
るイジングマシンの中には疎結合である二層二次元正方格子 [14]やキングスグラフ [15, 30–32]，キメラグラ
フ [6, 33, 34]，ペガサスグラフ [35]がトポロジーとなっているため，物理イジングモデルや物理 QUBOに変
換する必要が生じる．最後に問題サイズ制限は，イジングマシンに一度に入力可能な変数の個数を指す．例と
して，D-Waveマシンについて考える．現在実装されている D-Wave Advantage 4.1は 5, 627変数を入力可
能である [36]．しかしながら，論理イジングモデルに入力可能な問題サイズ以上の変数がある場合，問題を入
力することが不可能であるため，物理イジングモデルや物理 QUBOに変換が必要となる．
イジングマシンで組合せ最適化問題の解を得るための操作の第三段階は，イジングマシンで物理イジン
グモデルないしは物理 QUBO の低エネルギー状態を探索することである．探索方法は，前述の QA や SA

をもとにしたアルゴリズムが主に使用されている [6, 14–18, 20, 31, 33, 34, 37–40]．また，量子インスパイ
アードな古典アルゴリズムであるシミュレーテッド量子アニーリング (Simulated Quantum Annealing:

SQA) [41–43] やシミュレーテッド分岐（Simulated Bifurcation: SB）アルゴリズム [44]を用いているイジ
ングマシン [30,44–47]，光パルスを用いた動的システムを使用しているイジングマシン [48–50]が開発されて
いる．
イジングマシンを用いた研究は，様々な分野で産学を問わず盛んに行われている．例えば，機械学習 [51–54]

や材料科学 [55–61]，ポートフォリオ最適化 [62, 63]，タンパク質畳み込み [64]，交通最適化 [65–69]，量子コ
ンパイラ [70]，ブラックボックス最適化 [55, 71, 72]といった分野である．しかしながら，これらの研究は実
装されているイジングマシンで解くことが可能な問題のみに限定されている．より幅広い種類や実際に解くこ
とが期待されている組合せ最適化問題を実装されているイジングマシンで解くためには，操作の第二段階で示
したハードウェア上の制限がボトルネックとなっている．
ハードウェアの技術発展は，ハードウェア制限を徐々に克服している．ビット幅制限については，非量子イ
ジングマシンである CMOS アニーリングマシンにおいて，初期プロトタイプでは 2 ビット幅 [14] であった
が，現在では 10ビット幅を入力可能なマシンが開発されている [18]．トポロジーについては，D-Waveマシ
ンの初期モデルからキメラグラフが実装されていた [6, 33, 34] が，D-Wave Advnatage からより次数密度が
高いペガサスグラフ [35]が実装されている．また，非量子イジングマシンにおいてはトポロジー制限のない
完全グラフを実装したマシンが開発されている [16–18, 20, 44–47, 47, 73]．問題サイズ制限については，入力
可能な問題サイズが徐々に拡大している．D-Waveマシンでは，初期モデルである D-Wave Oneでは量子処
理ユニット（Quantum Processing Unit: QPU）に 128 qubitsが実装されていた [6]が，後発モデルである
D-Wave Advantage 4.1は 5, 627 qubitsが実装されている [36]．また，非量子イジングマシンでは，100, 000
個以上の変数を入力可能なマシンが開発されている [18,44,46,73]．ここで，ビット幅制限とトポロジー制限，
問題サイズ制限という三つのハードウェア制限を図 1.2(a)のように，三つの軸として表す．このとき，ハード
ウェア制限における様々なイジングマシンの特徴を図 1.2(b)のように表現できると考える．この三つのハー
ドウェア制限の範囲内に構築される立方体の体積が，そのイジングマシンが取り扱うことのできる問題の範囲
と考えることができる．例えば，比較して多くの変数を入力可能とし，完全グラフをトポロジーとして実装し
ているイジングマシン 1は問題サイズ制限とトポロジー制限の克服を優先しているが，ビット幅制限の影響は
残っている．一方，イジングマシン 2はビット幅制限がイジングマシン 1よりも弱いが，問題サイズ制限とト
ポロジー制限の影響は残っている．ここまで示したように，実装ハードウェアの違い等により特徴があるもの
の，ハードウェアの技術開発によりハードウェア制限は徐々に克服されてきている．しかしながら，実装され
たイジングマシンの制限を超える問題を実際に取り扱うことができないという課題がある．
そこで，実装されたイジングマシンが取り扱うことのできる問題範囲を拡大するために，ソフトウェアの観
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図 1.2: ハードウェア制限の表現．(a)ハードウェア制限の軸の説明，(b)異なる特徴を持つイジングマシン 1

（青）とイジングマシン 2（赤）のハードウェア制限の表現．

前処理
⼀時的な解を

獲得

イジング
モデル

変数固定
サブ問題⽣成 結果

量⼦アニーリング
マシン

サブ問題を解く

繰り返し

図 1.3: 変数固定手法による問題サイズ制限克服アルゴリズムの概要

点からハードウェア上の制限を克服あるいは緩和する手法が研究されている．ビット幅制限に対しては，イジ
ングマシンのビット幅の範囲に収まるようビット幅を削減する手法が開発された．それらは，イジングマシン
の入力可能な係数の最大値を基準にすべての係数を正規化する方法 [28]やイジングマシンのビット幅に収ま
るまですべての係数を 2の冪乗で除算する手法 [74–76]である．また，これらの方法の課題であったビット幅
削減によって論理イジングモデルの基底状態が変化してしまう現象を解消する，補助スピンを追加するビッ
ト幅削減手法 [74]が開発された．トポロジー制限に対しては，これまでに多くの埋め込み手法が提案されて
いる [34, 35, 77–94]．例えば，任意の問題のグラフを任意のイジングマシンのトポロジーに埋め込む手法 [79]

や，二層二次元正方格子 [88]，キングスグラフ [83]，キメラグラフ [78,80,82,85,86]，ペガサスグラフ [35,94]

それぞれの特徴に対応した手法がある．問題サイズ制限に対しては，特に問題サイズ制限が強い量子アニーリ
ングマシンに対して，入力不可能な問題サイズを量子アニーリングマシンに入力可能なサイズまで削減する手
法が開発されている．例えば，図 1.2のように元の問題の一時的な解を得たのち，基準を満たす変数の値を固
定することで，変数の数が小さいサブ問題を作る変数固定法を用いた解法が提案されている [90, 93, 95–109]．
より解精度の高い手法となるよう，一時的な解を得るための方法や，基準の設定方法，繰り返しの有無の検討
が行われている．このように，ソフトウェアの観点からハードウェア制限を克服または緩和する手法が開発さ
れ，実装されているイジングマシンの性能を引き出す試みがなされている．
しかしながら，提案されたハードウェア制限緩和手法を活用するためには検討が不十分である．ビット幅制
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限に関しては，先行研究 [74]でビット幅削減前後のイジングモデルの基底状態が一致するという性質につい
て議論されていたが，二つのイジングモデルを同じアルゴリズムで解く検討は行っていなかった．非量子イジ
ングマシンの基本アルゴリズムである SAでは，イジングモデルのスピンの数や係数によってパラメータを設
定する．ビット幅削減前後のイジングモデルについて，この方法で設定したパラメータを用いて SAをした際
に，近い値の解を得ることができれば，実使用の際にパラメータ設定を考慮する必要はなくなる．そのため，
ビット幅削減前後のイジングモデルについて，同じパラメータを用いた SA実施時の解について評価すること
は重要である．問題サイズ制限に関しては，先行研究でそれぞれ提案された変数固定手法について，その性能
を評価しているが，前処理や変数固定，繰り返しといったステップの重要性に関する議論は少ない．それぞれ
のステップの重要性を調査することは，今後変数固定を含む問題サイズ制限克服アルゴリズムを構築する上で
重要である．また，前処理段階において非量子イジングマシンを活用した明確な事例は報告されていない．非
量子イジングマシンは，量子アニーリングマシンよりも問題サイズ制限は弱く，多くの変数を入力できる高集
積性を強みとしており，現在までのハードウェアの技術発展の経緯からこの傾向は継続すると考えられる．そ
のため，非量子イジングマシンの高集積性を活用した変数固定手法が今後望まれる可能性がある．
そこで本論文では，先行研究において検討が不十分であった点に着目し，イジングマシンのハードウェア上
の制限を克服あるいは緩和するアルゴリズムの提案とその性質の評価を行い，現在の手法の課題を解決するこ
とが目的である．本研究によって，特にビット幅制限に課題のある非量子イジングマシンや問題サイズ制限に
課題のある量子アニーリングマシンが取り扱う問題の範囲が広がることが期待できる．取り扱う問題の範囲が
広がり，性能が引き出されたイジングマシンを用いた研究が可能となり，様々な事例の創出を助け，今後のイ
ジングマシンの活用に貢献できると考えている．

1.2 本論文の構成
本論文は全 5章から構成されている．
第 1章では，本論文の研究の背景と目的について記した．
第 2章では，イジングマシンで組合せ最適化問題の解を得るための操作手順に沿って，組合せ最適化問題を
イジングモデルで表現する方法，ハードウェア上の制限，内部アルゴリズムである SAと QAについて概説す
る．また，現在実装されているイジングマシンにおける入力可能なビット幅や問題サイズといったスペックを
示す．
第 3章では，ビット幅制限を緩和する手法について述べる．まず，ビット幅削減手法の先行研究について説
明する．その後，SA実行時にビット幅削減前後のイジングモデルの動的過程が異なり，得られる解が異なる
ことをシミュレーションを用いて示す．動的過程が変化した原因を統計力学的な解析によって推定した後，解
析結果をもとにビット幅削減後イジングモデルの動的過程が元のイジングモデルのものと一致するような SA

パラメータを提案する．そして，その提案 SAパラメータによる影響をシミュレーションにより評価する．
第 4章では，量子アニーリングマシンに入力可能な問題サイズ制限を緩和する手法について述べる．まず，
問題サイズを削減する手法について先行研究を紹介する．続いて，非量子イジングマシンと量子アニーリング
マシンを組み合わせ，二つのイジングマシンの長所を活かしたハイブリッド最適化手法について説明する．ハ
イブリッド最適化手法の性能を評価するために，非量子イジングマシンとして SA を，量子アニーリングマ
シンとして D-Wave Advantage を使用してシミュレーションを実施する．シミュレーションでは，D-Wave

Advantage に入力可能なサイズと入力不可能なサイズの問題に対する解精度を検証する．また，変数固定手
法のステップごとの影響を解析するために，ハイブリッド最適化手法のパラメータ依存性を検証する．さら
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に，SAと D-Wave Advantage によるシミュレーションによって明らかとなった性質やハイブリッド最適化
手法の潜在的な能力について評価するために，マスター方程式やシュレディンガー方程式を用いた SAと QA

によってシミュレーションを実施する．
第 5章では，本論文のまとめと展望について述べる．
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第 2章

基本的な事項の説明と記法の紹介

第 1章で述べたように，イジングマシンで組合せ最適化問題の解を得るために三つの操作手順が必要となる
（図 1.1）．

手順 1： 組合せ最適化問題の目的関数や制約条件をイジングモデルのエネルギー関数やそれと等価な
Quadratic Unconstrained Binary Optimization (QUBO) によって表現する．このように表現された
イジングモデルや QUBOを論理イジングモデルおよび論理 QUBOと呼ぶ．

手順 2： 論理イジングモデルや論理 QUBOをイジングマシンのハードウェア上の制限を満たすように変換
し，イジングマシンに入力する．このようにして，変換されたイジングモデルや QUBOを物理イジン
グモデルや物理 QUBOと呼ぶ．

手順 3： イジングマシンで物理イジングモデルないしは物理 QUBOの低エネルギー状態を探索する．

本章では，上記の各ステップについて，基本的な事項の説明とそれに伴う記法の紹介をする．まず，手順 1

について述べる．2.1節では，イジングモデルと QUBOの記法を紹介する．そして，イジングモデルの統計
力学的な性質について述べ，基底状態探索の困難性について述べる．また， 2.2節で，組合せ最適化問題をイ
ジングモデルと QUBOで表現する方法について述べる．次に，手順 2について述べる．2.3節で，論理イジ
ングモデルを物理イジングモデルに変換する必要を生じさせるイジングマシンのハードウェア上の制限につい
て記載する．また，ハードウェア上の制限を緩和する方法と課題について先行研究の内容を説明する．手順 3

については， 2.4節でイジングマシンが実装している内部アルゴリズムの基礎となる SAと QAのアルゴリズ
ムと記法について紹介する．最後に， 2.5節で現在実装されているイジングマシンのハードウェアのスペック
について述べる．

2.1 イジングモデルとその性質
本節ではまずイジングモデルの記法を導入する．イジングモデルは，ミクロな要素が多数集まったときに創
発されるマクロな性質を取り扱う統計力学における基本的なモデルである [22]．イジングモデルは無向グラフ
G = (V,E)上で定義される．ここで V と E はそれぞれ無向グラフ Gにおける頂点集合，無向辺集合である．
イジングモデルはスピンと局所磁場，相互作用によって構成されている．イジングモデルのハミルトニアン
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（またはエネルギー関数）Hは，次のように与えられる．

H = −
N∑

i∈V

hiσi −
∑

(i,j)∈E

Ji,jσiσj . (2.1)

ここで、σi は頂点 i ∈ V 上のスピンであり，値は +1または −1をとる．ここで N はスピン数であり，これ
は頂点数 |V |と等しい．また，hi は頂点 i ∈ V の局所磁場，Ji,j は辺 (i, j) ∈ E 上の相互作用を表す．
次に，QUBOの記法を述べる．QUBOは，バイナリ変数 xi ∈ {0, 1}を用いて次の式で与えられる．

H =
∑

1≤i≤j≤N

Qi,jxixj . (2.2)

ここで N は，バイナリ変数の個数である．また，xi ∈ {0, 1}であることから，x2
i = xi となるため，式 (2.2)

は次のように書くこともできる．

H =

N∑
i=1

aixi +
∑

1≤i<j≤N

bijxixj . (2.3)

なお，Qi,j と ai と bij の関係は次の通りである．

Qi,j =

{
ai (i = j)

bij (i < j)
. (2.4)

イジングモデルのスピン σi と QUBOのバイナリ変数 xi の間には，

σi = 1− 2xi, (2.5)

という対応関係にあり，変換は互いに可能である．したがって，式 (2.1) で表現されるイジングモデルと，
式 (2.3)で表現される QUBOは互いに等価であることがわかる．
続いて，式 (2.1)のイジングモデルの基底状態探索の困難性についてみていく．説明のために，まず正方格
子上にスピンと相互作用を配置したイジングモデルを用いる (図 2.1)．スピンの上下左右に隣接されたスピン
同士に相互作用があるイジングモデルであり，ここでは局所磁場はないものとする．式 (2.1)において，相互
作用の係数 Ji,j が正のとき（Ji,j > 0）を強磁性相互作用，負のとき（Ji,j < 0）を反強磁性相互作用という．
まず，すべての相互作用が強磁性かつ均一である場合（Ji,j = +J）を考えると，すべてのスピンが同符号の
状態が基底状態となる．図 2.1(a)では，すべてのスピンが +1の場合を図示しているが，すべてのスピンが
反転して −1となってもエネルギーは変化しない．つまり，基底状態が二重に縮退している．なお，もし局所
磁場が正の場合 (hi > 0)は，すべてのスピンが +1のときに基底状態となるため縮退はしない．次に，すべて
の相互作用が反強磁性かつ均一である場合（Ji,j = −J）を考えると，図 2.1(b)のように隣り合うスピンの符
号が異なる状態のときに基底状態となる．こちらもすべてのスピンを反転させてもエネルギーが変わらないた
め，二重に縮退している．続いて，すべての相互作用がランダムに分布する場合（Ji,j = ±J）を考える．図
2.1(c)に，相互作用がランダムに分布するイジングモデルとその基底状態の一例を示す．バツ印で示される相
互作用においてはエネルギー損失が生じてしまい，すべての相互作用エネルギーが最小になるようなスピン状
態は存在しない．このようなとき，フラストレーションが存在するという．フラストレーションが存在するイ
ジングモデルでは，基底状態かそれに近い状態が非常に多数存在することが知られている．例えば，図 2.1(c)

の中央のスピンは反転させてもエネルギーは変更しないため，反転させた状態も基底状態である．このような
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+𝐽

(a)

−𝐽

(b) (c)

図 2.1: 正方格子イジングモデルの基底状態におけるスピン配置．(a)均一な強磁性相互作用を有するイジング
モデル (Ji,j = +J)．(b)均一な反強磁性相互作用を有するイジングモデル (Ji,j = −J)．(c)ランダムな相互
作用を有するイジングモデル (Ji,j = ±J)．ランダムに Ji,j = ±J が分布している．バツ印で示した相互作
用にエネルギー損失が存在している．直線と波線で示されるスピン間の相互作用はそれぞれ強磁性相互作用
Ji,j = +J と反強磁性相互作用 Ji,j = −J である．矢印はスピンを示し，赤は +1，青は −1を示す．

図 2.2: 全結合反強磁性体イジングモデルによるフラストレーションの例．波線で示されるスピン間の相互作
用は反強磁性相互作用 Ji,j = −J である．バツ印で示した相互作用にエネルギー損失が存在している．矢印
はスピンを示し，赤は +1，青は −1を示す．

状態のスピンは相互作用がランダムに分布するイジングモデルにおいて多数存在する場合がある．このよう
に，相互作用にランダムネスが存在するランダムイジングモデルでは一般に，フラストレーションが現れる．
次に，すべてのスピン間に反強磁性相互作用があるイジングモデルを用いてフラストレーションについて説
明する．ここでは，局所磁場はないものとする．図 2.2の通り，バツ印で示される相互作用においてはエネル
ギー損失が生じており，フラストレーションが存在することがわかる．
このようにフラストレーションが存在するイジングモデルの基底状態を求めることは非常に難しい問題とし
て知られている．
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2.2 イジングモデルによる組合せ最適化問題の表現
組合せ最適化問題は，目的関数を最大あるいは最小にする解を求める問題である．目的関数を最大化させる
問題は，負号をつけることで最小化させる問題へ対応させることができる．組合せ最適化問題をイジングモデ
ルで表現するとは，この目的関数の最小解と基底状態が対応し，かつ，制約条件を満たすときにエネルギーが
最小となる項を加えたイジングモデルを構築することを指す．これまでに様々な組合せ最適化問題の定式化方
法が報告されている [26, 27]．そこで，本節では組合せ最適化問題をイジングモデルで表現する方法について
説明する．
組合せ最適化問題は，次の三つに分類することができる．すなわち，制約条件がない場合，等式で表現可能
な制約条件（等式制約）がある場合，不等式で表現可能な制約条件（不等式制約）がある場合である．この三
つについて例を用いて紹介する．

2.2.1 制約条件がない場合
制約条件がない場合がない場合の組合せ最適化問題の例として数分割問題を扱う．この問題は，NP完全と
して知られている [110]．数分割問題は，N 個の正の数の集合 S = {n1, n2, ..., nN}が与えられたとき，この
集合を二つの互いに素な部分集合 Rと S −Rに分けて，R内の数の和と S −R内の数の和の差が最小になる
ような分割方法を見つけよ，という問題である．ここで部分集合 Rと部分集合 S − Rが互いに素とは，部分
集合 Rと部分集合 S − Rで共通する要素が無いことを指す．数分割問題の目的関数は次のようになり，目的
関数を最小化させる問題となる． ∣∣∣∣∣∣

∑
ni∈R

ni −
∑

ni∈(S−R)

ni

∣∣∣∣∣∣ . (2.6)

数分割問題の例として，整数の集合 S = {2, 6, 7, 9, 10}を考える．このとき，R = {2, 6, 9}と S−R = {7, 10}
のように分割すると，Rに含まれる整数の和と S − Rに含まれる整数の和の差は最小の 0となる．次に，整
数の集合 S = {2, 6, 7, 9}を考えると，R = {2, 9}と S −R = {6, 7}と分割すると，二つの部分集合の和の差
が最小となる．もし N が小さい，つまり与えられた整数の個数が少ない場合，取りうるすべての整数の組合
せを検討することで容易に解くことが可能である．しかし，解の候補数は 2N−2 であるため，N が大きくなる
とこの問題を解くことは困難となる．
この数分割問題をイジングモデルで表現する．スピン σi を導入し，ni を R に属させる場合を σi = +1，

S −Rに属させる場合を σi = −1とすることで，次のイジングモデルのハミルトニアンとして定式化できる．

H =

(
N∑
i=1

niσi

)2

. (2.7)

なお，このイジングモデルを展開すると次のようになる．

H =

(
N∑
i=1

niσi

) N∑
j=1

njσj

 (2.8)

= 2
∑

1≤i<j≤N

ninjσiσj +

N∑
i=1

n2
iσ

2
i . (2.9)
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右辺第二項の σ2
i は 1であるため，n2

i の総和となり，定数項となる．ここで，式 (2.1)をもとに相互作用 Ji,j

を導入すると次のようになり，

Ji,j := ninj , (2.10)

式 (2.9)はすべての相互作用が正の値となる反強磁性イジングモデルとなる．また，すべての整数の間に相互
作用があるため，図 2.2のようなフラストレーションのあるイジングモデルとなっており，基底状態の探索は
困難である．

2.2.2 等式制約がある場合
等式制約がある条件を分類すると，さらに二つに分けることができる．一つは，そもそもの問題に等式で
表現可能な制約条件がある場合である．もう一つは，イジングモデルや QUBOで表現するために，整数値を
複数の変数で表現することに起因する制約条件を等式で表現した場合である．それぞれの場合について説明
する．
まず，そもそもの問題に等式で表現可能な制約条件がある場合である．ここでは，制約充足問題の例として
部分和問題を扱う．部分和問題は，N 個の数の集合 S = {n1, n2, ..., nN}が与えられたとき，和がM となる
部分集合が少なくとも一つ存在するかを問う問題である．目標値M と等しい部分集合を見つけるという点が
等式で表現可能な制約条件となっている．
具体的な部分和問題の例を考える．整数の集合 S = {−2, 3, 6,−7, 9}がある時，少なくとも一つの部分集合
の和M が 0になる部分集合のとり方があるかという問題があった場合，R = {−2,−7, 9}があるため，この
問題の答えは「YES」となる．次に，整数の集合 S = {2, 6, 7, 9}の少なくとも一つの部分集合の和が 19にな
る取り方は存在するかという問題を考えると，答えは「NO」となる．もし N が小さい，つまり与えられた整
数の個数が少ない場合，取りうるすべての整数の組合せを検討することで容易に解くことが可能である．しか
し，解の候補数は 2N − 1であるため，N が大きくなるに従い，この問題を解くことは困難となる．
部分和問題をバイナリ変数 xi を用いて QUBOで表現する．集合 S の一つ一つの要素 ni を部分集合に含め
る場合は 1，含めない場合は 0とすることで，QUBOのハミルトニアンは次のように表現できる．

H =

(
N∑
i=1

nixi −M

)2

. (2.11)

式 (2.11)のHの最小値を探索したとき，H = 0となる少なくとも一つの部分集合が存在する場合は，その部
分和問題の答えは「YES」となる．一方，すべての部分集合の候補に対する目的関数が正の値 (H > 0)をと
るとき，答えは「NO」となる．ここで，QUBO形式で定式化されたこのハミルトニアンをイジングモデルに
変換する．式 (2.5)を用いると，式 (2.11)は，次のように表現できる．

H =

[
N∑
i=1

ni
1

2
(1− σi)−M

]2
. (2.12)

11



これを展開すると，次のようになる．

H =

(
−1

2

N∑
i=1

niσi +
1

2

N∑
i=1

ni −M

)2

(2.13)

=
1

4

N∑
i=1

N∑
j=1

ninjσiσj −
N∑
i=1

1

2

N∑
j=1

nj −M

niσi +

(
1

2

N∑
i=1

ni −M

)2

. (2.14)

ここで，式 (2.1)をもとに相互局所磁場 hi を次のように導入する．

hi :=

1

2

N∑
j=1

nj −M

ni. (2.15)

式 (2.10)と式 (2.15)を使って，式 (2.14)を表現すると，

H =
1

4

N∑
i=1

N∑
j=1

Ji,jσiσj −
N∑
i=1

hiσi +

1

2

N∑
j=1

nj −M

2

. (2.16)

となる．ここで，右辺第三項は定数である．そのため，式 (2.16)は，ランダムな相互作用や不均一な相互作
用を持つハミルトニアンである．
次に，イジングモデルや QUBOで表現するために，整数値を複数の変数で表現することに起因する制約条
件を等式で表現した場合について述べる．組合せ最適化問題の例として，巡回セールスマン問題を扱う．この
問題は，NP困難な問題として知られている．巡回セールスマン問題は，以下の四つの条件を満たす経路のう
ち最短距離を探索せよという問題である．

1： N 個の都市がある．
2： セールスマンは都市 iから距離 di,j だけ離れた都市 j に移動する．
3： セールスマンは任意の都市に一度ずつ訪問する．
4： セールスマンはすべての都市を訪問した後，最初の都市に戻る．

具体的な例として，都市数 N = 5の巡回セールスマン問題を考える．図 2.3(a)は都市の場所と都市間の距
離を示しており，この中から条件を満たす最短経路を探索する．図 2.3(b)と (c)はそれぞれ経路長が 31と 30

となる経路を表す．これはそれぞれ最短距離ではない解と最適解となっている．都市数 N が小さければすべ
ての解の候補を列挙することで最適解を得ることが可能である．しかし，解の候補は (N − 1)!/2通りあるた
め，都市数 N が増加するほど巡回セールスマン問題の最適解を得ることは困難である．
巡回セールスマン問題の QUBO表現は，

H = HA +HB , (2.17)

となる．ここで，

HA =

N∑
α=1

∑
1≤i<j≤N

di,jni,αnj,α+1, (2.18)

HB = µ

 N∑
α=1

(
N∑
i=1

ni,α − 1

)2

+

N∑
i=1

(
N∑

α=1

ni,α − 1

)2
 , (2.19)
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図 2.3: 5都市の巡回セールスマン問題の例．(a)都市の場所と都市間の距離．円は都市，実線の数字は都市間
の距離を示す． (b)最適解ではない解，(c)最適解.

となる．µは正の定数であり，ペナルティ係数と呼ばれる．また，ni,α は 0または 1をとるバイナリ変数であ
る．αは都市を巡る順番を，iは都市のインデックスを表しており，セールスマンが α番目に都市 iを通過す
る場合，ni,α = 1となり，そうでない場合は 0となる．式 (2.18)の HA は，選択された都市間の経路長であ
る．巡回セールスマン問題は，HA を最小にし，かつ上記の四つの条件を満たす都市の順番を求めるという問
題である．HB（式 (2.19)）の第一項はセールスマンが同時に二つ以上の都市を通過することができないとい
う制約を，第二項は各都市は一度しか訪れないという制約を加えており，上記三つ目の条件に該当する．この
制約が，等式で表現可能な制約条件を表している．また，任意の iに対し，ni,N+1 = ni,1 とすることで，四
つ目の条件は満たされる．
最小化させる目的の経路長を表す式 (2.18)について，ni,α の代わりに次のイジングスピン (σi,α = ±1)を
導入する．

σi,α = 1− 2ni,α. (2.20)

すると，式 (2.18)は次のように書くことができる．

HA =
1

4

N∑
α=1

∑
1≤i<j≤N

di,jσi,ασj,α+1 +

N∑
α=1

∑
1≤i<j≤N

di,jσi,α + const. (2.21)

式 (2.21)の di,j は変数同士の相互作用とみなすことができる．したがって，すべての都市の間に相互作用が
ある反強磁性イジングモデルであり，図 2.2のように基底状態の探索は困難である．

2.2.3 不等式制約がある場合
不等式制約がある組合せ最適化問題の例としてナップサック問題を扱う．この問題は NP困難な問題として
知られている [110]．ナップサック問題は，αでラベル付けされた N 個のアイテムがあり，それぞれ価値 cα

と重さ wα が定義されているとき，重さW まで収載可能なナップサックに価値の総和が最大となるようにア
イテムを選択して入れる，という問題である．
ナップサック問題の具体的な例として，図 2.4 にあるように重さと価値が定義された 4 つのアイテムから
選ぶ状況を考える．ナップサックに収載可能な重さはW = 50 とする．このアイテムの中では，アイテム 2

とアイテム 4をナップサックに入れると，価値が 900となり最大となる．アイテム 1とアイテム 2をナップ
サックに入れると，価値が 1000となるが重みが 60となってしまうため入れることができない．もし，アイ
テム数が少なければすべての解の候補を列挙することで最適解を得ることは可能である．しかし，アイテム数
N に対して 2N 通りという膨大な解候補が存在する．

13



アイテム 重さ𝑤! 価値𝑐!
20 300
40 700
30 500
10 200

1

3
2

4

図 2.4: ナップサック問題におけるアイテムの重みと価値の例

ナップサック問題の目的関数をバイナリ変数 x
α
を用いて表現する．ナップサックにアイテムを入れる場合

は 1，入れない場合は 0となるようにし，ナップサックに入れるアイテムの価値の総和を最大にするため，
N∑

α=1

cαxα, (2.22)

と表される．イジングマシンに入力する QUBO として定式化する際は最小化問題とする必要があるため，
式 (2.22)に負号をつける．次に制約条件について考える．ナップサックに入れたアイテムの総重みW は次の
ように表される．

W =

N∑
α=1

wαxα. (2.23)

この重みW がナップサックに収載可能な重さW 以下になるという，不等式で表現可能な制約条件を QUBO

を用いて表現する．QUBO で不等式制約を表現するためにバイナリ変数 yj ∈ {0, 1}(1 ≤ j ≤ W) を導入す
る．このバイナリ変数を用いて，W ≤ W を満たすときに最小値 0を取る QUBOは次のように表現される．

Hconstraint =

1−
W∑
j=1

yj

2

+

 W∑
j=1

jyj −
N∑

α=1

wαxα

2

. (2.24)

式 (2.25)の第一項は，ただ一つの j(1 ≤ j ≤ W)に対して，yj = 1となる制約を表現している．そして第二
項は，ナップサックに入れたアイテムの総重みW がナップサックに収載可能な重さW 以下とする制約を表
現している．式 (2.25)の Hconstraint = 0となった場合は，W ≤ W を満たしたアイテムを選択したことを示
している．以上より，ナップサック問題の QUBO表現は，正の整数 µを用いて次のように表される．

H = −
N∑

α=1

wαxα + µ


1−

W∑
j=1

yj

2

+

 W∑
j=1

jyj −
N∑

α=1

wαxα

2
 . (2.25)

2.3 イジングマシンのハードウェア制限
前節で述べたように組合せ最適化問題の目的関数や制約条件をイジングモデルとして表現可能である．しか
しながら，表現された論理イジングモデルをそのままイジングマシンで解くことができない場合がある．その
理由は，イジングマシンのハードウェア上の制限があり，論理イジングモデルをそのままイジングマシンに入
力することができないからである．したがって，イジングマシンのハードウェア制限を満たすように論理イジ
ングモデルを物理イジングモデルに変換する必要がある．本節では，物理イジングモデルへの変換が必要とさ
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せるハードウェア制約である，(1)ビット幅制限，(2)トポロジー制限，(3)問題サイズ制限について紹介する．
そして，それらの制限を満たした物理イジングモデルへの変換方法に関する先行研究と残された課題について
述べる．

2.3.1 ビット幅制限
ビット幅とは，イジングマシンに入力可能なイジングモデルの係数の範囲である．イジングモデルにおいて
は，式 (2.1)の通り，相互作用 Ji,j と局所磁場 hi が係数となる．2.2節に示した通り，部分和問題や整数分割
問題では集合に含まれる数を，巡回セールスマン問題であれば都市間の距離を係数としているため，基底状態
探索のために係数の値はなくてはならない情報である．しかし，ハードウェア上の制限のため，イジングマシ
ンにはビット幅に制限があり，係数を論理イジングモデルのまま入力できないという課題がある．ビット幅は
実装されているハードウェアの形式によって異なる．デジタル回路である ASICや FPGA，GPUによって実
装されるイジングマシンのビット幅は，符号ビットの整数範囲で表現される．本論文では、n ビットのビッ
ト幅は [−(2n−1 − 1), 2n−1 − 1] としている．例えば，2 ビットでは −1, 0,+1 の範囲，4 ビットでは [−7, 7]

の範囲となる．非量子イジングマシンにおいては論理イジングモデルの係数がビット幅の範囲を超えた場合，
マシンに問題を入力することができない．超伝導回路によって実装されている量子アニーリングマシンであ
る D-Wave 2000Qや D-Wave Advantageの係数の取りうる範囲は，理想的には相互作用が [−1, 1]もしくは
[−2, 1]，局所磁場が [−2, 2]の範囲の実数となっている [28]．量子アニーリングマシンにおいても取りうる係
数の範囲を超える係数を持つ問題は入力することができない．このように，ビット幅制限によって論理イジン
グモデルを物理イジングモデルに変換しなければならなくなる．
イジングマシンに入力可能な物理イジングマシンに変換するために，論理イジングモデルの係数のビット
幅を削減する操作が必要である．D-Wave マシンを使用するための dwave-system パッケージに含まれる
DWaveSamplerクラスでは，auto_scaleパラメータを使ってビット幅を削減可能である [28]．その方法は，
係数を 0.001の精度で調整可能 [29]であることを利用し，係数の最大値を基準にすべての係数を正規化する方
法である．例えば，D-Wave 2000Q に +1,+2,+40 の相互作用を入力する場合を考える．係数の最大値 +40

を基準に正規化すると，値はそれぞれ 0.025，0.05，1となる．この正規化の作業によって，物理イジングモ
デルの係数同士の関係は，論理イジングモデルのものと同等になる．しかし，+1と +3の相互作用を入力す
る場合のような，0.001 以下の精度での入力が必要なときに論理イジングモデルの係数同士の関係が正確に
反映されなくなる．また，D-Wave マシンはアナログデバイスであるため，ノイズの影響を受けやすく，係
数はガウス分布に従った制御エラーを生じる [111]．例えば，式 (2.1) において hi = 0，Ji,j = ±J(J = 1)

としたイジングモデルを D-Wave Two に入力した際，相互作用はランダムなエラー R ∼ N (0, δJ) を含む
Ji,j = ±J +Rとなった [112]．ここで，δJ ≈ 0.05J である．なお，N (µ, σ2)は，平均 µ，分散 σ2 の正規分
布を示す．もし，正規化され小さくなってしまった係数が，上記の例のようなノイズと同程度以下のとき，ノ
イズによって係数が打ち消されてしまうという課題がある．制御エラーの影響を削減する手法について研究が
進められているが，完全に排除することはできていない [113, 114]．他のビット幅削減手法として，シフト手
法が知られている [74–76]. シフト手法では，係数を整数のままビット幅削減できるため，非量子イジングマ
シンにも適用可能である．シフト手法によるビット幅削減手順は次の通りである．

ステップ 1: 次の式で dを算出する．

d = 2(noriginal−ntarget). (2.26)

15



6

𝜎!

𝜎" 𝜎#
1

5 −7

−7

𝜎$𝜎%
−1 4

3
−5

6

−4

−5 4

2

(a)

3

𝜎!

𝜎" 𝜎#
1

2 −3

−3

𝜎$𝜎%
−1 2

1
−2

3

−2

−2 2

1

(b)

3

𝜎!

𝜎" 𝜎#
1

2 −3

−3

𝜎$𝜎%
−1 2

1
−2

3

−2

−2 2

1

(c)

図 2.5: シフト手法によるビット幅削減の例．(a)元のイジングモデル (4ビット幅）と基底状態,(b),(c)BWR

イジングモデル (3ビット幅）と二つの基底状態.実線の矢印，実線，円はそれぞれ磁場，相互作用，スピンを
示す．オレンジと青は基底状態におけるスピンの向き +1と −1を示す．

ここで，noriginal は元のイジングモデルのビット幅,ntarget は削減する目的のビット幅である．
ステップ 2: 元のイジングモデルの局所磁場の係数 hから，次のようにビット幅が削減されたイジングモデ

ル (Bit-Width Reduced; BWRイジングモデル)の局所磁場の係数 h′ を算出する．

h′ =

{
max(⌊h/d⌋, 1) (h > 0)

min(⌈h/d⌉,−1) (h < 0)
. (2.27)

ステップ 3: 元のイジングモデルの相互作用の係数 J から，次のように BWRイジングモデルの相互作用の
係数 J ′ を算出する．

J ′
ij =

{
max(⌊Ji,j/d⌋, 1) (Ji,j > 0)

min(⌈Ji,j/d⌉,−1) (Ji,j < 0)
. (2.28)

ここで，⌊x⌋は x以下の最大の整数を返す関数であり，⌈x⌉は x以上の最小の整数を返す関数である．この
ように，シフト手法はイジングモデルの係数が目標とするビット幅の範囲より大きい場合は，2の冪乗で除算
する手法である．
図 2.5にシフト手法によってビット幅削減した例を示す．ここでは，係数のビット幅は 4ビットから 3ビッ
トに削減した．図 2.5(a)が元のイジングモデル，図 2.5(b)(c)がシフト手法による BWRイジングモデルであ
る．元のイジングモデルの基底状態は，(σ1, σ2, σ3, σ4, σ5) = (+1,+1,−1,+1,−1)となる (図 2.5(a)). 一方，
BWRイジングモデルの基底状態は，(σ1, σ2, σ3, σ4, σ5) = (+1,−1,−1,+1,+1)と (−1,−1,−1,+1,+1)の
2通りとなる (図 2.5(b),(c))．このように，シフト手法は単純にビット幅を減らすことができるが，BWRイ
ジングモデルの基底状態は元のイジングモデルの基底状態から変化してしまう可能性がある．
ビット幅削減による基底状態の変化について，巡回セールスマン問題を例に組合せ最適化問題に置き換え
る．図 2.3(a)のビット幅を 5ビットから 4ビットに削減した場合を考える（図 2.6）．その場合，図 2.6(b)と
(c)の経路長はいずれも 14であり，最適解である．しかし，元の問題では図 2.6(b)の経路は最適解ではない
（図 2.3(b)）．このように，シフト法によるビット幅削減は組合せ最適化問題の正しい結果を得られなくしてし
まう可能性が残るという課題がある．

2.3.2 トポロジー制限
ここでいうトポロジーとは，頂点と辺からなるグラフにおける接続構造のことである．イジングマシンにお
いては，スピン間の相互作用のネットワーク構造を指す．イジングマシンに実装されている主なトポロジーと
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図 2.6: 5都市の巡回セールスマン問題をシフト法によってビット幅削減した例．(a)都市の場所と都市間の距
離（4ビット幅）．(b)4ビット幅の巡回セールスマン問題の最適解．ただし，元の問題 (5ビット幅）では最適
解ではない解．(c)4ビット幅の巡回セールスマン問題の最適解．元の問題 (5ビット幅）においても最適解．

して，完全グラフ [16,18,20,40,44–50,73,115]や二層の二次元正方格子 [14]，キングスグラフ [15,30–32]，キ
メラグラフ [6, 33, 34, 116]，ペガサスグラフ [35]が知られている．完全グラフでは各々のスピン間が相互に結
線されている全結合となっているが，完全グラフ以外のトポロジーでは相互作用を設定可能なスピンのペアは
限定されている疎結合となっていることがわかる（図 2.7）．一方，論理イジングモデルは全結合を前提に構築
されており，前節で紹介した組合せ最適化問題ように任意のスピン間で相互作用をする場合がある（図 2.3）．
このように，論理イジングモデルのグラフ表現がイジングマシンのトポロジーと異なる場合，論理イジングモ
デルをイジングマシンに入力することができない．イジングマシンのハードウェア上でも全結合の状態を構築
することが望まれるが，すべてのスピンに結線することは回路構成上複雑となり困難であるため，互いに近傍
で結線しやすいスピン間にだけ辺を張ったトポロジーとなっている．このように，トポロジー制約によって論
理イジングモデルを物理イジングモデルに変換しなければならなくなる．
トポロジー制限を原因として，論理イジングモデルをハードウェアトポロジーの部分グラフに入力可能な物
理イジングモデルに変換する処理は，グラフ埋め込みと呼ばれる．任意の問題グラフを任意のハードウェアト
ポロジーへの埋め込みを探索することは NP困難であることが知られている [117]．これまでに様々な埋め込
み手法が提案されている [34, 35, 77–94]．ここで，グラフ埋め込みの簡単な例を図 2.8に示す．論理イジング
モデルは 4つの頂点を持つ全結合グラフ (図 2.8(a)) とし，キメラグラフの 1ユニットセル（完全 2部グラフ）
に埋め込む場合を考える．埋め込み方法は，ヒューリスティックに物理イジングモデルを探索する Cai らの
方法を使用した [79]．まず，図 2.8(b)に論理イジングモデルの一つのスピンをユニットセルの一つの頂点に
割り当てて埋め込みを試みた場合を示す．この状態では，相互作用 J1,3 と J2,4 を表現する辺が存在しないた
め，埋め込みは失敗している．そこで，一つのスピンをユニットセルの二つの頂点に割り当て，その二つの頂
点の間に十分に強い相互作用を導入することで同じ値をとるようにする．すると，図 2.8(c) のように新たに
追加されたスピンによって相互作用 J1,3 と J2,4 を表現することができるようになる．このようなグラフ埋め
込みによって，疎結合のハードウェアトポロジーであっても論理イジングモデルを表現可能である．しかしな
がら，埋め込みのために必要なスピン数が増大するという課題がある．例えば，キメラグラフを持つ D-Wave

2000Qの場合，スピンを表す qubit数は 2, 030であるが，64個のスピンを持つ全結合イジングモデルまでし
か入力することができない [118]．また，トポロジーがペガサスグラフであり qubit 数がそれぞれ 5, 436 と
5, 627の D-Wave Advantageと D-Wave Advantage 4.1においては，入力可能な全結合イジングモデルのス
ピン数は 119と 177となる [36, 118]．
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図 2.7: イジングマシンに実装されているトポロジー．(a)完全グラフ，(b)二層二次元正方格子，(c)キング
スグラフ，(d)キメラグラフ，(e)ペガサスグラフ．青い丸がスピン，実線が相互作用を示す．
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図 2.8: 4つの頂点を持つ全結合論理イジングモデルをキメラグラフのユニットセルに埋め込む例．(a)論理イ
ジングモデル，(b)埋め込みに失敗した例，(c)埋め込みに成功した例．赤い実線は埋め込みのために新たに
追加したスピンとの相互作用，青い実線はスピン同士の相互作用，破線はキメラグラフの辺を示す．

2.3.3 問題サイズ制限
ここでいう問題サイズは，一度にイジングマシンに入力可能な変数の個数を指す．イジングマシンに入力可
能な問題サイズを超える大規模な問題は，そのまま取り扱うことができないため，論理イジングモデルから物
理イジングモデルに変換する必要がある．入力可能な問題サイズは徐々に拡大している．例として，D-Wave

マシンについて考える．D-Wave マシンにおける変数は，量子ビット (qubit）である．初期モデルである
D-Wave Oneではの QPUに 128 qubits [6]が実装されていたが，続く D-Wave Twoでは 512 qubits [33]，
D-Wave 2Xでは 1, 152 qubits [116], D-Wave 2000Qでは 2, 000 qubits以上 [34,118]，D-Wave Advantage

では 5, 000 qubits以上 [36, 37,118]が実装されている．また，現在開発中の D-Wave Advantage2では 7000

qubits [119]以上が実装される予定である．組合せ最適化問題を解く際に必要な変数の個数は，2.2節の部分
和問題や数分割問題においては，集合 S に含まれる数の個数と等しい (式 (2.9)と式 (2.16))が，巡回セールス
マン問題においては，都市数N に対してN ×N 個の変数が必要となる．すなわち，D-Wave 2000Qにおいて
は，都市数 50の巡回セールスマン問題は入力不可能である．また，トポロジーの関係から入力可能な問題サ
イズはさらに少なくなる．巡回セールスマン問題では，全結合イジングモデルが構築されるため (式 (2.21))，
D-Wave 2000Qには，都市数 8の巡回セールスマン問題が入力可能な問題の最大となる．
この課題を解決するために，量子アニーラーに入力可能なサイズまで問題を削減したサブ問題を生成後に，
量子アニーラーで問題サイズ削減問題を解くという方法が提案されてきた [90, 93, 95–109]．サブ問題を作成
するために，まず最適化手法によって一時的な解を得たのち，ある基準に従って一部のスピンまたはバイナリ
変数の値を −1か +1，または 0か 1に固定することで，問題サイズを削減する変数固定手法が研究されてい
る [98, 99, 104, 105, 108, 109]．前処理として使用される最適化手法には，タブーサーチ [120–123]や分子動力
学法 [124]，線形計画法 [125]が使用されている．前処理によって固定する変数が決定した後，サブ問題は下
記のように作成される．ここでは，イジングモデルを対象とし，変数固定後のサブ問題をサブイジングモデル
と呼ぶ．元のイジングモデルのスピン数を n,サブイジングモデルのスピン数をmとする．また，元のイジン
グモデルが式 (2.1)によって表される場合,S = {σ1, σ2, ..., σn}をスピンのセットとし，サブイジングモデル
のスピンのセットを S′ とする．そして，前処理によって得られた一時的な解のスピンの組合せ状態を σ̃i =

(σ̃1, σ̃2, ··· , σ̃n)とする．ここで，σ̃i は −1または 1である．この S′ と σ̃i からサブイジングモデルのハミル
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図 2.9: 変数固定手法の例．(a)一時的な解．(b)元のイジングモデルの基底状態の向きにスピンを固定した際
のサブイジングモデルの基底状態．(c)元のイジングモデルの基底状態と異なる向きにスピンを固定した際の
サブイジングモデルの基底状態．実線の矢印，実線，円はそれぞれ磁場，相互作用，スピンを示す．オレンジ
と青はスピンの向き +1と −1を示す．赤枠は変数固定手法で固定したスピンを示す．

トニアンは次のように生成される．

Hsub−Ising model = −
∑
i

σi∈S′

Liσi −
∑
(i,j)

σi,σj∈S′

Ji,jσiσj + C, (2.29)

ここで，Li と C は，

Li = hi +
∑
j

σ̃j /∈S′

Ji,j σ̃j , (2.30)

C = −
∑
i

σ̃i /∈S′

hiσ̃i −
∑
(i,j)

σ̃i,σ̃j /∈S′

Ji,j σ̃iσ̃j， (2.31)

となる．
ここで，変数固定の具体的な例について示す．図 2.5と同じイジングモデルについて，図 2.9(a)のような
一時的な解を得たとする．
図 2.5(a)のスピン状態が基底状態であるため，σ4 と σ5 が基底状態と異なる値となっている．もし，この

σ4 と σ5 を除くスピンを一時的な解の値の通り固定し，サブイジングモデルを生成した場合，ハミルトニアン
HGS

sub−Ising model は，

HGS
sub−Ising model = −18σ4 + 10σ5 − 1σ4σ5 − 7, (2.32)
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表 2.1: 式 (2.32)におけるスピンの全状態と対応するハミルトニアン

σ4 σ5 HGS
sub−Ising model

+1 +1 −16

+1 −1 −34

−1 +1 22

−1 −1 0

表 2.2: 式 (2.33)におけるスピンの全状態と対応するハミルトニアン

σ2 σ3 HNGS
sub−Ising model

+1 +1 8

+1 −1 22

−1 +1 6

−1 −1 −4

となる．式 (2.32)におけるスピンの全状態と対応するハミルトニアンを表 2.1に示す．サブイジングモデル
の基底状態は，(σ4, σ5) = (+1,−1)となり，サブイジングモデルの基底状態が元のイジングモデルの基底状
態と一致している．
一方，一時的な解において元のイジングモデルの基底状態とは異なる向きとなった σ4 と σ5 と，基底状態
と同じ向きとなった σ1 を固定し，サブイジングモデルを生成した場合，ハミルトニアンHNGS

sub−Ising model は，

HNGS
sub−Ising model = 7σ2 − σ3 − 6σ2σ3 + 8, (2.33)

となる．サブイジングモデルの基底状態は，(σ2, σ3) = (−1,−1)となる（表 2.2）が，その状態は元のイジン
グモデルの基底状態とは異なる．
元の問題の基底状態と異なる向きの変数を抽出し，生成したサブ問題の基底状態を得ることが理想である
が，事前に元の問題の基底状態を把握することはできない．そこで，基底状態と同じ向きの変数を抽出するた
めの方法として，様々な前処理方法が探索されている．
また，サブ問題を作成するために，確率伝播法 [126]やラグランジュ緩和 [127,128]を用いた方法 [96]や分
割統治法 [129]を用いた方法 [95]，グラフ分割手法を用いた方法 [93, 101, 102, 106]が報告されてり，それぞ
れの先行研究でサブ問題の解を量子アニーリングマシンで得ていた．また，従来よりも多くの変数を入力可能
な埋め込み手法を提案し，より大きな問題サイズのサブ問題を生成する手法も報告されている [90,103]．他に
は，線形制約を持つ組合せ最適化問題に対して，制約部分の変数を固定する手法も提案されている [130]．

2.4 シミュレーテッドアニーリングと量子アニーリング
現在実装されているイジングマシンの内部アルゴリズムのうち，基本的なものはシミュレーテッドアニーリ
ング（Simulated Annealing: SA）と量子アニーリング (Quantum Annealing: QA)である．本節では，その
二つのアルゴリズムについて示す．
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シミュレーテッドアニーリング (SA)は，イジングモデルの状態遷移を誘起するために，温度の概念を擬似
的に導入し，徐々に温度を下げる操作によって確率的に低エネルギー状態を探索する手法である [10–13]．イ
ジングモデルのスピン状態を {σi}，その際のエネルギーをH({σi})としたときに，温度 T における平衡状態
の確率分布 P eq

T ({σi})は，

P eq
T ({σi}) =

exp

[
−H({σi})

T

]
∑

{σi} exp

[
−H({σi})

T

] , (2.34)

となる．ここでは，物理定数であるボルツマン定数 kB を 1としている．初期の温度 T を十分高温に保ち，十
分に緩やかに温度を下げていくことで，各温度における平衡状態を保つことができ，最終的に温度 0における
平衡状態を得ることで，低エネルギー状態を探索する．
SAを実装する方法には様々な方法がある．ここでは，まずマルコフ連鎖モンテカルロ法を用いた SAにつ
いて示す．マルコフ連鎖とは，離散的な時間で状態が確率的に遷移する系において，現在の状態が直前の状態
によってのみ決まるという確率過程のことをいう．マルコフ連鎖モンテカルロ法とは，マルコフ連鎖の状態遷
移を用いて任意の確率分布に従う乱数を生成し，数値計算をする方法のことである．SAでは，式 (2.34)の確
率分布に従って状態遷移させることを目標としている．目的の確率分布に従って乱数を生成するために，エル
ゴード条件とつり合い条件を満たす遷移確率に従って，状態遷移を繰り返す必要がある．代表的な遷移分布は
メトロポリス法 [131,132]と熱浴法 [133]である．遷移前のスピン状態を {σi}，遷移後のスピン状態を {σj}，
遷移確率を w({σi}→{σj}) とした時，メトロポリス法は，

w({σi}→{σj}) =

1 (H({σj}) ≤ H({σi}))

exp

[
−H({σj})−H({σi})

T

]
(H({σj}) > H({σi}))

, (2.35)

と表され，熱浴法は

w({σi}→{σj}) =

exp

[
−H({σj})

T

]
exp

[
−H({σi})

T

]
+ exp

[
−H({σj})

T

] =
1

1 + exp

(
−∆H

T

) , (2.36)

と表される．ここで，∆Hは H({σj})−H({σi})によって定義される．状態遷移を一度に一つのスピンだけ
を反転させるシングルスピンフリップによって実施することで，上記の遷移確率はエルゴード条件とつり合い
条件を満たす．
式 (2.1)によって与えられるスピン数 N のイジングモデルにおいて，マルコフ連鎖モンテカルロ法を用い
た SAでは，次の手順で最適解を探索する（図 2.10）．

ステップ 1： ランダムな初期スピン状態を準備する．
ステップ 2： ハミルトニアンにおいて十分に高い初期温度を設定する．
ステップ 3： N 個のスピンから一つをランダムに選択する．
ステップ 4： 遷移確率に従って状態を遷移させる．本研究では，熱浴法を用いる．
ステップ 5： ステップ 3–4を “インナーループ”回繰り返す．インナーループはスピンの数 N に設定され，

これを一つのモンテカルロステップ（MCS）と呼ぶ．
ステップ 6： 温度 T を減少させてステップ 3に戻る．
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図 2.10: SAのアルゴリズム．図中の r は 0以上 1未満でランダムに生成された数．

ステップ 7： ステップ 6を “アウターループ”回繰り返す．

温度 T は，設定した温度スケジュールによって減少させる．アウタループ t 回（時刻 t) における温度を
T (t)，スピン数 N に比例する正の定数を ∆としたときに，

T (t) ≤ ∆

ln(t+ 2)
, (2.37)

といったスケジュールで温度を低下させると t → ∞の極限で基底状態が確実に得られることが S. Gemanと
D. Gemanによって証明された [134]．これは，Geman–Gemanの定理と呼ばれる．ただし，実際に SAを実
行する場合は，温度低下に長い時間を有する Geman–Gemanの定理のような理想的な温度スケジュールは設
定しない．現実的な時間で設定された温度スケジュールで得られる解は，基底状態ではない可能性があること
に注意する．また，温度の低下に伴い状態が確率高く出現する状態のエネルギーが徐々に下がっていく様子が
見られるため，SAにおいて動的性質は重要である．
続いて，SAを微分方程式によって実装した方法について示す．SAは次のマスター方程式によって記述さ
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れる．

dP ({σj}, t)
dt

=
∑
i

Lj,iP ({σi}, t). (2.38)

ここで，P ({σi}, t)は時刻 tにおけるスピン状態 {σi}の確率を表している．また，式 (2.38)では，スピン状
態 {σi}から {σj}へ遷移する条件を考えている．シングルスピンフリップを実施させるため，確率遷移行列
Lj,i の要素は次のように記述される．

Lj,i =


(
1 + exp

[
∆H
T (t)

])−1

(1スピン違い）
−
∑

k ̸=i Lk,i (i = j)

0 (その他）

. (2.39)

1スピン違いの条件において，H({σi})は状態 {σi}のエネルギーであり，遷移確率は熱浴法に基づき設定し
た．また，T (t)は時刻 tにおける温度である．
この微分方程式であるマスター方程式を用いることで，SAのダイナミクスが厳密に得られる．
次に，イジングマシンの内部アルゴリズムとして使用されているメタヒューリスティクスの二つ目である，
量子アニーリング (QA)について示す．QAは SAに着想を得て提案された手法である．SAは組合せ最適化
問題を表現したイジングモデルに対し，温度ゆらぎを用い，熱ゆらぎを徐々に弱めるという操作を行なってい
た．QAではその温度ゆらぎの代わりに量子ゆらぎを導入し，量子ゆらぎを徐々に弱めるという操作によって
最適な組合せを探索する．
イジングモデルにおける量子効果として，横磁場を用いた QAについて説明する．この場合，量子アニーリ
ングの動作は，次のような時間 tに依存するハミルトニアン Ĥ (t)で表現される [7]．

Ĥ (t) = Ĥ0 + Γ(t)Ĥq, (2.40)

Ĥ0 = −
∑
i∈V

hiσ̂
z
i −

∑
(i,j)∈E

Ji,j σ̂
z
i σ̂

z
j , (2.41)

Ĥq = −
N∑
i=1

σ̂x
i . (2.42)

ここで，σ̂z と σ̂x は以下で定義されるパウリ行列である．

σ̂z =

(
1 0
0 −1

)
, (2.43)

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
. (2.44)

式 (2.40)の Ĥ0 は組合せ最適化問題を表現するものであり，式 (2.1)のスピン変数 σi をパウリ行列 σ̂z
i に

置き換えたものである．したがって，Ĥ0 の基底状態が，対応する組合せ最適化問題の最適解に対応する．パ

ウリ行列 σ̂z の固有値 (+1)，(−1)に属する固有ベクトルはそれぞれ |↑⟩ :=

(
1

0

)
と |↓⟩ :=

(
0

1

)
であり，これ

らの値はスピン変数 σi の取る値である (+1)と (−1)に対応する．一方，Ĥq は，量子ゆらぎを導入するため

24



に追加されたハミルトニアンである．Γ(t)が大きいとき，量子効果が強い．言い換えると，Γ(t)は量子揺ら
ぎの大きさを表す．
SAでは十分に高い温度から徐々に温度を下げていくことで，温度 0におけるハミルトニアンの基底状態を
探索する．同様に，QAでは量子ゆらぎ 0の地点の安定状態を探索する．QAでは，初期状態で大きな量子ゆ
らぎ Γ(0)を選び，系が Ĥq だけで記述されるようにする．量子ゆらぎが大きい状態においては，Ĥq の基底
状態は，すべての状態についてほぼ等しい確率振幅を持つ状態として表される．ここで，Γ(t) → ∞の極限で
は，次のように表される．

|→⟩ := 1√
2
(|↑⟩+ |↓⟩) . (2.45)

この状態は，σ̂x の固有値 (+1)に属する固有ベクトルであり，|↑⟩と |↓⟩が等確率で重ね合わされた状態を表
している．|→⟩を用いて Ĥq の基底状態は，次のように表すことができる．

|→→ · · · →⟩ := |→⟩ ⊗ |→⟩ ⊗ · · · ⊗ |→⟩ . (2.46)

次に，Γ(t)を徐々に弱め，Γ(t) = 0となる時刻 tにおける Ĥ0 の基底状態を得る．このように，QAは自明な
Ĥq の基底状態から，非自明な Ĥ0 の基底状態を得ることを試みる．
式 (2.40)の代わりに，

Ĥ (t) =
t

τ
Ĥ0 +

(
1− t

τ

)
Ĥq, (2.47)

と定式化する方法もある [8, 9]．式 (2.47)の τ は計算時間であり，初期状態 t = 0で Ĥ (0) = Ĥq，終了状態
t = τ で Ĥ (τ) = Ĥ0 となる．
量子力学によれば，Ĥ (t)を時間発展させた際の状態の変化はシュレディンガー方程式：

iℏ
d

dt
|Ψ(t)⟩ = Ĥ (t) |Ψ(t)⟩ , (2.48)

に従う．ここで，ℏはディラック定数，|Ψ(t)⟩は波動関数である．
SAでは，Geman–Gemanの定理により十分に緩やかな理想的な温度スケジュールを設定することで基底状
態を得ることができる．QAにおいては，Ĥq の基底状態を初期条件とし，量子力学に従って時間発展させた
際に，各時刻において Ĥ (t)が基底状態を連続的に（断熱的に)たどることができれば，確実に Ĥ0 の基底状態
を得ることができる．時間発展中に基底状態と励起状態のエネルギー準位が接近する場合があり，その差が近
いほど励起確率が高くなるため，量子揺らぎを緩やかに制御する必要がある．QAにおいて，断熱的に Ĥ (t)

の基底状態をたどる条件として断熱条件 [135]が知られており，次のように表される．

max
∣∣∣⟨Ψ1 (t)| dH(t)

dt |Ψ0 (t)⟩
∣∣∣

min∆E(t)2
≪ 1. (2.49)

ここで，|Ψ0 (t)⟩および |Ψ1 (t)⟩は，それぞれ各瞬間におけるハミルトニアンの基底状態と第一励起状態の固
有ベクトルを表す．また，∆E(t)はエネルギーギャップであり，|Ψ0 (t)⟩の固有値を E0(t)，|Ψ1 (t)⟩の固有
値を E1(t)としたときに，∆E(t) := E1(t) − E0(t)である．時間発展に伴う基底状態と第一励起状態のエネ
ルギー固有値の変化とエネルギーギャップのイメージについて，図 2.11に示した．

25



エ
ネ
ル
ギ
ー

時刻t

∆𝐸 𝑡

𝐸! 𝑡

𝐸" 𝑡

図 2.11: 時刻 tにおけるエネルギーの変化．図中の ∆E(t)はエネルギーギャップの最小値を示す．

2.5 実装されているイジングマシンのスペック
前節までに，イジングマシンのハードウェア上の制限や実装されている内部アルゴリズムについて基本的な
事項を紹介した．今節では，現在実装されているイジングマシンの具体的なスペックについて紹介する．ス
ペックの一覧は表 2.3に示す．
まず，デジタル回路である ASIC や FPGA, GPU によって実装されているイジングマシンについて紹介
する．
Complementary Metal-Oxide-Semiconductor (CMOS)アニーリングマシンは，20, 480スピンが二層の二
次正方格子上に配置されたマシンとして公開された [14]．また，Internet of Things (IoT)のエッジデバイス
向けに用途を想定した，名刺サイズの CMOS アニーリングマシンが実装された [31]. トポロジーとしては，
二次元正方格子に対角線が追加されたキングスグラフが採用された [136]．次に，FPGAによって実装された
4, 096スピンの CMOSアニーリングマシンが実装された [15]．ここまで紹介した CMOSアニーリングマシ
ンは内部アルゴリズムとして SAが実装されているが，経路積分量子モンテカルロ法に基づくシミュレーテッ
ド量子アニーリング (Simulated Quantum Annealing: SQA） [41–43]を内部アルゴリズムとする CMOSア
ニーリングが実装された [30]．また，完全グラフのトポロジーを実装した CMOSアニーリングマシンも実装
されている [18]．この CMOSアニーリングマシンは，Momentum Annealing (MA) という SAの変数更新
を並列に行うアルゴリズムを内部アルゴリズムとしている．MAは，全結合問題を完全二部グラフ上の繋がり
を持つ問題に変換し，図 2.12(b)でいう σL

1 , ..., σ
L
6 といった繋がりのないスピン同士を同時に変換するという

アルゴリズムである．スピン σL
i と σR

i の相互作用を適切に設定することで良質な解探索が可能である．この
CMOSアニーリングマシンでは，最大 8ビット幅のイジングモデルを入力し，解を得ていた．
デジタルアニーラは，FPGAやASICによって実装された完全グラフをトポロジーとするイジングマシンで
ある [16,17,20]．2世代のデジタルアニーラが報告されており，スピン数はそれぞれ，1, 024と 8, 192であり，
ビット幅は符号付き固定小数点で 16ビット，符号付き整数でそれぞれ 26ビットと 64ビットである．内部ア
ルゴリズムは，SAをもとにした Digital Annealer’s algorithm (DA)と Parallel Tempering (PT)法，ある
いはレプリカ交換モンテカルロ法 [137–140]をもとにした Parallel Tempering Digital Annealer’s algorithm

(PTDA)が実装されている [19]．
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図 2.12: MAにおける完全二部グラフへの変換の例．(a)6つの頂点を持つ全結合イジングモデル．(b)完全二
部グラフ．グレーの円はスピン，黒の実線は相互作用を示す．

シミュレーテッド分岐 (Simulated Bifurcation: SB) マシンは，並列計算に適した SB アルゴリズム
を FPGA や GPU で実装したマシンである [44, 45, 47]．SB アルゴリズムは，量子コンピュータである
Quantum bifurcation Machine (QbM) [141, 142]の理論から生まれた量子インスパイアドの古典アルゴリズ
ムである．また，ballistic SB （bSB）と discrete SB（dSB）と呼ばれる二つの新たな SBアルゴリズムを内
部アルゴリズムとした SBマシンが実装され，元の SBアルゴリズムよりも高速，高精度に解が得られること
を示した [46]．ビット幅は，単精度浮動小数点で 32ビット [44–46]である．
Fixstars Amplify Annealing Engine (AE)は，GPUに実装されており，260, 000以上のスピンを入力可能
である [73]．また，SAのスピン更新を並行して行うような stochastic cellular automata annealing (SCA)

を内部アルゴリズムとした STochAsTIc Cellular automata Annealer (STATICA) が実装されている [21]．
SCAは，Probablistic Cellular Automata (PCA)の遷移確率をギブス分布に従って設定することにより提案
された並列スピン更新によるイジングモデルのサンプリング法 [143]をもとに，擬似温度を使ってアニーリン
グさせる手法である．
次に，縮退光パラメトリック発振器 (degenerate optical parametric osillator: DOPO) によって実装され
た coherent Ising machine (CIM) について紹介する [48–50]．CIM は，DOPO の光パルスの位相をスピン
と見立てている．スピン間の相互作用にあたる光パルス間の相互作用は，測定・フィードバック方式によって
実装している．測定・フィードバック方式では，光パルスから一部を取り出して位相を測定し，その測定結果
とイジングモデルの結合行列をもとに FPGAで計算し，その結果を再び光パルスへフィードバックすること
で相互作用を実装するという方式である．この方式を使い，全結合問題を扱い可能な最大 100, 000ビットの
CIMが実装されている．相互作用で入力可能な値は {−1, 0, 1}となっている [49, 50]．
最後に，超伝導回路によって実装された量子アニーリングマシンについて紹介する．D-Wave Systems 社
によって実装された D-Waveマシンは，超伝導量子ビットによって QAの実装を目指した量子アニーリング
マシンである [6,33,34,37,116]．2011年に発表された D-Wave Oneから世代を経るごとに，入力可能な量子
ビット数が増加している．また，トポロジーもキメラグラフ [6, 33, 116]からペガサスグラフ [35]へ変化して
おり，今後発売予定の D-Wave Advantage2ではゼファーグラフ [119,144]へと変化予定である．トポロジー
の変化に伴って，量子ビット同士の接続数は増加し，より多くのスピンが入力可能となっている．入力可能
な係数の範囲は，理想的には相互作用が [−1, 1]もしくは [−2, 1]，局所磁場が [−2, 2]となっており，係数は
0.001の精度で調整可能 [29]である．
他に，素因数分解に特化した量子アニーリングマシンが実装されている [39]．素因数分解に固有の

Application Specific Annealing Coputation（ASAC）アーキテクチャを採用して，6量子ビットを操作可能
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である．
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第 3章

ビット幅削減後イジングモデルの動的過程

本章では，イジングマシンに入力可能なビット幅制限を緩和する手法について示す．まず，3.1節では，ビッ
ト幅制限を緩和するために提案されてきたビット幅削減手法について説明し，それらの手法をイジングマシ
ンに適用する際の課題について整理する．先行研究では，補助スピンを追加するビット幅削減手法によって
ビット幅削減されたイジングモデル (BWR(Bit-Width Reduced) イジングモデル)の基底状態がビット幅削
減前のイジングモデル（元のイジングモデル）の基底状態と一致するという静的な特徴について解析されてい
た [74]ものの，同じアルゴリズムで解く検討は行っていなかった．そこで 3.2節で，同じパラメータで SAを
実施した際の元のイジングモデルと BWRイジングモデルの解を比較した．その結果，二つのイジングモデル
間で異なる解が得られ，その要因として動的過程の違いが影響していることが示された．3.3節では，BWR

イジングモデルの動的過程が元のイジングモデルから変化した理由を統計力学的に解析するために，補助スピ
ン追加手法に改良を加えた提案ビット幅削減手法を示した．補助スピン追加手法と提案ビット幅削減手法の間
で係数の割り当ては異なるが，実質的な静的特性は同じである．シミュレーションによって提案ビット幅削減
手法を用いた BWRイジングモデルの動的過程が，元のイジングモデルのものと異なることを示した．この動
的過程の違いについて考察するため，3.4節で BWRイジングモデルを統計力学的に解析し，BWRイジング
モデル特有の二つの特徴，すなわち有効温度とエントロピー緩和遅延が存在することを明らかにした．BWR

イジングモデルの動的過程を元のイジングモデルのものと近づけるために，3.4節の解析結果をもとに，3.5節
での BWRイジングモデル用の SAパラメータを提案した．そして，3.6節で提案 SAパラメータの効果を検
証した．3.7節では効果検証結果の考察を，3.8節ではまとめと今後の展望について記載した．

3.1 ビット幅削減手法の先行研究と課題
2節で示した通り，ビット幅とはイジングマシンに入力可能なイジングモデルの係数の範囲である．イジン
グマシンのビット幅の範囲を超えるイジングモデルは入力不可能であるため，範囲に収まるようビット幅を削
減する手法が開発された．係数を小数で入力可能な量子アニーリングマシンでは，係数の最大値を基準にすべ
ての係数を正規化する方法 (auto_scale) [28]が用いられており，整数として入力する非量子イジングマシン
では，ビット幅に収まるまですべての係数を 2の冪乗で除算する手法（シフト法） [74–76]が知られている．
しかし，いずれの方法においても元のイジングモデルと BWRイジングモデルの基底状態が変化する場合があ
るという課題があった．
この課題を解決するために，ビット幅削減前後によって基底状態が変化しないビット幅削減手法が提案され
た [74]. 先行研究によって提案された手法の特徴は，新たな補助スピンを元のイジングモデルに追加する点に
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ある．そのため，ここでは “補助スピン追加手法”と呼ぶ．補助スピン追加手法によるビット幅削減手順を下
記に示す．なお，元のイジングモデルのスピンをシステムスピン，ビット幅削減手法によって追加されたスピ
ンを補助スピンとしている．
まず，局所磁場のビット幅削減の手順について示す．

ステップ 1: 新たな補助スピンを追加する．
ステップ 2: 元のイジングモデルの局所磁場 hを次のように分割し，補助スピンの局所磁場 h′ を算出する．

h′ =

{
⌊h/2⌋ (h > 0)

⌈h/2⌉ (h < 0)
. (3.1)

ステップ 3: システムスピンの新たな局所磁場 h′′ を h′′ = h− h′ に従って算出する．
ステップ 4: システムスピンと補助スピンの相互作用を |h′|とする．

次に，相互作用のビット幅削減の手順について示す．

ステップ 1: 新たな補助スピンを追加する．
ステップ 2: 元のイジングモデルの相互作用 J を次のように分割し，一つのシステムスピンと補助スピンと

の相互作用 J ′ を算出する．

J ′ =

{
⌊J/2⌋ (J > 0)

⌈J/2⌉ (J < 0)
. (3.2)

ステップ 3: システムスピンの新たな相互作用 J ′′ を J ′′ = J − J ′ に従って算出する．
ステップ 4: 補助スピンとの相互作用がないシステムスピンと補助スピンの間に相互作用を付与し，|J ′| と

する．

図 3.1に補助スピン追加手法によってビット幅削減される例を示す．こちらも係数のビット幅は 4ビットか
ら 3ビットに削減している．図 3.1(a)が元のイジングモデル，図 3.1(b)が補助スピン追加手法による BWR

イジングモデルである．元のイジングモデルの基底状態は，(σ1, σ2, σ3) = (+1,+1,−1)，BWR イジング
モデルの基底状態は，(σ1, σ2, σ3, s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7) = (+1,+1,−1,+1,−1,+1,+1,−1,−1,−1)となる
(図 3.1(a),(b))．システムスピンに着目すると元のイジングモデルと BWRイジングモデルの基底状態は同じ
値を示す．このように，先行研究によって提案された補助スピン追加手法を用いた BWRイジングモデルの基
底状態は，元のイジングモデルの基底状態と変わらないことが理論的に確かめられている [74].

先行研究では，非量子イジングマシンであるデジタルアニーラ [19,20]を用いて BWRイジングモデルの解
を探索した [74]．その結果，全探索によって得られた元のイジングモデルの基底状態とデジタルアニーラに
よって得られた解が一致した．

3.2 SAによる BWRイジングモデルの求解
前節では，元のイジングモデルと BWRイジングモデルの基底状態が一致することを報告した先行研究 [74]

について述べた．しかしながら，元のイジングモデルと BWRイジングモデルを同じアルゴリズムで解く検討
は行っていなかった．
非量子イジングマシンに実装されている内部アルゴリズムの基本となるアルゴリズムである SA において
は，イジングモデルの係数やスピンの数を考慮してパラメータを設定する．イジングモデルの係数を考慮す
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図 3.1: 補助スピン追加手法と提案手法によるビット幅削減の例．実線の矢印，実線，丸はそれぞれ磁場，相
互作用，スピンを示している．オレンジと青は基底状態におけるスピンの向き +1と −1を示す．(a)元のイ
ジングモデル (4ビット幅）と基底状態．(b)補助スピン追加手法による BWRイジングモデル (3ビット幅）
と基底状態．(c) 提案手法による BWR イジングモデル (3 ビット幅）と基底状態．Reprinted figure from

[DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative Commons Attribution 4.0 International license. Copy-

right 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa, and Shu Tanaka.

るパラメータは温度設定である．SA においては，初期段階において多くの状態へ遷移することが望ましく，
最終段階においては容易に遷移しないことが望ましい．熱浴法における遷移確率は，式 (2.36)に示されるよ
うに，1/ [1 + exp (−∆H/T )]となる．この時，T は温度，∆Hは遷移前のスピン状態におけるエネルギーを
H({σi})，遷移後のスピン状態におけるエネルギーを H({σj})とした時に，∆H = H({σj})−H({σi})であ
る．多くの状態に遷移させるためには，∆H に対して T を大きくすることが，遷移を抑えるためには T を
∆Hに対して小さくすることが必要となる．シングルスピンフリップによって状態遷移を起こしているため，
フリップさせるスピンにかかる磁場と相互作用によって ∆H が算出される．イジングモデルのスピンにかか
る係数は，イジングモデルから判断できるため，初期温度と最終温度を設定可能である．また，イジングモデ
ルのスピンの数を考慮するパラメータは，インナーループである．2.4節で記載したように，マルコフ連鎖モ
ンテカルロ法を用いた SAにおけるインナーループはスピンの数 N に設定され，これを一つのモンテカルロ
ステップ（MCS）と呼ぶ．
元のイジングモデルと BWRイジングモデルの SAパラメータを設定する際，二つのイジングモデルのスピ
ンにかかる相互作用と局所磁場は変化しないため，温度設定は同じで良いと考えられる．また，インナールー
プは元のイジングモデルと BWRイジングモデルのそれぞれのMCSを設定すれば良いと考えられる．元のイ
ジングモデルと BWR イジングモデルに対して同じ考え方で設定したパラメータを用いて SA を実施した際
に，近い値を得ることができれば，実使用の際にパラメータ設定を考慮する必要はなくなる．
そこで，上記の考え方で設定したパラメータを用いた SAを元のイジングモデルと BWRイジングモデルに
実施した．用いたイジングモデルは，周期的境界条件を持つ正方格子 L×Lのイジングモデルとした (図 3.2)．
このシミュレーションでは，L = 30とし，磁場と相互作用の係数は，等確率で [−2, 2]の整数値を付与した．
相互作用のために 0は除外されたが，磁場には含まれている．このシミュレーションでは，係数のビット幅は
3ビットから 2ビットに削減した．
表 3.1 に SA のパラメータを示す．スピンにかかる四つの相互作用と一つの局所磁場の絶対値が最大の

2 となるスピンが存在すると仮定すると，このイジングモデルの最大の ∆H は 20 と言える．ここでは，初
期温度 Tinitial を 20 とした．温度スケジュールは，各アウターループでのべき乗減衰に設定されており，
T (t) = Tinitial × rt によって与えられる．ここで，rは減衰率，tは t番目のアウターループである．アウター
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図 3.2: L = 4の正方格子イジングモデルの例．丸がスピン，矢印が局所磁場，実線は図上で接続するスピン
同士の相互作用であり，破線は図上で接続していないスピン同士の相互作用である．正方格子の上側のスピン
は下側のスピンと，左側のスピンは右側のスピンと破線を介して接続している．

表 3.1: SAパラメータ.

パラメータ 値

初期状態 ランダム
初期温度 (Tinitial) 20

減衰率 (r) 0.96

アウターループ 100

インナーループ イジングモデルのスピン数 (1 MCS)

ループと減衰率 r はそれぞれ 100（t = 0− 99）と 0.96に設定している．これらの値を使用すると，SAの最
終温度は 0.351となる．スピンにかかる四つの相互作用と一つの局所磁場の絶対値がそれぞれ最小の 1と 0と
なるスピンが存在すると仮定すると，このイジングモデルの最小の ∆H は 8である．そのため，最終温度は
十分に低いと言える．インナーループは、イジングモデルのスピン数（1 MCS）に設定した．
元のイジングモデルと BWRイジングモデルに対して 10回 SAを実施した．二つのイジングモデルのシス
テムスピンに着目し，エネルギーを算出したのち，エネルギーをシステムスピンの数（すなわち，L2）で割る
ことで 1スピンあたりのエネルギー（エネルギー密度）を算出した．元のイジングモデルの最終的に得られた
解のエネルギー密度の平均値と標準偏差は，それぞれ −2.55と 0.0104となった．一方．BWRイジングモデ
ルの最終的に得られた解のエネルギー密度の平均値と標準偏差は，それぞれ −2.49と 0.0195となり，二つの
イジングモデルによって異なる解が得られた．この理由を考察するために，SA実行時の二つのイジングモデ
ルのエネルギー密度の動的過程に着目した．図 3.3に元のイジングモデルと BWRイジングモデルの動的過
程を示す．アウターループごとのデータは，SAの 10回のシミュレーションから得られたエネルギー密度の
平均と標準偏差から得られた．この結果から，BWRイジングモデルの動的過程は元のイジングモデルのもの
と異なることが明らかとなった．
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図 3.3: 正方格子イジングモデルにおける元のイジングモデルと BWR イジングモデルの動的過程の比較．
BWRイジングモデル（2ビット），および元のイジングモデル（3ビット）は，それぞれ緑の三角，および黒
い丸で示す．各プロットは 10回の SA結果の平均である．エラーバーは標準偏差である．

3.3 BWRイジングモデルの動的過程
3.2節で元のイジングモデルと BWRイジングモデルの動的過程が異なることが示された．BWRイジング
モデルの動的過程を元のイジングモデルに近づけることは，SA実施時における BWRイジングモデルの最終
的な解を元のイジングモデルに近づけることに繋がることが期待される．そこで，BWRイジングモデルの動
的過程が異なる理由について解析した．
ここで，BWRイジングモデルの動的過程について統計力学的に解析するために，補助スピン追加手法に改
良を加えた．図 3.1(c)は，本研究で提案する手法によるビット幅削減プロセスを示している．
下記では，提案手法によるビット幅削減手順を説明する．ここでは，目標とする nビット幅の係数の上限と
下限を，それぞれ cuppern (= 2n−1 − 1)と clower

n (= −(2n−1 − 1))としている．また，補助スピンの数を Na と
する．
まず、局所磁場のビット幅削減の手順について説明する．ここで，元のイジングモデルのスピン σ1 の局所
磁場を hとする (図 3.4(a), 左). また，BWRイジングモデルの補助スピンを si とする (図 3.4(a), 右). 元の
イジングモデルの hを nビットに削減する手法は次の通りである．

ステップ 1: 次の条件を満たす h′′ をシステムスピン σ1 の新しい局所磁場とする．

h′′ =

{
h−Na × cuppern , 0 < h′′ ≤ cuppern (h > 0)

h−Na × clower
n , clower

n ≤ h′′ < 0 (h < 0)
. (3.3)

ステップ 2: 補助スピン si を Na 個追加する．そして，すべての補助スピン si (i = 1, 2, ..., Na)の局所磁場
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図 3.4: 提案方法を使用したビット幅削減のプロセス．矢印，線，丸，四角はそれぞれ局所磁場，相互作用，
システムスピン，補助スピンを示す． (a) 磁場のビット幅削減プロセス。太い実線，点線、細い実線の矢印
はそれぞれ h，h′，h′′ を示す．システムスピンと補助スピンの間の線は |h′| を示す． (b) 相互作用のビッ
ト幅削減プロセス．太い波線，実線，点線，細い波線はそれぞれ J，J ′，|J ′|，J ′′ を示す．Reprinted fig-

ure from [DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative Commons Attribution 4.0 International license.

Copyright 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa, and Shu Tanaka.

を下記に従い h′ とする．

h′ =

{
cuppern (h > 0)

clower
n (h < 0)

. (3.4)

ステップ 3: システムスピン σ1 とすべての補助スピン si の相互作用を |h′|とする．

続いて，相互作用のビット幅を削減する手順である (図 3.4(b)) 二つのシステムスピン σ1 と σ2 の間に相互
作用 J があると仮定する. 元のイジングモデルの J を nビットに削減する手順は次の通りである．

ステップ 1: σ1 と σ2 の新しい相互作用を次の条件を満たす J ′′ とする．

J ′′ =

{
J −Na × cuppern , 0 < J ′′ ≤ cuppern (J > 0)

J −Na × clower
n , clower

n ≤ J ′′ < 0 (J < 0)
. (3.5)

ステップ 2: 補助スピン si を Na 個追加する．そして，システムスピン σ1 とすべての補助スピン si

(i = 1, 2, ..., Na)の間の相互作用を下記に従い J ′ とする．

J ′ =

{
cuppern (J > 0)

clower
n (J < 0)

. (3.6)

ステップ 3: システムスピン σ2 とすべての補助スピン si の相互作用を |J ′| とする．

図 3.1に提案手法によりビット幅を削減した BWRイジングモデルの例を示している．こちらも，これまで
の手法と同様，係数のビット幅は 4ビットから 3ビットに削減されている．元のイジングモデルの基底状態は
(σ1, σ2, σ3) = (+1, +1, −1)である．同様に、BWRイジングモデルの基底状態は (σ1, σ2, σ3, s1, s2, s3)

= (+1, +1, −1, +1, −1, −1)である，システムスピンに注目すると、元のイジングモデルと BWRイジング
モデルの基底状態は明らかに一致している．提案手法においても補助スピン追加手法のときと同様，BWRイ
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表 3.2: SAパラメータ.

パラメータ 値

初期状態 ランダム
初期温度 (Tinitial) 50

減衰率 (r) 0.97

アウターループ 100

インナーループ イジングモデルのスピン数 (1 MCS)

ジングモデルと元のイジングモデルの基底状態は一致する．補助スピン追加手法と提案方法の間で係数の割り
当ては異なるが，実質的な静的特性は同じである (図 3.1(b),(c))．
この提案手法を用いて，SA実施時における元のイジングモデルと BWRイジングモデルの動的過程が異な
ることを示す．L× Lの正方格子イジングモデルに対し，このシミュレーションでは，L = 30, 40, 50を設定
し，磁場と相互作用の係数を 7に設定した．すなわち、式 (2.1)において，すべての iに対して hi = 7、正方
格子上のすべての最近接ペア i, j に対して Ji,j = 7となっている．このイジングモデルの特性はよく知られて
おり，基底状態はすべてのスピンが +1を取り，スピンあたりの内部エネルギー（すなわち，エネルギー密度，
H/L2）は −21となる．このシミュレーションでは，係数のビット幅は 4ビットから 3ビットまたは 2ビッ
トに削減した．
表 3.2に SAのパラメータを示す．温度スケジュールは，各アウターループでのべき乗減衰に設定されてお
り，T (t) = Tinitial × rt によって与えられる．ここで，rは減衰率，tは t番目のアウターループである．アウ
ターループと減衰率 r はそれぞれ 100（t = 0− 99）と 0.97に設定している．これらの値を使用すると，SA

の最終温度は 2.451となり，元のイジングモデルのエネルギー上で十分に低いと言える．
図 3.5に実験結果を示す．データは，SAの 10回のシミュレーションから得られたエネルギー密度の平均
と標準偏差から得られた．各 BWRイジングモデルは最終的に基底状態に達するものの，動的過程は元のイジ
ングモデルとは大きく異なることが明らかとなった．元のイジングモデルではエネルギー密度が減少するアウ
ターループのステップであっても BWRイジングモデルでは減少しなかった．

3.4 BWRイジングモデルの統計力学的解析
元のイジングモデルと BWRイジングモデルの動的過程の違いを調査するために，有効温度とエントロピー
緩和遅延という統計力学の観点から BWRイジングモデルを分析した．

3.4.1 有効温度
統計力学における既存の研究において，BWRイジングモデル (図 3.4(b))に似た構造を持つイジングモデ
ルについて解析していた [145–147]．そこでは補助スピンの有無によって，システムスピン σ1 と σ2 の間の相
関関数 ⟨σ1σ2⟩の動的過程が異なることを示していた [145]．ここで，⟨·⟩は期待値を示す．そこで，上記の解
析によって動的過程が変化した理由を解析できると仮説を立て，BWRイジングモデルを分析した．
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(a) (b)

(c)

図 3.5: (a)L = 30，(b)L = 40，(c)L = 50 の正方格子イジングモデルにおける元のイジングモデルと
BWR イジングモデルの動的過程の比較．BWR イジングモデル（2 ビット），BWR イジングモデル（3

ビット），および元のイジングモデル（4 ビット）は，それぞれ赤い四角，青い三角，および黒い丸で示
す．各プロットは 10 回の SA 結果の平均である．エラーバーは標準偏差である．Reprinted figure from

[DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative Commons Attribution 4.0 International license. Copy-

right 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa, and Shu Tanaka. 見やすさのため図の大きさを一部改
変．

局所磁場
まず，補助スピン Na を追加し，局所磁場のビット幅を縮小する場合を考える（図 3.4(a)）．
解析のために，元のイジングモデルのシステムスピンの期待値 ⟨σ1⟩と BWRイジングモデルの期待値が一
致するようにする．ここで，元のイジングモデルの期待値 ⟨σ1⟩original は，

⟨σ1⟩original =
∑

σ1=±1

σ1 × P (σ1) =

∑
σ1=±1 σ1e

Lσ1∑
σ1=±1 e

Lσ1
, (3.7)

で与えられる．ここで L = h/T であり，P (σ1)は温度 T における平衡確率分布である．平衡確率分布 P (σ1)
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は

P (σ1) =
e−βH∑

σ1=±1 e
−βH , (3.8)

によって与えられる．ここで，β = 1/T である．
一方，BWRイジングモデルの期待値 ⟨σ1⟩BWR も同様に

⟨σ1⟩BWR =

∑
σ1=±1 σ1e

Leffσ1∑
σ1=±1 e

Leffσ1
, (3.9)

で与えられる．ここで Leff = h/Teff であり，Leff を有効磁場，Teff を有効温度と呼ぶ．式 (3.7)と式 (3.9)を
一致させるために、BWRイジングモデルの補助スピンの部分和を実行し，σ1 の周辺確率を得る．したがっ
て，温度 T における有効磁場 Leff は，補助スピン si に関する部分和を実行した次の式の通り定義される．∑

si=±1

e−βH = A(T )eLeffσ1 , (3.10)

ここで，A(T )は T の解析関数である．
h > 0のとき，図 3.4(a)の右側に示される BWRイジングモデルのハミルトニアンは以下のように与えら
れる．

H = −h′′σ1 − h′(1 + σ1)

Na∑
i=1

si. (3.11)

そして，BWRイジングモデルのシステムスピンの有効磁場は以下のように得られる.

Leff =
h′′

T
+

Na

2
log

[
cosh

(
2h′

T

)]
. (3.12)

有効温度 Teff = h/Leff は，以下のように与えられる．

Teff =
h

h′′

T
+

Na

2
log

[
cosh

(
2h′

T

)] . (3.13)

局所磁場 h < 0のとき，図 3.4(a)の右に示されるハミルトニアンは以下のように与えられる.

H = −h′′σ1 − h′(1− σ1)

Na∑
i=1

si. (3.14)

そして有効磁場は下記のように得られる．

Leff =
h′′

T
− Na

2
log

[
cosh

(
2h′

T

)]
. (3.15)

有効温度は次の通りである．

Teff =
h

h′′

T
− Na

2
log

[
cosh

(
2h′

T

)] . (3.16)
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相互作用
次に，Na 個の補助スピンを追加し，相互作用のビット幅を縮小する場合を考える (図 3.4(b))．元のイジン
グモデルの期待値 ⟨σ1σ2⟩original および BWRイジングモデル ⟨σ1σ2⟩BWR は,

⟨σ1σ2⟩original =
∑

σi=±1 σ1σ2e
Kσ1σ2∑

σi=±1 e
Kσ1σ2

, (3.17)

⟨σ1σ2⟩BWR =

∑
σi=±1 σ1σ2e

Keffσ1σ2∑
σi=±1 e

Keffσ1σ2
, (3.18)

によって与えられる．ここで,K = J/T および Keff = J/Teff であり，Keff を有効相互作用と呼ぶ．式 (3.17)

と式 (3.18)を一致させるために，有効相互作用Keff は,補助スピン si をトレースするため，温度 T における
有効相互作用Keff は次の式のように定義される.∑

si=±1

e−βH = A(T )eKeffσ1σ2 . (3.19)

J > 0 のとき，図 3.4(b) の右側に示される BWR イジングモデルのハミルトニアンは次のように与えら
れる.

H = −J ′′σ1σ2 − J ′

(
Na∑
i=1

si

)
(σ1 + σ2). (3.20)

そして，σ1 と σ2 の間にある有効相互作用は下記のように与えられる．

Keff =
J ′′

T
+

Na

2
log

[
cosh

(
2J ′

T

)]
. (3.21)

有効温度 Teff = J/Keff は，以下のように与えられる.

Teff =
J

J ′′

T
+

Na

2
log

[
cosh

(
2J ′

T

)] . (3.22)

相互作用 J < 0のとき，図 3.4(b)の右に示されるハミルトニアンは次のように与えられる．

H = −J ′′σ1σ2 − J ′

(
Na∑
i=1

si

)
(σ1 − σ2). (3.23)

そして，有効相互作用は次のように得られる．

Keff =
J ′′

T
− Na

2
log

[
cosh

(
2J ′

T

)]
. (3.24)

有効温度は次の通りである．

Teff =
J

J ′′

T
− Na

2
log

[
cosh

(
2J ′

T

)] . (3.25)

40



0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Outer loop

0

50

100

150

200

250

300

350

E
ffe

ct
iv

e 
te

m
pe

ra
tu

re
Original (4-bits)
BWR (3-bits)
BWR (2-bits)

図 3.6: 元のイジングモデル（J または h = 7）および BWRイジングモデルの有効温度スケジュール．赤い四
角，青い三角，および黒い丸はそれぞれ，BWRイジングモデル（2-bit），BWRイジングモデル（3-bit），および
元のイジングモデル（4-bit）を示す．Reprinted figure from [DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative

Commons Attribution 4.0 International license. Copyright 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa,

and Shu Tanaka.

式 (3.13)， (3.16)， (3.22)，および (3.25)によれば，有効温度 Teff は，イジングモデルに追加された温度
T とは異なる．図 3.6は，3.3節で SAに使用された温度 T と T によって定められた BWRイジングモデル
の Teff を比較している．イジングモデルの係数は J = h = 7と設定されているので，ビット幅を 3ビットに
縮小した際の Teff を算出するために Na = 2，J ′′ = 1，および J ′ = 3を設定した．係数のビット幅を 2ビッ
トに縮小する際には，Na = 6および J ′′ = J ′ = 1を設定した．図 3.6より，Teff の温度スケジュールは，T

の温度よりも高い温度から急速に減少することが示された．これは，温度 T と Teff との間の差異が動的過程
に影響を与えることを示唆している．

3.4.2 エントロピー緩和遅延
先行研究で，補助スピンを持つフラストレーション系の格子内で緩和遅延が発生することが報告され
た [146]．この現象は「エントロピー緩和遅延」と呼ばれ，補助スピンの自由度分布に起因する．補助スピン
の付与された格子系は，提案方法によりビット幅削減をした BWRイジングモデルと類似の構造である．した
がって，我々は BWRイジングモデルにエントロピー緩和遅延が現れ，この現象が動的過程に影響を与えると
仮定し，先行研究 [146]に従って，システムスピンの局所構成が固定された場合の状態の数を解析した．
まず，元の相互作用が正の場合を分析した（図 3.7）．図 3.7(a)および 3.7(b)はそれぞれ “平行状態”（例：

(σ1, σ2) = (+,+)）および “反平行状態”（例：(σ1, σ2) = (+,−)）のシステムスピンを示している．元の相互
作用が正の場合，+の内部磁場を表す補助スピンの数をmとする．平行状態と逆平行状態のエネルギーは次
のように与えられる．
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図 3.7: 元の相互作用が正のときの (a)平行状態および (b)反平行状態のシステムスピンケース．黒，白，グ
レーのシンボルはそれぞれ+，−，そして無秩序なスピンを示す．丸と四角はそれぞれシステムおよび補助スピ
ンを示す．Reprinted figure from [DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative Commons Attribution

4.0 International license. Copyright 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa, and Shu Tanaka.

E
(Na)
++ (m) = (2Na − 4m)J ′ − J ′′, (3.26)

E
(Na)
+− (m) = J ′′. (3.27)

次に，温度 T における補助スピンの確率分布を考える．平行状態および反平行状態では，Na 個の補助スピ
ン中のm個の上向きスピンのそれぞれの確率は次のように与えられる．

Q
(Na)
++ (m) =

exp(−2βJ ′Na)

(2 cosh 2βJ ′)Na

(
Na

m

)
exp(4βJ ′m), (3.28)

Q
(Na)
+− (m) =

(
Na

m

)(
1

2

)Na

. (3.29)

次に，元の相互作用が負の場合を分析した．図 3.8(a)および 3.8(b)はそれぞれ “平行状態”(例: (σ1, σ2) =

(−,−))と “反平行状態”(例: (σ1, σ2) = (+,−))を示している．元の相互作用が負の場合に +の内部磁場を
表す補助スピンの数を nとする．平行状態および反平行状態のエネルギーは次のように与えられる．

E
(Na)
−− (n) = −J ′′, (3.30)

E
(Na)
+− (n) = (2Na − 4n)J ′ + J ′′. (3.31)
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図 3.8: 元の相互作用が負のときの (a) 平行状態および (b) 反平行状態のシステムスピンケー
ス．黒，白，および灰色の記号は +，−，および無秩序なスピンを示し，実線と点線はそれぞれ正
および負を示す．丸と四角はそれぞれシステムスピンと補助スピンを示す．Reprinted figure from

[DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative Commons Attribution 4.0 International license. Copy-

right 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa, and Shu Tanaka.

平行状態および反平行状態の Na 個の補助スピンの中で n個の上向きスピンのそれぞれの確率は，次のよう
に与えられる．

R
(Na)
−− (n) =

(
Na

n

)(
1

2

)Na

, (3.32)

R
(Na)
+− (n) =

exp(−2βJ ′Na)

(2 cosh 2βJ ′)Na

(
Na

n

)
exp(4βJ ′n). (3.33)

Q
(Na)
+− (m)と R

(Na)
−− (n)は温度に依存しないため，これらの方程式は単純な二項分布であり同等である．対

照的に，Q
(Na)
++ (m) と R

(Na)
+− (n) は温度に依存する．これらは高温においてエントロピー効果のために Na/2

で最大となり，低温でほぼ Na および 0で最大となる．
BWRイジングモデル上のシステムスピンの遷移確率を推定するために，先行研究 [146]に従い，図 3.9に
示される中央スピンのフリップ確率を計算する．中央スピン，または “自由スピン”は，二つのアップスピン
と二つのダウンスピンに囲まれている．Na = 0の場合，熱浴法 [133]の自由スピンのフリップ確率は 1/2で
ある．しかし，提案された方法で補助スピンが追加されると (Na > 0)，周囲の補助スピンの分布のためにフ
リップ確率は 1/2未満となる．
図 3.9(a)は，元の相互作用が正である場合を示している．自由スピンの内部磁場は，

h(n1, n2) = 2J ′(2Na − n1 − n2), (3.34)

によって与えられる．ここで，n1 および n2 はそれぞれ平行状態と反平行状態の +内部磁場を示す補助スピ
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図 3.9: 元の相互作用が (a)正および (b)負の場合の中央スピン（自由スピン）のフリップ確率を分析するための
モデル．黒，白，および灰色のシンボルはそれぞれ+，−，および無秩序なスピンを示し，丸と四角はそれぞれシ
ステムスピンと補助スピンを示す．Reprinted figure from [DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative

Commons Attribution 4.0 International license. Copyright 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa,

and Shu Tanaka.

ンの数である．熱浴法において，自由スピンのフリップ確率 Pflip は以下のように与えられる．

Pflip =
∑

(n1,n2)

Q
(2Na)
++ (n1)Q

(2Na)
+− (n2)×

1

1 + exp[−2βh(n1, n2)]
． (3.35)

Pflip =
exp(−4βJ ′Na)

(4 cosh 2βJ ′)2Na

∑
(n1,n2)

(
2Na

n1

)(
2Na

n2

)
× exp(4βJ ′n1)

1 + exp[−4βJ ′(2Na − n1 − n2)]
. (3.36)

同様に，元の相互作用が負の場合 (図 3.9(b))，自由スピンの内部磁場は，

h(n3, n4) = −2J ′(n3 − n4), (3.37)

によって与えられる．ここで，n3 および n4 はそれぞれ反平行状態と平行状態の +内部磁場を示す補助スピ
ンの数である．熱浴法において，Pflip は以下のように与えられる．

Pflip =
∑

(n3,n4)

R
(2Na)
+− (n3)R

(2Na)
−− (n4)×

1

1 + exp[−2βh(n3, n4)]
, (3.38)

Pflip =
exp(−4βJ ′Na)

(4 cosh 2βJ ′)2Na

∑
(n3,n4)

(
2Na

n3

)(
2Na

n4

)
× exp(4βJ ′n3)

1 + exp[4βJ ′(n3 − n4)]
. (3.39)

ここで，Pflip は，式 (3.36)および (3.39)，任意のシステムスピンの組合せにおいて同じである．
図 3.10は，3.3節で用いた元のイジングモデルと BWRイジングモデルの自由スピンのフリップ確率を比
較した結果である．高温で補助スピンの数 Na に関して確率は一定であるが低温で大きく変化する．低温では
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図 3.10: 各温度における元のイジングモデル（J = 7）と BWRイジングモデルの自由スピンのフリップ確率．
赤い四角，青い三角，黒い丸はそれぞれBWRイジングモデル（2ビット），BWRイジングモデル（3ビット），元
のイジングモデル（4ビット）を示す．Reprinted figure from [DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative

Commons Attribution 4.0 International license. Copyright 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa,

and Shu Tanaka.

Pflip に上限があることに注意する．これはエネルギーではなく，エントロピー効果による緩和遅延が原因であ
る．上限の値は次のように表される．

lim
T→0

Pflip =
1

2

(
1

4

)Na

. (3.40)

低温で元のイジングモデルと BWRイジングモデル間のフリップ確率には違いがあり，これは前節の SAの
パラメータで考慮されていなかった．この違いは動的過程の違いに影響を与える可能性がある．なお，磁場の
補助スピンではエントロピー緩和遅延は発生しない．

3.5 提案 SAパラメータ
3.4節では，提案方法によってビット幅削減をした BWRイジングモデルを統計力学的に解析した．その結
果，BWRイジングモデルには有効温度とエントロピー緩和遅延という二つの特性的な性質があることが明ら
かとなった．これらの特性は，補助スピンを追加したことに起因するため元のイジングモデルには存在しな
い．この解析結果を受け，3.3節では，統計力学的な性質が変わるにもかかわらず，ビット幅の削減前後で同
じ SAのパラメータで SAが実行されたため，元のイジングモデルと BWRイジングモデルの動的なプロセス
が異なると推測された．そこで，3.5節では，BWRイジングモデルの特性を考慮した SAパラメータを提案
し，提案 SAパラメータを実験的に評価する．
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(a) (b)

図 3.11: 複数の磁場または相互作用における (a)3 ビット幅削減および (b)2 ビット幅削減 BWR イジン
グモデルの提案温度スケジュール．Reprinted figure from [DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative

Commons Attribution 4.0 International license. Copyright 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa,

and Shu Tanaka.

3.5.1 パラメータ変更方法
パラメータ変更に向け，まず，有効温度 Teff が元の温度スケジュールの温度 T に近づくよう
式 (3.13), (3.16), (3.22)または (3.25)を使用して新たな温度スケジュールを作成する．図 3.11は，3.3節で
使用された元の温度スケジュールと，係数の絶対値 0− 7を 3ビットまたは 2ビットに削減したときの提案さ
れた温度スケジュールを示している．
次に，フリップ確率に基づいてインナーループを変更する．BWRイジングモデルのフリップ確率を元のイ
ジングモデルに近づけるために，有効緩和時間 τeff を定義する．先行研究 [146]によれば,τeff は

τeff = Pflip
−1, (3.41)

として与えられる．
図 3.12 は，温度 T と元のイジングモデルまたは BWR イジングモデルの τeff の関係を示している．係数

0− 7の絶対値を 3ビットまたは 2ビットに削減している．有効緩和時間 τeff は，式 (3.36)または (3.39)，お
よび (3.41)によって計算することができる．元のイジングモデルの τeff は，図 3.9で示されるシステムの定
義から 2である．
パラメータを変更するためのアルゴリズムは以下のとおりである．

ステップ 1： Teff が元のものに近くなるように温度スケジュールを設定する．
ステップ 2： BWRイジングモデルの τeff が元のイジングモデルのそれに近くなるようにインナーループを

設定する．τeff はステップ 1で決定された各温度で得られる．元のインナーループは τeff = 2に対応し
ているため，提案されたインナーループは 1 MCS×τeff/2に設定される．
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(a) (b)

図 3.12: 複数の相互作用における (a)3ビット幅削減または (b)2ビット幅削減 BWRイジングモデルの有効緩
和時間 τeff.Reprinted figure from [DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative Commons Attribution

4.0 International license. Copyright 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa, and Shu Tanaka.

3.5.2 シミュレーションによる評価
提案 SAパラメータの有効性を評価するために，3.3節で使用されたイジングモデルのエネルギー密度の動
的過程を実験的に調査した．表 3.2に記述されている SAパラメータを使用して元のイジングモデルの SAを
実行した．BWRイジングモデルの場合，SAパラメータは表 3.2から温度スケジュールとインナーループが
変更された．係数は 3ビットまたは 2ビットに削減した．図 3.13から，今回シミュレーションしたいずれの
大きさのイジングモデルに対しても．提案 SAパラメータによる BWRイジングモデルの動的過程は，元のイ
ジングモデルの動的過程と類似している．

3.6 ランダムイジングモデルに対する効果の検証
3.5節では，特性のよく知られたすべての係数が同じ正の値のイジングモデルを用いて，提案 SAパラメー
タの効果を検証した．そこで，ランダムかつ正負を含む係数を持つイジングモデルに対して提案 SAパラメー
タの適用可能性を評価した．
まず，3.2節で使用したイジングモデルに対して検証した．磁場と相互作用の係数は，等確率で [−2, 2]の整
数値を付与してあり，L = 30の正方格子である．相互作用のために 0は除外されたが，磁場には含まれてい
る．係数のビット幅は 3ビットから 2ビットに削減した．SAの元のパラメータは，表 3.1に記載の通りであ
る．図 3.14に元のイジングモデルと BWRイジングモデルの動的過程を示す．この結果から，提案 SAパラ
メータを用いた BWRイジングモデルの動的過程は元のイジングモデルのものに近づくことが示された．
続いて，係数を大きくしたイジングモデルについて検証した．磁場と相互作用の係数の値は，等確率で

[−7, 7]の整数値とした．相互作用のために 0は除外されたが，磁場には含まれている．イジングモデルは正
方格子とし，L = 30, 40, 50とした．このシミュレーションでは，元のイジングモデルのビット幅を 4ビット
から 3ビットまたは 2ビットに削減した．
本シミュレーションで使用した SAパラメータは表 3.2の通りであるが，減衰率が異なる．減衰率 r は，最
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(a) (b)

(c)

図 3.13: 提案 SAパラメータによる BWRイジングモデルと元の SAパラメータによる元のイジングモデルの
動的過程の比較．(a)L = 30，(b)L = 40，(c)L = 50の正方格子イジングモデル．BWRイジングモデル（2

ビット），BWRイジングモデル（3ビット），および元のイジングモデル（4ビット）は，それぞれ赤い四角，
青い三角，および黒い丸で示されている．各プロットは 10回の SA結果の平均である．エラーバーは標準偏
差である．Reprinted figure from [DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative Commons Attribution

4.0 International license. Copyright 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa, and Shu Tanaka. 見や
すさのため図の大きさを一部改変．

終温度が 1に等しくなるように設定され，r = 0.9612となった．他に異なる種類の温度スケジュールを使用
した結果については，付録 Aに記載した．
また，このシミュレーションでは提案 SAパラメータに変更する際に参照する有効温度とエントロピー緩和
遅延のそれぞれの効果について検証するために，下記に示す四種類の SAパラメータで SAを実行した．

• 元の SAパラメータ
元の SAパラメータから変更していないもの．

• 修正温度スケジュール (Temperature Schedule: TS)SAパラメータ
係数の最大絶対値（すなわち、|J |, |h| = 7）に基づいて温度スケジュールのみが変更されたもの．最大
絶対値に基づいた変更された温度スケジュールは，最低温度から最も緩やかに温度が下がることを示す
(図 3.11)．

• 修正インナーループ (Inner Loop: IL)SAパラメータ
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図 3.14: 正方格子イジングモデルにおける元のイジングモデルと BWR イジングモデルの動的過程の比較．
黒い丸は元のイジングモデルを示し，緑の三角形と赤い六角形はそれぞれ，元の SAパラメータと提案 SAパ
ラメータを用いた BWRイジングモデルの動的過程を示す．各プロットは 10回の SA結果の平均である．エ
ラーバーは標準偏差である．

係数の最大絶対値に基づいてインナーループのみが変更されたもの．最大絶対値に基づいた効果的な緩
和時間 τeff は，最も長い効果的な緩和時間を示す (図 3.12)．

• 提案 SAパラメータ
温度スケジュールとインナーループの両方を変更したもの．

図 3.15は，各 SAパラメータセットに対しての元のイジングモデルおよび BWRイジングモデルの動的過
程を示す．シミュレーションは，10回の SAのエネルギー密度の平均値と標準偏差を表す．温度スケジュー
ルを変更すること (TS SAパラメータ)で，BWRイジングモデルのエネルギー密度はアウターループの最初
の段階で元のイジングモデルの動的過程に近づく．有効緩和時間をインナーループに適用すること（IL SAパ
ラメータ）で，アウターループの後半で BWRイジングモデルのエネルギー密度が高い値で終了することを防
ぐ．そして，BWRイジングモデルに提案 SAパラメータを用いると BWRイジングモデルの動的過程は，元
のイジングモデルの動的過程とほぼ同じとなった．ただし，3ビットに削減するとアウターループの初期段階
で差が表れた．これらの特徴は問題サイズに依存しなかった．
次に，複数の問題インスタンスに対する提案 SAパラメータの効果を評価した．評価に用いたイジングモデ
ルのシステムスピンの数は L = 10, 20, 30, 40，50に設定した．係数および SAパラメータは上記のとおりで
ある．図 3.16 は，異なるインスタンスのエネルギー密度を比較している．図 3.16(a) および 3.16(c) は，元
の SA パラメータを用いて元のイジングモデルと BWR イジングモデルを SA した際の計算終了後のエネル
ギー密度を比較している．すべての点は対角線の上にプロットされており，元の SAパラメータを使用する場
合,BWR イジングモデルが元のイジングモデルに比べて解の精度が劣ることを示している．図 3.16(b) およ
び 3.16(d)は，元の SAパラメータで元のイジングモデルを，提案 SAパラメータで BWRイジングモデルを
SAした際の計算終了時のエネルギー密度を比較している．すべての点は対角線の下またはその上にプロット
されており，提案 SAパラメータを使用する場合，BWRイジングモデルを用いて得られる解は元のイジング
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(e) (f)

図 3.15: ランダムイジングモデルにおける元のイジングモデルと BWR イジングモデルの動的過程の比
較．L = 30 における (a)3 ビット幅と (b)2 ビット幅削減，L = 40 における (c)3 ビット幅と (d)2 ビッ
ト幅削減，L = 50 における (e)3 ビット幅と (f)2 ビット幅削減を示す．黒い丸は元のイジングモデルを
示し，緑の三角形，青い四角形，オレンジのダイヤモンド，および赤い六角形はそれぞれ，元の SA パラ
メータ，温度スケジュールの修正のみ，インナーループの修正のみ，および提案 SA パラメータを用いた
BWR イジングモデルの動的過程を示す．各プロットは 10 回の実行の平均であり，エラーバーは標準偏差
である．Reprinted figure from [DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative Commons Attribution 4.0

International license. Copyright 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa, and Shu Tanaka. 見やす
さのため図の大きさを一部改変．
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図 3.16: 複数のイジングモデルの SA 終了時のエネルギー密度の比較．ビット幅が (a)3 ビットまたは (c)2

ビットに削減されたときの元の SA パラメータを用いた元のイジングモデルと BWR イジングモデルのエネ
ルギー密度の比較、またはビット幅が (b)3 ビットまたは (d)2 ビットに削減されたときの提案 SA パラメー
タを用いた BWR イジングモデルと元の SA パラメータを用いた元のイジングモデルのエネルギー密度の比
較である．Reprinted figure from [DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative Commons Attribution

4.0 International license. Copyright 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa, and Shu Tanaka.

モデルを用いて得られる解と同等またはそれ以上であることを示している．これらの結果は，少なくともこの
研究で検討した範囲でいずれのイジングモデルにおいても同様の結果を示している．これらの結果は，提案
SAパラメータが正方格子システムのスピンサイズに対してロバスト性を持っていることを示唆している．
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3.7 考察
提案 SA パラメータによる BWR イジングモデルの動的過程は，3 ビットに削減された際，元のイジング
モデルと同程度であったが，アウターループの初期の繰り返しの段階では異なっていた (図 3.15)．この差は，
SAパラメータを修正するための基準として使用される係数に起因していると考えられる．3.6節では，提案
SAパラメータへ変換するために元のイジングモデルの係数の最大絶対値を基準として使用した．しかし，係
数の最大絶対値 7に基づく温度スケジュールと他の係数（すなわち，|J |, |h| = 6から 4）に基づく温度スケ
ジュールとの間には，各アウターループで温度に差がある (図 3.11)．特に，アウターループの繰り返しの初
期段階において，係数の最大絶対値 |7| に基づく温度スケジュールにおいては，他の係数に基づく温度スケ
ジュールよりも低い温度を示す．また，3.6節で使用されたイジングモデルの係数は一様にランダムに生成し
たため，多くの係数の絶対値は |7|ではない．したがって，一定の割合を占める |J |, |h| = 6から 4の係数に
とっては，提案 SA温度スケジュールの温度は過度に低く設定されている．結果として，BWRイジングモデ
ルの動的過程はアウターループの繰り返しの初期段階で元のイジングモデルと異なると考えられる．
提案 SAパラメータを用いた BWRイジングモデルの解の精度は，元のイジングモデルの解よりもわずかに
優れている (図 3.16(b)および 3.16(c))．こちらも，SAパラメータを修正するための基準として使用される
係数に起因している．低温における有効緩和時間 τeff は，他の係数に基づくものよりも係数の最大絶対値 |7|
に基づくものの方が大きい (図 3.12)．また，温度スケジュールは，他の係数に基づくものより，係数の最大
絶対値 |7|に基づくものの方がより低温から徐々に低下する (図 3.11)．そのため，|7|以外の係数にとっては，
過度に提案 SAパラメータの影響が及ぼされるため，多くの係数に対して，各温度で熱平衡に達する確率が高
く，解の精度が向上していると考えられる．また，元の温度スケジュールがエネルギーの低い解を得られない
スケジュールになっていたことも要因の一つである．

3.8 本章のまとめ
ビット幅制限を緩和する補助スピン追加手法が知られていたが，同じアルゴリズムで解く検討は行っていな
かった．そこで，同じパラメータを用いた SAを元のイジングモデルと BWRイジングモデルに対して実施し
た．その結果，得られる解が異なることが示され，その理由が解を得るための動的過程が二つのイジングモデ
ルで異なることにあると示唆された．そこで．ビット幅削減前後で動的過程が異なる理由を，統計力学の観点
分析した．分析した結果，補助スピンの追加を伴う BWRイジングモデルには，元のイジングモデルには存在
しない二つの特徴的な性質，すなわち有効温度とエントロピー緩和遅延があることを明らかにした．そこで，
分析結果をもとに BWR イジングモデルの動的過程が元のイジングモデルのものと一致するような SA パラ
メータを提案した．提案 SAパラメータの効果を評価した結果，BWRイジングモデルと元のイジングモデル
の動的過程が近づくことが示された．ビット幅制限のあるイジングマシンでイジングモデルを効果的に解くた
めに，補助スピン追加手法と提案 SAパラメータが有効に活用されることが期待される．
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第 4章

イジングマシンの特徴を活かしたハイブ
リッド最適化手法

本章ではイジングマシンに入力可能な問題サイズ制限を緩和する手法について示す．まず，4.1節では，量
子アニーリングマシンに入力不可能な大規模問題を量子アニーリングマシンで解くために検討されてきた手法
について説明する．次に，4.2節で，本研究で提案する非量子イジングマシンと量子アニーリングマシンの長
所を活かしたハイブリッド最適化手法について説明する．4.3節では，ハイブリッド最適化手法の性能を評価
するために利用した，量子アニーリングマシンとして D-Wave Advantageを，非量子イジングマシンとして
SAを用いたシミュレーションの条件について説明する．その後，4.4節で D-Wave Advantageに入力可能な
イジングモデルに対する性能評価とパラメータ依存性の検証を行った．また，4.5 節で D-Wave Advantage

に入力不可能なイジングモデルに対する性能評価と，前処理精度及びサブイジングモデルサイズ依存性の検証
を行った．SAと D-Wave Advantage を用いたハイブリッド最適化手法の評価結果とパラメータ依存性検証
から，サブイジングモデルサイズ依存性が解精度において重要な役割を果たす可能性が見出された．そこで，
4.6節でマスター方程式を用いた SAおよびシュレディンガー方程式を用いた QAによる考察を行った．最後
に，4.7節でまとめと今後の展望について記載した．

4.1 大規模問題緩和手法の先行研究
2.5節に記載した通り，イジングマシンの中でも量子アニーリングマシンである D-Waveマシンは入力可能
な問題サイズが小さく，ハードウェア上の制限を超える大規模な問題をそのまま取り扱うことができない．こ
の課題を解決するために，2.3.3項に記載のように，量子アニーリングマシンに入力可能なサイズまで問題を
削減した後に，量子アニーリングマシンで問題サイズ削減後のサブ問題を解くという方法が提案されてきた．
本節では変数固定により問題サイズ削減を行う手法について検討した先行研究を紹介する．
まず，D-Wave Systems社が提案した qbsolvと呼ばれる手法である [98]．qbsolvは，タブーサーチという
メタヒューリスティクスによって元の問題の一時的な解を探索し，その後 impact値という指標で問題サイズ
の小さいサブ問題を生成するというアルゴリズムである．impact値は，一時的な解において，ある変数を反
転させた前後のエネルギーの差を表す．i番目のスピンの impact値を ei とすると，式 (2.29)を用いて次のよ
うに表される．

ei = |Hsub−Ising model(σi)−Hsub−Ising model(−σi)|. (4.1)
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ここで，Hsub−Ising model(σi)は，σi のみを値が可変なスピンとしたサブイジングモデルのハミルトニアンで
ある．この impact値が大きいほど，その変数の一時的な解における状態がよりエネルギーの低い状態と一致
していると推測できる．qbsolvでは，impact値が小さい方からサブイジングモデルとして入力可能な数のス
ピン nをサブイジングモデルのスピンとして取得し，残りのスピンは一時的な解の値に固定する．そして，生
成したサブ問題を量子アニーリングマシンで解く．サブ問題を解くことによって一時的な解よりもエネルギー
の低い解が得られた場合は，一時的な解から新しい解へ更新し，その更新した解をもとに再度タブーサーチを
行い，最適解を探索する．そして，解が一定回数更新されなくなった場合に計算を終了する．
次に，古典力学に基づくシミュレーション法である分子動力学法を用いて変数固定をする手法も提案されて
いる [104]．Hybrid quantum annealing (HQA) と呼ばれるこの手法では，D-Wave 2000Qに入力不可能な
大規模問題をまず分子動力学法を用いて解く．その後，一定の基準で変数を固定し，D-Wave 2000Qに入力
可能なサイズのサブイジングモデルを生成する．先行研究では，MAX-CUT問題とランダムイジングスピン
グラスの基底状態探索問題に対して，HQAの性能を評価した．
また，“sample persistence” というアプローチで変数固定をし，サブ問題を生成する方法も提案されて
いる [99, 100]．この手法は，sample persistence variable reduction (SPVAR) アルゴリズムと呼ばれてい
る [99]．SPVARアルゴリズムについて図 4.1に示す．SPVARアルゴリズムでは，まず最適化手法を用いて，
元の問題を複数回解き，複数個の状態の解を取得する．Sample persistenceでは，独立して取得された解の間
で同じ値を持つ変数が持続的に固定されるスピンの候補であると仮定し，残りのスピンは解くことが難しいス
ピンのグループと考える．そのため，複数の解で一致するスピンを固定し，それ以外のスピンをサブ問題の
変数とする．この手法では，複数の解でどの程度一致したときに変数を固定するかを定めた fixing threshold

というパラメータや，複数の解のうちどの程度エネルギーが低い解をサブ問題生成に利用するかを定めた
elite threshold というパラメータを用いて解精度の検証を行っている．先行研究では，元の問題とサブ問題は
同じメタヒューリスティクス手法やソルバーを用いており，D-Wave 2Xや D-Wave 2000Q,SA,SQA,PT が
用いられている．
さらに，変数固定したサブ問題を D-Waveマシンで解く手法を繰り返し実行する手法が提案された [105]．
固定する変数の選択方法は次に示すように，sample persistenceの考え方を活用している．この先行研究では
QUBO形式の組合せ最適化問題を対象としている．固定するバイナリ変数 xi を選択するためにまず，NS 個
の元の問題の解が取得されている状態を考える．それらの NS 個の解に対して ri を求める．その ri の値は，
以下のように与えられる．

ri =

∣∣∣∣∣
NS∑
k=1

xi,k − NS

2

∣∣∣∣∣． (4.2)

ここで，xi,k は k 番目の解の i番目のバイナリ変数である．もし NS が偶数 (奇数)であるならば，ri の最小
値は 0(0.5)であり，ri の最小値を最も不安定なスピンとみなす．一方，ri の最大値は NS/2であり，NS 個の
解のすべて変数が同じ向きを示しているため，安定なスピンとみなす．本手法では，より不安定な変数を取得
するため ri が小さい順に，設定されたサブ QUBOのバイナリ変数の個数mだけ固定しない変数を選択する．
残りの固定する変数の値は，NS 個の解の中からランダムに選ばれた一つの解の変数の値とし，式 (2.29)のよ
うにサブ QUBOを作成する．本先行研究で提案されたアルゴリズムは次の通りである．

ステップ 1: タブーサーチを用いて NI 個の解を取得し，解プールを形成する．
ステップ 2: 解プールから NS 個の解をランダムに選択する．選択された NS 個の解を用いて，任意の変数に

おける ri を計算する．本手法では，より不安定な変数を取得するため ri が小さい順に，設定されたサ
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図 4.1: SPVARアルゴリズムの例．青，赤，灰色の円はそれぞれ −1，+1を示す変数，サブ問題の変数を示
す．(a) サンプリングされた 15 個の変数を持つ問題に対する 10 個の解をエネルギーが低い順に上から配置
している．(b)10個の解すべてで値が一致する変数を，一致した値で固定し，それ以外の変数をサブ問題の変
数とする．(c)elite threshold が 0.4となっており，10個の解のうち，エネルギーの低い 40%が選択されてい
る．(d)エネルギーの低い 40%の中で一致した変数を固定し，それ以外の変数をサブ問題の変数とする．

ブ QUBOの変数の個数mだけ固定しない変数を選択する．残りの固定する変数の値は，NS 個の解の
中からランダムに選ばれた一つの解の変数の値とし，サブ QUBOを作成する．

ステップ 3: 量子アニーリングマシンを用いてサブ QUBOの最適解を探索する．
ステップ 4: ステップ 2とステップ 3を NE 回繰り返し，得られた解を解プールに追加する．
ステップ 5: ステップ 4 で形成された解プールの中でエネルギーの低い順に NI 個の解を選択し，新たな解

プールを形成する．新たな解プールの中で最もエネルギーの低い解を Xbest とする．
ステップ 6: 解プールに含まれる解が収束するまでステップ 1からステップ 5までを繰り返す．収束条件は，

解プールに含まれる解の平均ハミング距離がサブ QUBOの変数の個数 mを下回ることとする．最終
的な Xbest が提案手法によって得られた解となる．

本先行研究では，二次割当問題を対象に性能を評価している．従来の二つの変数固定手法（サブ問題の変数
をランダムに設定するランダム手法と qbsolv [98]）の間で精度を比較したところ，提案手法は高精度の解を
得られることが確認された．
このように，量子アニーリングマシンの問題サイズ制限を解消するための手法がいくつか提案され，性能が
評価されている．しかし，変数固定手法の前処理や，変数固定方法，繰り返しといったステップの重要性に関
する議論は少ない．また，前処理段階において非量子イジングマシンを使用して量子アニーリングマシンの性
能を向上させるハイブリッド最適化手法を明確に調査した研究は報告されていない．非量子イジングマシンの
一部は，図 1.2(b)のイジングマシン 1のように，トポロジー制限と問題サイズ制限が弱く，多くの変数を入
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力可能である高集積性という特徴がある．そこで本研究では、非量子イジングマシンの高集積性と量子アニー
リングマシンの高速性という利点を組み合わせたハイブリッド最適化手法を構築し，性能を評価した．また，
前処理，変数固定法，繰り返しといった各ステップの影響について，ハイブリッド最適化手法におけるさまざ
まなパラメータの依存性を評価することで分析を行った．さらに，ハイブリッド最適化手法のサブイジングモ
デルサイズ依存性の解析とハイブリッド最適化手法の性能向上に向けた考察を行った．

4.2 ハイブリッド最適化手法
本節では先行研究 [105]で提案された手法を参照し，構築したハイブリッド最適化手法を詳しく説明する．
ハイブリッド最適化手法のアルゴリズムは次の通りである．

ステップ 1: 非量子イジングマシンを用いて NI 個の解を取得し，解プールを形成する．非量子イジングマシ
ンは確率的な振る舞いを示すため，異なるスピン状態の解が得られる可能性がある．また，解プールに
は重複した解が含まれる場合がある．このステップで，解プールの中で最もエネルギーが低い解を一時
的に最良の解 Xbest として選択する．

ステップ 2: 解プールから NS 個の解をランダムに選択する．選択された NS には重複した解が含まれる可能
性がある．選択された NS 個の解を用いて，任意のスピンにおける di を計算する．di については後述
する．di が小さい順に設定されたサブイジングモデルのスピンの個数mだけ固定しないスピンを選択
する．残りの固定するスピンの値は，NS 個の解の中からランダムに選ばれた一つの解のスピンの値と
し，サブイジングモデルを作成する．

ステップ 3: 量子アニーリングマシンを用いてサブイジングモデルの最適解を探索する．
ステップ 4: ステップ 2とステップ 3を NE 回繰り返し，得られた解を解プールに追加する．
ステップ 5: ステップ 4 で形成された解プールの中でエネルギーの低い順に NI 個の解を選択し，新たな解

プールを形成する．新たな解プールの中で最もエネルギーの低い解を Xbest とする．
ステップ 6: 解プールに含まれる解が収束するまでステップ 2からステップ 5までを繰り返す．繰り返しは，

Xbest が NL 回連続して同じ状態となるまで継続する．最終的な Xbest がハイブリッド最適化手法に
よって得られた解となる．

ステップ 2で述べた，固定スピンを選択するために計算する di は，次のように与えられる．

di =

∣∣∣∣∣
NS∑
k=1

σi,k

∣∣∣∣∣． (4.3)

ここで，σi,k は k 番目の解の i 番目のスピンである．もし NS が偶数 (奇数) であるならば，di の最小値は
0(1)であり，di の最小値は最も不安定なスピンとみなす．一方，di の最大値は NS であり，安定なスピンと
みなす．本手法では，より不安定なスピンを取得するために，最も小さい di の順にサブイジングモデルのm

個のスピンを選択する．
また，ステップ 1 を Sampling step，ステップ 2 を Conversion step，ステップ 3 を Execution step，ス
テップ 4とステップ 5を Evaluation stepと呼ぶ．また，Evaluation stepから解プールの作成に戻ることを
ループと呼び．図 4.2は，ハイブリッド最適化手法を 4つのステップで構成したフローを示している．
ここで，ハイブリッド最適化手法と先行研究 [105] の相違点について示す．大きな相違点は次の 3 点であ
る．１点目は，変数固定法である．先行研究で提示されたアルゴリズムは，変数の値が 0または 1のいずれか
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図 4.2: ハイブリッド最適化手法のフロー．灰色，青，赤の実線の円はスピンが決定していない値，−1，+1を
示す．黒の矢印は流れを示す．サブイジングモデルのサイズ (m)，NI，NS，NE，NL はハイブリッド最適化
手法のパラメータである．Reprinted figure from © [2023] The Physical Society of Japan (J. Phys. Soc.

Jpn. [92], [124002].)

を取る QUBOを対象としている．一方，本研究ではイジングモデルに適した固定スピン決定アルゴリズムを
開発したため，変数固定のアプローチを変更している．そのため，固定する変数を選択する手段が異なってい
る．2点目は，ループの開始部分である．先行研究では,Evaluation stepの後，新しく得られた解プールに含
まれる解をもとにタブーサーチを実施していた．しかし本研究では，非量子イジングマシンを用いて解プール
を取得することを想定している．非量子イジングマシンの内部アルゴリズムの基本となっている SAにおいて
は，多くの場合設定される条件では初期温度が十分高いため解プールに含まれる解の状態に影響されることな
く解を得ることが可能となってしまう．したがって，先行研究のアルゴリズムと同じループの開始場所にし
て，非量子イジングマシンで解を得た場合，解プールの解の情報は失われてしまう．そのため，本研究では
ループ開始場所を Sampling step の後に設定するように調整した．相違点の 3点目は，終了条件である．先
行研究では，終了条件を解プール内の解の平均ハミング距離がサブ問題サイズ以下になったときに設定してい
た．本研究では，この終了条件の変更がハイブリッド最適化手法の解精度にどのような影響を与えるかを調査
する．そこで，パラメータの効果を明確にするために，Xbest が NL 回連続で変化しない場合を終了条件とし
て設定した．

4.3 シミュレーションの設定
本研究では，ハイブリッド最適化手法の効果を示すために，完全グラフとして構築される全結合ランダムイ
ジングモデルを使用した．全結合イジングモデルを選択した理由は，完全グラフ上でスピンが固定された場
合，すべてのサブイジングモデルのスピンが均一な辺密度を示すからである．他のイジングモデルでは，固定
するスピンによってサブイジングモデルのグラフ構造が異なる．D-Wave Advantage が持つトポロジーの問
題から，入力するイジングモデルのグラフ構造が異なると，トポロジーを考慮した評価が必要になり，ハイブ
リッド最適化手法の性能を一貫して評価するのが難しくなるため，全結合イジングモデルを採用した．
また，イジングモデルの局所磁場の係数を hi ̸= 0とした．もし局所磁場の係数が hi = 0の場合，イジング
モデルはすべての状態に対して二重の縮退を示す．その時，解プールに含まれる解の中で一致しているスピン
を固定するハイブリッド最適化手法では，サブイジングモデルの生成が困難となる．縮退への対策として，先
行研究 [99, 100]ではランダムに選ばれたスピンを −1または +1のどちらかに設定することを提案している．
しかし，本研究では局所磁場の係数を hi ̸= 0とすることで，自明な縮退を取り除いた．局所磁場と相互作用
の係数は，平均が 0で標準偏差が 1のガウス分布に従ってランダムに選んだ．この時，相互作用と局所磁場の
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両方で 0は除外した．
本研究では，非量子イジングマシンとして SA，量子アニーリングマシンとして D-Wave Advantage を使
用してシミュレーションを行った．ほとんどの非量子イジングマシンは、その内部アルゴリズムの基礎として
SAを採用している [14, 15, 19, 30]．SAでは，初期状態をランダムに設定し，初期温度 Tinitial は ⌈2vmax⌉と
した．ここで，vmax は vi =

∣∣∣hi +
∑

(i,j)∈E Ji,j

∣∣∣によって定義される vi の中での最大値であり，これは元の
イジングモデルの i番目のスピンの磁場と相互作用の合計の絶対値である．ここで，E は無向グラフ Gにお
ける無向辺集合である．温度スケジュールは，T (t) = Tinitial × rt で与えられる冪関数による減衰と設定し
た．アウターループはシミュレーション毎に設定された．減衰率は，最終温度が元のイジングモデルのエネル
ギースケール上で十分に低い 0.1と等しくなるように設定した．インナーループは，元のイジングモデルのサ
イズである 160に設定した．
D-Wave Advantageを使用する場合，100回計算した中での最良解を選択した．D-Wave Advantageの他
のパラメータはデフォルト値 [28]に設定した．すなわち，アニーリング時間は 20 µsに設定され、イジング
モデルの係数は局所磁場が範囲 [−2, 2]，相互作用が範囲 [−1, 1]になるようにリスケールされる．

4.4 D-Wave Advantageに入力可能な問題サイズに対する評価
本節では，D-Wave Advantageに入力可能な問題サイズのイジングモデルに対する性能の評価を実施する．
D-Wave Advantage の性能を比較するために，元のイジングモデルのスピンの数は，D-Wave Advantage

に埋め込むことができる最大数に設定した．本研究で使用された D-Wave Advantage には 5, 627 個の量子
ビットとペガサスグラフのトポロジーがあり，マイナー埋め込みを使用することにより，理想的には 177スピ
ンの完全グラフを埋め込むことが可能である [36]．しかし，いくつかの量子ビットは欠陥のため使用できな
い．異なる問題サイズのイジングモデルを D-Wave Advantageを用いて複数回計算した結果，安定して入力
でき計算可能なサイズとして 160スピンが元のイジングモデルのサイズとして適切であるとし，設定した．
ハイブリッド最適化手法の性能を評価のために，まず複数のオリジナルイジングモデル（イジングモデル

A, B, C, D）を対象とした．表 4.1は，ハイブリッド最適化手法のアウターループ，サブイジングモデルのサ
イズ (m)，NI，NS，NE，およびNL のパラメータをまとめたものである．D-Wave Advantageおよび前処理
SA単体の結果は，解精度の比較のために用意した．D-Wave Advantageのパラメータはハイブリッド最適化
手法の一部として使用される場合も，独立して使用される場合においても，一貫して 4.3節で説明した条件を
使用した．図 4.3は，D-Wave Advantage (DW)，前処理 SA (SA)，およびハイブリッド最適化手法 (HM)

によって得られた解のエネルギー密度を示している．SAのデータは，各解プールから得られた Xbest を前処
理として使用し，エネルギー密度はスピン当たりの内部エネルギー (すなわち，H/n)である．図 4.3には，ハ
イブリッド最適化手法終了までに費やされたループの数も示している．ループの数は，Evaluation stepから
解プールの作成に戻る回数を表す．例として，NL = 3で Xbest が全く更新されなかった場合ループの数は 2

となる．これらのデータは，10回のシミュレーションの平均と標準偏差から得られる．図 4.3より，ハイブ
リッド最適化手法は DWまたは SAのいずれよりも高い解精度を示した．
次に，図 4.3のイジングモデル Aを対象に，ハイブリッド最適化手法におけるパラメータ依存性を評価し
た．まず．前処理の解精度依存性を評価した．前処理の解精度依存性について検討した理由は，実際にイジ
ングモデルを解く際に特定の問題に適切な SA パラメータを設定するのが難しく，SA の精度が保証されて
いないためである [11, 12, 148]．本実験では四つの異なる前処理を使用した．すなわち，ランダムスピン状態
（Random），アウターループを 10，50，または 100に設定した SAである．ハイブリッド最適化法のパラメー
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表 4.1: SAおよびハイブリッド最適化手法のパラメータ．NI は Sampling stepで取得される解の数，NS は
Conversion step でサブイジングモデルを生成するための元のイジングモデルの解の数，NE は Conversion

stepと Execution stepの繰り返しを通じて新たに得られる解の数，NL はハイブリッド最適化手法を終了す
るための同じ Xbest の繰り返しの数である．これらのパラメータは 4.2節および図 4.2で説明されている．

最適化方法 パラメータ 値
SA アウターループ 10

ハイブリッド最適化
方法

サブイジングモデル
サイズ (m)

80

NI 20

NS 10

NE 20

NL 3
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図 4.3: （上部）複数のオリジナルイジングモデルでの異なるソルバーによるエネルギー密度．白い円は 10

回のシミュレーションの平均である．上部および下部のバーはそれぞれ最高および最低のエネルギー密度を
示す．黒いダイヤモンドは外れ値を示す． （下部）ハイブリッド最適化手法によるループの数．エラーバー
は 10回のシミュレーションでの標準偏差である．Reprinted figure from © [2023] The Physical Society of

Japan (J. Phys. Soc. Jpn. [92], [124002].)
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タは，表 4.1に記載されているものと同じである．図 4.4は，異なる前処理でのエネルギー密度とループ数を
示している．この結果より，前処理の解精度に関係なくハイブリッド最適化手法は前処理の解から改善され
ることが示された．また，非常に低い解精度（例：Random）の前処理に対してもハイブリッド最適化手法に
よって解精度が向上した．ただし，前処理の解精度が低い場合，解を改善するためにはより多くのループ数が
必要であることが分かった．一方，解精度が高いアウターループが 100の場合では，SAと HMはほぼ同じエ
ネルギー密度を示した．これは，10回シミュレーションを実施したうちのいくつかにおいて，SAの精度が高
く，元のイジングモデルの最適解に近い値が出たためであると考えられる．
また，図 4.4の結果と SAおよびハイブリッド手法の結果から，計算時間を評価した．基準となる解（基準
解）をある確率で得るために必要な計算時間を求める評価指標は time-to-target (TTT)と呼ばれ，イジング
マシンやアルゴリズムの評価に使用される [5, 46, 149–152]．TTTは次のように求められる．まず，あるアル
ゴリズムによって基準解を得る確率を ps とする．R回求解を繰り返したとき，すべてで基準解が得られない
確率は，(1− ps)

R となる．そのため，少なくとも 1回基準解を得る確率 pd は次のようになる．

pd = 1− (1− ps)
R． (4.4)

これを Rについて解くと，

R =
ln(1− pd)

ln(1− ps)
, (4.5)

となる．ps と pd が与えられたとき，この R回求解することで，少なくとも 1回は基準解が得られる．この回
数 Rにアルゴリズムの計算時間をかけることで，TTTが求められる．図 4.4の結果をもとに TTTを計算す
るため，SAおよびハイブリッド最適化手法によって得られた解の中で，最もエネルギーが低く，複数のシミュ
レーション条件においても得られた解を基準解として，ps を設定した．前処理がランダム，または SA のア
ウターループが 10，50, 100の際のハイブリッド最適化手法による ps は，それぞれ 0.2, 0.5, 0.6, 0.3であった
（図 4.4）．前処理単体の ps は，1000回シミュレーションを行うことで求めた．アウターループが 50と 100の
SAにおける psは，0.001と 0.016となった．ランダムに初期解を得る条件とアウターループが 10の条件では
基準解を得ることはできなかった．計算時間算出には CPUが Intel Core i7 (2.3 GHz)，メモリが 32 GBの
計算機を用いた．ランダムに初期解を得る動作や SA，解プール作成，Conversion step， Evaluation stepの
計算時間は 10回計算した結果の平均値とした．また，Execution stepは 20回計算した結果の平均値とした．
計算時間を測定した結果，ランダムに初期解を得る方法と，アウターループが 10, 50, 100の条件の SAの計算
時間の平均は，それぞれ 0.78, 1.2, 1.7, 2.6秒となった．Conversion stepと Evaluation step，Execution step

の計算時間は平均で，それぞれ 0.13, 0.022, 1.0秒となった．Execution stepにおける D-Wave Advantageの
アニーリング時間は 20 µs であり，100 回計算した中の最適解を選択しているため，想定される計算時間は
2 msである．しかし，インターネット接続による遅延，問題の初期化時間，計算結果の呼び出し時間など計
算以外の時間がかかる [153]ため 1.0秒となったと言える．これらの計算時間と，図 4.4のループ数の平均値
を用いることで，ハイブリッド最適化手法の計算時間を算出した．SAとハイブリッド最適化手法の計算時間
と ps が与えられたため，90%の確率で基準解を得る (pd = 90)までの TTTを算出した結果，アウタールー
プが 50と 100の SAの TTTは 4000秒と 360秒，前処理がランダムおよびアウターループが 10, 50, 100の
SAのときのハイブリッド最適化手法の TTTは，それぞれ 920, 270, 150, 410秒であった．この結果から，ア
ウターループを 100にして計算時間の長い SA単体で解を得るよりも，アウターループを少なくして計算時間
の短い SAで前処理をしたのち，D-Wave Advantage で解を繰り返し得るというハイブリッド最適化手法で
解を得た方が基準解を得るまでの時間が短くなることが示された．
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図 4.4: 異なる解精度を持つ前処理におけるハイブリッド最適化手法の性能． (上部) 前処理とハイブリッド最
適化手法のエネルギー密度．白い円は 10回のシミュレーションの平均である．上部および下部のバーはそれ
ぞれ最高および最低のエネルギー密度を示す．黒い菱形は外れ値を示す．エネルギー密度のスケールは省略さ
れた部分の上部と下部で異なる． (下部) ハイブリッド最適化手法によるループ数．エラーバーは 10回のシ
ミュレーションでの標準偏差である．Reprinted figure from © [2023] The Physical Society of Japan (J.

Phys. Soc. Jpn. [92], [124002].)
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次に，解精度へのパラメータの影響を評価するために異なるパラメータの組合せでハイブリッド最適化手法
を実行した．図 4.5は，NL を 1から 5に設定し，アウターループを 50に設定した場合のエネルギー密度と
ループ数を示している．他のすべてのパラメータは表 4.1に記載のものと同じである．前処理 SAによって得
られた解プールのセットは NL のすべての条件に対して同じである．さらに図 4.5は，ハイブリッド最適化手
法の 10回のシミュレーションの中で前処理 SAの Xbest が改善された割合を示している．図 4.5より，解は
NL ≥ 2の場合に改善が認められた．ただし，箱ひげ図のトップバーや外れ値に対応する，10個の前処理 SA

結果のうち最も高いエネルギーの解は改善されなかった．これは，ハイブリッド最適化手法によって改善され
ない，前処理によって得られた解ループが存在することを示唆している．NL が増加するにつれ，10 回のシ
ミュレーションの中で前処理 SAの値から改善された解の割合とループ数の両方が増加した．ループ数が増加
した理由として二つの理由が考えられる．一つ目の理由は，NL が単純に増加したために，ハイブリッド最適
化手法を終了するために必要なループ数が必要だからである．二つ目の理由は，NL が増加することで解が改
善するため，ループ数が増加するからである．
図 4.6は，NE および NS のいくつかのセットを持つエネルギー密度とループ数を示している．NS および

NE のすべての条件の前処理 SAによって得られた解プールのセットは同じであり，アウターループは 50に
設定されている．他のすべてのパラメータは，表 4.1に記載されているものと同じである．図 4.6より，NE

が 5の場合よりも 10または 20の場合に，ハイブリッド最適化手法は解をより良く改善した．これは，NE が
増加することで，ループごとに生成される解の数が増えるため，一度のループ中に解の改善の可能性が高くな
るためと考えられる．さらに，NE が同じ場合，NS の効果はそれほど顕著ではないことが示された．ループ
数は，NE が 10と 20のとき増加したが，これはハイブリッド最適化手法によって解が改善されたためである
と考えられる．
最後に，サブイジングモデルサイズ依存性を評価するために，異なるサブイジングモデルサイズでハイブ
リッド最適化手法を実行した．図 4.7は，サブイジングモデルサイズ (m)が 16, 40, 80, 120, 144のエネルギー
密度とループ数を示している．前処理 SAによって得られた解プールのセットは，すべてのサブイジングモデ
ルサイズに対して同じである．アウターループは 50に設定した．他のすべてのパラメータは，表 4.1で記載
のものと同じである．元のイジングモデルサイズ (n = 160)に対して極端に小さいまたは大きなスピン数（例
えば，サブイジングモデルサイズが 16または 144）でサブイジングモデルを構築すると，ハイブリッド最適
化手法による解の改善はあまり観察されなかった (図 4.7)．サブイジングモデルサイズが小さい場合，固定さ
れたスピンの数が多く，サブイジングモデルによって得られる解の自由度は少なくなったと考えられる．対照
的に，サブイジングモデルのサイズが大きい場合，D-Wave Advantage の解精度の影響がより顕著になった
と考えられる．問題サイズが 160の元のイジングモデルに対する D-Wave Advantageの解精度が低いという
結果（図 4.3）から，サブイジングモデルサイズが増加すると，解精度が低下し，解は改善されないと考えら
れる．これらの結果はハイブリッド最適化手法の解精度がサブイジングモデルサイズに依存することを示唆し
ている．

4.5 D-Wave Advantageに入力不可能な問題サイズに対する評価
前節では問題サイズを D-Wave Advantage に入力可能な 160スピンを元のイジングモデルサイズとして，
ハイブリッド最適化手法の性能を評価した．そこで本節では，D-Wave Advantage に入力不可能なスピン数
を持つイジングモデルを使用した．D-Wave Advantage に入力不可能なスピン数として，240, 360, 480, 640

を選定した．イジングモデルは，一つのスピン数に対して一つ用意した．
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図 4.5: 異なる NL を持つハイブリッド最適化手法の性能． (上部) 前処理 SA とハイブリッド最適化手法の
エネルギー密度．白い円は 10回のシミュレーションの平均である．上部および下部のバーはそれぞれ最高お
よび最低のエネルギー密度を示す．黒い菱形は外れ値を示す．灰色の四角は，ハイブリッド最適化手法の 10

回のシミュレーションで前処理 SA から改善された解の割合を示す． (下部) ハイブリッド最適化手法によ
るループ数．エラーバーは 10回のシミュレーションでの標準偏差である．Reprinted figure from © [2023]

The Physical Society of Japan (J. Phys. Soc. Jpn. [92], [124002].)

性能評価のため，まず，D-Wave Advantage に入力不可能な問題にハイブリッド最適化手法を適用した際
に，前処理によって得られた解から解が改善されるか検証した．また，同時に前処理の解精度依存性について
も検証した．その理由は，問題規模が大きくなることで実際の組合せ最適化問題を解く場合にパラメータ設定
が困難となり，前処理 SAによる解精度にバラツキが出ると考えられるからである．前処理の精度は， 4.4節
と同様に，アウターループを 10, 50,または 100に設定することで調節している．ハイブリッド最適化手法の
パラメータについては，表 4.1に記載の通りである．初期温度は 4.4節で記載の方法に倣って設定した．具体
的には，問題サイズが 240, 360, 480, 640の元のイジングモデルに対して，それぞれ，82.0, 110.0, 152.0, 158.0

としている．図 4.8 は，前処理 SA とハイブリッド最適化手法のエネルギー密度を示している．この結果か
ら，D-Wave Advantage に入力不可能ないずれのサイズのイジングモデルであってもハイブリッド最適化手
法によって解が改善されることが認められた．一方，前処理の解精度が高くなると，ハイブリッド最適化手法
による解の改善はあまり見られなかった．
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図 4.6: 異なる NE および NS のセットを持つハイブリッド最適化手法の性能評価．(上部)前処理 SAとハイ
ブリッド最適化手法のエネルギー密度．白い円は 10回のシミュレーションの平均を示す．上部および下部の
バーは，それぞれ最高および最低のエネルギー密度を示す．黒い菱形は外れ値を示す．(下部) ハイブリッド
最適化手法によるループ数．エラーバーは標準偏差を示す．Reprinted figure from © [2023] The Physical

Society of Japan (J. Phys. Soc. Jpn. [92], [124002].)

次に，サブイジングモデルサイズの依存性を評価した．D-Wave Advnatageに入力可能な問題サイズの上
限として 160と設定しているため，評価したサブイジングモデルサイズは 40, 80, 120, 160である．前処理 SA

によって得られた解プールのセットは，すべてのサブイジングモデルサイズの条件において同じである．アウ
ターループを 50に設定し，他のすべてのパラメータは，表 4.1に記載の通りに設定した．サブイジングモデ
ルサイズを変更した際の前処理 SA とハイブリッド最適化手法のエネルギー密度を図 4.9 に示した．結果か
ら，サブイジングモデルサイズが主に 80または 120のときに，解の改善が認められた．元のイジングモデル
サイズが 160のときは，サブイジングモデルサイズが 40または 80のときに主に解の改善が認められていた
（図 4.7）．本節では，元のイジングモデルサイズがより大きくなっており，元のイジングモデルの解に影響を
与えるためにはサブイジングモデルサイズがより大きい必要が出たと考えられる．
なお，D-Wave Advantageに入力不可能な問題サイズに対するハイブリッド最適化手法のその他のパラメー
タ依存性については，付録 Bに記載した．
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図 4.7: 異なるサブイジングモデルサイズを持つハイブリッド最適化手法の性能．(上部)前処理 SAとハイブ
リッド最適化手法のエネルギー密度．白い円は 10 回のシミュレーションの平均．上部および下部のバーは，
それぞれ最高および最低のエネルギー密度を示す．(下部) ハイブリッド最適化手法によるループ数．エラー
バーは標準偏差を示す．Reprinted figure from © [2023] The Physical Society of Japan (J. Phys. Soc.

Jpn. [92], [124002].)

4.6 ハイブリッド最適化手法の解析
4.4と 4.5節にて，シミュレーションによる SAと D-Wave Advantageのハイブリッド最適化手法の性能を
評価した．また，ハイブリッド最適化手法の複数のパラメータによる解精度への影響について調査した．その
結果，D-Wave Advantageに入力可能か不可能かに関わらず，ハイブリッド最適化手法によって，前処理 SA

によって得られた解が改善されることが示された．一方，パラメータによる影響を調査した結果，適したサブ
イジングモデルサイズの設定がハイブリッド最適化手法の性能を向上させるために重要であることが見出され
た．設定するサブイジングモデルサイズは，小さすぎたり，大きすぎたりするとハイブリッド最適化手法によ
る解精度向上は期待できない．その理由を，サブイジングモデルサイズが小さい場合は固定スピンがサブイジ
ングモデルに与える影響が大きく，サブイジングモデルの変数の変化によって得られる解の自由度が少なかっ
たためと仮説を立てた．また，サブイジングモデルサイズが大きい場合は，D-Wave Advantage の解精度が
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(a) (b)

(c) (d)

図 4.8: 元のイジングモデルサイズ (a)N = 240，(b)N = 320，(c)N = 480，(d)N = 640における前処理の
解精度依存性．黒い円，赤い三角形，青い四角形は，前処理 SAのアウターループがそれぞれ 10, 50, 100の解
を用いた条件である．

低下するためと仮説を立てた．
そこで上記の仮説について，マスター方程式 (式 (2.38)) を用いた SA の解析とシュレディンガー方程式

(式 (2.49)) を用いた QA のシミュレーションを含むハイブリッド最適化手法のシミュレーションの解析に
よって検証した．

4.6.1 SAによる解析
まず，サブイジングモデルサイズが小さいときにハイブリッド最適化手法によって解の改善が起きづらい理
由について SAの解析によって考察する．マスター方程式 (式 (2.38))を用いた SAを実施することで，時刻 t

におけるすべての状態の確率を得ることができる．そこで，時刻 tにおける k 番目の状態の確率 Pk (t)を用
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(a) (b)

(c) (d)

図 4.9: 元のイジングモデルサイズ (a)N = 240，(b)N = 320，(c)N = 480，(d)N = 640におけるサブイジ
ングモデルサイズ依存性．黒い円，赤い三角形，青い四角形，緑の菱形は，サブイジングモデルサイズがそれ
ぞれ 40, 80, 120, 160の条件における結果である．

いてスピン σi の期待値を次のように算出した．

⟨σi⟩ =
2n∑
k=1

Pk (t)σi,k. (4.6)

ここで，⟨·⟩は期待値を，σi,k は k 番目の状態における σi を示している．
この ⟨σi⟩は，ハイブリッド最適化手法において NI が無限であり，NS が NI の条件で，サブイジングモデ
ルを生成する場合の di(式 (4.3))であると仮定できる．また，Conversion stepでサブイジングモデル生成の
ためにスピンを固定する際，⟨σi⟩の値が +1や −1に近いほど，それらの値に固定されやすい状態と仮定する
ことができる．
解析に用いるイジングモデルのスピン数は 8とし，前節で使用した場合と同じようにすべてのスピンが互い
に相互作用している全結合イジングモデルとした．係数は，平均が 0で標準偏差が 1のガウス分布に従って相
互作用と局所磁場を決定したランダムイジングモデルとガウス分布の 0以下を除いて相互作用と局所磁場を設
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定した強磁性体イジングモデルを用いた．なお，ランダムイジングモデルにおいては相互作用と局所磁場の両
方で 0になる場合を除外した．また，ランダムイジングモデルは二つ（イジングモデル Aとイジングモデル
B）用意した．それらのイジングモデルについてすべてのスピン状態を探索した結果，縮退は存在しなかった．
マスター方程式 (式 (2.38))を用いた SAは，4次の Runge–Kutta法を用いて実装した．SAの条件は次の
通りである．初期条件は，すべての状態が等確率となる条件とした．初期温度 Tinitial は 20とした．温度スケ
ジュールも前節と同様に，T (t) = Tinitial × rt とした．減衰率 r は，設定したいアウターループの値と最終温
度 (T = 0.1)から算出して設定した．
また，比較としてある温度における熱平衡状態をプロットした理想的なダイナミクスについても解析した．
その場合は，ある温度における全状態のエネルギーからボルツマン分布を算出し，式 (4.6)に従いスピン毎の
期待値を算出した．
まず，強磁性体イジングモデルと二つのランダムイジングモデルの熱平衡状態における温度ごとのスピンの
期待値と T = 0.1のときの期待値を図 4.10に示す．強磁性体イジングモデルは，低温になるほどすべてのス
ピンの期待値が 1に近づくことがわかる (図 4.10(a),(d))．一方，ランダムイジングモデルの温度によって期
待値の正負が変化するスピンが存在することが確認された．例えば，ランダムイジングモデル Aの σ5 やラン
ダムイジングモデル Bの σ2 である (図 4.10(b),(c))．なお，ランダムイジングモデル Bの最終温度における
σ2 と σ7 の期待値が 1となっていないが，より低温状態では 1となるため，フラストレーションによる効果の
ためと考えられる．
続いて，強磁性体イジングモデルと二つのランダムイジングモデルに対して SAを実施した際のスピンの期
待値を図 4.11と図 4.12に示す．図 4.11は減衰率 r = 0.948，図 4.12は r = 0.555で SAを実施した結果で
あり，図 4.11の方が徐々に温度を下げているため，基底状態を得られる可能性が高い．
SA終了時 (T = 0.1)のスピンの期待値を見ると，図 4.11と図 4.12では，強磁性体イジングモデルにおい
てすべてのスピンの期待値がそれぞれ 0.33と 0.16付近となった．一方，ランダムイジングモデル Aとラン
ダムイジングモデル Bにおいては期待値が 1に近いスピンと，期待値が 0から |0.5|付近と低くなるスピンが
混在することが示された．特に，図 4.12においてその傾向は顕著であった．また，図 4.12(f)ではランダムイ
ジングモデル Bの σ2 や σ7 のように基底状態とは異なる正負の期待値を示すスピンも見出された．SA終了
時に期待値が低くなったスピンについて着目すると，図 4.10(b),(c)で期待値の絶対値が大きくなる温度が比
較的低いスピンと共通していた．SA終了時のスピンの期待値が低くなる傾向が図 4.11よりも図 4.12の方が
顕著であることから，温度低下が早くなったことで十分な温度でスピンフリップする機会を逸し，準安定状態
から抜け出せなくなることで，スピンの期待値が低い状態が生じたと考えられる．
本研究で提案するハイブリッド最適化手法では，期待値の絶対値 |⟨σi⟩|が低いスピンから順に設定したサブ
イジングモデルサイズ分スピンを選択する．ここで，ランダムイジングモデル Aを対象に r = 0.555で実施
した SAを前処理の解としてハイブリッド最適化手法を実施する場合を考える．サブイジングモデルサイズが
4以上のとき，σ5, σ0, σ4, σ1 を含むスピンがサブイジングモデルのスピンが選択される．それ以外のスピンは
期待値によって固定されると言えるため，σ2 や σ7 は，基底状態と同じ向きにスピンが固定される可能性が高
い．固定されたスピンが基底状態と同じ向きであれば，QA によって基底状態を得られる可能性がある．一
方，サブイジングモデルサイズが 4未満のとき，σ5, σ0, σ4, σ1 の内，いくつかが固定スピンとなる．固定する
際，それらのスピンは期待値が 0に近いため，基底状態と同じ向きに固定される確率は約 50%となる．もし，
基底状態と異なる向きに固定されてしまった場合，サブイジングモデルを解いても元のイジングモデルの基底
状態に辿り着くことはできない．これはランダムイジングモデル Bについても同様である．このように，ハ
イブリッド最適化手法で基底状態を高確率で得るためには，期待値の絶対値が低く不安定なスピンをすべてサ
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

図 4.10: 強磁性体イジングモデルとランダムイジングモデルの熱平衡状態におけるスピンの期待値．(a)強磁
性体イジングモデルと (b)ランダムイジングモデル A，(c)ランダムイジングモデル Bの温度ごとの期待値．
(d)強磁性体イジングモデルと (e)ランダムイジングモデル A，(f)ランダムイジングモデル Bの温度 T = 0.1

の期待値．

ブイジングモデルのスピンとして含められるように，サブイジングモデルサイズを設定する必要がある．
ここまでで，マスター方程式を用いた SAによって，サブイジングモデルサイズが小さいときにハイブリッ
ド最適化手法の解精度が低下する理由について考察した．上記のように，SA実施後に期待値が低いスピンが
存在することを検証するために，元のイジングモデルサイズが 160, 240, 320のイジングモデルを SAした際
のスピンごとの期待値を計算した．
SA のパラメータについては，初期温度は 4.4 節で記載の設定方法に倣っており，元の問題スピン数が

160, 240, 360のイジングモデルに対してそれぞれ，79.0, 82.0, 110.0と設定している．温度スケジュールも前
節と同様に，T (t) = Tinitial × rt とし，アウターループは 10, 50, 100, 500, 1000とした．
一つの条件において 1000回の SAを実施し，次の式でスピンの期待値 ⟨σi⟩を算出した．

⟨σi⟩ =
1000∑
k=1

σi,k/1000. (4.7)

期待値は規格化されているため，範囲は [−1, 1]となっている．
スピン毎の期待値を 0.1刻みで集計し，出現する確率を図 4.13に示す．元のイジングモデルサイズの大き
さに関わらず，アウターループが大きくなるほど期待値の絶対値が高いスピンが現れ，分布がなだらかになる
ことが確認された．アウターループが上がり，SAの精度が高くなるほどよりエネルギーが低い解が集積され，
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

図 4.11: 減衰率 r = 0.948条件の SA実施時における強磁性体イジングモデルとランダムイジングモデルのス
ピンの期待値．(a)強磁性体イジングモデルと (b)ランダムイジングモデル A，(c)ランダムイジングモデル
Bの温度ごとの期待値．(d) 強磁性体イジングモデルと (e) ランダムイジングモデル A，(f) ランダムイジン
グモデル Bの温度 T = 0.1の期待値．

エネルギーの低い状態で共通した向きを持つスピンが出現しやすくなったためと考えられる．この結果は，マ
スター方程式を用いた SAの結果と一致する．期待値の大きさに着目すると，アウターループが 10のときは
絶対値の最大が 0.3程度であり，アウターループが 1000のときは，0.7や 0.8程度となった．
この結果から，サブイジングモデルサイズが小さい時は，ハイブリッド最適化手法によって解が改善されな
い理由の一つを示していると考えられる．

4.6.2 ハイブリッド最適化手法による解析
次に，サブイジングモデルサイズが大きいときに，QAの解精度が低いことによって解の改善が起きづらい
理由について，シュレディンガー方程式を用いた QAのシミュレーションを含むハイブリッド最適化手法のシ
ミュレーションの解析によって考察する．
シミュレーションで使用するイジングモデルは，前節で使用した場合と同じようにすべてのスピンが互いに
相互作用している全結合イジングモデルとした．係数は，平均が 0で標準偏差が 1のガウス分布に従って相互
作用と局所磁場を決定したランダムイジングモデルを用いた．なお，ランダムイジングモデルにおいては相互
作用と局所磁場の両方で 0になる場合を除外した．元のイジングモデルのスピン数は 20とした．
SAによる前処理は，4.4節で用いた SAを使用する．SAの条件としては，初期温度 Tinitial は前節で使用
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

図 4.12: 減衰率 r = 0.555条件の SA実施時における強磁性体イジングモデルとランダムイジングモデルのス
ピンの期待値．(a)強磁性体イジングモデルと (b)ランダムイジングモデル A，(c)ランダムイジングモデル
Bの温度ごとの期待値．(d) 強磁性体イジングモデルと (e) ランダムイジングモデル A，(f) ランダムイジン
グモデル Bの温度 T = 0.1の期待値．

したイジングモデルの ⌈2vmax⌉の値とした．温度スケジュールも前節と同様に，T (t) = Tinitial × rt とした．
SAの精度が高いと基底状態が解プールに含まれてしまい，QAの解精度の効果を検証できないため，SA精
度が高くなりすぎないようアウターループは 5とした．
QAは，式 (2.47)のハミルトニアンをシュレディンガー方程式 (式 (2.49))に従い時間発展させることで実
施した．実装には，オープンソースソフトウェアである QuTiP [154, 155]上の mesolveを用いた．QA実施
後，すべてのスピン状態の出現確率が得られるため，その確率に従って一つのスピン状態を選択し，QAの結
果とした．QAの精度を調整するために，τ を 2, 4, 6, 8, 10, 20, 40, 60, 80, 100と変更した (式 (2.47))．τ が大
きいほど，量子ゆらぎを徐々に弱めていることになるため，QAの解精度は高くなる．
ハイブリッド最適化手法のパラメータは，NI，NS，NE およびNL をそれぞれ，20, 5, 10, 3とした．異なる
解プールを得るために，SAを複数回実行し，20個の解の中に基底状態が含まれなかった解プールを 100組抽
出した．サブイジングモデルサイズは 1− 10まで変更した．
また，比較のためスピン状態を全探索し，基底状態を算出した．
ハイブリッド最適化手法をシミュレーションした結果を，図 4.14に示す．図 4.14(a) は，ハイブリッド最
適化手法によって得られたエネルギー密度を示す．サブイジングモデルサイズが 0の部分では，前処理 SAに
よって得られた解プールの結果を示している．また，図 4.14(b)は，ハイブリッド最適化手法が計算を終了す
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(a) (b) (c)

(g) (e) (f)

(g) (h) (i)

(j) (k) (l)

(m) (n) (o)

図 4.13: 異なるアウターループにおけるスピンの期待値の分布．アウターループ 10 におけるサイズ
(a)N = 160,(b)N = 240,(c)N = 320のイジングモデルのスピンの期待値．アウターループ 50におけるサイ
ズ (d)N = 160,(e)N = 240,(f)N = 320のイジングモデルのスピンの期待値．アウターループ 100における
サイズ (g)N = 160,(h)N = 240,(i)N = 320のイジングモデルのスピンの期待値．アウターループ 500にお
けるサイズ (j)N = 160,(k)N = 240,(l)N = 320のイジングモデルのスピンの期待値．アウターループ 1000

におけるサイズ (m)N = 160,(n)N = 240,(o)N = 320のイジングモデルのスピンの期待値．
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るまでに必要としたループ数を示す．そして，図 4.14(c) と図 4.14(d) は，100 組の前処理解プールのうち，
ハイブリッド最適化手法によって解が改善された割合と基底状態に到達した割合を示す．また，ループごとに
NE 個生成されたサブイジングモデルを QAで解いた際の基底状態占有確率の平均値を算出した．基底状態占
有確率算出の基準となるサブイジングモデルの基底状態は全探索によって求めた．図 4.15で，一つの解プー
ルをもとに τ = 4 と τ = 80 で QA を行ったハイブリッド最適化手法における基底状態占有確率の平均値を
示す．
ハイブリッド最適化手法をシミュレーションした結果について，まず τ が低い時の結果に着目する．例えば

τ = 4の場合，最もエネルギー密度の平均値が低い条件はサブイジングモデルサイズ (m)が 5や 7のときであ
る (図 4.14(a))．この現象は，D-Wave Advantageを用いたシミュレーションの結果である図 4.7や図 4.9で
認められた現象と類似している．サブイジングモデルが小さい (m = 1)，もしくは大きい条件 (m = 9)では，
最も解の改善が認められたサブイジングモデルサイズ (m = 5)と比較して，解の改善割合は半分以下となっ
た (図 4.14(c))．図 4.15(a)より，τ = 4の QAではサブイジングモデルサイズが大きくなるほど基底状態占
有確率が低下する様子が認められる．サブイジングモデルサイズが小さい条件では，QAによってサブイジン
グモデルの基底状態を得る確率が高くなるが，固定スピンが増えるため，前節で記載したようにエネルギーが
低くなる向きに固定されない可能性が出てきてしまい解が改善されないと考えられる．一方，サブイジングモ
デルサイズが大きい条件では，固定スピンをエネルギーが低くなる向きに固定できる可能性が高くなるが，サ
ブイジングモデルの基底状態を得る確率が下がってしまう．このことから，QAの解精度が低い条件では上記
のトレードオフのバランスがとれたサブイジングモデルサイズでハイブリッド最適化手法による解の改善が起
こると考えられる．次に，τ が高いとき（τ = 80）に着目する．サブイジングモデルの基底状態占有確率の結
果から，サブイジングモデルサイズに関わらず基底状態を得られる条件である (図 4.15(b))．図 4.14(a),(c)よ
り，サブイジングモデルサイズが小さいときは解の改善割合が低くエネルギー密度の平均値はあまり低下しな
かったが，サブイジングモデルサイズが大きくなるほど解が改善されることが示された．サブイジングモデル
サイズ毎の基底状態に到達した割合もサブイジングモデルサイズが大きくなるほど上がっており，基底状態を
得られやすことが示された (図 4.14(d))．以上から，QAの精度が高い条件であってもサブイジングモデルサ
イズが小さい条件では十分な解を得られないことが示された．一方，サブイジングモデルサイズが大きい条件
では前処理の結果から解精度が向上する割合が高くなったため，QA精度の向上がハイブリッド最適化手法の
解精度向上に関係していることがわかった．

4.7 本章のまとめ
問題サイズ制限が強く，多くの変数を入力することができない量子アニーリングマシンの性能を向上させ
るために，比較的多くの変数を入力可能な非量子イジングマシンを用いたハイブリッド最適化手法を構築し
た．ハイブリッド最適化手法の性能を評価するために，非量子イジングマシンとして SA を，量子アニーリ
ングマシンとして D-Wave Advantage を使用したシミュレーションを行った．D-Wave Advantage に入力
可能または入力不可能な問題サイズのイジングモデルを用いてハイブリッド最適化手法の解精度について解
析した結果，いずれの場合でも D-Wave Advantageと前処理 SAのみによって得られた解よりも高い精度の
解を得られることが示された．また，ハイブリッド最適化手法のパラメータ依存性について検討した結果，
前処理の解精度とサブイジングモデルサイズが解精度に影響を与えている可能性が示唆された．これらの点
は，類似手法を用いた先行研究 [105, 109] において報告されていない内容である．また，上記のような SA

と D-Wave Advantage のシミュレーションにより示唆された性質について解析するために，マスター方程
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(a) (b)

(c) (d)

図 4.14: ハイブリッド最適化手法の QAの解精度とサブイジングモデルサイズ依存性．比較指標は，(a)エネ
ルギー密度，(b)ループ数，(c)解の改善割合，(d)基底状態割合を示す．ヒートマップの値は 10回のシミュ
レーションの平均を示す．

(a) (b)

図 4.15: ハイブリッド最適化手法の QAにおけるサブイジングモデルの基底状態占有確率．プロットは，NE

個のサブイジングモデルの基底状態占有確率の平均値．一つの解プールをもとに (a)τ = 4，(b)τ = 80の QA

を実施した結果を示す．
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式やシュレディンガー方程式を用いた SA と QA によってシミュレーションを実施した．この解析により，
D-Wave Advantage を用いたシミュレーションでも見られていた，QAの解精度とサブイジングモデルサイ
ズのトレードオフの関係を再現することができた．また，QAの解精度が向上することでハイブリッド最適化
手法の解精度も向上することが示された．このように，ハイブリッド最適化手法の特性を分析することは，今
後の実用的な使用のために重要であると考える．

75





第 5章

結論と今後の展望

5.1 結論
本論文では，イジングマシンの性能を十分に引き出すため，ハードウェア上の制限を克服または緩和するア
ルゴリズムの提案とその性質の理論的な検討を行った．
第 1章では，本研究の背景と目的を述べた．第 2章では，イジングマシンで組合せ最適化問題を得るための

3段階の操作手順をもとに，本研究を遂行する上で考慮しなければならない基本的な事項とそれに伴う記法を
紹介した．組合せ最適化問題をイジングモデルで表現する方法，論理イジングモデルを物理イジングモデルに
変換する原因であり，イジングマシンの性能を引き出すことを阻害するハードウェア上の制限，イジングマシ
ンの内部アルゴリズムについて概説した．また，現在実装されているイジングマシンのハードウェア制限を示
すスペックを簡単に説明した．
第 3章では，ハードウェア制限の一つであるビット幅制限を緩和するアルゴリズムの提案と理論的な解析を
行った．先行研究の補助スピンを用いたビット幅削減手法（補助スピン追加手法）においては，基底状態が
ビット幅削減前後で変化しないことが示されていたが，同じアルゴリズムで解く検討は行っていなかった．そ
こで，同じパラメータを用いた SAを元のイジングモデルと BWRイジングモデルに対して実施した．その結
果，得られる解が異なることが示され，その理由が解を得るための動的過程が二つのイジングモデルで異なる
ことにあることが示唆された．そのため，BWR イジングモデルにおいて動的過程が変化した理由を統計力
学の観点から分析し，補助スピンを追加したことによる二つの特徴的な性質，すなわち有効温度とエントロ
ピー緩和遅延が原因である可能性を見出した．この分析結果を考慮し，BWRイジングモデルのための SAパ
ラメータを提案し，その効果を検証した結果，元のイジングモデルと BWRイジングモデルの動的過程が近づ
くことが示された．
第 4章では，ハードウェア制限の一つである問題サイズ制限を緩和するアルゴリズムの提案と理論的な解析
を行った．量子アニーリングマシンは，高速・高精度にイジングモデルを解くことが期待されているが，問題
サイズ制限が強く大規模な問題を入力することができないという課題があった．そこで，入力問題サイズが比
較的大きいという利点を持つ非量子イジングマシンと組み合わせたハイブリッド最適化手法を提案した．ハイ
ブリッド最適化手法では，まず非量子イジングマシンで大規模な問題の複数の解を得たのちに，複数の解の
中で値が不揃いとなるスピンを抽出し，問題サイズの小さいサブ問題を作成する．そして，そのサブ問題を
量子アニーリングマシンで解く．この操作を，解が一定の回数変動しなくなるまで継続させる．このハイブ
リッド最適化手法の性能を評価するために，非量子イジングマシンとして SA を，量子アニーリングマシン
として D-Wave Advantageを使用したシミュレーションを行った．D-Wave Advantageに入力可能な問題サ
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イズと入力不可能な問題サイズに対する性能を評価した結果，いずれにおいてもハイブリッド最適化手法は，
D-Wave Advantage と前処理 SAのみで得た解よりも高い精度の解を得られることが示された．同時に，ハ
イブリッド最適化手法のパラメータ依存性について検討した結果，前処理の解精度とサブ問題の問題サイズが
解精度に影響を与えている可能性が示唆された．そこで，SAと D-Wave Advantage のシミュレーションに
より示唆された性質について解析するために，マスター方程式とシュレディンガー方程式を用いた SAと QA

によってシミュレーションを実施した．この解析により，D-Wave Advantage を用いたシミュレーションで
も見られていた，QAの解精度とサブイジングモデルサイズのトレードオフの関係を再現することができた．
また，QAの解精度が向上することでハイブリッド最適化手法の解精度も向上することが示された．

5.2 今後の展望
まず，ビット幅制限を緩和するアルゴリズムについては，本研究で提案した SAパラメータを用いた場合，
計算時間が増大するという課題がある．提案 SAパラメータでは，インナーループを有効緩和時間 τeff を用い
て 1MCS×τeff/2と設定する．MCSはイジングモデルのスピンの総数であるため，ビット幅削減によって補
助スピンの数が増加するほど値が大きくなる．また，τeff は，補助スピン数が増加し，低温になるほど値が大
きくなる（図 3.12）．また，提案 SAパラメータでは，温度スケジュールを有効温度 Teff に従って設定する．
この Teff に沿った温度スケジュールは，補助スピン数増加に伴って，元の温度スケジュールよりも低温の期間
が長くなる．また，式 (3.40)より，低温時では τeff が補助スピンの数 Na に対して，指数関数的に長くなる．
以上のことから，補助スピンの数の増加に伴い計算時間が増加する．元のイジングモデルと BWRイジングモ
デルのビット幅を，それぞれ noriginal と nBWR とした場合に，補助スピン追加手法によって 1つの係数ごと
に追加される補助スピンの数 Na は次のように表される：

Na ≃

{
2(noriginal−nBWR) (nBWR > 2)

2(noriginal−1) − 2 (nBWR = 2).
(5.1)

このように，補助スピン追加手法によって補助スピン数が増大するため，計算時間を短縮する方法を検討する
ことには意義がある．
先行研究において，補助スピン追加手法による補助スピン数を削減する取り組みとして，シフト法と組み合
わせる方法が提案されている [76]が，この方法では基底状態が元のイジングモデルのものから変化する場合
がある．計算時間の増加を緩和しながら基底状態を維持するための別の方法としてイジングマシンに入力で
きるビット幅を拡張することが考えられる．CMOSアニーリングマシン [14, 15, 18, 30, 31]やデジタルアニー
ラ [16,17,20]においては，入力可能なビット幅が拡大傾向にあり，ビット幅の拡張には期待ができる（表 2.3）．
また，ハードウェアの制約によりイジングマシンのビット幅を増やすことができない場合でも，互いに独立な
スピンを並列にフリップさせることによって，インナーループの増大を回避することができると考えられる．
例えば，BWRイジングモデルの補助スピンは互いに独立であるため，並列にフリップさせても計算結果に影
響はない (図 5.1(a))．キングスグラフを実装している CMOSアニーリング [14, 15, 30, 31]は，互いに独立な
スピンを並列にフリップ可能である．また，デジタルアニーラ [16, 17, 19, 20]や STATICA [21],Momentum

Annealing (MA)を内部アルゴリズムとする CMOSアニーリングマシン [18]は，並列にスピンを反転可能で
ある．そのため，これらのイジングマシンで並列にスピン反転可能なスピンに，BWR イジングモデルの補
助スピンを入力する埋め込み手法の開発が，計算時間が増大する課題への解決の一つの方法になると考えら
れる．
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(a) (b)

図 5.1: 計算時間増大を回避する方法．(a)互いに独立であるため並列にフリップしても問題ない補助スピン．
緑色の四角が補助スピンである．(b)CMOSアニーリングに実装されているキングスグラフ．同じ色の丸（ス
ピン）は互いに独立であるため並列にフリップ可能．

また，補助スピン追加手法適用後の BWRイジングモデルの動的過程について，QAやシミュレーテッド量
子アニーリング (SQA), MA, Parallel Tempering法といったイジングマシンに実装されている SA以外のア
ルゴリズム [6, 16–20,30,33,37,39, 116]実行時での検証も重要であると考える．QAについては，補助スピン
を持つイジングモデルにおけるシステムスピン同士の基底状態の相関係数が横磁場の強さに対して非単調依存
性を示すことが報告されており [147]，動的過程に変化が起こる可能性が考えられる．
次に，問題サイズ制限を緩和するハイブリッド最適化手法については，アルゴリズムの特徴をもとに，計算
時間を短縮する手法の検討が可能であると考えている．このハイブリッド最適化手法では，Execution stepに
て量子アニーリングマシンでNE 個のサブイジングモデルを解く（図 4.2）．本研究で実施したシミュレーショ
ンでは，サブイジングモデルを一つずつ D-Wave Advantageによって解いていた．この過程を，複数の問題
を同時に D-Waveマシンに埋め込み，一度の計算で複数の問題の解を得るという並列量子アニーリング [107]

と呼ばれるアイデアによって，並列化させることを考える．並列量子アニーリングをハイブリッド最適化手法
の exection stepで実行することができれば，計算時間は短縮されると推察されるため検討する意義はある．
また，本研究では非量子イジングマシンの代わりに SA を用いていたため，実装された非量子イジングマ
シンを前処理に使用して性能を評価することが重要であると考えている．さらに，非量子イジングマシンと
量子アニーリングマシンのハイブリッドだけでなく，非量子イジングマシン同士や量子アニーリング同士
をハイブリッドさせた手法や，量子アニーリングを前処理に使用し，サブ問題を非量子イジングマシンで
解く手法も検討可能である．非量子イジングマシン [14–18, 20, 30, 31, 45–47, 141] や量子アニーリングマシ
ン [6,33,37,116,119]の入力可能な問題サイズは拡大傾向であるため（表 2.3），上記の手法を用いた性能評価
と理論的な検討は将来的な高精度アルゴリズムの開発に向けて重要である．
ハイブリッド最適化手法のアルゴリズムの改良も今後の展望として考えられる．ハイブリッド最適化
手法における Sampling step から Coversion step にかけてのサブ問題生成の段階では，impact 値を用
いた qbsolv のような手法 [98] や，分子動力学法 [66]，線形計画法 [108] を用いた手法といった “sample

persistence” [99,100,105,109]と異なるアプローチのサブ問題生成手法が先行研究で報告されている．このよ
うな手法をサブ問題生成手法として導入した場合に解精度が向上することがあれば，高精度なアルゴリズムと
して提案していきたい．本研究の結果から，前処理の解精度とサブ問題の問題サイズ依存性がサブ問題生成手
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法に影響を受けている可能性が示唆されたため，サブ問題生成法の変更により解精度が変化することが期待で
きる．また，本研究では単純なイジングモデルを使用したが，制約条件を持つ組合せ最適化問題を対象とし，
そのような問題に対する変数削減手法 [130]を使用するという改良方法も考えられる．
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付録 A

異なる温度スケジュールにおける提案 SA

パラメータの性能

この付録では,さまざまな温度スケジュールで SAが実行されたときの提案 SAパラメータの性能を評価す
る．表 A.1および図 A.1は温度スケジュールを示している．初期状態，アウターループ，インナーループは
それぞれ，ランダム，100 (n = 0 − 99)，および 1 MCSとした．これは 3.3節および 3.6節で説明されてい
る．これらのパラメータは，最終温度が 1程度になるように調整された．
正方格子のイジングモデル（L = 20）に対して SAを実行した．局所磁場と相互作用の係数は，3.6節に記
載の条件のもとで値を付与した．
図 A.2は，異なる温度スケジュールを使用して，提案パラメータまたは元のパラメータを用いた BWRイ
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T(n) = Tinitial×0.9612n
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T(n) = Tinitial/n
T(n) = Tinitial/ n
T(n) = Tinitial/ln (1 + n)

図 A.1: 異なるタイプの温度スケジュール．温度スケジュール内の n は,n 番目のアウターループを表して
いる．Reprinted figure from [DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative Commons Attribution 4.0

International license. Copyright 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa, and Shu Tanaka.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

図 A.2: 異なる温度スケジュールにおける元のイジングモデルと BWR イジングモデルの動的プロセスの
比較．黒い円は元のイジングモデルを示す．温度スケジュール内の n は，n 番目のアウターループを表
す．緑の三角とオレンジの四角は，ビット幅がそれぞれ 3 ビット幅または 2 ビット幅に削減されたときの
元の SA パラメータを用いた BWR イジングモデルを示す．青い三角と赤い四角は，ビット幅がそれぞれ
3-bits または 2-bits に削減されたときの提案 SA パラメータを用いた BWR イジングモデルを示す．各プ
ロットは 10 回のシミュレーションの平均であり，エラーバーは標準偏差である．Reprinted figure from

[DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative Commons Attribution 4.0 International license. Copy-

right 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa, and Shu Tanaka.
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表 A.1: SAにおける異なるタイプの温度スケジュール．温度スケジュール内の nは，n番目の外部ループを表
している．Reprinted figure from [DOI:10.1109/ACCESS.2023.3310875].Creative Commons Attribution

4.0 International license. Copyright 2023 by the Shuta Kikuchi, Nozomu Togawa, and Shu Tanaka.

Temperature schedule
Initial

Temperature
(Tinitial)

Final
Temperature

T (n) = Tinitial × 0.9612n 50 0.994

T (n) = Tinitial × 0.394n 40 0.994

T (n) = Tinitial/n 50 0.990

T (n) = Tinitial/
√
n 50 1.005

T (n) = Tinitial/ ln (1 + n) 40 1.506

ジングモデルと，元の SAパラメータを用いた元のイジングモデルの動的プロセスを示す．図 A.2より，すべ
ての温度スケジュールにおいて，元の SAパラメータを用いた BWRイジングモデルの動的プロセスと SAの
終了時のエネルギー密度は，元のイジングモデルと異なっていた．対照的に．提案 SA パラメータを用いた
BWRイジングモデルは，元のイジングモデルに近い値が得られた．
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付録 B

D-Wave Advantageに入力不可能な問題サイ
ズのイジングモデルに対するハイブリッド
最適化手法のパラメータ依存性

この付録では，D-Wave Advantage に入力不可能な問題サイズのイジングモデルに対してハイブリッド最
適化手法を使用した際のパラメータ依存性について示す．
まず，NL 依存性について検討した．問題サイズが 320のイジングモデルを対象とし，サブイジングモデル
のサイズは 80，NI は 20，NS は 10，NE は 20とした．アウターループを 50に設定し，NL を 3, 5, 7とした
場合のエネルギー密度とループ数を図 B.1に示した．前処理 SAによって得られた解のプールのセットは NL

のすべての条件に対して同じである．また，図 4.5と同様に，ハイブリッド方法の 10回のシミュレーション
の中で前処理 SAの Xbest が改善された割合を示している．ハイブリッド最適化手法によって，前処理 SAの
解は NL ≥ 3の条件で改善された．図 4.5でも NL ≥ 3で解の改善が認められており，大規模問題についても
同様の結果を得た．また，ループ数と前処理 SAの解が改善された割合も，D-Wave Advantage に入力可能
な問題の結果と同様に，NL が増加するにつれ増加した．
続いて，NI 依存性について検討した．問題サイズが 320のイジングモデルを対象とし，サブイジングモデ
ルのサイズは 80，NL は 3， NE は 20とした．アウターループは 50に設定し，NI を 5, 10, 20, 100とし，NS

を複数パターンにした場合のエネルギー密度とループ数を図 B.2に示した．前処理 SAによって得られた解の
プールのセットは NI の条件ごとに取得した．NI の値が大きくなると，前処理 SAのエネルギー密度が低下
した．これは，前処理 SAによって得られた解の数が多くなり，確率的に解プールにエネルギーの低い解が含
まれるようになったためであると考えられる．このように前処理 SAによって低いエネルギーの解が得られる
と，ハイブリッド最適化手法によって解があまり改善されなくなる．その結果，NI の値が大きくなるとハイ
ブリッド最適化手法による効果が見えづらくなった．また，本検討では NS が NI と同じとなる条件，すなわ
ち解プールに含まれるすべての解をもとにサブイジングモデルを生成する条件で性能を評価している．多くの
サンプル数をもとにサブイジングモデルを生成することによる解の改善効果はあまり期待できないことが示さ
れた．
最後に，NE 依存性について検討した．問題サイズが 240, 320, 640のイジングモデルを対象とし，サブイジ
ングモデルのサイズは 80，NI は 20，NL は 3，アウターループは 50とした．問題サイズが 240, 640のイジ
ングモデルに対しては，NS を 10に，問題サイズが 320のイジングモデルに対しては，NS を 2, 5, 10, 20と
した際の，エネルギー密度とループ数を図 B.3に示した．前処理 SAによって得られた解のプールのセットは
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図 B.1: 問題サイズ N = 320のイジングマシンにおける NL 依存性． (上部) 前処理 SAとハイブリッド方法
のエネルギー密度．白い円は 10回のシミュレーションの平均である．上部および下部のバーはそれぞれ最高
および最低のエネルギー密度を示す．赤い菱形は外れ値を示す．灰色の四角は，ハイブリッド最適化方法の
10回のシミュレーションで前処理 SAから改善された解の割合を示す． (下部)ハイブリッド最適化方法によ
るループ数．白い円は 10回のシミュレーションの平均である．上部および下部のバーはそれぞれ最高および
最低のエネルギー密度を示す．

NE のすべての条件に対して同じである．図 B.3(a),(b),(c)より，前処理 SAの解はNE ≥ 20の条件で改善さ
れた．図 4.6では，NL ≥ 10で解の改善が認められており，大規模なイジングモデルを扱う際は解の改善に必
要な NE の値が大きくなることが示唆された．
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図 B.2: 問題サイズ N = 320 のイジングマシンにおける NI および NS 依存性． (上部) 前処理 SA とハイ
ブリッド最適化方法のエネルギー密度．白い円は 10回のシミュレーションの平均を示す．上部および下部の
バーは，それぞれ最高および最低のエネルギー密度を示す．赤い菱形は外れ値を示す． (下部)ハイブリッド
最適化方法によるループ数．白い円は 10回のシミュレーションの平均を示す．上部および下部のバーは，そ
れぞれ最高および最低のエネルギー密度を示す．灰色の菱形は外れ値を示す．
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図 B.3: 問題サイズ (a)N = 320, (b)N = 240, (a)N = 640 のイジングマシンにおける NE および NS 依存
性． (上部)前処理 SAとハイブリッド最適化方法のエネルギー密度．白い円は 10回のシミュレーションの平
均を示す．上部および下部のバーは，それぞれ最高および最低のエネルギー密度を示す．赤い菱形は外れ値を
示す． (下部)ハイブリッド最適化方法によるループ数．上部および下部のバーは，それぞれ最高および最低
のエネルギー密度を示す．灰色の菱形は外れ値を示す．
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