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第 1章

序論

1節では研究の背景について、主に個別企業の信用リスクの計測が求められるニーズや
その評価に用いるモデルを紹介し、2 節では本論文で焦点を当てる統計型モデルの説明と
その問題点について解説する。3 節ではそれらの問題点を改善するための方法について、
既存研究で提案されている手法を説明し、4節で本論文の目的について説明する。5節で
は論文の構成を述べる。

1.1 研究の背景

リスク管理の重要な領域の一つに信用リスクがある。信用リスクは、広く言えば、特定

の企業の信用力の低下、更に最悪の場合は倒産により被る損失を指す。この信用リスク管

理を行うべき場面が、金融機関には多くある。例えば、債券などの発行体のリスクを有す

る商品を保有している際は、その発行体の信用力の上下により保有する商品の時価の変動

を注視する必要がある。またスワップ取引のように取引先のリスクを有する商品を保有し

ている際は、その取引先の倒産で、相手先と結んでいる金融商品の清算が困難になること

に伴い、損失が発生する可能性がある。このようなリスクの管理を遂行するため、信用リ

スクを適正に評価する方法が必要になる。

信用リスクを評価するアプローチは大きく二つある。一つは、債券やクレジットデリバ

ティブといった信用リスクを含んだ商品の時価を評価するアプローチで、数理ファイナン

スの枠組みを用いる。もう一つは、様々な個別企業の信用リスクを示す倒産確率や格付の

ような指標を推計するアプローチ（統計型モデル）で、主に統計学の枠組みを用いる。本

論文では統計型モデルに焦点を当て、その判別性能の向上を目的として議論を行う。
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1.2 統計型モデルの概観と問題点

信用リスク評価に用いられる統計型モデルは様々なモデルが提案されている。統計型モ

デルの初期的研究の代表に、Altman (1968)が提案した、財務データを用いて、存続企業
と倒産企業を判別する線形回帰式がある。なお、これは Z-score と呼ばれている。これが
出発点となり、今日までに信用リスクを評価するための様々なモデルが提案されている。

その中で特に広く知られているモデルにロジスティック回帰モデル (LR) がある。LR
は、各企業が存続もしくは倒産のいずれかの状態に属する確率を、ロジスティック分布を

前提に定式化して、構築されている。その際、回帰分析の手法を基に、各企業の倒産の可

能性の大小を、Z-score 同様に線形回帰式で表現している。そして、その線形回帰式を入
力値に用いて、倒産確率を推計する。このモデルは、あるサンプルデータに占める倒産企

業の倒産確率および存続企業の存続確率の累積確率を最大化する最尤推定法によりパラメ

ータを推計することで、判別性能を高めることを目的としている。そして、このモデルが

広く知られている理由は、その構築方法がわかりやすいことに加え、パラメータの推計が

凹関数の最大化問題になるので大域的最適解が容易に得られることがある。このモデル

の実証例としてLaitinen and Laitinen (2000)などがあり、また 株式会社日本格付研究所
(2011) は、実際の格付付与の業務に、LR を使用していることを公表している。
他にも最近注目が集まっているモデルに、Zuo and Hastie (2005) が提案したエラス
ティックネットがある。エラスティックネットは、最小二乗法をべースに、Tibshirani
(1996)が提案したラッソ回帰およびHoerl and Kennard (1970)が提案したリッジ回帰の
二つを取り込んだモデルである。これら二つを簡単に説明する。

ラッソ回帰は係数の絶対値の合計値となる 1 ノルムの項と、最小二乗法を組み合わせ
てパラメータ推計を行う回帰モデルである。このモデルは、1 ノルムの項を小さくするこ
とで、求める係数の多くをゼロにする効果を持つので、余分な変数が除去され、変数選択

を促す。リッジ回帰は係数の二乗の合計値となる 2ノルムの項と、最小二乗法を組み合わ
せてパラメータ推計を行う回帰モデルである。このモデルは、2 ノルムの項を小さくする
ことで、多重共線性の影響を抑制する効果があるので、相関の強い変数同士の選択を回避

できる。そして、これら二つのモデルの特性を導入したエラスティックネットの利点は、

ある程度の変数選択および多重共線性の回避を同時実行できることにある。更にパラメー

タ推計が凸型の二次計画問題の最小化モデルとなることから、大域的最適解が容易に得ら

れるという利便性もある。一方で、ラッソ回帰およびリッジ回帰のハイパーパラメータは

1 つだが、エラスティックネットのハイパーパラメータは 2 つなので、チューニングの
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負荷が増加する欠点もある。これらのモデルを用いた実証例として、Tian et al. (2015)
やSaito et al. (2021)はラッソ回帰により、Saito and Yamanaka (2021)はエラスティッ
クネットにより信用リスクの評価を念頭に入れた変数選択を行っている。

エラスティックネットは機械学習モデルに属するが、他にも同じ分野で判別性能の高

さから注目されているモデルに、Vapnik (1995) が提案したサポートベクターマシーン
(SVM) がある。ここでは前提として、倒産企業および存続企業の二つの判別を考える。
このとき、SVM は、その判別のための最適な超平面を、双方のグループ同士の中で最も

近いサンプルおよびその超平面の距離を最大化することで表現する。これはマージン最大

化もしくは幾何マージン最大化と呼ばれている。ただし、このように誤判別が一切なく、

綺麗に判別できるデータは稀であるため、誤判別したサンプルと超平面との距離を最小化

することも併せて実行する。これはソフトマージン最小化と呼ばれている。このソフトマ

ージン最小化により、SVM は、標準的な凸型の二次計画問題の最小化モデルとなるので、

大域的最適解が容易に得られる。

また、この SVMは、正しい判別を適切に実行するための最大化と、誤判別を可能な限
り抑制するための最小化と、二つの最適化を同時に実行するために、一つのハイパーパラ

メータを導入している。そのハイパーパラメータの水準の表現および取り扱いの容易さに

ついても研究され、複数の再定式化したモデルが提案されている (Schölkopf et al., 2000;
Perez-Cruz et al., 2003; Gotoh and Takeda, 2005)。特にGotoh and Takeda (2005)が
定式化した、Conditional-value-at-risk(CVaR) 最小化モデルと呼ばれているモデルは、
ハイパーパラメータが、誤判別したサンプルと超平面との距離を表現した分布の信頼区間

に相当することから、統計学の観点から分析する上でその水準を設定しやすい利点がある。

ハイパーパラメータを内包したモデルにおいて、そのハイパーパラメータの水準自体に意

味はなく、与えたデータに対して、網羅的な検証を行った上で、適した水準を見定めるケ

ースが多い。しかし、予めその水準に解釈を持てるモデルであれば、使用できる機会はよ

り広まるものと考えている。

このように多くの判別モデルが提示されているので、様々なデータや問題に対して複数

の判別モデルを実行した際には、それぞれの判別モデルの性能を評価する必要がある。そ

のための有名な指標に Area Under the Curve(AUC) がある。そして、この指標が高い
判別モデルは、判別の性能が高いモデルと評価できる。この指標はトレーニングに用いる

データから判別を実施するための係数を計測した後、テストデータに対して判別結果の性

能を計測する汎化性能の評価で使用されるケースがある。そのため、この AUC を最大化
したい一方、離散型の非凸型の目的関数になるため、AUCを直接最大化することは困難
と考えられていた。
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この課題に対処するため、Norton and Uryasev (2019) は代替指標として buffered
Area Under the Curve(bAUC)を挙げると共に、それの最大化を提示した。併せて bAUC
の最大化は、凸型の問題に定式化できるので容易に解を得られること、および、bAUCの
最大化は AUC の最大化につながることも主張している。またハイパーパラメータはわず
か 1 個で、更に統計学上ある分位点を上回る範囲の期待値を指すため、水準設定がしやす
い利点がある。

bAUC自体は 2019年と比較的最近提示された指標である。ただし、この指標は 1から
buffered probability of exceedance(bPOE) を引くことで得られ、その bPOE 自体を用
いた実証例は複数ある (Rockafellar and Royset, 2010; Norton et al., 2017; Rockafellar
and Uryasev, 2018; Pertaia et al., 2021; Norton et al., 2021)。そのため、bPOE も含
めると bAUC の認知は少しずつ得られ始めている段階といえる。
このように様々な統計型モデルが提案されているが、ほぼ全てのモデルは企業の財務指

標と倒産/非倒産や信用格付で表現される信用力との関係を線形で表現している。例えば、
LRは財務指標を線形結合した式を変換したものを倒産確率の推計に用いており、SVM
も財務指標の線形関数を判別面とすることが標準的である。しかしながら、企業の財務指

標は必ずしも信用力と線形の関係を有していない。例えば佐野 (1990)は、現金手持日数
について、小さくても大きくても企業経営にとって望ましくない財務指標であることを報

告している。このような財務指標をモデルに組み込むには線形モデルでは不十分であり、

非線形モデルに拡張することでより高い判別精度が実現できる可能性がある。

また統計モデルの構築の際に数多くの財務指標を取り入れると、多重共線性を引き起

こす可能性が高まることやオーバーフィットを起こしやすくなることが指摘されている

(Guyon and Elisseeff, 2003)。さらに実務で行う結果の解釈も複雑になることから、モデ
ルに取り込む財務指標は必要最低限であることが望ましい。モデルに組み込む財務指標を

選択する標準的な方法としてステップワイズ法を用いて財務指標を限定した上で信用リス

ク評価モデルを構築することが行われている。しかし、ステップワイズ法はヒューリステ

ィックに変数選択を行う方法であり、構築するモデルに対して最適な変数である保証はな

い。また先述したエラスティックネットは変数選択の効果は持つものの、それはある程度

に変数の個数を限定することに留まるものであり、ユーザーが指定した個数まで選択する

といった、より強い要求を実現することはできない。
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1.3. 統計型モデルの改良に関する先行研究

1.3 統計型モデルの改良に関する先行研究

これらの問題点を解決する方法が、いくつかの先行研究で提案されている。まず財務指

標の線形性に関する改良として、判別面*1を線形から楕円形に拡張する試みである。判別

面を線形から楕円形に拡張することで、説明変数の線形の効果だけでなく、二次の効果

ならびに二つの変数の相互関係も表現できることから、モデルの表現力が高まり、それ

が判別性能の向上につながっていく。ここで二次関数ではなく、楕円形に限定するのは、

二つ理由がある。一つはKonno and Wu (2002)の報告によると、企業の信用状態を財務
データで評価する場合、楕円形を用いると線形よりも判別性能が高まることに加え、楕

円形以上に自由度のある二次関数を用いると線形よりも却って判別性能が下がるためで

ある。もう一つは、判別面の形状を限定することでパラメータの自由度が減り、オーバ

ーフィットを抑えられるためである。よって、楕円形は線形や二次関数と比較して、企

業の信用リスクと財務変数の関係性を、より正確に表現できることが示唆される。一方

で、二次係数行列に半正定値制約を追加することから、パラメータを推計する問題が半正

定値計画問題 (SDP) へと拡張される。これにより、解を得るまでの計算時間がより長く
なる。ただし、求める変数が連続変数のみである限りは、一般的な計算環境下では、相

応に大きいデータサイズでも解けることが知られている。なお、Konno and Wu (2002);
Konno et al. (2003a,b)は LRを、Okada and Konno (2009); Konno and Saito (2013)
は SVMを、Konno and Kobayashi (2000); Konno et al. (2002)は判別分析を、Konno
et al. (2003a)は最小二乗法をそれぞれ対象にしてモデルを SDPに拡張している。
変数選択に関する改良としては、解の取る値を 0 か 1 に限定した離散変数を導入し、
変数選択制約を追加する方法が提案されている。離散変数を用いることで、明確にユーザ

ーが指定した個数だけモデルで変数を選択することができる。先行研究では、Konno and
Yamamoto (2008)は最小二乗法に離散変数を導入したモデルを用いることで、既存解法
であるステップワイズ法の結果と比較して、より良い変数選択を実行できることを報告し

ている。また、離散変数を導入した結果、混合整数線形計画問題 (MILP)に拡張したこ
とで計算時間の増加は想定されるものの、実用時間内での求解は可能であることを報告し

ている。なお、Tanaka and Nakagawa (2014); Sato et al. (2017); Bertsimas and King
(2017); Naganuma et al. (2019) は LR を、Sato et al. (2016) は AIC 最小化モデルを、
Saito and Konno (2009); Tanaka and Nakagawa (2014); Maldonado et al. (2014) は

*1 分類器とも呼ばれている。
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SVMをそれぞれ対象にしてモデルをMILPに拡張している。

1.4 本論文の目的と貢献

このように線形判別面と変数選択の問題に対し、独立に解決方法を提案する研究は行わ

れており、これらの改良方法を統計型モデルに同時に組み込むことで、より判別性能を向

上できる可能性がある。特に楕円判別面を導入する場合、判別面が非線形となるため、候

補変数が多いと数多くの財務指標をモデルに組み入れてしまう可能性がある。そのため楕

円判別面に変数選択制約を組み込むことは判別精度を向上させるうえで重要性が高いと考

えられる。しかしながら既存研究でこれらの改良を統計型モデルに同時に組み込んだ研究

は存在しない。その理由はモデルのパラメータを推計することは容易ではないからである。

楕円形を表現するためには半正定値制約を組み込んだ問題から解を得る必要があるが、

その問題となる SDP の変数が全て連続変数のみであれば、短時間で計算を終了するこ
とが可能である。しかし、SDPに変数選択で使用する離散変数を組み込んだ場合、その
パラメータを推計する問題は混合整数半正定値計画問題 (MISDP) となり、短時間の計
算終了が難しくなる。また、CPLEX*2、Gurobi*3、Mosek*4などの商業的なソルバーで
もMISDPから直接解を得るための機能は、現在実装されていない。なお非商業用のソル
バーであれば SCIP-SDP*5があるものの使用できる場面は非常に限られる*6。そのため、

MISDPの解を得るためには、別途専用のアルゴリズムを準備する必要がある。
提案されている既存のアルゴリズムにはKonno and Wu (2002)が提案した切除平面ア
ルゴリズムがある。このアルゴリズムは元々 SDP 用に作られたものであるが、理論的に
は MISDP にも適用でき、ε-最適解が得られることが保証されている。一方で、計算負荷
の観点からは、企業数が数百、財務変数が数十に及ぶデータサイズでは計算を完了できる

ケースは極めて限定的と予想できる。またKobayashi and Takano (2020)は、切除平面
アルゴリズムをより高速化するための分枝切除アルゴリズムを提案した。併せて、切除平

面アルゴリズムより分枝切除アルゴリズムはより速く解を得られていることを報告してい

る。ただし、扱った問題の規模は限定的なものである。

そこで本論文は、混合整数半正定値計画問題 (MISDP)に対し、大規模の問題に対して

*2 https://www.ibm.com/products/ilog-cplex-optimization-studio
*3 https://www.gurobi.com/documentation/9.0/refman/index.html
*4 https://www.mosek.com/products/mosek/
*5 http://www.opt.tu-darmstadt.de/scipsdp/
*6 Kobayashi and Takano (2020)の報告から、サンプル数 30から 50程度の小さいデータサイズでも問
題によっては 7200秒以内で 5個のインスタンスで 1つも解を得られない。
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も精度の良い近似解を得られるヒューリスティックアルゴリズムを提案する。そして統

計型モデルに楕円形判別面と変数選択を組み込んだ問題を求解することで、提案アルゴ

リズムの有効性と信用リスク判別問題に対する改良効果を検証する。統計型モデルに関

しては、最適化問題の規模が大きくない CVaR最小化モデルと、規模が大きく近年新た
に提案された bAUC最大化モデルを取り上げて有効性を検証する。2つのモデルの規模
は CVaR 最小化モデルが制約式の本数が二クラスに判別するサンプルの合計数となるの
に対し、bAUC 最大化モデルは二クラスに判別するサンプルの積の数となる。そのため
bAUC 最大化モデルは、制約式の本数が数十倍にもなることから*7、相対的に解を得るた

めの計算時間が相当に長くなる。問題の規模の大きくない CVaR最小化モデルをはじめ
に取り上げることで、提案したヒューリスティックアルゴリズムと大域的最適解を求解で

きるアルゴリズムをある程度の規模まで比較可能であり、解の精度をより詳細に評価でき

る。次に問題の規模の大きい bAUC最大化モデルを取り上げることで、求解規模の観点で
アルゴリズムの有効性を詳細に議論できると考える。以上を含め、CVaR 最小化モデルと
bAUC 最大化モデルの違いおよび検証内容の一覧をまとめた表1.1は以下のとおりである。

表1.1 CVaR最小化モデルと bAUC最大化モデルの違いおよび各検証内容一覧

CVaR最小化モデル bAUC 最大化モデル

問題規模

中 (制約式本数は 大 (制約式本数は
二つのグループの 二つのグループの

データサイズの「和」) データサイズの「積」)

特徴
正しい判別を行う 過度な誤判別 (テイル
可能性を高める リスク)を抑制する

ハイパーパラメータ 信頼区間

あるパーセンタイル点を

上回る範囲の

期待値 (CVaR)

本論文の貢献は、大きく 2点ある。1つは大規模なMISDPを求解するヒューリスティ
ックアルゴリズムを提案することである。MISDPは信用リスク判別問題だけでなく、様
々な応用分野で利用される最適化問題の 1つである。その問題に対し、精度の良い解を短
時間で求解できるアルゴリズムを提案することは既存研究にはない大きな貢献となる。も

*7 仮に二つのグループのサンプル数がそれぞれ 200と 100の場合、制約式の本数が、SVMおよび CVaR
最小化モデルは 300(=200+100)に対し bAUC最大化モデルは 20000(=200×100)と大きく増加する。
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う 1つは、信用リスク判別モデルの中の統計型モデルにおいて、判別面の楕円形への拡張
と変数選択制約を追加することで判別精度が向上することを実証することである。精度の

高い信用リスクモデルの構築は金融実務における重要性の高い課題である。その課題に対

し、既存研究にはない改良を行い、その有効性を検証することは金融実務にとっても大き

な貢献となると考える。

1.5 本論文の構成

本論文は 6章で構成しており、全体の関係図は表1.1のとおりである。

これから二つのモデルで試行することで提示したアプローチおよびMISDPによる分類性能への有効性を検証することを説明

1章 序論

・研究目的は既存統計型モデルの判別性能向上のための改良であることを主張               

3章 楕円形判別面と変数選択制約による問題の拡張とMISDP計算用アルゴリズム

・既存統計型モデルの判別精度を向上するための改良を行いモデルをMISDPに拡張。

・MISDPは計算時間が大幅に長いことが課題。それを解消するアプローチを提示。

4章 MISDPに拡張したCVaR最小化モデルの評価

・問題規模：中

・3章のとおりMISDPに拡張し、提示解法の有効性を

既存解法と比較し検証。

・同モデルの線形、二次関数の判別面と比較して、

楕円形の優位性を検証

5章 MISDPに拡張したbAUC最大化モデルの評価

・問題規模：大

・3章のとおりMISDPに拡張し、更なる高速化処理を

施した提示解法の有効性を既存解法と比較し検証。

・同モデルの線形、二次関数の判別面および機械学

習モデルと比較して、楕円形の優位性を検証

6章 結論と今後の課題

・4,5章の結果から3章で提示したMISDPとなる問題に対して短時間で解を得られる手法の有効性ならびに得

られた解による判別性能の優位性を総括

2章 統計型信用リスクモデルの概観

・統計型モデル/機械学習モデルに属するLR、エラスティックネット、SVMなど既存統計型モデルをサーベイ

図1.1 全体構成

2章では、統計型信用リスクモデルを代表する LR、SVM、エラスティックネットを説
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明するとともに、判別性能を評価する有名な指標である AUC と AR を説明する。3 章
では、対象とするモデルは判別面を楕円形とすることで SDP になり、更に変数選択を
用いるために離散変数を導入することで MISDP となることを説明するとともに、その
MISDPから解を得るための切除平面アルゴリズムとヒューリスティックアルゴリズムを
述べる。4章では、誤判別を示す分布のシナリオをベクトル数で表現した問題規模が大き
くない SVMをベースにMISDPへと拡張したモデルに対して、ヒューリスティックアル
ゴリズムを用いることで、ε-最適解は得られないものの、計算誤差は限定的であり、かつ
計算速度は最大数百倍であることを示す。更に楕円形の汎化性能が、線形や二次といった

既存の判別面と比較検証したところ、最も高いことを、ハイパーパラメータの変化に伴う

汎化性能の変化と共に確認する。5 章では、誤判別を示す分布のシナリオを行列で表現
した問題規模が相当に大きい bAUC最大化モデルをMISDPへと拡張したモデルに対し
ても、ヒューリスティックアルゴリズムが有効であることを示すと共に、4 章で用いた
CVaR最小化モデルに再定式化可能な SVMを含めた既存の有名な機械学習モデルとの比
較も網羅的に行った上で、当該モデルから最も高い汎化性能が得られたことを報告する。

6章では、結論と今後の課題を述べる。
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10

第 2章

統計型信用リスクモデルの概観

この章では 1節で記号を定義し、2節では先行研究で取り上げられてきた判別モデルで
あるロジスティック回帰、SVM、エラスティックネットを取り上げる。最後の 3節は判
別モデルの評価指標である ARおよび AUCを説明する。

2.1 記号の定義

まず定式の準備として各記号を定義する。{(x1, y1), . . . , (xm, ym)}を与えられたデー
タセットとし、xi ∈ RP はサンプル iに対する説明変数を指し、yi ∈ {±1}はそのラベル
である。また、i ∈ I := {1, · · · ,m}、p ∈ P := {1, · · · , P}とおく。
更に、I+ := {i | yi = 1, i ∈ I}と I− := {i | yi = −1, i ∈ I}は、二つのラベルが属す
るグループの集合とする。m+ :=| I+ | と m− :=| I− |は、それぞれのグループに属する
サンプルの個数である。なお、これらから I = I+ ∪ I− と m = m+ +m− となる。

ここで係数ベクトル b ∈ RP を用いて次の線形式を定式化する。

R(b|xi) = b
Txi (i ∈ I). (2.1)

ただし、切片 b0 ∈ Rを導入することで、次のように記載されている場合もある。

R(b|xi) + b0 = bTxi + b0 (i ∈ I). (2.2)

また (2.1)あるいは2.2)を、信用リスクの分野では、信用スコアとも呼ばれている。
そして、I+ は信用力の高い企業 (例．高格付が付与された企業、非倒産企業など)、I−
は信用力の低い企業 (例．低格付が付与された企業、倒産企業など)を指すものとする。



2.2. 判別モデル

2.2 判別モデル

2.2.1 ロジスティック回帰モデル

ここでは、McFadden (1974)が提案したロジスティック回帰モデル (LR)を説明する。
LRは、サンプル毎に各グループに属する確率をロジスティック分布を前提として定式化
し、そのうえでそれらの累積確率を最大化することで、パラメータを推計する。LRが広
く知られている理由は、そのモデル構築方法がわかりやすいことに加え、凹関数の最大化

問題に定式化できるので大域的最適解が容易に得られるためである。

まずサンプル i+ ∈ I+ が I+ に属する確率 Pr(R(b|xi+), b0)を以下のとおり定式化す

る。なお、木島・小守林 (1999)を参照に、個別企業の信用スコアが高いほど信用リスク
が低く (信用力が高く)なるよう記述している。

Pr(R(b|xi+), b0) =
exp(R(b|xi+) + b0)

1 + exp(R(b|xi+) + b0)
(i+ ∈ I+) (2.3)

次にサンプル i− ∈ I− が I− に属する確率 1 − Pr(R(b|xi−), b0)も以下のとおり定式

化する。

1− Pr(R(b|xi−), b0) =
1

1 + exp(R(b|xi−) + b0)
(i− ∈ I−) (2.4)

ここで (2.3)と (2.4)を掛け合わせて、次の尤度関数 L(b|xi, i ∈ I)を定式化する。

L(b, b0|xi, i ∈ I) =
∏

i+∈I+

Pr(R(b|xi+), b0)
∏

i−∈I−

(1− Pr(R(b|xi−), b0)),

=
∏

i+∈I+

exp(R(b|xi+) + b0)

1 + exp(R(b|xi+) + b0)

∏
i−∈I−

1

1 + exp(R(b|xi−) + b0)
,

=

∏
i+∈I+

exp(R(b|xi+) + b0)∏
i∈I

1 + exp(R(b|xi) + b0)
. (2.5)

更に計算を容易にするため (2.5)の対数を取る。

lnL(b, b0|xi, (i ∈ I)) =
∑

i+∈I+

(R(b|xi) + b0)−
∑
i∈I

ln(1 + exp(R(b|xi) + b0)). (2.6)
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2.2. 判別モデル

最後に (2.6)を最大化する次のモデルを定式化する。∣∣∣ max
b,b0

lnL(b, b0|xi(i ∈ I)). (2.7)

(2.7)が LRと呼ばれており、凹型の最大化モデルなので、標準的なソルバーを用いるこ
とで、容易に最適解を得ることができる。

なお、LR を判別に用いる際は一つ注意がある。それは LR が定式化する対象は確率
であるため、その確率を用いて別途判別する手順が必要になる点である。そこで、例え

ばKonno et al. (2003b)は、LRで計測した各サンプルの確率に対して、予め定めた閾値
を超えたか否かで二つのどちらかのグループに属するか判別することで、LRの汎化性能
を評価している。

2.2.2 SVM

Vapnik (1995)が提示した SVMは LRと異なり分布の前提を置かず、与えられたデー
タに対して、判別を行うモデルである。このモデルは、二つのグループが完全に線形判別

可能な場合を前提とした際、判別を行う超平面と各グループの中で最も近いサンプルとの

距離を最大化するモデルである。またこの距離は幾何学的要素も持ち、最小幾何最大化マ

ージンと呼ばれる (図2.1を参照)。一方で、実データには線形判別が不可能なケースが多
数ある。そこで、線形判別不可能なサンプルと判別面との距離の最小化を同時に実施する。

これは、ソフトマージン最小化と呼ばれる。これにより、如何なるデータセットに対して

も二グループの判別を可能とする。

SVM は、先行研究で複数の定式化が提案されている。最初にVapnik (1995) が提示
した C-SVM と呼称されるモデルがあり、その後にハイパーパラメータの取り扱いに注
目してSchölkopf et al. (2000) は ν-SVM、Perez-Cruz et al. (2003) は Eν-SVM、そし
てGotoh and Takeda (2005)は統計型モデルである CVaR最小化モデルと呼ばれるモデ
ルへの再定式化を提案している。これらを以下に紹介する。

まず C-SVMについて説明する。ここでもし入力するデータセットが線形判別可能であ
れば、次のとおり判別できる。

f(b, b0|xi)i = yi(R(b, b0|xi)− b0) > 0 (i ∈ I). (2.8)

その場合、図2.1のとおり閾値 b0 とサンプル i ∈ I との距離の最小値の最大化を考える。
このとき、次の問題の解を得ることで、適切な判別のための超平面を求めることがで

12



2.2. 判別モデル

𝒃𝐓𝒙𝑖 = 𝑏0 

max min
𝑖∈ℐ

 
𝑦𝑖(𝒃

𝐓𝒙𝑖−𝑏0)

| 𝒃 |2
2  

𝐼+ 

𝐼− 
〇 ∈ 𝐼+,□ ∈ 𝐼− 

図2.1 最小幾何マージン最大化の例示

きる。 ∣∣∣∣ max
b,b0

min
i∈I

f(b, b0|xi)i
∥b∥22

. (2.9)

次に、(2.9)に変数 αを導入して、f(b, b0|xi)i, i ∈ I に注目して、次のとおりに書き直す。∣∣∣∣∣∣ max
b,b0,α

α

∥b∥22
s.t. f(b, b0|xi)i ≧ α, i ∈ I.

(2.10)

最後に、Charnes-cooper変換を用いて、目的関数の分母と分子を変換することで、次の
とおり二次計画問題に定式化できる。∣∣∣∣∣ min

b,b0
∥b∥22

s.t. f(b, b0|xi)i ≧ 1, i ∈ I.
(2.11)

先述したとおり、問題 (2.11)はデータセットが線形判別可能なケースは解を得られる
が、線形判別不可能なケースでは解を得られない。しかしその不可能なケースは現実的に

頻繁に存在するので、判別する上で正しく判別できないサンプルも考慮する必要がある。

そこで、ここからはその線形判別不可能なケースの判別を考える。
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2.2. 判別モデル

この点においてVapnik (1995) が提示したアイデアは、誤判別したサンプルと閾値 b0

との距離を、可能な限り小さくすることである。そこでスラック変数 ξi, i ∈ I を (2.11)
を導入することで、次の C-SVMを提示している。∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
b,b0,ξi (i∈I)

∥b∥22 + C
1

m

m∑
i=1

ξi

s.t. f(b, b0|xi)i + ξi ≧ 1 (i ∈ I),
ξi ≧ 0 (i ∈ I).

(C-SVM)

(C-SVM)は二次計画問題の最小化モデルなので容易に解を得られる。
ここで C は、目的関数の第一項と第二項の最適化におけるバランスをチューニングす

るためにユーザーが設定するハイパーパラメータである。そして、この C の値の決定にお

いて理論的根拠がない点が、(C-SVM)の使用や分析を困難にさせていることを、Tanaka
and Nakagawa (2014)は指摘している。
次にSchölkopf et al. (2000)は ν-SVMを提示した。ν-SVMは、(C-SVM)を基にして
変数 ρを導入した、次のモデルである。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
b,b0,ρ,ξi (i∈I)

∥b∥22 − νρ+
1

m

m∑
i=1

ξi

s.t. f(b, b0|xi)i + ξi ≧ ρ (i ∈ I),
ξi ≧ 0 (i ∈ I),
ρ > 0.

(ν-SVM)

ここで ν ∈ (0, 1]はハイパーパラメータである。また、(ν-SVM)も (C-SVM)同様に二次
計画問題の最小化モデルなので容易に解を得られる。

更にPerez-Cruz et al. (2003)は Eν-SVMと呼ばれる次の式を提示している。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
min

b,b0,ρ,ξi (i∈I)
−νρ+ 1

m

m∑
i=1

ξi

s.t. f(b, b0|xi)i + ξi ≧ ρ (i ∈ I),
ξi ≧ 0 (i ∈ I),
∥b∥22 = 1.

(Eν-SVM)

(Eν-SVM)は (ν-SVM)の目的関数に置いてあるノルムの項 (∥b∥22)を、制約条件に移し
たモデルである。そのため非凸なノルム制約があるので、(Eν-SVM)は非凸の最適化モデ
ルになる。これが原因で、(Eν-SVM)は標準的なソルバーでは容易には解を得られないが、
Takeda and Sugiyama (2008)が提案しているアルゴリズムを別途用いることで、解を得
ることができる。
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2.2. 判別モデル

更にGotoh and Takeda (2005) は (Eν-SVM) を、次のとおりに再定式化している。
(図2.2参照) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
b,b0,α,ξi (i∈I)

α+
1

(1− β)m

m∑
i=1

ξi

s.t. ξi + f(b, b0|xi)i ≧ −α (i ∈ I),
ξi ≧ 0 (i ∈ I),
∥b∥22 = 1.

(2.12)

ここで β はユーザーが設定するパラメータで、統計分野で分布の信頼区間を意味する。ま

た β ∈ [1 − 2min{m+,m−}, 1)となるので、β の下限は各グループのデータのサンプル
数で決まる。

なお、後藤・山本 (2012)は、(Eν-SVM)の変数とパラメータを、次のとおり置き換え
たモデルが (2.12)であると説明している。{

1− ν → β,
−ρ → α.

(2.13)

また (2.12)の目的関数は CVaRと呼ばれる指標で、金融分野で統計学を適用したリス
ク計測を実施する際に、広く使われている指標である。この CVaRを最小化したモデル
はRockafellar and Uryasev (2000)が別に提示しており、それぞれのモデルの目的関数は
共通している*1。またTakeda (2009)は、CVaR最小化モデルは、トレーニングデータと
テストデータに対する判別性能の乖離を表す汎化誤差を抑止する特徴を持つことを報告し

ている。

なお、CVaRの定義は次のとおりで、ある分布の (1− β)%を超える値の期待値を指す。

α = V aRβ = inf{a ∈ R|P (ξi > a) ≦ 1− β, (i ∈ I)},
CV aRβ = E[ξi|ξi ≧ V aRβ , (i ∈ I)],

(2.14)

ここで αは ξi (i ∈ I)の分布におけるパーセンタイル点である。
SVM全般のメリットとして、LRと異なり、モデル自体で判別を実施している点にあ
る。よって別途判別のための閾値設定も不要なので、LRより使用しやすいと考える。

*1 Rockafellar and Uryasev (2000)はポートフォリオ最適化を目的としたモデルを組んでおり、制約式に
違いがある。具体的には、非凸なノルム制約はなく、投資制約を表現した線形の制約式を記述している。
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2.2. 判別モデル

𝒃𝐓𝒙𝑖 = 𝑏0 

max min
𝑖∈ℐ

 
𝑦𝑖(𝒃

𝐓𝒙𝑖−𝑏0)

| 𝒃 |2
2  

〇 ∈ 𝐼+,□ ∈ 𝐼− 

𝐼+ 

〇 ∈ 𝐼+,□ ∈ 𝐼− 

𝐼− 

−𝑦𝑖∈𝐼+
 𝒃𝐓𝒙𝑖∈𝐼+

−𝑏0 

  𝒃  
2

2 − 𝛼 

−𝑦𝑖∈𝐼− 𝒃𝐓𝒙𝑖∈𝐼−−𝑏0 

| 𝒃 |2
2 − 𝛼 

𝒃𝐓𝒙𝑖 = 𝑏0 

図2.2 CVaR最小化モデルの例示

2.2.3 エラスティックネット

まず一般に知られている最小二乗法は以下の通りである。∣∣∣∣∣ min
b,b0

1

m

∑
i∈I

[yi − {b0 +R(b|xi)}]2 (2.15)

ここで、x̂ = (x1, · · · ,xI)
⊤、ŷ = (y1, · · · , yI)⊤ を導入したとき、(2.15)の解 bOLS は

次のとおりである。

bOLS = (x̂x̂⊤)−1(x̂⊤ŷ⊤). (2.16)

次にHoerl and Kennard (1970)は、(2.15)に係数ベクトルの 2ノルムの最小化を追加
したリッジ回帰を提案した。∣∣∣∣∣ min

b,b0

1

m

∑
i∈I

[yi − {b0 +R(b|xi)}]2 + θ∥b∥22 (2.17)

ここで θ ≧ 0はハイパーパラメータであり、単位行列 E を導入することで、(2.17)の解
bridge は次のとおりである。

bridge = (x̂x̂⊤ + θE)−1(x̂⊤ŷ⊤). (2.18)
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2.3. 判別モデル評価指標

(2.18)からわかることとして、θ を大きくすると、係数の分散が小さくなることから、計
測した係数の信頼性が高まる (廣瀬, 2016)。これにより相関関係が強い変数同士を選択す
ることで発生する多重共線性の影響を抑えることができる。ただし θ を大きくしすぎる

と、全ての解が 0なるので、適切な値を設定する必要がある。一方で、妥当な水準の θを

決定しても、2ノルムの最小化を行う場合、0に非常に近しい係数が複数残る課題がある。
そこで、Tibshirani (1996)は (2.15)に係数ベクトルの 2ノルムではなく 1ノルム最小
化を実施したラッソ回帰を提案した。∣∣∣∣∣ min

b,b0

1

m

∑
i∈I

[yi − {b0 +R(b|xi)}]2 +Θ∥b∥11 (2.19)

ここで Θ ≧ 0はハイパーパラメータである。

(2.19)は Θを大きくすることで、一定個数の変数の係数を 0にできるので、ある程度
の変数選択を実行できるといえる。また 1ノルムの最小化は、2ノルムの減少に寄与する
ので、多重共線性の回避にもある程度効果がある。

最後に (2.15) にリッジ回帰とラッソ回帰の双方を組み込んだZuo and Hastie (2005)
が提案しているエラスティックネットは、次のとおりである。なお、表記は、Friedman
et al. (2010)を参照にしている。∣∣∣∣∣ min

b,b0

1

m

∑
i∈I

[yi − {b0 +R(b|xi)}]2 + θ2(
1− θ1

2
∥b∥22 + θ1∥b∥11) (2.20)

ここで θ1 ∈ {0, 1}、θ2 ≧ 0はハイパーパラメータである。

これにより、多重共線性を抑える 2ノルムの最小化と、変数選択を実行する 1ノルム
の最小化を同時に実施する。更にパラメータ推計が二次計画問題の最小化モデルとなるの

で、大域的最適解が容易に得られるという利点もある。ただし、ハイパーパラメータが増

えるので、(2.18)、(2.19)よりもチューニングの負荷が増加する欠点もある。

2.3 判別モデル評価指標

個々のモデルによる判別性能を評価する良く知られた指標に Accuracy Ratio(AR)と
AUCがある。ARは信用リスク管理業務において、個別企業の存続と倒産の判別性能の
評価に、また、AUCは金融分野に限らず、統計学の分野で二値判別モデルの評価に広く
使われている*2。ただし、双方の指標の特徴は同じで、違いは定義域が違う程度である。

*2 山下・三浦 (2011)は、ARは日本で、AUCはグローバルに使われている場面が多いと記述している。
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2.3. 判別モデル評価指標

これらの指標は、個別企業の存続と倒産、もしくは高格付と低格付というような二値判

別に関し、各グループの判別性能ではなく全体としての判別性能、言い換えれば順位性を

評価するものである。そして、指標の値が高いほど、モデルの判別性能が高いことを示す。

それぞれの指標は次のとおりに、定義されている。まず ARは次のとおりで、その範囲
は AR ∈ (−1, 1)である。

AR :=
2

m+m−

∑
i+∈I+

∑
i−∈I−

1l
(R(b|xi+

)−R(b|xi− ))
− 1. (2.21)

ここで 1l
R(b|xi+

)−R(b|xi− )
は次に示している指示関数である。

1l
R(b|xi+

)−R(b|xi− )
:=

{
1, if R(b|xi+)−R(b|xi−) ≧ 0,
0, else if R(b|xi+)−R(b|xi−) < 0,

(i+ ∈ I+, i− ∈ I−).

(2.22)

次に AUCは次のとおりで、その範囲は AUC ∈ (0, 1)である。

AUC :=
1

m+m−

∑
i+∈I+

∑
i−∈I−

1l
(R(b|xi+

)−R(b|xi− ))
. (2.23)

また、(2.21)および (2.23)より、ARと AUCは次の関係にある。

AR = 2AUC− 1. (2.24)

山下・三浦 (2011)によると、複数の統計型モデルによる企業の信用力の調査結果から
ARは大体 0.7前後、併せて AUCで 0.85前後の値であると報告している。なお ARが
0、AUCが 0.5であるとき無作為な判別を実施していることを意味する。
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第 3章

楕円形判別面と変数選択制約による
問題の拡張と MISDP計算用アルゴ
リズム

この章では楕円形判別面と変数選択制約の導入によるMISDPへの拡張とその計算アル
ゴリズムを説明する。

3.1 定式化

この節では判別モデルをMISDPへ拡張することについて説明する。具体的には、半正
定値制約を加えることで判別面を線形から楕円形に拡張できること、および離散変数の導

入で変数選択を実行できること、そしてそれらを組み込むことでMISDPとなることを説
明する。

3.1.1 楕円形への拡張

前章に説明したモデルの信用スコアは、(2.1)にあるとおり、線形を前提としている。こ
こでは、半正定値制約を加えることで、線形から楕円形へと拡張する。まず二次係数行列

B ∈ RP×P を導入して、次のとおり定式化する。

r(b,B|xi) = b
Txi + x

T
iBxi. (3.1)



3.1. 定式化

(3.1)は、楕円形以外にもなり得るので、次のとおり半正定値制約を追加して、楕円形に
固定する。

r(b,B|xi) = b
Txi + x

T
iBxi,

B ⪰ 0.
(3.2)

線形では自由度が P なのに対し、半正定値制約がない (3.1)の自由度は 0.5P 2 + 1.5P と

非常に大きい。しかしOkada and Konno (2009)の Section2.1の記述のとおり半正定値
制約がある (3.2)の自由度は 3P − 1まで小さくなる。例として、仮にShirakawa (2001)
が提示した 18個の説明変数を用いた場合、自由度は線形 (2.1)は 18、二次関数 (3.1)は
189、楕円形 (3.2)は 53になる。このため、楕円形のパラメータ数は、二次関数と同じで
あるが、関数形の指定で自由度を減らすことができる。そして、これによりオーバーフィ

ットの回避が期待できる。

3.1.2 変数選択制約の導入

2.3節で述べたラッソ回帰およびその要素を取り込んだエラスティックネットにも変数
選択の効果はある。ただし、これらのモデルによる効果は、判別への影響が小さい説明変

数の係数を 0にしやすくすることで、変数をある程度削減する程度である。そのため、ス
テップワイズ法のように明確に指定した個数だけ、変数を選択するほどの強い効果はない。

一方で、Konno and Yamamoto (2008)は、事前にユーザーが指定した個数以下の変数
選択を可能にするため、0か 1となる離散変数を導入したMILPへの定式化を提案した。
ここからはその制約式を説明する。まず z ∈ {0, 1}P を導入する。ここで信用スコアが
線形 (2.1)の場合、ユーザーが選択したい個数を S(< P )で指定するための、次の制約式

を定式化する。 ∑
p1∈P

zp1 ≦ S. (3.3)

また不要な変数に相当する係数を 0にするために次の制約式を定式化する。

−zp1
M ≦ bp1

≦ zp1
M, (p1,∈ P), (3.4)

この式により、(3.4)で得られた解 z∗, b∗ には次の関係性がある。{
−M ≦ b∗p1

≦M, if z∗p1
= 1,

b∗p1
= 0, otherwise. (p1,∈ P), (3.5)
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3.1. 定式化

ここでM は十分大きな値を入力するユーザーが定義する入力パラメータである。この方

法論は big-M法と呼ばれる。
これらの制約式 (3.3)、(3.4) を追加することで変数選択が可能になる。また、Konno

and Yamamoto (2008)は最小二乗法にこの制約を取り込んだモデルを提案し、ベンチマ
ークとするステップワイズ法と比較検証を行った。その結果、提案モデルのほうが最適な

変数の組み合わせを選択できたことを報告している。

更に、このアプローチは線形ではなく二次関数にも適用可能である。Saito and Konno
(2009)は、二次関数用に次の制約式を定式化している。

−zp1M ≦ Bp1,p2 ≦ zp1M
−zp2

M ≦ Bp1,p2
≦ zp2

M
(p1, p2 ∈ P). (3.6)

(3.6)により得られた解 z∗,B∗ には次の関係性がある。{
−M ≦ B∗

p1,p2
≦M, if (z∗p1

, z∗p2
) = (1, 1),

B∗
p1,p2

= 0, otherwise. (p1, p2 ∈ P). (3.7)

(3.7)は二つの変数が選ばれた場合のみ、それに相当する要素の係数を計算することがわ
かる。

なお、(3.4)と (3.6)はユーザーが定義するパラメータであるM をある程度大きな値に

設定する必要がある。ノルム制約など他の制約式から係数の上限または下限が判断できる

場合は、容易に設定できるが、そのようなモデルは多くはない。また最適解を求めるため

には十分大きな値を設定したい一方で、計算時間を抑制するためにはなるべく小さい値が

望ましい。このため、big-M法は、問題によっては、M に与える値を考慮する必要がある。
一方で、これを不要とする記載方法である CPLEX*1などの商業用ソルバーで標準的に

実装している Special order set1(SOS1)と呼ばれている関数を紹介する。SOS1とは指定
した変数の内、最大でも一つは非ゼロにするというものである。これを用いて、次の制約

式を定式化する*2。

zp1
= 0 ⇒ bp1

= 0 (p1,∈ P). (3.8)

また (3.8)により得られた解を z∗, b∗ と置いたとき、次の関係性がある。{
−∞ ≦ b∗p1

≦∞, if z∗p1
= 1,

b∗p1
= 0, otherwise, (p1,∈ P). (3.9)

*1 https://www.ibm.com/products/ilog-cplex-optimization-studio
*2 プログラム上は SOS1(1− zp1 , bp1 ) (p1,∈ P)と実装する
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3.2. アルゴリズム

同様に次の制約式を定式化する*3。

zp1
= 0 もしくは zp2

= 0 ⇒ Bp1,p2
= 0 (p1, p2 ∈ P). (3.10)

(3.10)により得られた解を z∗,B∗ と置いたとき、次の関係性がある。{
−∞ ≦ B∗

p1,p2
≦∞, if (z∗p1

, z∗p2
) = (1, 1),

B∗
p1,p2

= 0, otherwise. (p1, p2 ∈ P). (3.11)

この SOS1は、big-M法と違って、ユーザーが定義するパラメータがないことから、扱い
やすくなる場面もある。

なお、4章で取り扱うモデルはノルム制約からM を１に設定できるので big-M法を、5
章で取り扱うモデルはM が設定できないので SOS1を用いて計算している。

3.2 アルゴリズム

楕円形判別面と変数選択を統計型信用リスク判別モデルに追加することで、パラメータ

推計を行う最適化問題が、MISDPとして定式化できる。MISDPは求解に要する計算時
間が非常に長い問題であるため、実用的な規模の問題から解を得ることは既存のアルゴリ

ズムでは難しい。そこでこの節では、MISDPを解くための既存のアルゴリズムを説明し
たあと、大規模な問題を求解するためのヒューリスティックアルゴリズムを提案する。

単純化のため、変数となる行列B ∈ RP×P、z ∈ {0, 1}P を導入し、次のMISDPを考
える。 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
B,z

g(B)

s.t. zzT •B ⪰ 0, · · · (半正定値制約)∑
p∈P

zp ≦ S, · · · (変数選択制約)

(3.6)もしくは(3.10).

(3.12)

ここで g(B)は任意の凸関数とし、zzT •B ⪰ 0は半正定値制約を意味する。また S > 0

はユーザーが定義する入力パラメータである。

また、問題 (3.12)から離散変数および変数選択制約を除去した次の SDPとなる問題も
準備する。 ∣∣∣∣∣ min

B
g(B)

s.t. B ⪰ 0. · · · (半正定値制約)
(3.13)

*3 プログラム上は SOS1(2− (zp1 + zp2 ), Bp1,p2 ) (p1, p2 ∈ P)と実装する

22



3.2. アルゴリズム

3.2.1 切除平面アルゴリズム

一つ目のアルゴリズムは切除平面アルゴリズムである。このアルゴリズムはKonno
et al. (2003a)が Theorem 1で示しているとおり、ε-最適解を求めることができる。この
アルゴリズムは、半正定値制約を緩和した問題を繰り返し計算しながら、そこで得た解を

基に適宜制約条件を追加することで、最終的に近似的に半正定値制約を満たした解を得る

手順である。変数が全て連続変数であれば、繰り返し凸型の最適化問題を計算するだけな

ので、計算時間は限定的である。しかし、離散変数が含まれる場合は、繰り返しMILPを
計算しなくてはならないので、計算時間が飛躍的に長くなる。その結果、当該アルゴリズ

ムはMISDPに対し、極めてデータサイズが小さい場合を除くと計算が終了しないケース
が多発する。

切除平面アルゴリズムの手順は次のとおりである。

切除平面アルゴリズム (CPA)

Step1 k ← 0. ε > 0. Fk := {zzT •B|BT = B, Bp,p ≥ 0, p ∈ P}.
Step2 次の問題を計算する。 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
B,z

g(B)

s.t. zzT •B ∈ Fk,∑
p∈P

zp ≦ S,

(3.6)もしくは(3.10),

(3.14)

ここでの解をB∗ とする。

Step3 B∗ の最小固有値が −εを超えると終了。そうでなければ、−ε以下の固有値を nk

とし、それらの固有値に相当する基準化された固有ベクトル dl を計算したうえで、

次のとおり Fk+1 を定義する:

Fk+1 := Fk ∩ {zzT •B|dTl (zz
T •B)dl ≥ 0, l = 1, 2, · · · , nk} (3.15)

Step4 k ← k + 1。Step2に戻る。

ここで ε > 0はユーザーが定義する入力パラメータである。εを 0に近づけるほど、B∗

はより半正定値行列の形に近づいていくことから、計算精度がより高まる。一方で、繰り

返し計算する量が増加することから、計算時間も徐々に長くなる。そのためKonno et al.
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3.2. アルゴリズム

(2003a,b)は、計算精度と計算時間の双方を考慮したところ、εの値は少なくとも 10−3 で

あれば、線形よりも高い判別性能を得られることを報告している。

3.2.2 MISDPの構造についての解釈

問題 (3.12)は半正定値制約と離散変数による変数選択制約の双方を組み込んでいるこ
とから、解を得るまでの計算時間が非常に長くなる。特に変数選択制約が整数変数を含む

ことが求解の難易度を高めている。そこで変数選択制約を含む問題であるMISDPと含ま
ない問題である SDPを比較することで、問題同士の特性を整理する。
まずは、P = 25から S = 20を選択するような、変数の候補数と選択上限数が大きく離

れていないケースを考える。以下は、横軸をMISDPである (3.12)で得た行列 (B)の要
素、また縦軸を SDPである問題 (3.13)で得た行列の要素をプロットした一例の図である。

-0.01

0

0.01

0.02

0.03
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-0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04

変数選択制約有り(MISDP)

変

数
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択

制

約

無

し
(SDP)

図3.1 変数の候補数と選択上限数が大きく離れていないケースの解の違い

図3.1から、二つのことが読み取れる。一つは 0から充分に離れた水準である要素ほど、
双方とも非ゼロとなりやすいことである。つまり要素の水準の絶対値が高いほど、変数選

択制約の有無に関わらず同一の要素が選択されやすいということである。もう一つは、枠

線箇所のとおり、SDPでは 0となる選択されない要素に対して、MISDPでは非ゼロとな
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3.2. アルゴリズム

り選択されるケースが存在することである。しかし、それに該当する要素の個数は僅少で

あること、および相当する要素の水準はいずれも相対的に小さいことから、これらの要素

の選択の違いが判別に与える影響は限定的と想定できる。よって、SDPあるいはMISDP
のそれぞれから得た行列同士は、判別に与える影響が高い要素ほど共通して選択される傾

向が強いこと、および、共通して選択されない要素はあるもののそれらの判別への影響は

小さいことが確認できた。

次に P = 25から S = 10の変数選択のような、変数の候補数と選択上限数がある程度

離れているケースを考える。以下は、図3.1と同様に横軸をMISDPから得た行列の要素、
また縦軸を SDPから得た行列の要素をプロットした一例の図である。
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図3.2 変数の候補数と選択上限数がある程度離れているケースの解の違い

図3.2が図3.1と異なる点は、SDPからから得た行列で 0となる要素は、MISDPから得
た行列でも同一の要素の水準はほぼ 0となることである。つまり、図3.1であった枠線のケ
ースがほとんど見当たらなくなっている。これは選択する個数を制限するほど、SDPで
選択されない要素は、MISDPでも選択されなくなる傾向が強まることを意味する。言い
換えると、SDPで選択される要素は、MISDPで選択される要素を包含する傾向があると
いえる。
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3.2. アルゴリズム

以上より SDPから得た行列は、変数選択を実行するための情報として活用できること
が示唆された。具体的には、その行列の要素を見た際に、判別に与える寄与度が高い要素

ほど、MISDPでも選択されやすいということである。加えて、変数の候補数と選択上限
数に一定の差異がある場合、言い換えると変数選択の実行が特に求められる場面であるほ

ど、SDPから得られる行列の非ゼロの要素は、MISDPから得られる行列の非ゼロの要素
を包含する関係性がより顕在化するので、その有効性が期待できる。

この点を踏まえ次の小節では、半正定値制約と離散変数による変数選択制約の両方を組

み込んだMISDPを直接計算するのではなく、半正定値制約のみを組み込んだ SDPから
解を得て、その次にその解を用いて判別において重要性の高い変数を優先して選択するよ

うな、逐次に問題を計算する方法を説明する。

3.2.3 ヒューリスティックアルゴリズム

二つ目のアルゴリズムは、3.2.1節にある解法と比較して、より大きいデータサイズで
問題 (3.12)の計算を終了するためのヒューリスティックアルゴリズムである。このアル
ゴリズムは ε-最適解を理論的には保証できないものの、近似精度の高い解を非常に速く得
られることができる。特に切除平面アルゴリズムでは、解を得られることができないサイ

ズのデータやハイパーパラメータの水準でも短い時間で解を得られることができる点に大

きなメリットがある。

ステップは 3段階あり、まず最初に (3.12)から変数選択制約を除去したモデルを求解
し、ランク P の半正定値行列を得る。次にそれを用いて (3.12)から変数選択制約および
半正定値制約に注目して制約式を書き直したモデルを計算することで、行列の半正定値性

を維持しながら S 個の説明変数を選択する。最後に再び (3.12)から変数選択制約を除去
したモデルを計算することで、ランク S の半正定値行列を得る。

1段階目は P×Pの半正定値行列を得る。そのため、問題 (3.12)から変数選択制約を除
去した次のモデルを計算する。 ∣∣∣∣∣ min

B
g(B)

s.t. B ⪰ 0.
(3.16)

ここで解 B̂ ∈ RP×P を保存する。(3.16)は (3.12)の緩和問題であるため、B̂ は (3.12)の
解の情報を有していることが期待される。また変数選択制約がないため、このモデルは短

い時間で解くことができる。

2 段階目は、B̂ を用いながら、指定した個数以下の説明変数を選択する。ここでは得
られる解は B̂ に比例するようにする。それにより行列の半正定値性を大きく崩さないま
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3.2. アルゴリズム

ま、0となる要素を増やすことができる。これを実行するために、入力値 B̂, δ > 0,変数
λ ∈ [1, δ),u, t ∈ RP×P を導入し Al-Khayyal (1990); McCormick (1976)を参照するこ
とで、次の制約式を定式化する。

up1,p2
≧ 0, up1,p2

≧ zp1
+ zp2

− 1,
zp1

≧ up1,p2
, zp2

≧ up1,p2
,

tp1,p2 ≧ 0, tp1,p2 ≧ δup1,p2 + λ− δ,
δup1,p2 ≧ tp1,p2 , λ ≧ tp1,p2 ,

Bp1,p2
= B̂p1,p2

tp1,p2
, up1,p2

∈ {0, 1},
δ ≧ λ ≧ 0,

(p1, p2 ∈ P). (3.17)

(3.17)式の効果を説明する。まず得られた解を u∗, z∗ と置くと、制約条件の１段目およ

び 2段目から次を得られる。

u∗p1,p2
=

{
1, if (z∗p1

, z∗p2
) = (1, 1),

0, otherwise, (p1, p2 ∈ P). (3.18)

このため、up1,p2
, (p1, p2 ∈ P)は up1,p2

∈ {0, 1}P×P と離散変数になる。

次に得られた解を t∗, λ∗ と置くと、制約条件の 3段目および 4段目から次を得られる。

t∗p1,p2
=

{
λ∗, if u∗p1,p2

= 1,
0, otherwise, (p1, p2 ∈ P). (3.19)

よって (3.18)、(3.19)より得られた解B∗, z∗, λ∗ を用いて、次を得られる。

B∗
p1,p2

=

{
B̂p1,p2

λ∗, if (z∗p1
, z∗p2

) = (1, 1),
0, otherwise, (p1, p2 ∈ P). (3.20)

これにより、選択した変数同士に相当する要素に限り、半正定値行列 B̂ から一律で同

じ比率 (λ∗)を掛けた値を取れる。そのためには以下のMILPを計算すればよい。∣∣∣∣∣∣∣∣∣
min

B,z,u,t,λ
g(B),

s.t. (3.17),∑
p∈P

zp ≦ S.

(3.21)

ここでランク P となる入力値 B̂ が半正定値行列であれば、P > S とランクが小さくな

るので、ランク S となる解B∗ は、半正定値行列を維持できていることが期待できる. ま
たここで求めた解 z∗ を用いて選択した説明変数の情報を保存する集合 J を次のとおり
定義する。

J := {p|z∗p = 1 (p ∈ P)}. (3.22)
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最後は選択した説明変数を用いて、改めて半正定値行列を求める。J を用いて、説明変
数の個数を P から S に減らした入力データ xi を次のとおり再定義する。

xi,s∈{1,··· ,S} ← xi,p∈J (i ∈ I). (3.23)

そのうえで変数 B ∈ RS×S もランクを減らして問題 (3.16)と同様の次の SDPから解を
得る。なお一段階目とモデル自体に違いはなく、違いは行列のランクおよびベクトルの長

さのみである。 ∣∣∣∣∣ min
B

g(B)

s.t. B ⪰ 0.
(3.24)

以上よりヒューリスティックアルゴリズムを次のとおりまとめる。

ヒューリスティックアルゴリズム (HA)

Step1 問題 (3.16)を計算し、解 B̂ ∈ RP×P を得る。

Step2 問題 (3.21) を計算し、得られた解 z∗ より (3.23) を用いて、入力データ xi ∈
RS, (i ∈ I)を再定義する。

Step3 問題 (3.24)を計算し、解 B̂ ∈ RS×S を得る。終了。

なお、当該アルゴリズムのように事前に入力データとなる行列を計算し、その後その情

報と離散変数を導入することで変数選択を実施している先行研究は他にもTamura et al.
(2017, 2019)*4がある。

*4 双方とも最小二乗法をベースとして、多重共線性を抑制することを目的に、最適化モデルを構築している。
Tamura et al. (2017)は、事前に係数ベクトルを求めるための、説明変数間の相関係数行列を作成し、そ
の後、その情報を用いて、その行列の最大固有値と最小固有値の比率を一定値以下に抑えるよう、変数を
選択するMISDPを構築している。またTamura et al. (2019)は、事前に多重共線性を測る指標の一つ
の Variance inflation factorを作成し、その後、その情報を用いて、その値を一定値以下に抑えるよう
に変数を選択するモデルを構築している。特にTamura et al. (2017)は、Tamura et al. (2019)と違っ
て行列の要素を一定比率で抽出する必要があることから、問題 (3.21)と構造が近い。
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第 4章

MISDPに拡張した CVaR最小化モ
デルの評価

4.1 序論

Vapnik (1995)が提案した SVMは、機械学習の分野で最も知られている判別モデルの
一つである。SVMが多くの分野で広く使われている理由は二つある。一つは凸二次計画
問題に定式化できることから容易に解を得ることができること、もう一つは、説明変数間

の多重共線性の影響を強く受ける LRと違って、多重共線性の影響をあまり受けないこと
である。また、Okada and Konno (2009); Tanaka and Nakagawa (2014)は、LRと比
較実証したところ、SVMのほうがより高い汎化性能を得られること、および、より少な
い説明変数を選択したことを報告している。更に、Cristianini and Shawe-Taylor (2000);
Takeda and Sugiyama (2008); Takeda (2009); Gotoh and Takeda (2011)は、汎化誤差
を抑制する特徴を持つことも報告している。

SVMのような判別モデルの汎化性能を、より高めるためのアイデアも提案されている。
そこで、2つのアイデアを SVMに導入する。一つ目は、判別面を楕円形に拡張して、説
明変数の線形性だけでなく、非線形性や変数間の相関構造も表現可能とすることである。

Konno and Wu (2002); Konno et al. (2003b); Okada and Konno (2009); Konno and
Saito (2013)は、楕円形の適用により、判別モデルの汎化性能がより高くなることを報告
している。また、二次関数に半正定値制約条件を追加することで対応可能である。二つ

目は、判別モデルに最適な変数選択を実行するために、0 か 1 となる離散変数を導入す
ることである。Konno and Yamamoto (2008); Saito and Konno (2009)は、判別モデル
で変数選択を実行するため、離散変数を用いて、MILP と再定式化したモデルを提案し
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た。変数は多いほどより高い汎化性能が得られるとは限らず、例えば、Okada and Konno
(2009)は楕円形を適用した判別モデルを実証したところ、Shirakawa (2001)が提案した
18個の説明変数よりも、独自に選択したより少ない 10個の変数のほうが、汎化性能が向
上したことを報告している。そのため、説明変数はより必要な変数に限定して使用したほ

うが、汎化性能を向上させる可能性が高いと考えられる。しかし、これら二つを SVMに
取り込んでの汎化性能の実証報告は無い。そこで、SVMに双方の制約を組み込んだモデ
ルを提案することで、更なる汎化性能の向上を狙う。

一方で、その提案モデルの大きな問題は計算時間が非常に長いことである。それは、

双方の制約を組み込んだ SVM は MISDP となるためである。この MISDP は理論的に
はKonno et al. (2003b)が提案した切除平面アルゴリズムを用いることで ε-最適解を得
られるが、このアルゴリズムの構造上、計算時間を要するMILPの計算を相当な回数で
反復しなければならない。そのため、実証上、解を得られるケースはデータケースが非常

に小さいケースに限定される。この点に関して、Kobayashi and Takano (2020)は、小
さいサイズのMISDPは解を得られることを報告しているが、本章が対象とするデータサ
イズはそこでの報告対象より大きい。そこで、これを解消するため、短い時間で適切な解

を得るためのヒューリスティックアルゴリズムを提案し、それの有効性を報告するととも

に、得られた解による汎化性能を検証する。

ただし、Vapnik (1995)が提案した C-SVMではなく、それをGotoh and Takeda (2005)
が再定式化した CVaR最小化モデルを検証対象とする。C-SVMのハイパーパラメータの
水準に妥当な意味はないが、CVaR最小化モデルのそれは統計学での信頼区間に相当する
ので、分析や使用の際に扱いやすいのが理由である。

本章の目的は、SVMを再定式化した CVaR最小化モデルを、楕円形と変数選択を同時
実行できるモデルへ拡張することで汎化性能を向上することである。問題点は、半正定値

制約と離散変数を追加したことでMISDPとなることから計算時間が急激に増加すること
である。そこで、この点を解消するためのヒューリスティックアルゴリズムを提案し、一

定時間内でも解を得ること、および得られた解による汎化性能の優位性を検証する。

この章の構成は次の通りである。4.2節では、SVMから CVaR最小化モデルへの定式
化および半正定値制約と離散変数を追加したMISDPへの定式化を説明する。4.3節では、
本章で用いるMISDPとなる SVMから解を得るためのアルゴリズムの具体的な実装につ
いて説明する。4.4節では、企業の格付と財務データを用いた判別問題を対象にした場合の
計算時間と汎化性能の結果を展開する。最後の 4.5節では、結論と今後の課題をまとめる。
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4.2 モデルの定式化

4.2.1 SVMベースの CVaR最小化モデル

本章では 2.2節で紹介した、SVMを再定式化した CVaR最小化モデル (2.12)を用いる。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
min

b,b0,α,ξi (i∈I)
α+

1

(1− β)m

m∑
i=1

ξi

s.t. ξi ≧ −f(b, b0|xi)i − α (i ∈ I),
ξi ≧ 0 (i ∈ I),
∥b∥22 = 1.

(4.1)

このモデルから容易に解を得るため、Gotoh and Takeda (2005); Gotoh et al. (2014)
を参照にして、二点改良を行う。

一つ目は、ノルム制約を見直す。問題 (4.1)内の 2ノルムだと、最適解を得るために専
用のアルゴリズム (Gotoh and Takeda, 2005)が必要で、計算の手間が嵩む。そこで 2ノ
ルムの ∥b∥22 = 1ではなく、1ノルムの ∥b∥11 = 1に書き直す。Gotoh et al. (2014)が報
告したとおり、仮に係数が正となる制約条件下ならば、1ノルムとすることで、線形計画
問題となり、2ノルムよりも容易に解を得られる。またMangasarian (1999)は、ノルム
制約に関して、必ずしも 2ノルムとする必要はないとしている。
二つ目は、β の範囲を見直す。問題 (4.1)では β ∈ [1− 2min{m+,m−}, 1)となり、入
力データのサンプル数に依存して β の下限が変化する。そのため、β ∈ [0, 1)と書き直し

て、下限を 0に固定して、β の変化に伴う計算時間や汎化性能への影響分析を容易にする。
なお、β は ξi (i ∈ I)の分布における信頼区間に該当するパラメータなので、統計学の観
点からも水準の設定が行いやすくなる。これら二つの改良を施すことで問題 (4.1)は次の
とおり書き直せる。

具体的には、まず、制約式で ∥b∥22 = 1から、∥b∥11 = 1とノルム制約を書き換える。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
min

b,b0,α,ξi (i∈I)
α+

1

(1− β)m

m∑
i=1

ξi

s.t. ξi ≧ F (b, b0|xi)i − α (i ∈ I),
ξi ≧ 0 (i ∈ I),
∥b∥11 = 1,

(4.2)
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4.2. モデルの定式化

次に、β の下限を 0にするため、F (b, b0|xi)i において m̂i で調整している。

F (b, b0|xi)i := −yi(bTxi − b0)m̂i, m̂i =

{
m

2m+
if i ∈ I+,

m
2m−

else if i ∈ I−, (i ∈ I). (4.3)

また、Gotoh et al. (2014)は (4.2)を用いて企業の格付判別に適用している。

4.2.2 楕円形の導入

この小節では、分類器を線形から楕円形に拡張する。その準備としてOkada and Konno
(2009) に沿って、信用スコアを線形から二次関数に拡張する。ここで二次係数行列
B ∈ RP×P とベクトルXi,B ∈ RP+P2

を次の通りに定義する。

XT
i := (xi,1, xi,2, · · · , xi,P , x2i,1, xi,1xi,2, · · · , xi,Pxi,P−1, x

2
i,P ),

B
T
:= (b1, b2, · · · , bP , B1,1, B1,2, · · · , BP,P−1, BP,P ).

(4.4)

ここで (4.3)にある信用スコアを、次のとおりに再定式化する。

F (B, b0|Xi)i = −yi(B
T
Xi − b0)m̂i,

= −yi(xT
iBxi + b

Txi − b0)m̂i (i ∈ I).
(4.5)

(4.5) の形状を楕円形に限定するため半正定値制約を追加する。なお、半正定値制約は
B ⪰ O と表記する。
ここで問題 (4.2)を基に、次の SDPを定式化する。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
B,b,b0,α,ξi (i∈I)

α+
1

(1− β)m

m∑
i=1

ξi

s.t. ξi ≧ F (B, b0|Xi)i − α (i ∈ I),
ξi ≧ 0 (i ∈ I),
∥B∥11 = 1,

BT = B,
B ⪰ O.

(4.6)

ここからはノルム制約の取り扱いについて記載する。問題 (4.6)は非凸な制約であるノ
ルム制約 ∥B∥11 = 1 がある。そこで、連続変数 ϕ,ψ ∈ RP、Φ,Ψ ∈ RP×P と離散変数

ζ ∈ {0, 1}P、Z ∈ {0, 1}P×P を導入することで離散変数を含めた線形式へと定式化する。

まず bに関しては、次のとおりに定式化する。
ϕp1 − ψp1 = bp1 ,
0 ≦ ϕp1

≦ ζp1
,

0 ≦ ψp1
≦ (1− ζp1

),
ζp1
∈ {0, 1},

(p1 ∈ P). (4.7)
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4.2. モデルの定式化

ここで得られた解を ϕ∗、ψ∗、ζ∗ とすると、次の関係性がある。{
1 ≧ ϕ∗p1

≧ 0, ψ∗
p1

= 0 if ζ∗p1
= 1,

1 ≧ ψ∗
p1

≧ 0, ϕ∗p1
= 0 otherwise ζ∗p1

= 0,
(p1 ∈ P). (4.8)

得られた解を b∗p1
とすると、b∗p1

が正であれば、ϕ∗p1
が 0以上に、b∗p1

が負であれば、ψ∗
p1

が 0以上の値となり、相補性条件を満たすことがわかる。
同様にB に関しては、次のとおりに定式化する。

Φp1,p2
−Ψp1,p2

= Bp1,p2
,

0 ≦ Φp1,p2
≦ Zp1,p2

,
0 ≦ Ψp1,p2

≦ (1− Zp1,p2
),

Zp1,p2
∈ {0, 1},

(p1, p2 ∈ P). (4.9)

ここで得られた解を Φ∗、Ψ∗、Z∗ とすると、次の関係性がある。{
1 ≧ Φ∗

p1,p2
≧ 0,Ψ∗

p1,p2
= 0 if Z∗

p1,p2
= 1,

1 ≧ Ψ∗
p1,p2

≧ 0,Φ∗
p1,p2

= 0 otherwise Z∗
p1,p2

= 0,
(p1, p2 ∈ P). (4.10)

得られた解を B∗
p1,p2

とすると、B∗
p1,p2

が正であれば、Φ∗
p1,p2

が 0以上に、B∗
p1,p2

が負で

あれば、Ψ∗
p1,p2

が 0以上の値となり、相補性条件を満たすことがわかる。
最後に各係数の絶対値の和を 1とする制約式を、次のとおり定式化する。∑

p∈P
(ϕp + ψp) +

∑
p1∈P

∑
p2∈P

(Φp1,p2
+Ψp1,p2

) = 1.
(4.11)

以上からノルム制約 (∥B∥11 = 1) は (4.7)、(4.9)、(4.11) により次のとおり再定式化で
きる。 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
B,b,b0,α,ξi (i∈I),
ϕ,ψ,ζ,Φ,Ψ,Z

α+
1

(1− β)m

m∑
i=1

ξi

s.t. ξi ≧ F (B, b0|Xi)i − α (i ∈ I),
ξi ≧ 0 (i ∈ I),
BT = B,
B ⪰ O,
(4.7), (4.9), (4.11), · · · (ノルム制約)

(4.12)

4.2.3 変数選択制約の導入

この小節では 3.3節で述べた変数選択制約を、問題 (4.12)に導入する。またノルム制約
により、bおよびB の係数の上限および下限は 1もしくは −1と設定できる。なお、以下
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に 3.1.2小節の制約式 (3.4)、(3.6)、(3.3)を再掲している。

− zp1
≦ bp1

≦ zp1
(p1 ∈ P) (4.13a)

− zp1 ≦ Bp1,p2 ≦ zp1 ,−zp2 ≦ Bp1,p2 ≦ zp2 (p1, p2 ∈ P). (4.13b)∑
p1∈P

zp1
≦ S, (4.13c)

ここで S (S < P )はユーザーが定義する入力パラメータである。

以上より本章で対象とするMISDPは次のとおりである。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
B,b,b0,z,α,ξi (i∈I),
ϕ,ψ,ζ,Φ,Ψ,Z

α+
1

(1− β)m

m∑
i=1

ξi

s.t. ξi ≧ F (B, b0|Xi)i − α (i ∈ I),
ξi ≧ 0 (i ∈ I),
BT = B,
B ⪰ O,
(4.7), (4.9), (4.11), · · · (ノルム制約)
(4.13a), (4.13b), (4.13c). · · · (変数選択制約)

(ES)

4.3 MISDPの解法
この節ではMISDPとなる問題 (ES)から解を得るため、3章で述べた既存アルゴリズ
ムとヒューリスティックアルゴリズムの実装を説明する。

4.3.1 切除平面アルゴリズムへの実装

切除平面アルゴリズムの手順を以下のとおりにまとめる。

Algorithm 1: 切除平面アルゴリズム (CPA)

Step1 k ← 0. ϵ > 0. Fk := {B|BT = B, Bp,p ≥ 0, p ∈ P}.
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4.3. MISDPの解法

Step2 次の問題を計算する。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
B,b,b0,z,α,ξi (i∈I),
ϕ,ψ,ζ,Φ,Ψ,Z

α+
1

(1− β)m

m∑
i=1

ξi

s.t. ξi ≧ F (B, b0|Xi)i − α (i ∈ I),
ξi ≧ 0 (i ∈ I),
BT = B,
B ∈ Fk,
(4.7), (4.9), (4.11), · · · (ノルム制約)
(4.13a), (4.13b), (4.13c). · · · (変数選択制約)

(4.14)

ここで得た解をB∗ とする。

Step3 B∗ の最小固有値が −ϵ を超えると終了。そうでなければ、−ϵ 以下の固有値
を nk とし、それらの固有値に相当する固有ベクトル dl を計算したうえで、

Fk+1 := Fk ∩ {B|dTl Bdl ≥ 0, l = 1, 2, · · · , nk}として Fk+1 を再定義する。

Step4 k ← k + 1。Step2に戻る。

4.3.2 ヒューリスティックアルゴリズムの実装

1 段階目ではランク P となる半正定値行列を得るために問題 (ES) から変数選択制約
(4.13a),(4.13b),(4.13c)を除去した次の問題を CPAを用いて解を得る。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
B,b,b0,α,ξi (i∈I),
ϕ,ψ,ζ,Φ,Ψ,Z

α+
1

(1− β)m

m∑
i=1

ξi

s.t. ξi ≧ F (B, b0|Xi)i − α (i ∈ I),
ξi ≧ 0 (i ∈ I),
BT = B,
B ⪰ O, · · · (半正定値制約)
(4.7), (4.9), (4.11). · · · (ノルム制約)

(4.15)

ここで得られた解を B̂ ∈ RP×P とする。

2段階目では、半正定値制約を維持しながら変数選択を行うため (3.17)の制約式を追加
する。また (3.17)はB に関する変数選択も実行しているので、(4.13b)とも重複する。そ
のため (3.17)の導入に伴い、(4.13b)は不要になる。
またノルム制約に関しても、B̂p1,p2

は事前に各要素の符号が判明できているので、(4.9)
にある離散変数を含んだ制約条件は不要になる。よって (4.11)は次のとおりに再定式化
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4.4. 計算機実験

できる。 ∑
p1∈P

(ϕp1 + ψp1) +
∑
p1∈P

∑
p2∈P

(|Bp1,p2 |) = 1. (4.16)

以上から次の問題が定式化できる。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
B,b,b0,z,α,ξi (i∈I),
ϕ,ψ,ζ,u,t,λ

α+
1

(1− β)m

m∑
i=1

ξi

s.t. ξi ≧ F (B, b0|Xi)i − α (i ∈ I),
ξi ≧ 0 (i ∈ I),
BT = B,
(3.17),
(4.7), (4.16), (4.11), · · · (ノルム制約)
(4.13a), (4.13c). · · · (変数選択制約)

(4.17)

この問題を計算することで、S 個の変数を選択できる。

3 段階目は、変数選択後に入力データ xi のサイズを P から S に減らした上で、再

び (4.15) を CPA を用いて解を得る。その際は、事前に変数のサイズおよび行列のラン
クを P から S に落とす (b,ϕ,ψ ∈ RS, B,Φ,Ψ ∈ RS×S, ζ ∈ {0, 1}S, Z ∈ {0, 1}S×S、

B ∈ RS+S2)。更に p ∈ {1, 2 · · ·P}から s ∈ {1, 2 · · ·S}と変更した上で解く。これによ
り、再び問題 (4.15)を計算することで、ランク S の半正定値行列を得る。

ヒューリスティックアルゴリズムの手順を以下のとおりにまとめる。

Algorithm 2: ヒューリスティックアルゴリズム (HA)

Step1 問題 (4.15)を計算し、解 B̂ を得る。
Step2 問題 (4.17) を計算し、得られた解 z∗ より (3.23) を用いて、入力データ xi ∈

RS, (i ∈ I)を再定義する。
Step3 問題 (4.15)を計算し、解を得る。終了。

4.4 計算機実験

4.4.1 セットアップ

使用するのは日本の東証一部に上場している企業のデータである。被説明変数

(yi (i ∈ I))は格付投資情報センター (R&I)が 2011および 2012年度に取得した格付デ
ータを使用する。また説明変数 (xi (i ∈ I))の候補数 (P )は 25と 51の財務データを使
用する (詳細は付録 Aの表A.1を参照。)。
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4.4. 計算機実験

まず表4.1は被説明変数に用いる高格付と低格付のグループに属する企業数をトレーニ
ングデータとテストデータ別に載せている。なお、“高格付” は AAA から A-を、“低格
付”は BBB+から CCCを指す。

表4.1 各データセットの高格付と低格付の企業数

Year データセット 高格付 (m+) 低格付 (m−)
2011 トレーニング 285 120
2012 テスト 269 124

また、説明変数に関しては Yeo Johnson変換 (Yeo and Johnson, 2000)を用いてスケ
ーリングしている*1。なお、ここでこの変換処理自体は Rパッケージの “bestNormalize”
*2で実施した。

CPAおよび HAの計算用に作成したプログラムはMicrosoft Windows Visual Studio
2015 上で C++ でコーディングし、使用した計算環境は Core i9-9980, 32.0 GB, 2.40
GHzである。また全ての最適化問題は CPLEX12.90で計算した。

CPAを解く際は ε = 10−3 とし、ヒューリスティックアルゴリズム内の問題 (4.17)を
解く際は δ = 3とした。計算時間は 720分 (12時間)以内である。

4.4.2 比較用の判別面モデル

信用スコアが線形判別面である問題 (LS)は次のとおり。なおこのモデルは (ES)にお
いて二次係数を 0とし、半正定値制約を外している。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
B,b,b0,z,α,ξi (i∈I),
ϕ,ψ,ζ,Φ,Ψ,Z

α+
1

(1− β)m

m∑
i=1

ξi

s.t. ξi ≧ F (B, b0|Xi)i − α (i ∈ I),
ξi ≧ 0 (i ∈ I),
B = O,
(4.7), (4.9), (4.11), · · · (ノルム制約)
(4.13a), (4.13c). · · · (変数選択制約)

(LS)

また二次判別面の問題 (QS)は次のとおり。なお問題 (ES)から、半正定値制約のみを

*1 Yeo Johnson変換を用いることで、元の財務データの符号の正負に関わらず、各変数を平均 0および標
準偏差 1とする正規分布に従うよう均一化できる。

*2 https://cran.r-project.org/web/packages/bestNormalize/bestNormalize.pdf
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外している。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
B,b,b0,z,α,ξi (i∈I),
ϕ,ψ,ζ,Φ,Ψ,Z

α+
1

(1− β)m

m∑
i=1

ξi

s.t. ξi ≧ F (B, b0|Xi)i − α (i ∈ I),
ξi ≧ 0 (i ∈ I),
BT = B,
(4.7), (4.9), (4.11), · · · (ノルム制約)
(4.13a), (4.13b), (4.13c). · · · (変数選択制約)

(QS)

4.4.3 ヒューリスティックアルゴリズムの評価

表4.2は計算時間および汎化性能に大きな影響を与えると考えられるパラメータの検証
範囲をまとめている。

表4.2 パラメータの検証範囲

パラメータ 値

β 0.10, 0.20, . . . , 0.70, 0.80
S 10, 15, 20
P 25, 51

最も影響のあるパラメータは β である。その変化は判別面を表現する係数 (b,B)の値

に影響を与え、それに伴い判別性能が決まる。またその他に影響のあるパラメータは、指

定する説明変数の個数の上限である S と、説明変数の候補数である P である。なぜなら

ば、これらの組み合わせにより離散変数 (z)の組み合わせ数が決まるからである。
これらのパラメータを変化させてトレーニングデータを用いて問題 (ES)を CPAと HA
で比較検証を行った。

表4.3は CPAと HAを表4.2にあるパラメータの値での計算時間を示している。なおこ
の表の“—”は 720分以内で計算終了できなかったことを意味する。
この表から、HAは CPAより非常に短い時間で解を得ていることがわかる。また β が

大きいほど、計算時間が大きくなることがわかる。特に、β ≧ 0.5はその傾向が顕著とな

った。P = 25に限って見ると、β = 0.6の双方とも 720分以内で解けているケースを見
ると、最大で数百倍程度も計算時間が高速化できていることがわかる。加えて P = 51は、

HAなら 720分以内で解を得ることができるケースは CPAのそれよりはるかに多いこと
がわかった。
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4.4. 計算機実験

表4.3 アルゴリズム別の計算時間 (単位:分)

P アルゴリズム S\β 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

25 CPA 10 0.0 0.0 0.1 0.1 8.2 473.7 — —
15 0.0 0.0 0.1 0.2 2.0 191.7 — —
20 0.0 0.0 0.1 0.1 0.8 20.7 283.9 372.6

HA 10 0.0 0.0 0.0 0.0 0.2 0.9 2.1 —
15 0.0 0.0 0.0 0.0 0.2 0.9 1.9 3.1
20 0.0 0.0 0.0 0.0 0.3 1.1 1.9 3.3

51 CPA 10 0.1 0.3 0.6 15.3 — — — —
15 0.1 0.2 0.4 3.1 — — — —
20 0.1 0.2 0.4 1.9 — — — —

HA 10 0.1 0.2 0.3 0.8 1.5 8.1 46.3 —
15 0.1 0.2 0.5 0.8 3.5 9.5 63.2 —
20 0.1 0.2 0.5 0.9 8.2 13.0 67.6 379.1

β の変化に伴い計算時間が変化する点について、更に分析した。表4.4が示してい
るのは、HA で得られた解を用いて計算した、二次の係数行列の要素の絶対値の和
(
∑

p1∈P

∑
p2∈P
|Bp1,p2

|)である。この表より β が大きい場合、特に β ≧ 0.5の際は、線形係数

表4.4 P = 51での二次係数の各絶対値の和

S\β 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
10 0.00 0.02 0.05 0.08 0.17 0.26 0.57 —
15 0.00 0.02 0.05 0.08 0.19 0.31 0.60 —
20 0.00 0.02 0.05 0.08 0.18 0.35 0.60 0.73

bより二次係数 B の影響が大きいことがわかる。また表4.3の結果も踏まえると、β が大
きいほど、解の疎性が弱くなり、計算時間が増加していると考えられる。

表4.5が示しているのは、各アルゴリズムで得られた解による相対誤差である。この表
から HAと CPAの相対誤差は、最大で数%以内と小さいので、近似精度は充分と判断で
きる。

よって、HAは既存アルゴリズムの CPAより、高速かつ、良質な解を得られる手法であ
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表4.5 各アルゴリズムによる解の相対誤差 (単位: %)

P S\β 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

10 0.0 0.0 0.0 0.0 0.5 4.8 — —
25 15 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.3 — —

20 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.4 0.1 0.9
10 0.0 0.0 0.0 0.0 — — — —

51 15 0.0 0.0 0.0 0.0 — — — —
20 0.0 0.0 0.0 0.0 — — — —

ることがわかる。

表4.6は判別に用いた判別面毎の計算時間を示している。なお (ES)に関しては HAを用
いた結果を記載している。この表から (ES)と (QS)はパラメータの数は同一にも関わら
ず、(ES)は (QS)よりも相当に速く解を得られることがわかる。加えて更に線形 (LS)と
比較しても計算時間に大きな乖離がないことが確認できる。そのため、時間内に質の良い

解を得るという点でも、楕円形は有効的といえる。

表4.6 P = 51,S = 10における判別面毎の計算時間 (単位:分)

β 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

(ES) 0.1 0.2 0.3 0.8 1.5 8.1 46.3 —
(LS) 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 8.8 —
(QS) 0.1 0.1 0.2 0.4 1.7 276.5 — —

4.4.4 汎化性能の評価

この小節では、P = 51に絞って、問題 (ES)で得られた解を用いると、汎化性能は優位
になることを確認する。

表4.7は、(ES)から得られたトレーニングデータとテストデータおよびその差異の AR
値を S および β 別に、それぞれ “トレーニング”、“テスト”、“差異” で示している。なお、
問題 (ES)は HAを用いて得た解で AR値を計算している。
この表から、β = 0.5か β = 0.6の AR値が最も良い。また S の違いによる AR値の変
化は顕著にはなかった。この場合、変数の個数が少ないほうが望ましいことから、最も少
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4.4. 計算機実験

ない S = 10が最適な設定と判断する。このため、以後の汎化性能の分析は S = 10を軸

表4.7 P = 51での (ES)による解の AR値 (単位: %)

S\β 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
“トレーニング” 72.6 81.0 85.4 86.4 88.8 89.8 92.9 —

10 “テスト” 70.2 76.1 79.4 80.1 83.4 83.7 62.8 —
“差異” 2.4 4.9 6.0 6.3 5.4 6.1 30.1 —

“トレーニング” 72.6 81.0 85.4 86.5 89.0 90.6 94.2 —
15 “テスト” 70.2 761 79.4 80.1 84.0 83.2 76.0 —

“差異” 2.4 4.9 5.9 6.3 5.0 7.3 18.2 —
“トレーニング” 72.6 81.0 85.4 86.4 88.8 91.1 94.6 96.9

20 “テスト” 70.2 76.1 79.4 80.2 83.8 83.3 75.9 56.3
“差異” 2.4 4.9 5.9 6.2 5.0 7.7 18.6 40.6

に進める。

次に、楕円判別面 (ES)による汎化性能は、線形判別面 (LS)および二次判別面 (QS)に
よる汎化性能より高いことを確認する。表4.8が示しているのは、S = 10 のときの各判

別面のトレーニングデータとテストデータの AR値、およびそれらの差異である。また、
(LS)と (QS)の列にある “[ ]”は、720分時点での暫定解を、(ES)の列の “—”は 720分
時点では半正定値制約 (B ⪰ O)を満たした解を得られなかったことを意味する。そして
下線部はテストデータにおいて、最も AR値が高いケースを示す。それ以外の、ラベルの
記載は表4.7と同様である。
この表から多くのケースで (QS)のトレーニングデータによる AR値は、(LS)と (ES)
のそれより高いことがわかる。これは (QS)の係数の自由度が最も高いことから、自然な
結果と考える。

一方で、テストデータの AR 値を見ると、β = 0.5 および 0.6 で、(ES) は、(LS) と
(QS)よりも高かった。また各判別面の最も汎化性能が高いケースを比較すると、楕円形
が最も良い結果となった (83.7((ES))>81.8(LS)>73.1(QS))。これが意味することは楕円
形は汎化性能の改善に大きく貢献しているということである。更に (QS)の結果と比較す
ると、トレーニングとテストデータのそれぞれの AR値の差が、(ES)より (QS)のほう
が非常に小さくなっていることから、オーバーフィッティングを抑制できていることがわ

かる。このため楕円判別面が最も適合しているといえる。

加えて、各判別面とハイパーパラメータである β の変化を注目した。S = 10 の場合、
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係数の自由度は、(ES)が 29、(LS)が 10、(QS)が 65となる。そして汎化性能が最も高
かったケースを見ると、自由度が最も大きい (QS)では β = 0.3であった。一方でその半

分以下の自由度である (ES)は β = 0.6、(LS)は β = 0.5だった。このため、判別面自体

の自由度の高さと β の水準は逆比例の関係にあることがわかる。そのため、ハイパーパラ

メータの設定は判別面毎にチューニングが必要であることが確認できた。なお、(ES)の
ほうが (LS)よりも自由度が高い一方で β も高いが、この点は自由度やハイパーパラメー

タの水準の影響だけでなく、楕円形が線形よりも判別面として適している影響も含んでい

ると考えられる。

また、β を充分に大きくした場合、いずれの判別面もオーバーフィットを起こす傾向が

あることも確認した。これは β を大きくすると解の疎性が弱まるためと考えられる。な

お、β = 0.8では、いずれの判別面も計算負荷が高すぎて時間内に計算が終了しなかった

ものの、そのケースの解はオーバーフィットを起こす可能性が高いので、解を得る必要性

は無い。

表4.8 S = 10での判別面毎の AR値 (単位: %)

β 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
“トレーニング” 72.6 81.0 85.4 86.4 88.8 89.8 92.9 —

(ES) “テスト” 70.2 76.1 79.4 80.1 83.4 83.7 62.8 —
“差異” 2.4 4.9 6.0 6.3 5.4 6.1 30.1 —

“トレーニング” 72.6 79.8 83.1 83.6 85.4 88.3 89.5 [86.7]
(LS) “テスト” 70.2 76.5 80.2 80.8 81.8 79.7 81.5 [21.0]

“差異” 2.4 3.3 2.8 2.7 3.6 8.6 7.9 [65.7]
“トレーニング” 72.5 81.3 86.1 88.7 90.1 91.5 [95.0] [97.8]

(QS) “テスト” 69.6 67.6 73.1 48.9 66.0 62.2 [65.3] [51.0]
“差異” 3.0 13.7 13.0 39.8 24.1 29.4 [29.7] [46.8]

4.5 結論

本章では判別問題に対して楕円形と変数選択を追加して拡張した SVMを提案した。こ
のモデルは期待通り高い汎化性能を得られたが、その一方で計算時間が非常に長い。そこ

で、既存アルゴリズムより短時間で適切な解を得るためのヒューリスティックアルゴリズ

ムを用いた。
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本章の計算結果により、提案したヒューリスティックアルゴリズムは、既存アルゴリズ

ムである切除平面アルゴリズムよりも最大で数百倍速く解を得られることを実証した。こ

れまでの先行研究では SDPに定式化する事例 (Okada and Konno, 2009)はあるものの、
更に変数選択制約を含めたMISDPへと拡張した例は見受けられなかった。これは計算時
間が長すぎることから、解を得ることが実証的に非常に困難になるためだが、このヒュー

リスティックアルゴリズムは、このMISDPの解を短時間で得ることに成功した。更に、
楕円判別面の汎化性能は、線形や二次判別面よりも高いことを実証した。その理由として

は、オーバーフィッティングを回避できたことで、トレーニングデータによる AR値とテ
ストデータの AR値の差異を抑えられたことが挙げられる。
最後に今後の課題として、本章ではGotoh and Takeda (2005); Gotoh et al. (2014)が
構築した SVMを再定式化した CVaR最小化モデルを用いたが、他のモデルに楕円形と変
数選択の同時実行を行うことが挙げられる。判別問題に関しては、多くのモデルが研究さ

れており、最近でもNorton and Uryasev (2019)が提案した AUCを直接最大化すること
に寄与するモデルが提案されている。このモデルも含めて、様々な判別モデルをMISDP
に拡張することで、高い汎化性能が得られることを検証したい。
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第 5章

MISDPに拡張した bAUC最大化モ
デルの評価

5.1 序論

判別モデルの性能を測る有名な指標に AUC がある。この指標が高いほど、モデルの
判別性能が高いと評価できる。しかし、AUCは非凸で離散型の関数であるため、容易に
最大化ができない。この課題に対応するため、Norton and Uryasev (2019) は buffered
AUCおよび Generalized buffered AUC(bAUC)を提示した。そして bAUCの最大化は、
AUC の最大化の代用になると主張すると共に、bAUC 最大化モデルは凸型の最小化問
題に定式化できることから容易に解を得られることを報告している。更に、Norton and
Uryasev (2019) は、誤判別する確率を表現した分布のテイルリスクを軽減することで、
過度な誤判別を起こす可能性を抑制する特徴があることも報告している。なお、bAUC
は、1から bPOE（buffered Probability of Exceedance）を差し引いた指標であり、そ
の bPOEを格付付与やポートフォリオ最適化に適用した先行研究もある (Norton et al.,
2021; Pertaia et al., 2021)。

bAUC最大化モデルは、2つの利点がある。1つ目は、bAUC最大化モデルのハイパー
パラメータが、誤判別を表す分布上のある一定値以上の期待値*1と統計学で解釈できる

ため、ハイパーパラメータの水準の設定が扱いやすくなる点である。2 つ目は、Norton
et al. (2017)が説明したとおり、bAUC最大化モデルの仕組みがVapnik (1995)が提示し
た SVMと近いことから、多重共線性を引き起こしにくい点である。その結果、bAUC最

*1 Super-quantileや超分位点とも呼ばれている。金融分野では CVaR、Expected shortfallと呼ばれるこ
ともある。



5.1. 序論

大化モデルにより得られた係数の安定性は高いので、他の判別モデルよりもより良い分類

が期待できる*2。よって、この bAUC最大化モデルに前章でも取り組んだ分類器*3を線

形から楕円形へ拡張すること、および、変数選択の導入を実施して、汎化性能を向上を目

的としたモデルを提案する。一方で、それらを組み合わせた提案モデルは、前章で実施し

た SVMよりも、より多くの線形の制約式を含んだMISDPとして定式化されることから、
時間内に解を得ることがより難しくなる課題がある。

前章で取り組んだ SVMを基にした中規模のMISDPでさえ、既存アルゴリズムの切除
平面アルゴリズムを用いた際、時間内に解を求めることは非常に困難であった。それに対

処するために提案したヒューリスティックアルゴリズムを適用することで、大幅な計算時

間削減を可能にしたものの、説明変数が 50個程度あるケースではハイパーパラメータの
水準次第では、計算時間内に解を得られないケースも存在した。このため、提案されたヒ

ューリスティックアルゴリズムをそのまま bAUC最大化モデルに適用しても、妥当な時
間内に解が得られる範囲は限られることが予想できる。そこで、この課題を解決するため

に、不要な離散変数を予め削減して、より高速化できる手法を提示する。

その上で、Tanaka and Nakagawa (2014)が行った実際の企業の格付データを用いた
信用リスクによる判別（倒産か否かの判別など）への応用と同様の手順で、提案モデルが

判別問題において高い汎化性能を得られることを実証する。Wei et al. (2018)は、信用リ
スクを例とした判別問題において、線形分類器の bAUC最大化モデルが、LRと同じ水準
の汎化性能を算出したことを報告している。一方で、LR以外に、多くのハイパーパラメ
ータを有することで高い柔軟性を持つ複数の機械学習 (ML)モデルと比較した例は、見か
けない。そこで、bAUC最大化モデルの汎化性能が、ニューラルネットワーク (NN)およ
びランダムフォレスト (RF)を含めた標準的な既存のMLモデルよりも優れていることを
実証する。また、そこで bAUC最大化モデルの汎化性能が上回る要因として、誤判別を
行った際に確率的には小さいものの影響が大きい誤り (テイルリスク)を抑制できる特徴
を持つためであることも検証する。

なお、本章における bAUC最大化モデルに対して実施した新規事項と、先行研究の報
告結果は表5.1のとおりである。
本章は以下のとおりに構成する。5.2節では AUCと bAUCを概説し、bAUC最大化モ
デルを定式化する。5.3節では bAUC最大化モデルを楕円分類器および変数選択を同時に
評価できるMISDPに拡張する。5.4節ではMISDPを解くためのアルゴリズムの実装お

*2 多重共線性は標準的な統計型モデルである LRなどに発生しうる課題である
*3 前章では「判別面」と呼称していた。Norton and Uryasev (2019)は classifier/分類器と表記していた
ことから先行研究に沿った表現で記載している。
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表5.1 bAUC最大化モデルに関する先行研究と本章の貢献箇所

bAUC 最大化モデル 判別性能実験

分類器 変数選択 用いたデータ 比較対象モデル

本章 楕円形 採用
トレーニング LR, SVM,
及びテストデータ NN, RF

Norton and

線形 未採用

トレーニングデータ
Uryasev

のみ
LR および SVM.

(2019)
Wei et al. トレーニング

LR
(2018) 及びテストデータ

よびヒューリスティックアルゴリズムの高速化について述べる。5.5節ではヒューリステ
ィックアルゴリズムの評価および楕円分類期の汎化性能の結果を展開する。なお楕円分類

期の汎化性能に関しては、変数選択を考慮したケースは他の標準的な分類器で比較し、変

数選択を考慮していないケースではそれに加えて標準的な機械学習と比較した。5.6節で
は結論と今後の課題を述べる。

5.2 bAUC最大化モデル
5.2.1 AUC

この章では先行研究 (Mafusalov and Uryasev, 2018; Norton and Uryasev, 2019;
Rockafellar and Royset, 2010)を参照に、AUCおよび bAUCを説明する。
まず定式の準備として各記号を定義する。{(x1, y1), . . . , (xm, ym)}を所与とするデー
タセットとし、xi ∈ RP はサンプル iに対する説明変数であり、yi ∈ {±1}はそのラベル
とする。更に i ∈ I := {1, . . . ,m}かつ p ∈ P := {1, . . . , P}とする。各ラベルが属するグ
ループの集合を I+ = {i | yi = 1, i ∈ I}, I− = {i | yi = −1, i ∈ I}とし、それぞれの個
数を m+ = |I+|,m− = |I−|とする. なおここでは I = I+ ∪I−,m = m+ +m− となる。

係数 w ∈ RP を導入して、次の線形分類器を定式化する。

R(w|xi) = w
Txi (i ∈ I). (5.1)

この時 AUCを R(w|xi+) (i+ ∈ I+)が R(w|xi−) (i− ∈ I−)を上回る確率としてラン
キングエラー関数 ξ(w|xi+ ,xi−) = −{R(w|xi+)−R(w|xi−)} (i+ ∈ I+, i− ∈ I−) を用
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いて以下のように定義する。なお、(2.23)と式は同様で、パラメータの記号のみ異なって
いる。

AUC = 1− 1

m+m−

∑
i+∈I+

∑
i−∈I−

1lξ(w|xi+
,xi− ), (5.2)

ここで関数 1l• は (2.22)にある指示関数と同様である。
AUCは R(w|xi−) − R(w|xi+)の計算において、m+ ×m− の回数の計算を行う。表

記を簡単にするためランキングエラー関数の全組み合わせを次のとおりに表記する。

H(w) :=ξ(w|xi+ ,xi−) (i+ ∈ I+, i− ∈ I−). (5.3)

これより (5.2)式の AUCは以下のようにも記述できる。

AUC = 1− P (H(w) ≧ 0). (5.4)

5.2.2 bAUC

次に AUCを拡張した bAUCを説明する。
ある分位点 Qγ(H(w))を*4確率水準 γ ∈ {0, 1}を導入して次のとおり定義する。

Qγ(H(w)) := inf{a ∈ R|P (H(w) > a) ≦ 1− γ}. (5.5)

更にある超分位点 qγ(H(w))を次のとおり定義する。

qγ(H(w)) := E[H(w)|H(w) > Qγ(H(w)],

= min
α

{
α+

E[H(w)− α]+

1− γ

}
, (5.6)

ここで [·]+ := max{·, 0}を指す。
(5.6) 内の最適解 α∗ を導入することで、α∗ = Qγ(H(w)) とする。更に qγ(H(w))

はRockafellar and Uryasev (2000)が提示している CVaRに相当する。
この qγ(H(w))の逆関数に相当する確率 pq̃(H(w))を次のとおりに定義する。

pq̃(H(w)) := max{1− γ | qγ(H(w)) ≧ q̃} = min{1− γ | qγ(H(w)) ≦ q̃}, (5.7)

ここで q̃ ≦ 0 はユーザーパラメータを表す。Norton and Uryasev (2019) は、この
pq̃(H(w))を用いることで bAUCを以下の通りに定義している。

bAUC := 1− pq̃ (H(w)). (5.8)

*4 金融分野では VaRと呼ばれている。
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5.2. BAUC最大化モデル

Rockafellar and Royset (2010)はハイパーパラメータ (q̃)を超える確率 P (H(w) ≧ q̃))
を Probability of Exceedance (POE) と、確率 pq̃(H(w)) を Buffered Probability of
Exceed (bPOE) と定義している。ここで、Mafusalov and Uryasev (2018) は、(5.5)、
(5.6)、(5.7)および q̃ ≦ 0より、次の式を示している。

P (H(w) ≧ 0) ≦ P (H(w) ≧ q̃) ≦ pq̃(H(w)). (5.9)

表5.1が示しているのは、式 (5.9) にある POE と bPOE の関係性である。更にNorton

図5.1 POE (P (H(w) ≧ q̃))と bPOE (pq̃(H(w)))�����

and Uryasev (2019)は (5.9)から次式を示している。

1− P (H(w) ≧ 0) ≧ 1− pq̃ (H(w)) ⇔ AUC ≧ bAUC (5.10)

(5.10)を考慮すると、AUCの最大化の代用に bAUCの最大化を用いることができる。更
に、q̃ により誤判別に関する分布 (H(w)) のテイルリスクを管理することができるので、
bAUC最大化モデルは、誤判別の大きいケースを抑制することが期待できる*5 。

*5 誤判別した場合、R(w|xi− )と R(w|xi+ )の乖離が非常に大きいシナリオが起こりうる。これが分布の
テイル部分に位置されるが、このような稀に起こるシナリオの発生確率を抑制する効果を持つ。
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5.2. BAUC最大化モデル

5.2.3 bAUCの最大化

本節では bAUC最大化を考える。これは (5.8)式より pq̃ (H(w))の最小化問題と等価

なので、以下のように定式化できる。

min
w

pq̃(H(w)) =

∣∣∣∣∣∣∣
min
γ,α,w

1− γ

s.t. α+
E[H(w)− α]+

1− γ
≦ q̃.

(5.11)

ここで (5.11)の制約式を考慮することで次式が得られる。

1− γ ≧ E[H(w)− α]+

q̃ − α
. (5.12)

さらに表記の単純化のため、(5.11)および (5.12)から次の式が導ける。

min
α,w

E[H(w)− α]+

q̃ − α
, (5.13)

ここで図5.1より、q̃ > αである。

しかし、Norton et al. (2017)が報告しているとおり、(5.13)では一意な解を求められ
ない。この課題を解決するためにNorton and Uryasev (2019)が提示したとおり、ベクト
ル w を任意のノルムで固定する。具体的には次のとおり書き直す。∣∣∣∣∣∣ min

α,w

E[H(w)− α]+

q̃ − α
s.t. ∥w∥ = 1,

(5.14)

ここで ∥ · ∥は任意のノルムである。
∥ · ∥に関してはノルムの選択は任意に記述可能であるため, 計算上取り扱いやすい 1ノ
ルムを選択する (Mangasarian, 1999; Gotoh et al., 2014; Norton et al., 2017)。それに
より、問題 (5.14)は次のように定式化できる。∣∣∣∣∣∣ min

α,w

E[H(w)− α]+

q̃ − α
s.t. ∥w∥11 = 1,

(5.15)

ここで ∥w∥11 :=
∑

p∈P |wp|を意味する。
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5.2. BAUC最大化モデル

5.2.4 定式化

Norton et al. (2017)に沿って分数計画問題である問題 (5.15)から容易に解を得るため
の手順を説明する。まずベクトル b ∈ RP を次のとおりとする。

bT =
wT

q̃ − α
. (5.16)

ここで (5.16)から次の式を得る。

∥b∥11 =
∥w∥11
|q̃ − α|

. (5.17)

(5.17)および (5.15)の ∥w∥11 = 1を用いて次の式を得る。

∥w∥11
|q̃ − α|

=
1

q̃ − α
(5.18)

更に式 (5.17)と (5.18)を用いて、次の式を得る。

q̃

q̃ − α
= (∥b∥11)q̃. (5.19)

そして (5.16)と (5.19)を用いて、(5.15)を次のとおりに再定式化する。

min
α,w

{
E[H(w)− q̃ + q̃ − α]+

q̃ − α

}
= min

α,w

{
E

[
H(w)

q̃ − α
− q̃

q̃ − α
+
q̃ − α
q̃ − α

]+}
,

= min
b

{
E[H(b)− (∥b∥11)q̃ + 1]+

}
.

(5.20)

(5.20) の内, (∥b∥11) および E[·]+ は, 変数 β ∈ R および非負変数 ϕ,ψ ∈ RP および

ξi+,i− , (i+ ∈ I+, i− ∈ I−)を導入することで以下の線形計画問題へ定式化できる (Konno
and Yamamoto, 2005; Rockafellar and Uryasev, 2000)。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
ξ,b,β,ϕ,ψ

1

m+m−

∑
i+∈I+

∑
i−∈I−

ξi+,i−

s.t. ξi+,i− ≧ H(b)− βq̃ + 1 (i+ ∈ I+, i− ∈ I−),
ξi+,i− ≧ 0 (i+ ∈ I+, i− ∈ I−),∑
p1∈P

(ϕp1
+ ψp1

) = β,

ϕp1
− ψp1

= bp1
, ϕp1

≧ 0, ψp1
≧ 0 (p1 ∈ P).

(L)
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5.3. MISDPへの拡張

加えて, (L)の最適解 ϕ∗,ψ∗ に対し、以下の関係性がある。{
ϕ∗p1

≧ 0, if ψ∗
p1

= 0,
ψ∗
p1

≧ 0, otherwise ϕ∗p1
= 0,

(p1 ∈ P). (5.21)

更に (L)の最適解 ξ∗i+,i−
, (i+ ∈ I+, i− ∈ I−), b∗, β∗ に対し、以下の関係性がある。

ξ∗i+,i− =

{
H(b∗)− β∗q̃ + 1, if H(b∗)− β∗q̃ + 1 ≧ 0,
0, otherwise, (i+ ∈ I+, i− ∈ I−). (5.22)

5.3 MISDPへの拡張
判別問題の中で、倒産と非倒産のような判別分析は信用リスクの分野では、Altman

(1968)を筆頭に 50年以上扱われている。その中で、様々な先行研究で、判別モデルとそ
の拡張方法が提案されている。本節ではその中でも bAUC最大化モデルの汎化性能を向
上するために 2点の改良を実施する。

5.3.1 楕円分類器

LRや SVMのような判別モデルにおいて、その分類器を楕円形に拡張すると汎化性能
が向上することが報告されている (Konno et al., 2003b; Okada and Konno, 2009)。そ
のため、bAUC最大化モデルに楕円分類器を適用する。
まずは、楕円形にするため、二次係数行列 B ∈ RP×P を置く。Okada and Konno

(2009)に沿い、まずは線形分類器 (R(b|xi), i ∈ I)から二次分類器 (r(b,B|xi), i ∈ I)に
拡張する。

そこでベクトルϖ,Xi,∈ RP+P2
を、次のとおり定義する。

ϖT := (b1, b2, . . . , bP , B1,1, B1,2, . . . , BP,P−1, BP,P ). (5.23)
XT

i := (xi,1, xi,2, . . . , xi,P , x
2
i,1, xi,1xi,2, . . . , xi,Pxi,P−1, x

2
i,P ). (5.24)

(5.23)、(5.24)を用いて線形分類器 (5.1)およびランキングエラー関数 (5.3)を次のと
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5.3. MISDPへの拡張

おりに再定式化する。

r(b,B|xi) = b
Txi + x

T
iBxi,

=ϖTXi

= R(ϖ|Xi)(i ∈ I). (5.25)
h(b,B) = −{r(b,B|xi+)− r(b,B|xi−)},

= −{R(ϖ|Xi+)−R(ϖ|Xi−)},
= H(ϖ), (i+ ∈ I+, i− ∈ I−). (5.26)

線形分類器 (L) 内の制約式に関しては、非負変数行列 Φ,Ψ,∈ RP×P の導入および

H(b)から h(b,B)への置き換えにより、下線部分を次のとおりに再定式化する。

ξi+,i− ≧ h(b,B)− βq̃ + 1 (i+ ∈ I+, i− ∈ I−),
ξi+,i− ≧ 0 (i+ ∈ I+, i− ∈ I−),∑
p1∈P

(ϕp1
+ ψp1

) +
∑

p1∈P

∑
p2∈P

(Φp1,p2
+Ψp1,p2

) = β,

ϕp1
− ψp1

= bp1
, ϕp1

≧ 0, ψp1
≧ 0 (p1 ∈ P),

Φp1,p2
−Ψp1,p2

= Bp1,p2
,Φp1,p2

≧ 0,Ψp1,p2
≧ 0 (p1, p2 ∈ P).

(5.27)

(5.27)を適用することで、問題 (L)から二次分類器の問題 (Q)と拡張できる。∣∣∣∣∣∣∣∣
min

ξ,B,b,β,Φ,Ψ,ϕ,ψ

1

m+m−

∑
i+∈I+

∑
i−∈I−

ξi+,i−

s.t. BT = B,
(5.27).

(Q)

更に、半正定値制約 B ⪰ O を (Q)に適用することで楕円分類器となる bAUC最大化
モデルを次の通り定式化する。∣∣∣∣∣∣∣∣

min
ξ,B,b,β,Φ,Ψ,ϕ,ψ

1

m+m−

∑
i+∈I+

∑
i−∈I−

ξi+,i−

s.t. B ⪰ O,BT = B,
(5.27).

(E)

5.3.2 離散変数を用いた変数選択

変数選択は汎化性能に影響を与える重要な問題であることが知られており、Konno and
Yamamoto (2008)は整数変数を用いて変数の最適な組み合わせを選択する最適化モデル
を提案している。それゆえ、その手順に沿って、bAUC最大化モデルに変数選択制約を導
入する。
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まず離散変数 z ∈ {0, 1}P を導入することで、ユーザーパラメータ S(< P )で選択する

個数を指定する制約式を以下のとおり定式化する。なお 3.1.2小節の制約式 (3.3)を再掲
している。 ∑

p1∈P
zp1

≦ S. (5.28)

次に離散変数 z と係数 b,B に関して以下の制約を追加する。なお 3.1.2 小節の制約式
(3.8)および (3.10)を再掲している。

zp1
= 0 ⇒ bp1

= 0 (p1,∈ P), (5.29)

zp1
= 0 もしくは zp2

= 0 ⇒ Bp1,p2
= 0 (p1, p2 ∈ P). (5.30)

これらの制約は CPLEXのような商用ソルバーで記載できる。

5.3.3 混合整数半正定値計画モデル

最後に、SDPとなる問題 (E)に変数選択制約 (5.28)、(5.29)、(5.30)を追加することで、
変数選択と判別を同時に実行できる次のMISDPが定式化できる。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
ξ,B,b,β,

Φ,Ψ,ϕ,ψ,z

1

m+m−

∑
i+∈I+

∑
i−∈I−

ξi+,i−

s.t. B ⪰ O,BT = B,
(5.27),
(5.28), (5.29), (5.30). · · · (変数選択制約)

(E)

先行研究では、計算コストが相当量あるMISDPを解くための様々なアルゴリズムが提
案されている。そこで、次の節で二つのアルゴリズムの実装について説明する。

5.4 MISDPの解法
(E) は MISDP として定式化されるが、既存のアルゴリズムでは P = 50 かつ S > 5

のような大きなデータサイズで適切な解を得ることは容易ではない (Kobayashi and
Takano, 2020)。加えて、前章の CVaR最小化モデル (4.1)の制約式の本数がm+ +m−

と二つのグループの和に相当するのに対し、その bAUC最大化モデルの制約式の本数は
m+ ×m− とと二つのグループの積に相当することから、より問題の規模が大きくなる

ので、時間内の求解がより難しくなることが予想できる。この節では、求解するための

MISDP (E) 既存およびヒューリスティックアルゴリズムの実装を説明する。
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5.4.1 切除平面アルゴリズムへの実装

切除平面アルゴリズム (CPA)は半正定値制約 (B ⪰ O)を満たす解を得ることができ
る。前章との同アルゴリズムと比較して注目すべき点は Step2で、問題の制約式の本数が
相当に多くなったことから、時間内の計算終了がより難しいことが予想できる。

切除平面アルゴリズムの手順を以下のとおりにまとめる。

Algorithm 1: 切除平面アルゴリズム (CPA)

Step1 k ← 0. ϵ > 0. Fk := {B|BT = B, Bp,p ≥ 0, p ∈ P}.
Step2 次の問題を解く。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
ξ,B,b,β,

Φ,Ψ,ϕ,ψ,z

1

m+m−

∑
i+∈I+

∑
i−∈I−

ξi+,i−

s.t. (5.27),
(5.28), (5.29), (5.30), · · · (変数選択制約)
B ∈ Fk.

(5.31)

ここでの解をB∗ とする。

Step3 B∗ の最小固有値が −ϵを超えると終了。そうでなければ,最小固有値に相当する
基準化された固有ベクトル dを計算したうえで、Fk+1 := Fk ∩ {B|dTBd ≥ 0}
として Fk+1 を再定義する。k ← k + 1。Step2に戻る。

5.4.2 分枝切除アルゴリズムへの実装

Kobayashi and Takano (2020)が提示した二つ目の既存アルゴリズムである分枝切除
アルゴリズム (B&C)は、計算終了時に得られる解が ε−最適解となることが保証されて
いる点は CPAと同じである。違いは、計算の高速化を図るための工夫が施されている点
にある。このため、この章ではこの分枝切除アルゴリズムを比較対象の既存アルゴリズム

として用いる。

B&Cは、CPAで実施した、繰り返しMILPを解き、かつ、Fk を更新する膨大な時間

の消費を緩和できるアルゴリズムである。そして lazy constraint callbackの機能を
使い、反復計算ではなく、1回計算開始すると、動的に F を更新し続ける。
分枝切除アルゴリズムの手順を以下のとおりにまとめる。
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Algorithm 2: 分枝切除アルゴリズム (B&C)

Step1 ε > 0. F ← {B | BT = B, Bp1,p1
≥ 0 (p1 ∈ P)}.

Step2 次の問題の計算を開始する、もしくは継続する。∣∣∣∣∣∣∣∣∣
min

ξ,B,b,β,
Φ,Ψ,ϕ,ψ,z

1

m+m−

∑
i+∈I+

∑
i−∈I−

ξi+,i−

s.t. (5.27), (5.28), (5.29), (5.30),
B ∈ F .

(5.32)

Step3 いったんB∗ ∈ F を探索できたら、次のコールバックの手順を実行する:
Step3.1 B∗ の最小固有値が −ϵ以下ならば、次のとおり F を更新する。

F ← F ∩ {B | dTBd ≧ 0}, (5.33)

ここで d ∈ RP はB∗ の最小固有値に相当する基準化された固有ベクトルであ

る。

Step3.2 Step2に戻る。

なおこの lazy constraint callbackの機能は商業ソルバーである CPLEXや Gurobi
で実装されている。

5.4.3 ヒューリスティックアルゴリズム

5.4.3.1 ヒューリスティックアルゴリズムのベース部分の実装

1段階目は、変数選択制約の無い SDP(E)を解き、ランク P の半正定値行列となる解

B̂ を得る。

2段階目は、B̂ の情報を用いて、説明変数を選択する。δ はユーザーが指定する正の数
であり、λ ∈ [0, δ), u, t ∈ RP×P は変数とする。ここで半正定値条件を維持するため、B

の 0となる成分を増やしながら、一定の比率 (λ)で非ゼロとなる成分の大きさを変化させ
るために、次のMILPとなるモデルを定式化する。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
ξ,B,b,β,

Φ,Ψ,ϕ,ψ,z,u,t,λ

1

m+m−

∑
i+∈I+

∑
i−∈I−

ξi+,i−

s.t. BT = B,
(5.27), (5.28), (5.29), (3.17).

(5.34)

55



5.4. MISDPの解法

3 段階目は、変数選択後に入力データ xi のサイズを P から S に減らした上で、再

び SDP(E) を解く。具体的には変数のサイズおよび行列のランクを P から S に落と

し (b,ϕ,ψ ∈ RS, B,Φ,Ψ ∈ RS×S, ζ ∈ {0, 1}S, Z ∈ {0, 1}S×S、B ∈ RS+S2)、更に
p ∈ {1, 2 · · ·P}から s ∈ {1, 2 · · ·S}と変更した上で解く。これにより、ランク S の半正

定値行列を得る。

ヒューリスティックアルゴリズムの手順を以下のとおりにまとめる:
アルゴリズム 3-1:ヒューリスティックアルゴリズム (HA)

Step1 問題 (E)を計算し、解 B̂ を得る。
Step2 問題 (5.34) を計算し、得られた解 z∗ より (3.23) を用いて、入力データ xi ∈

RS, (i ∈ I)を再定義する。
Step3 問題 (E)を計算し、解を得る。終了。

5.4.3.2 高速化のための離散変数の削減部分の実装

HAを用いる際、Step 2内の問題 (5.34)の計算時間が相当に長くなる。このため、制約
式の本数が相応にある bAUC最大化モデルに適用すると、時間内に良質な解を得ること
が難しい可能性がある。そこで離散変数 uの数を削減することで、高速化する手法を提示

する。

ここでは、Step1で得られる半正定値行列 B̂ の 0の要素をできる限り増加して Step 2
の離散変数を減らすことで、問題の削減を行う。その際、以下のとおり、行列の半正定値

性を維持しながら、影響の小さい要素の値を 0に変換する。

Ḃp1,p2
:=

{
0, if | B̂p1,p2

|≦ ϑ,

B̂p1,p2
, otherwise, (p1, p2 ∈ P), (5.35)

ここで ϑは Ḃ の半正定値性を維持しつつ、要素の値をできるだけ 0に変更できる値を指
す。その ϑは次の最適化問題の解として定義できる。∣∣∣∣∣∣∣

max
ϑ

ϑ

s.t. Ḃ ⪰ O,
(5.35).

(5.36)

この問題は一つの変数の最適化問題なので、最適解を得ること自体は徐々に ϑを引き上げ

るだけで容易に探索可能である (詳細は付録 Bを参照)。
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その上で、次の制約式を定式化する。{
Bp1,p2 = 0, if | B̂p1,p2 |≦ ϑ,
(3.17), otherwise, (p1, p2 ∈ P). (5.37)

ここで、HA の Step 2 における制約式 (3.17) を (5.37) に書き換えた次の問題を計算
する。 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
ξ,B,b,β,

Φ,Ψ,ϕ,ψ,z,u,t,λ

1

m+m−

∑
i+∈I+

∑
i−∈I−

ξi+,i−

s.t. BT = B,
(5.27), (5.28), (5.29), (5.37).

(5.38)

以上から、高速化を狙ったヒューリスティックアルゴリズムの手順を以下のとおりまと

める:

Algorithm 3-2: ヒューリスティックアルゴリズム + (HA+)

Step 1 問題 (E)を計算し、解 B̂ を得る。
Step 2 問題 (5.36)を計算することで解 ϑを得る。

Step 3 問題 (5.38) を計算し、得られた解 z∗ より (3.23) を用いて、入力データ xi ∈
RS, (i ∈ I)を再定義する。

Step 4 (E)から解を得る。終了。

このアプローチは、HAを用いても時間内に解を得ることが困難なデータサイズが大きい
問題に対して、より効果的である。

なお、問題削減を用いた適用例には、Tamura et al. (2022)による問題の構造から予め
理論的に不要な変数を外す手法や、田中・山本 (2022)による緩和問題から得た解から経
験的に不要な変数を判定して外す手法などが提案され、いずれも計算の高速化に貢献して

いることを報告している。

5.5 計算機実験

本節では信用リスクに関する判別問題に対して実際の企業データを使い、提案した

bAUC最大化モデルの汎化性能は、従来の bAUC最大化モデル、および、標準的な機械
学習モデルに比べて高いことを実証する。
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5.5.1 比較用の分類器モデル

線形分類器となる bAUC最大化モデル (L)に変数選択制約 ((5.28),(5.29))を追加した
モデルは、次のとおり定式化できる。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
ξ,b,z,β,ϕ,ψ

1

m+m−

∑
i+∈I+

∑
i−∈I−

ξi+,i−

s.t. ξi+,i− ≧ H(b)− βq̃ + 1 (i+ ∈ I+, i− ∈ I−),
ξi+,i− ≧ 0 (i+ ∈ I+, i− ∈ I−),∑
p1∈P

(ϕp1
+ ψp1

) = β,

ϕp1 − ψp1 = bp1 , ϕp1 ≧ 0, ψp1 ≧ 0 (p1 ∈ P),
(5.28), (5.29). · · · (変数選択制約)

(L)

二次分類器となる bAUC最大化モデル (Q)に変数選択制約 ((5.28), (5.29), (5.30))を
追加したモデルは、次のとおり定式化できる。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min
ξ,B,b,z,β,Φ,Ψ,ϕ,ψ

1

m+m−

∑
i+∈I+

∑
i−∈I−

ξi+,i−

s.t. BT = B,
(5.27),
(5.28), (5.29), (5.30). · · · (変数選択制約)

(Q)

5.5.2 セットアップ

5.5.2.1 データセット

日本の東京証券取引所第一部に上場している現実の企業データを対象に、説明変数

(xi (i ∈ I))は、企業の財務項目の 50種類（詳細は付録 Cの表C.2を参照)を、Laitinen
and Laitinen (2000); Shirakawa (2001); Gotoh et al. (2014); Shaonan et al. (2015)を
参照にして採用した。また目的変数（yi (i ∈ I)）は日本格付研究所 (R&I)から 2011-2021
年度分を取得した。

目的変数について各格付グループに属する企業の内、取得できた数は表5.2の通り。各年
でデータを得られた企業数は大体 300個であった。なお、“高格付”は AAAから BBB+
を、“低格付”は BBBから CCCを指す*6。

*6 二つに判別する理想的な境界線は BBB-と BB+のような投資適格と投資不適格の間であった。しかし投
資不適格のデータが年次に 5個程度しかなく、それではモデルの判別性能の検証には不足していると判断
した。そのため、ある程度のサンプル数が確保できるよう、表5.2にある二つのグループで分けた。
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表5.2 各年度のデータセットの格付別の企業数

Year m 高格付 (m+) 低格付 (m−)
2011 345 277 68
2012 346 280 66
2013 326 273 53
2014 322 271 51
2015 323 277 46
2016 312 270 42
2017 307 267 40
2018 302 267 35
2019 307 273 34
2020 303 272 31
2021 265 237 28

また、前章同様に説明変数は Yeo Johnson変換 (Yeo and Johnson, 2000)を用いて，R
パッケージの “bestNormalize” *7を用いて、スケーリングしている。

5.5.2.2 基本設定

表5.3は使用したソフトウェアとその環境である。
用いたパーソナルコンピューターは Core i9-9980、32.0 GB、2.40 GHzであり、最大の
計算時間は 10800秒 (3 時間)である。加えて (E)を HA の (5.34)および HA+の (5.38)
で計算する際に δ は 2であり、B&Cで解く際の (5.32)の中にある εは 10−6 とした。

5.5.3 アルゴリズム性能評価

この小節では、HA と HA+が既存解法の B&Cよりも適切な解を得られることを示す。

*7 https://cran.r-project.org/web/packages/bestNormalize/bestNormalize.pdf
*8 SDPを求解可能なソルバーであることから使用した。またGurobiでは求解できない。
*9 https://www.mosek.com/products/mosek/
*10 離散変数の有無を問わず LPを素早く求解可能なソルバーとして知られていることから使用した。
*11 https://www.gurobi.com/documentation/9.0/refman/index.html
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表5.3 ソフトウェアと計算環境

Models Software Environments

bAUC

(E) Mosek 9.3.6 *8 *9

Julia 1.6.3

(5.34),(5.38)
Gurobi 9.0.3(5.32)

(L),(Q) *10 *11

(L),(Q)

ML

NN
Scikit-learn 0.23.2SVM Spyder 4.1.5 and

RF (Pedregosa et al., 2011) Python 3.8
LR

5.5.3.1 詳細設定

(E) のハイパーパラメータで最も計算時間に影響するのは q̃ であり、これで分類を決定

する係数 (b,B)がより密に、言い換えると正負問わず 0から離れた値になる度合いを決
定している。具体的には、q̃ を 0により近づけるほとに、連続変数 (b,B)が密になること

が期待される。

さらに、説明変数の候補数 P と説明変数の選択数 S の大きさが、離散変数 (z)の組み
合わせ数を決定するため、二番目に影響があるパラメータである。

これらのパラメーターの影響を検証するために、2011から 2020年度の 10個の学習デ
ータを用いて下表のパラメータの範囲で、問題 (E)を求解した。

表5.4 パラメータの範囲

パラメータの種類 範囲

q̃ -0.15 , -0.10, -0.05
S 5, 10, 15, 20
P 20, 50
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5.5.3.2 計算結果

10 個のデータセットに対し、各アルゴリズムで 10800 秒以内に解を得られた回数は
表5.5のとおり。なお太字は各ケースで最も大きな値を示している。P = 20 において、

B&C で 10800 秒以内で解を得られたケースは、q̃ = −0.05 のみであった。一方で、HA
と HA+ は全てのパラメータの範囲で 10 個全てのインスタンスから時間内に解を得た。
P = 50において、HAと HA+は B&Cよりも多くのインスタンスで解を得ている。更に
HA+は全てのパラメータの範囲で、求解したインスタンスの数が一番多かった。
それゆえ、HA+は B&Cおよび HAと比較すると、最も時間内に解を得られる高速性
を持つことがわかる。

表5.5 10800秒以内に 10個のインスタンスから求解できた数

P 20
Method B&C HA HA+ B&C HA HA+ B&C HA HA+
S \ q̃ -0.15 -0.15 -0.15 -0.1 -0.1 -0.1 -0.05 -0.05 -0.05

5 10 10 10 10 10 10 5 10 10
10 10 10 10 10 10 10 4 10 10
15 10 10 10 10 10 10 9 10 10

P 50
Method B&C HA HA+ B&C HA HA+ B&C HA HA+

S \q̃ -0.15 -0.15 -0.15 -0.1 -0.1 -0.1 -0.05 -0.05 -0.05
5 0 10 10 0 9 10 0 3 7
10 0 10 10 0 8 9 0 1 1
15 0 10 10 0 7 8 0 1 4
20 0 10 10 0 5 10 0a 0 8

a 10個のインスタンスの内、3個は初期解でさえ得られなかった。
HA および HA+ で求解した際の計算時間の 4 つの統計量 (平均値 (mean)、標準偏差

(s.d.)、最大値 (max)、最小値 (min))を、P ∈ {20, 50}のそれぞれのケースに対し、表5.6、
5.7で示している。なお 4つの統計量は HAで 10800秒で計算を終了したケースのみを使
用して評価している。

その結果に注目したところ、HA+は HAよりも計算時間が数倍速い。その際、計算時
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間のバラつきは S が大きいほど、もしくは q̃ が 0に近いほど大きくなっている。この結
果から、HA+は HAよりも高速な計算性能を持っていると判断した。

表5.6 P = 20での計算時間 (単位: 秒)

HA HA+ HA HA+ HA HA+
S \ q̃ -0.15 -0.15 -0.1 -0.1 -0.05 -0.05

5 mean 59 32 95 51 229 127
s.d. 29 12 47 23 117 67
max 115 49 186 98 452 259
min 21 17 28 21 73 51

10 mean 69 30 150 51 256 97
s.d. 45 9 80 22 108 38
max 157 43 274 90 459 175
min 23 17 52 23 120 42

15 mean 68 32 129 43 188 68
s.d. 44 9 65 15 71 24
max 155 44 252 67 302 107
min 26 17 36 19 83 37
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表5.7 P = 50での計算時間 (単位: 秒)

HA HA+ HA HA+ HA HA+
S \ q̃ -0.15 -0.15 -0.1 -0.1 -0.05 -0.05

5 mean 693 375 2396 2558 6620 3992
s.d. 817 165 1753 1849 2194 1777
max 3070 771 5453 6747 9126 5278
min 206 161 581 337 3783 1479

10 mean 740 346 3303 2111 5979 2592
s.d. 803 109 1355 1619 *a *a

max 3112 538 5795 4765 5979 2592
min 210 159 1555 581 5979 2592

15 mean 1133 416 3871 2043 10607 4583
s.d. 1082 253 2827 2654 *a *a

max 4130 1130 9390 7835 10607 4583
min 340 166 955 265 10607 4583

20 mean 1384 372 3697 1028 **b **b

s.d. 1243 294 2276 881 **b **b

max 3727 1228 6681 2749 **b **b

min 204 142 1157 322 **b **b

a HAを用いて計算終了できた回数は、わずか一回のみ。
b HAを用いて計算終了できた回数は、0。

問題 (E) の目的関数に関連した bAUC 値の 4 つの統計量 (平均値 (mean)、標準偏差
(s.d.)、最大値 (max)、最小値 (min))を、P = {20, 50}のそれぞれのケースに対し、表
5.8、5.9で示している。また 10800秒以内で計算が終わらない場合は、その時点の解を用
いて評価した。なお太字は各パラメータの範囲における bAUC値の最大値を示している。

HAと HA+は最適解を確実に得られることが保証されていないヒューリスティックア
ルゴリズムだが、それらの解と、ε-最適解を保証されている B&Cから得られた解による
それぞれの目的関数値を比較したところ、多くのケースで、ほぼ同じ値を得られたことを

表5.8で示している。HAと HA+により得られた解は、わずかなケースでは B&Cで得ら
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れた解より劣化している箇所はあるものの、その相対誤差は最大でも 2.14%*12と限定的

な水準であった。それゆえ、HAと HA+は最適解に十分近しい解を得られるといえる。

表5.8 P = 20でトレーニングデータから得られた bAUC (単位: %)

Method B&C HA HA+ B&C HA HA+ B&C HA HA+
S \ q̃ -0.15 -0.15 -0.15 -0.1 -0.1 -0.1 -0.05 -0.05 -0.05

5 mean 32.8 32.7 32.7 41.1 41.1 41.1 52.3 52.1 52.1
s.d. 4.5 4.5 4.5 4.4 4.4 4.4 4.0 3.9 3.9
max 43.4 43.4 43.4 51.5 51.5 51.5 60.6 59.3 59.3
min 27.9 27.9 27.9 35.8 35.8 35.8 46.4 45.6 45.6

10 mean 33.9 33.9 33.9 43.2 43.2 43.2 56.8 56.9 56.9
s.d. 4.7 4.7 4.7 4.5 4.5 4.5 4.2 4.1 4.1
max 44.7 44.7 44.7 53.4 53.4 53.4 64.6 64.5 64.5
min 29 29 29 37.6 37.6 37.6 51 51.6 51.6

15 mean 34.0 33.9 33.9 43.4 43.4 43.4 57.6 57.6 57.6
s.d. 4.7 4.7 4.7 4.5 4.5 4.5 4.1 4.1 4.1
max 44.7 44.7 44.7 53.5 53.5 53.5 65.2 65.2 65.2
min 29.0 29.0 29.0 37.7 37.7 37.7 52.4 52.4 52.4

P = 50において B&Cから得られた解は、表5.5のとおり、10800秒以内で計算は終了
できなかった暫定解である。その際、表5.9が示しているとおり、HAと HA+は B&Cよ
り優位な解を得ている。更に HA+ は HA よりも、より良質な解を得ている。そのため、
HA+は P = 50のような求解が容易ではないデータサイズの大きいケースでも、高速に

充分質の良い解を得られる手法といえる。

*12 q = −0.05, S = 5の最大値を比較して、(60.6− 59.3)÷ 60.6と計算した。
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表5.9 P = 50でトレーニングデータから得られた bAUC (単位: %)

B&C HA HA+ B&C HA HA+ B&C HA HA+
S \ q̃ -0.15 -0.15 -0.15 -0.1 -0.1 -0.1 -0.05 -0.05 -0.05

5 mean 36.0 38.1 38.1 37.4 45.2 45.2 41.7 53.6 54.2
s.d. 5.4 4.9 4.9 7.2 4.3 4.3 5.4 3.4 3.1
max 43.7 47.0 47.0 49.5 53.0 53.2 51.6 60.4 60.6
min 27.7 30.4 30.4 28.9 39.8 39.8 35.3 49.7 49.7

10 mean 39.1 41.6 41.6 42.2 50.8 50.8 49.1 61.5 61.8
s.d. 4.3 4.6 4.6 7.0 4.1 4.0 5.6 4.5 4.6
max 44.7 48.9 48.9 52.9 56.6 56.6 59.1 69.2 69.2
min 31.2 33.9 33.9 29.6 43.7 44.0 42.4 55.7 56.7

15 mean 40.3 42.4 42.4 47.0 52.6 52.7 52.5 65.7 66.7
s.d. 4.8 4.6 4.6 5.0 4.3 4.2 6.0 4.4 4.5
max 46.5 49.6 49.6 55.3 58.4 58.9 61.5 73.0 73.0
min 31.8 34.9 34.9 36.5 45.4 45.4 43.1 59.6 59.8

20 mean 41.0 42.7 42.7 49.2 53.5 53.7 ***a 68.6 70.1
s.d. 4.4 4.6 4.6 5.3 4.6 4.5 ***a 4.3 4.6
max 46.8 50.1 50.1 58.5 59.9 60.4 ***a 75.8 76.8
min 33.2 35.1 35.1 40.4 45.8 46.2 ***a 61.9 62.5

a 10個のインスタンスの内、3個は初期解でさえ得られなかった。

5.5.4 判別性能評価

この小節では、bAUC最大化モデルは、信用リスク分野の格付判別問題のように説明変
数の分布の裾が厚いケースでは高い判別性能を発揮することを示す。

5.5.4.1 シミュレートデータを用いての判別性能評価

�5.5.4.1.1 詳細設定 bAUC最大化モデルの有効性を調査するため、シミュレートした
二つの分布のデータを活用する。まず初めに、m+ = 300、m− = 100、m = 400とした目

的変数 (yi, (i ∈ I))を用意する。次に、P = 10とした説明変数を用意する。その際、説
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明変数は次のそれぞれの分布に従うようシミュレートする。

裾の薄いケース (DS1) : 平均 0、標準偏差 1となる対称な正規分布。
裾の厚いケース (DS2) : 平均 0、標準偏差 1、歪度-5、尖度 50に従う非対称な正規分布。

DS2 は、R パッケージの “SimMultiCorrData” *13を用いてシミュレートした。更

に目的変数 (yi, (i ∈ I)) と説明変数 (xi, (i ∈ I)) の相関係数は 0.2、また説明変数間
(xp1,i, (p1 ∈ P , i ∈ I, )と xp2,i, (p2 ∈ P , p1 ̸= p2, i ∈ I))の相関係数は 0.4でシミュレー
トしている。

AUC値は線形分類器の bAUC最大化モデル (L)と LRを用いて、シミュレートした
10個のトレーニングデータおよびテストデータのそれぞれで計算している。またその際
は q̃ = −0.05で評価した。

�5.5.4.1.2 計算結果 DS1および DS2を用いた際のそれぞれの AUC値に対しての 4つ
の統計量 (平均値 (mean)、標準偏差 (s.d.)、最大値 (max)、最小値 (min))を表5.10で示
している。

ここで “トレーニング”は、シミュレートされたトレーニングデータを用いての AUC
値で、“テスト”は、そのトレーニングデータで得られた係数とシミュレートされたテスト
データを用いての AUC値である。加えて (L)−LRの列は、(L)と LRの AUC値の差を
示している。

DS1の結果を見ると、(L)と LRについて、大きな違いは見られない。ところが、DS2
の結果を見ると、(L)は LRよりも高い AUC値が得られていることが観察できた。この
結果には、分布の裾を考慮することで誤判別を起こしにくいよう保守的に評価する bAUC
最大化モデルの特徴が現れている。それゆえ、bAUC最大化モデルは誤判別を表す分布の
裾が厚い際は、より優位な判別性能を発揮できることがわかる。

5.5.4.2 実データを用いての判別性能評価

この小小節では、実データを適用して、楕円分類器の bAUC最大化モデルの優位性を
示す。

*13 https://cran.r-project.org/web/packages/SimMultiCorrData/SimMultiCorrData.pdf
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表5.10 bAUC最大化モデルおよび LRから得られる AUC値 (単位: %)

(DS1) (DS2)
(L) LR (L)−LR (L) LR (L)−LR

“トレーニング” mean 70.16 70.22 -0.06 78.12 74.18 3.94
s.d. 2.43 2.24 0.19 3.66 2.55 1.11
max 72.95 72.6 0.35 85.9 79.59 6.31
min 65.14 65.7 -0.56 73.5 71.43 2.07

“テスト” mean 65.44 64.9 0.54 75.93 70.8 5.13
s.d. 3.06 3.13 -0.07 3.14 3.55 -0.41
max 71.98 71.66 0.32 81.02 74.99 6.03
min 61.25 60.85 0.4 70.51 63.45 7.06

�5.5.4.2.1 信用リスクデータの分布の分析 この段落では、5.5.2.2小小節で述べた実デ
ータの分析結果を記載する。図5.2は 550個*14 の説明変数の歪度および尖度をプロット

したものである。この図から多くの説明変数は強い歪度と尖度を持っている非対称な分布

であることがわかる。bAUC最大化モデルは、5.5.4.1.1段落で実験した非常に非対称な
分布 (DS2)を用いると、よりその判別性能がより活かされるので、信用リスク分野での
判別問題であれば、充分に高い汎化性能を得られることが期待できる。

�5.5.4.2.2 楕円分類器および変数選択による効果 この段落では、楕円分類器および変

数選択を用いることで判別性能が向上することを示す。

5.5.4.2.2.1 詳細設定 汎化性能を評価するため、テストデータの AUC 値を計算する。
2011 から 2020までの各トレーニングデータで係数を計算し、その後、2012から 2021
までの各テストデータで AUC値を計測する。そのため、まず最初に (q̃, S)のパラメータ
値を決定する必要がある。

このために、5回の交差検証 (CV)を用いたグリッドサーチを用いる。具体的には、ト
レーニングデータを 5個に分割して、そのうち一つをサブテストデータとし、残りを結合
したものをサブトレーニングデータとする。そして、所与のパラメータ (q̃, S)において、

*14 表5.2にある 11 年 × 50個の説明変数で分析した。
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図5.2 実データの歪度と尖度

サブトレーニングデータを用いて最適化問題を解くことで係数 (b,B)を計算し、その後

サブテストデータを用いて AUC値を計測する。この手順を 5回繰り返す。その上で、下
のパラメータの候補となる値の組み合わせから、最もサブテストデータの AUC値が高か
った際の (q̃, S)の水準を用いることとする。なお、この手順の概要図は図5.3のとおりで
ある。

q̃ ∈ {−0.4, −0.3, −0.25, −0.2, −0.175, −0.15,
− 0.125, −0.1, −0.075, −0.05, −0.025, −0.01},

S ∈ {5, 10, 15, 20}.

このとき、(E)、(L)、(Q)で調整の対象となるハイパーパラメータは q̃ と S だが (E)、
(L)、(Q)では q̃ のみである。

加えて、(E)、(L)、(Q) の AUC 値の計測には、事前に選択した説明変数のセットを
用いる。この選択のためにSaito et al. (2021)が用いたエラスティックネット (Zuo and
Hastie, 2005)を活用した手順を採用した。まず最初にエラスティックネットの係数を計
算し、次に絶対値換算で最も高い係数の値に対して、10%以上の係数を算出できた変数を
採用する。表5.11はそれぞれのトレーニングデータにおいて採用した説明変数の個数を示
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図5.3 計算手順の概要図

している。

表5.11 (E)、(L)、(Q)の評価に用いる説明変数の個数

年度 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021
個数 7 6 16 12 15 11 13 16 12 15

5.5.4.2.2.2 計算結果 各 bAUC 最大化モデルから得られたそれぞれの AUC 値に対し
ての 4 つの統計量 (平均値 (mean)、標準偏差 (s.d.)、最大値 (max)、最小値 (min)) を
表5.12で示している。さらに “トレーニング”は、2011年度から 2020年度のトレーニン
グデータを用いての AUC値で、“テスト”は、2012年度から 2021年度のテストデータ
を用いての AUC値である。そして “差異”は、トレーニングされた AUC値からテスト
された AUC値を差し引いた値である。また、(E)に関しては、HA+を用いて 10800秒
までに得られた解を採用している。

“トレーニング”の AUC値は、(Q)のほうが (E) と (L)よりも平均的に高く、また (Q)
のほうが (E) と (L)よりも平均的に高い。しかしながら、“テスト”の AUC値は、(E)と
(L)のほうが (Q)よりも平均的に高く、また (E)と (L)のほうが (Q) よりも平均的に高
い。更に、(E)は (L)を上回り、(E)は (L)を上回った。“差異”の AUC値は、楕円形の
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汎化性能は線形分類器のそれよりも高いにも関わらず、(E)は (L)とほぼ同じ水準であり、
(E)もまた (L)とほぼ同じ水準だった。よって、この結果から楕円分類器はNorton and
Uryasev (2019)が提示している線形分類器よりも、判別性能が優れていることがわかる。

表5.12 各 bAUC最大化モデルによる AUC値 (単位: %)

(E) (Q) (L) (E) (Q) (L)
“トレーニング” mean 88.4 89.1 86.7 84.9 85.7 82.9

s.d. 2.2 6 3.8 2.4 4.6 3.1
max 91.9 100 92.6 89.2 96.1 88.5
min 85.4 81.3 81.3 80.8 79.8 76.7

“テスト” mean 83.0 77.6 79 80.4 78.5 78.9
s.d. 3.3 4 3.1 3.2 3.9 3.4
max 86.7 83.4 83.8 86.3 85.6 84.8
min 75.3 72.1 74.2 73.4 72.3 71.8

“差異” mean 5.4 11.5 7.7 4.6 7.2 4
s.d. 4.5 6.9 6 3.4 5.1 5.1
max 15.6 23.3 18.4 12.9 19.1 16.7
min 0.8 -1.3 -0.9 1.9 2.2 -1.1

図5.4で示しているのは 10年間のテストデータから計測された AUC値である。(E)は、
全てのケースで、(L)と (Q)よりも高い AUC値を得ている。(E)は、2017年度と 2018
年度を除くと、(L)と (Q)よりも高い AUC値を得ている。更に (E)は、(E)よりも AUC
値が常時上回っている。従って、変数選択を用いることで楕円分類器の汎化性能が改善す

ることがわかる。

�5.5.4.2.3 機械学習モデルとの性能比較 この段落では、各 bAUC最大化モデルと既存
の代表的な機械学習モデルとの汎化性能を比較する。

5.5.4.2.3.1 詳細設定 標準的な機械学習モデルは、通常、変数選択の制約を含めていな

い。それゆえ、小段落 5.5.4.2.2内の変数選択制約 (5.28)、(5.29)、(5.30)を付けていない
(E) と (L)の計算結果を用いる。更に、機械学習モデルは表5.11で述べた (E) と (L)に適
用している説明変数を同様に用いる。
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図5.4 各 bAUC最大化モデルによるテストデータによる AUC値

用いる機械学習モデルは NN、SVM、RF、LRである. それらのモデルのハイパーパラ
メータは 5.5.4.2.2.1小段落で述べている方法と同様のグリッドサーチで決定する。NNは
中間層の数を 2,3,4の中から決定し、SVMは分類器 (判別面)を線形、ガウシアン、シグ
モイド、多項式の中から決定する。RFは無作為に作成した複数の決定木の中から一つを
決定し、LRは L2-正則化項の水準を決定する。
その後、小段落 5.5.4.2.2.2と同様に、(E)と (L)および機械学習の汎化性能を評価する。

5.5.4.2.3.2 計算結果 表5.13は、(E)と (L)および機械学習モデルの AUC値に関する
4つの統計量 (平均値 (mean)、標準偏差 (s.d.)、最大値 (max)、最小値 (min))を示して
いる。更に “トレーニング” 、“テスト”、“差異”は表5.12と同様の指標を示している。“ト
レーニング”においては、RFは平均的に最も高い AUC値を得た。一方で、“テスト”に
関しては、bAUC最大化モデルの (E)と (L)が機械学習モデルのいずれよりも高い AUC
値を得た。“差異”を見ると、RFはトレーニングデータとテストデータから得た AUC値
に最も大きい乖離があることがわかる。ただし、他のモデルから生じた乖離はそれより低

いか、もしくはほぼ同等であった。これらの結果から bAUC最大化モデルの汎化性能は、
今回取り上げた機械学習モデルよりも上回っていることがわかる。

図5.5は 10年分のテストデータによる AUC値を示している。小段落 5.5.4.2.2.2で展開
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表5.13 モデル別のトレーニングとテストデータによる AUC値 (単位: %)

(E) (L) RF NN LR SVM
“トレーニング” mean 84.9 82.9 89.6 81.1 81.4 78.5

s.d. 2.4 3.1 5.7 3.9 3.8 4.2
max 89.2 88.5 98 88 88 85.4
min 80.8 76.7 78.3 74 73.3 71

“テスト” mean 80.4 78.9 74.7 76.6 76.8 74
s.d. 3.2 3.4 2.9 2.9 3.3 4.3
max 86.3 84.8 80.3 80.7 81.5 79.9
min 73.4 71.8 70.9 71.6 71.4 68.2

“差異” mean 4.6 4.0 14.9 4.4 4.5 4.5
s.d. 3.4 5.1 5.5 5.2 5.2 5.6
max 12.9 16.7 21.5 16.4 16.6 17.2
min 1.9 -1.1 4 -1.3 -2 -0.7

した bAUC 最大化モデルである (E) と (L) は、機械学習モデルよりも高い AUC 値を、
2017年度の結果を除いて、得ている。また、その 2017年度での bAUC最大化モデルに
よる AUC 値の最大値と機械学習の最大値との差異はわずか 0.1% であった。それゆえ、
bAUC最大化モデルによる汎化性能は、充分優れていると判断する。
本論文で取り上げた判別問題において、格付を得られる企業の数はそもそも多くないこ

とから、トレーニングデータのサイズは一年あたりに数百程度しか取得できない。そのサ

イズの大きさは、財務指標を用いた信用リスクの分類という通常の問題では先行研究も同

程度の水準であることから妥当な水準といえる (Gotoh et al., 2014; Saito et al., 2021;
Saito and Yamanaka, 2021; Tanaka and Nakagawa, 2014)。しかし、高い自由度を持つ
機械学習モデルを使用する際にはそのサイズは少ない。その結果、機械学習モデルはトレ

ーニングデータにうまく適合できなかったことから、テストデータでも充分な分類ができ

なかったものと考えている。

なお、4章で取り上げた CVaR最小化モデルは SVMを再定式化したモデルである。そ
のため、(L)と SVMは線形を前提にして、bAUC最大化モデルと CVaR最小化モデル
の判別性能を比較した結果といえる。そのテストデータを見た結果、bAUC最大化モデル
のほうが判別性能は高かった。これは bAUC最大化モデルの持つテイルリスク抑制の特
徴が大きく効いたためと考える。言い換えると bAUC最大化モデルは計算規模が大きい
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ので、計算時間は長いものの、それに見合った判別性能を得ることができるモデルと考え

られる。
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図5.5 (E)と (L)および機械学習モデルによるテストデータによる AUC値

5.5.4.2.3.3 テイルリスクの管理 5.2.2小節で記述したとおり、bAUC最大化モデルは、
大きく誤った分類を生じうるテイルリスクを管理することができる。これを確認するた

め、表5.14で、bAUC最大化モデル ((E), (L))および機械学習モデル*15の “テスト”での
bAUC値に関する 4つの統計量を q̃ ∈ {−0.05,−0.01}のケースで比較した。
この表から、bAUC値は、bAUC最大化モデルのほうが機械学習モデルより高い値を
得られることがわかった。それゆえ bAUC最大化モデルはテイルリスクを最小化したこ
とにより、優位な判別性能を得られることがわかる。

5.6 結論

本章では、Norton and Uryasev (2019)が提案した bAUC最大化モデルを既存の線形
分類器 (L)から楕円分類器 (E)に拡張し、かつ変数選択制約を導入したモデルを提案し

*15 Pythonでは NN と RF はスコア関数を出力できないので、(5.1)式にある R(w | xi), (i ∈ I)に対し
て出力できる確率を用いて評価した。
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表5.14 モデル別のテストデータによる bAUC値 (単位: %)

q̃ (E) (L) RF NN LR SVM
-0.05 mean 42.29 40.29 30.65 36.54 37.08 25.54

s.d. 6.82 7.6 6.53 5.13 6.28 14.39
max 55.62 54.03 42.92 44.3 46.85 44
min 28.72 25.59 21.35 27.87 28.18 0.44

-0.01 mean 49.64 47.55 37.04 43.02 43.74 33.96
s.d. 6.9 7.73 5.94 5.08 6.12 12.65
max 62.72 61.22 48.7 50.43 53.23 51.13
min 36.06 32.51 30.63 33.68 34.18 10.85

た。提案モデルは、相当量の制約式を有するMISDPに定式化される。そのため、既存の
アルゴリズムで求解可能なケースは限定的なので、問題削減を実行するようヒューリステ

ィックアルゴリズムを改良することで、計算の高速化を可能にした。

加えて高速化の改善を実施したヒューリスティックアルゴリズムは、ε-最適解を得られ
ることが保証されている既存アルゴリズムと比較しても、解の精度はほぼ劣化していない

ことを確認した。更に、検証において説明変数の候補数が最も多い 50個の場合に限って
見ると、10800秒以内で得られる解は最も精度が良かった。
モデルの汎化性能に関しては、楕円分類器となる bAUC最大化モデルは、線形および
二次分類器よりも汎化性能が高かった。更に変数選択を考慮した場合、その汎化性能をよ

り押し上げる結果となった。また、bAUC最大化モデルは既存の機械学習モデルよりも高
い汎化性能を得たが、それは極端に大きな誤判別を抑制できるようテイルリスクを管理で

きる特徴を有しているためと考えられる。

なお、その際に機械学習モデルの性能が劣後したのは、データサイズが数百とデータ

が少なく複数のハイパーパラメータに対して、うまく適合しなかったことことが考えら

れる。また、この数百というサンプル数の規模は、対象とした企業の格付の判別問題で

は、先行研究からも自然な水準なため (Gotoh et al., 2014; Saito et al., 2021; Saito and
Yamanaka, 2021; Tanaka and Nakagawa, 2014)、ある程度の前提を基に構築されてい
る bAUC最大化モデルのほうが、判別性能がより発揮されやすかったと考えられる。
最後に、本章では判別は二グループを前提としている. しかし企業の格付判定 (Tanaka

and Nakagawa, 2014; Konno and Saito, 2013; Gotoh et al., 2014)など、より多グルー
プな判別が必要なケースがある。そのような判別もできるよう、MISDPとなる bAUC最
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大化モデルの拡張を考えていきたい。
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第 6章

結論と今後の課題

本論文では、既存の統計型モデルを前提とした格付判別モデルの判別性能を向上するた

めの二つの改良を実施した。その改良点は、一般的な判別面である線形ではなく楕円形を

採用したこと、および、採用する変数の個数をユーザーが事前に設定した個数以内に限定

する変数選択を採用したことである。それぞれを実行したことで判別性能が向上した例は

あるが、双方を併せて実行した例は無い。楕円形の判別面は、単調性を持たず高いもしく

は低いと倒産に影響するような財務変数を利用でき、判別精度を向上させることが期待さ

れるが、モデル構造が非線形となるため選択される変数が多くなり、多重共線性やオーバ

ーフィットなどの問題を引き起こす可能性がある。そこで、変数選択制約も考慮し、必要

最低限の数で最も重要な変数を選択した上で、楕円形判別面を構成できるモデルは、判別

精度を向上させる上で効果的であると考える。そこで、この二つを同時に実行できるよう

拡張したモデルを提案した。

一方で提案したモデルを取り扱う上での課題としては、パラメータを推計する最適化問

題がMISDPとなり既存アルゴリズムでの求解は膨大な計算時間を要する点があった。こ
のままでは実用的な解を一定の時間内で得られる可能性は低いため、短時間で質の良い解

を得るためのヒューリスティックアルゴリズムを提案することで、求解を行った。拡張の

対象にした統計型モデルは、制約式の本数が限定的となる中規模な CVaR最小化モデル
と、その数十倍の本数を有する大規模な bAUC最大化モデルである。いずれの問題に対
しても、その複雑性を問わず提案したアルゴリズムを用いることで、既存アルゴリズムと

比較して高速に良質な解を得ることができた。併せて得られた判別性能は、楕円形判別面

や変数選択を片方だけ取り入れた既存モデルと比較して、より向上したことも確認した。

この結果より、楕円形判別面と変数選択制約を同時に考慮することは、統計モデルの判別

精度を向上させるために、重要な改良であると結論付けられる。



昨今、判別問題は金融業界では、本論文で取り上げた信用リスクの分野での企業の倒産

もしくは存続といった問題だけでなく、コンプライアンス関連におけるマネーロンダリン

グなどのような不正取引の検知といった分野で、取り上げられている事例が散見され始め

ている。こういった事例には機械学習モデルを使用しているケースもあり、判別問題に使

用できるモデルの研究や開発に関しては、今後更に需要が高まっていくことを想定してい

る。それを踏まえて、実務上の判別問題を解決するためのモデルの候補を検討する際、本

論文で提示したMISDPとなるモデルが、有力な候補に挙げられることを期待している。
最後にモデルに関する今後の課題を三つ挙げる。

• 1 つ目は、より大きな問題のデータに対して、良質な解を得る手法の検討である。
本論文で用いたデータは、企業数が数百社程度および説明変数の候補数が最大で

50程度であった。一方でより大きな問題のデータで解を得ることは、より優位な
汎化性能を引き出すことにつながる。信用リスクの分野における企業を倒産もし

くは存続するかの二つに判別する例であれば、Konno and Yamamoto (2008)は、
中小企業数が 1000 社および説明変数の候補数が 70 個、更にKonno and Takaya
(2009) は中小企業数が数千社および説明変数の候補数が最大で 114 個ものデー
タセットを用いて、変数選択と判別を実行している。またいずれも、候補数の 70
から 10 個と変数選択を一段階で実行するのではなく、70 → 30 → 10 もしくは

70→ 30→ 20→ 10と二段階もしくは三段階に分けて実施することで、大幅な計

算時間が削減できること、および、得られた解の劣化は限定的であることを報告し

ている。このため、まずは同様の多段階なアプローチを用いることで、よりデータ

サイズを大きくしたMISDPとなる 4章で提示した CVaR最小化モデルおよび 5
章で提示した bAUC最大化モデルに対し、一定時間内に、充分信頼性の高い解を
得られることを検証していきたい。

• 2つ目は、判別を 2つではなく、それ以上に判別できるように、モデルを拡張する
ことである。これにより、複数の格付の判別を行えるようにしたい。Gotoh et al.
(2014)は、CVaR最小化モデルを基にして三つ以上に判別できる拡張したモデル
を報告している。一方で、そのケースの判別面は線形のみを対象としている。更に

変数選択のための離散変数を導入したモデルでもない。そのため楕円形と変数選択

を同時評価できるようにMISDPにまで拡張したモデルはまだ見受けられない。従
ってGotoh et al. (2014)が提示したモデルに半正定値制約および離散整数を取り
込み、MISDPにまで拡張することを試みたい。
また bAUC最大化モデルに関しては、判別が線形の場合も含めて三つ以上に判別
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できるよう拡張したモデルの報告例はない。そのため、MISDP へ拡張する前に、
まずは複数の判別ができるためのモデルの拡張から検討する必要がある。この点に

ついては、山下・三浦 (2011)の 4章で提示されている以下の Rating AUCがヒン
トになると想定している。

RAUC :=

∑K−1
k=1 AUCk

K − 1
(6.1)

ここで、格付に 1, · · · ,K と K 個の区分があるとすると、AUCk は格付 k 以下と

K 以上の二つに判別している AUCの値となる。これにより仮に K=4の際は {1}
と {2, 3, 4}、{1, 2}と {3, 4}、{1, 2, 3}と {4}と複数の判別について AUCで評価
している。

このように、先行研究を参照にすると CVaR最小化モデルおよび bAUC最大化モ
デルにおいて、複数の判別用にモデルを拡張できる方法は何らか有り得ると考えて

いる。しかし複数に判別できるよう拡張したモデルは、変数および制約条件が確実

に大きく増加することから、解を得るのに更なる時間を要することが予想される。

この点から、1つ目の点でも述べた更なる計算時間の高速化が行えるアプローチの
取り込みも平行して進めていきたい。判別問題においては、単純に二者択一を実行

する判別のケースだけでなく、より多種多様な判別を求められる実務上のニーズも

あると考えられる。そのため、複数に判別できる目的を満たした判別モデルを、継

続して検討していきたい。

• 3つ目は、今回提案したモデルに対して採用された財務指標の解釈性を検討するこ
とが挙げられる。変数選択制約を加えたことで必要最低限の財務指標でモデルを構

築できたものの、楕円形判別面は線形判別面に比べ、どの財務指標が信用リスクに

どの程度影響を与えているかが解釈しにくいというデメリットがある。一方で、金

融実務で信用リスクモデルを使用する際には、顧客に対してどうしてその結果にな

ったのかという説明ができることが重要となる。そのため、楕円形判別面のモデル

に関しても出力結果の要因分析を行う手法を開発できれば、実務上の説明力を向上

させ、金融実務への普及が行いやすくなると考えている。
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付録 A. 4章で使用されている説明変数の一覧

付録 A 4章で使用されている説明変数の一覧

表A.1 説明変数の一覧

1 営業利益 / 売上高 27 売上高 / 買入債務
2 経常利益 / 売上高 28 売上高 / 運転資本
3 税引後当期利益 / 売上高 29 売上高 / 流動資産
4 売上総利益 / 売上高 30 売上高 / 固定資産
5 販管費 / 売上高 31 営業外収益 / 売上高
6 経常利益 / 純資産 32 営業外費用 / 売上高
7 当座資産 / 流動負債 33 売上高 / 社員数
8 流動資産 / 流動負債 34 経常利益 / 社員数
9 自己資本 / 総資産 35 有形固定資産 / 社員数
10 留保利益 / 総資産 36 使用総資本

11 総借入 / 総資産 37 総資産

12 固定資産 / 純資産 38 売上高水準

13 現金等価物 / 売上高 39 税引後当期利益水準

14 売上高 / 総負債 40 フリーキャッシュフロー

15 売上高 / 流動負債 41 営業活動キャッシュフロー / 売上高
16 売上高 / 固定負債 42 財務活動キャッシュフロー / 売上高
17 経常収入 / 経常支出 43 営業活動キャッシュフロー / 総資産
18 支払利息 / 有利子負債 44 財務活動キャッシュフロー / 総資産
19 支払利息 / 売上高 45 フリーキャッシュフロー / 売上高
20 運転資本 / 総資産 46 フリーキャッシュフロー / 総資産
21 利払および税引前利益 / 支払利息 47 営業活動キャッシュフロー / 流動負債
22 有利子負債 / 営業キャッシュフロー 48 フリーキャッシュフロー / 流動負債
23 売上高 / 総資産 49 営業活動キャッシュフロー / 総負債
24 売上高 / 自己資本 50 フリーキャッシュフロー / 総負債
25 売上高 / 棚卸資産 51 売上高の増加額 / 売上高
26 売上高 / 売上債権
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付録 B. HA+内の STEP2の詳細

付録 B HA+内の Step2の詳細
HA+の Step2の具体的な計算手順は次の通り:

Step 1 k ← 0. ϑk := 1.0e−12、Ḃ
k
:= B̂ とする.

Step 2 次のとおり Ḃ
k+1
を計算する:

Ḃk+1
p1,p2

:=

{
0, if | Ḃk

p1,p2
|≦ ϑk

Ḃk
p1,p2

, otherwise (p1, p2 ∈ P). (2)

Step 3 Ḃ
k+1
の最小固有値 (Λk+1)を計算する。もし Λk+1 ≦ −εであれば, ϑ := ϑk と

して、終了する。そうならなければ、ϑk+1 := ϑk × 10、k ← k + 1 とし Step2に
進む。

ここで ε(> 0)は B&Cでも同じく使用されているパラメーターである。
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付録 C. 5章で使用されている説明変数の一覧

付録 C 5章で使用されている説明変数の一覧

表C.2 説明変数の一覧

1 営業利益 / 売上高 26 売上高 / 売掛金
2 経常利益 / 売上高 27 売上高 / 買入債務
3 税引後当期利益 / 売上高 28 売上高 / 運転資本
4 売上総利益 / 売上高 29 売上高 / 流動資産
5 営業費用 / 売上高 30 売上高 / 固定資産
6 経常利益 / 純資産 31 営業外収益 / 売上高
7 当座資産 / 流動負債 32 営業外費用 / 売上高
8 流動資産 / 流動負債 33 売上高 / 社員数
9 純資産 / 総資産 34 経常利益 / 社員数
10 税引後当期利益 / 総資産 35 有形固定資産 / 社員数
11 総借入 / 総資産 36 現金等価物 / 総資産
12 固定資産 / 純資産 37 買掛金の増加額 / 買掛金
13 現金等価物 / 売上高 38 売掛金の減少額 / 売掛金
14 売上高 / 総負債 39 当座資産 / 棚卸資産
15 売上高 / 流動負債 40 長期借入金 / 売上高
16 売上高 / 固定負債 41 営業活動キャッシュフロー / 売上高
17 経常収入 / 経常支出 42 財務活動キャッシュフロー / 売上高
18 支払利息 / 有利子負債 43 営業活動キャッシュフロー / 総資産
19 支払利息 / 売上高 44 財務活動キャッシュフロー / 総資産
20 運転資本 / 総資産 45 フリーキャッシュフロー / 売上高

21
利払および税引前利益 /

46
フリーキャッシュフロー /

　　 支払利息 総資産

22
有利子負債 /

47
営業活動キャッシュフロー /

　　 営業活動キャッシュフロー 流動負債

23 売上高 / 総資産 48 フリーキャッシュフロー / 流動負債
24 売上高 / 純資産 49 営業活動キャッシュフロー / 総負債
25 売上高 / 棚卸資産 50 フリーキャッシュフロー / 総負債
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