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論文要旨

超重力理論は、超対称性と呼ばれるボソンとフェルミオンの入れ替え対称性を持った一
般相対性理論である。この理論は暗黒物質の性質や量子重力理論の基本的自由度など、自
然界の基本法則を探る素粒子論の抱える未解決問題を説明する有望な候補である。
一方で、超重力理論は多数の超対称なボソンとフェルミオンの組を重力場中で扱うた

め、作用の構成が複雑である。これを解決する手法は大別して 2つある。1つは超対称な
組を統一して扱う「超空間」を用いる手法である。もう 1つは共形超重力理論における
「テンソル算法」で、スケール対称性を加えた超共形対称性で重力の自由度を拘束する。
これらは等価であるが、両者の対称性が一見異なるため、その対応は複雑である。
近年、2つの手法を統一した「共形超空間」が考案された。共形超空間は従来の超空間
との対応は知られている一方、共形超空間にのみに作用する特別な制限があるという議論
より、テンソル算法との具体的関係は未知のままであった。
本論文では、共形超空間とテンソル算法が等価な定式化であることを示した。まず、先

行研究で議論された共形超空間にのみ作用する特別な制限を、超共形対称性の観点から注
意深く調べた結果、その制限は存在しないことが分かった。次に、両定式化における物理
的な力学変数である重力場、物質場、ゲージ場の対応を具体的に構成することで、物理的
自由度を等価に扱えることを示した。そして、超重力理論の作用を構成するために用いら
れるカイラル射影と超共形不変な積分公式の両手法間の関係を具体的に示した。
物理的自由度などの対応を示したのち、共形超空間からテンソル算法を得られること

を、共形超空間上の非物理的自由度をゲージ固定することで示した。ここで非物理的自由
度とは、超対称なボソンとフェルミオンの組を統一的に扱うために、共形超空間上に導入
された余分な自由度のことである。一方で、この自由度は超空間を用いていないテンソル
算法には現れていない。この余分な自由度は共形超空間上のゲージ自由度を用いて固定で
きることをあらわに示した。
最後に共形超空間から超重力理論の作用を得るためのゲージ固定について議論した。こ

のゲージ固定には、テンソル算法を経由するゲージ固定と、従来の超空間形式を経由する
ゲージ固定の 2つがある。これらのゲージ固定の等価性を、具体的なゲージ固定条件の対
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応を提示することで示した。
本論文で得られた結果から、超重力理論の作用の構成において、共形超空間とテンソル

算法を統一的に扱うことが可能になった。この共形超空間とテンソル算法の間の具体的な
対応とゲージ固定による関係を用いることで、従来の定式化では技術的に困難だった新た
な相互作用の構成や、散乱振幅のような観測量の計算を、簡潔に遂行できることが期待さ
れる。
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Thesis abstract

In particle physics, supergravity (SUGRA) is a plausible candidate for a theory ex-

plaining unsolved problems such as the nature of dark matter and fundamental degrees of

freedom in quantum gravity. Here, SUGRA is general relativity possessing supersymmetry

which relates bosons and fermions.

On the other hand, construction of SUGRA actions is complicated due to a large

number of dynamical valuables of bosons and fermions. Two methods are known to avoid

such complexities. One is “superspace formalism,” which describes a pair of bosons and

fermions in a unified way using “superspace”. The other is “tensor calculus” based on

conformal SUGRA, which constrains gravitational degrees of freedom by superconformal

symmetry. Here, the superconformal symmetry is realized by further imposing scale

invariance on SUGRA. Though two formulations are equivalent to each other, the relation

between them is not apparent because their symmetries differ by the scale symmetry.

Recently, a new formulation of “conformal superspace formalism” was proposed. It

simply unifies the above two methods. The relation of conformal superspace to the con-

ventional superspace was revealed. However, such a concrete relation between conformal

superspace and the tensor calculus has still remained unknown because of a special re-

striction acting only on conformal superspace.

In this thesis, we show the equivalence between conformal superspace and the tensor

calculus. We carefully examine the special restriction on conformal superspace in the

viewpoint of the superconformal symmetry, and find that such a restriction is absent.

We establish the concrete relations of physical variables of gravitational, matter and

gauge fields between two formulations. We also investigate the correspondences of chiral

projection and superconformally invariant integrations. We obtain the tensor calculus

from conformal superspace by gauge-fixing unphysical variables in conformal superspace.

Such variables are introduced to unify pairs of bosons and fermions, and do not appear in

the tensor calculus without superspace. We explicitly show that the unphysical valuables
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are fixed by gauge freedom in conformal superspace. Finally, we show in conformal

superspace that the way to obtain SUGRA actions via the tensor calculus is equivalent

to the way via the conventional superspace. The equivalence is exhibited by showing the

explicit correspondence of the two gauge-fixing conditions.

From the results of the thesis, we can use conformal superspace and the tensor calculus

in a unified way to formulate SUGRA actions. These correspondences and the relations

by gauge-fixing conditions allow us to construct new interactions and calculate physical

observables like scattering amplitudes more simply than the previous formulations.
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第1章 序論

1.1 一般相対性理論と素粒子標準模型を超える理論としての
超重力理論

一般相対性理論と素粒子標準模型は、現在までに理論的にも実験・観測的にも成功した
理論である。一般相対性理論は、重力を時空のゆがみとして幾何学的に記述する。素粒
子標準模型は、身の回りの物質とその間に働く重力以外の力の最小単位だと考えられて
いる素粒子の模型である。この模型は電子やニュートリノなどのレプトン、原子核を作る
クォーク、これらの間に働く電磁気力・強い力・弱い力を伝えるゲージ粒子、そしてこれ
らの素粒子に質量を与えるヒッグス粒子からなる。
しかし、これらの理論にも不満足な点がある。例えば、宇宙における銀河団の大規模構

造の起源として存在が示唆されている暗黒物質は、現在のところ素粒子標準模型では説明
できていない。また、素粒子標準模型の 3つの力の強さを表す結合定数の関係が明らかで
ない。さらに、素粒子標準模型における基礎的な自由度は電子や光子などの素粒子である
一方、量子化した重力理論を記述する基礎的な自由度はわかっていない。従ってこれらの
不満足な点全てを無矛盾に解決する理論が求められる。
そのような理論の候補として 4次元 N = 1 超重力理論がある [1,2]。超重力理論は超対

称性を持つ一般相対性理論である。ここで超対称性とは、スピン半整数のフェルミオンと
スピン整数のボソンを入れ替える対称性である [3]。また、N は理論に存在する超対称性
電荷の数を表し、N = 1 は 4次元時空ではその数が 4つである理論を意味する。超対称
性電荷の数は理論的には一意ではないが、右巻きフェルミオンと左巻きフェルミオンが異
なる量子数を持つ、実験と整合するカイラルな理論の場合は 4つである。4つを超えた数
の場合はかならず左巻きフェルミオンに対し同じ量子数を持った右巻きフェルミオンが出
てしまう。
一般相対性理論と素粒子標準模型に超対称性を新たに導入することで、以下のような

利点がある。まず、超対称性がボソンとフェルミオンの間の対称性であることから、もし
超対称性が存在すれば、標準模型にない新たな粒子の存在が示唆される。すなわち、標準
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模型の素粒子やスピン 2 のボソンであると考えられている重力に対して、超対称パート
ナーと呼ばれるスピンの異なる粒子が存在することが予言される。そしてこれらの予言
された素粒子の一部は電荷を持っておらず光子と直接相互作用しないので、暗黒物質の候
補となる可能性がある [4]。 また、標準模型に超対称性を導入した模型では、電磁気力・
強い力・弱い力の結合定数がおよそ 1016 GeV でほぼ一致し、3つの力の統一が示唆され
る [5]。さらに、超対称性を持つゲージ理論では非摂動効果を対称性、特に正則性から解
析できる場合がある [6]。
超重力理論はさらに重力の量子論と密接な関係があると考えられている。なぜなら、超

対称性を持つ重力理論では必然的にフェルミオンという量子論の概念が導入されるからで
ある。実際、超重力理論は量子重力理論の候補と考えられている超弦理論の低エネルギー
有効理論の一つとしても知られている。加えて、重力の量子論が重要であると考えられて
いるブラックホールの量子的側面も、超重力理論を用いて解析できる場合がある [7–9]。
ただし、超対称性が仮に自然界に存在するならば、我々のエネルギースケールでは破れ

ていなければならない。なぜなら (平坦な時空上では) 超対称な組は同じ質量を持つが、
例えば電子と同質量のボソンは現在までに発見されていないからである。

1.2 超重力理論の定式化
このように、一般相対性理論と標準模型を超える物理の候補としても、超弦理論の有効

理論としても超重力理論は重要である。ここでは超重力理論の構成について考える。変分
原理に従えば、理論は作用を与えることで決まる。この作用は、系の持つべき対称性に
よって制限される。超重力理論の対称性は超ポアンカレ対称性であるため、超重力理論の
作用は超ポアンカレ対称性を守るように構成すれば良い。ここで、超ポアンカレ対称性と
は、一般相対性理論のゲージ対称性である時間と空間の並進およびローレンツ対称性から
なるポアンカレ対称性に、超対称性を加えた対称性である。
超重力理論における作用の定式化の歴史を、本論文と直接関係し現象論的応用において

重要と考えられるものに関して以下にまとめる。まず、1974年にWessと Zumino [3] に
よって初めて超対称性が 4次元時空に導入されたのち、物質を含まない超重力理論の定式
化は 1976年に Freedmanと van Nieuwenhuizen [1] および Deserと Zumino [2] によって
行われた。さらに電子やニュートリノなどの物質が結合した場合の超重力理論の定式化を
Cremmerたち [10]が整備した。そして標準模型を埋め込むことができるYang–Mills (YM)

ゲージ場を含んだ超重力理論はCremmerたち [11], KugoとUehara (KU) [12], Bagger [13]
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によってなされた。ここでYMゲージ場とは、標準模型において力を伝える素粒子を記述
する場で、非可換ゲージ理論に基づく。しかし、上記の超重力理論の作用の構成方法は一
般相対性理論のそれよりも複雑なことが知られている。その理由は大きく 2つあると考え
られる。一つは超対称性によって新たな場、すなわち力学変数が多数現れるからである。
もう一つは、これらの新たな場を含めた多数の場が重力と結合することが挙げられる。
上記の作用が超重力理論のこれらの複雑さを超えて構成できたのは、多変数を統一して

扱うような超重力理論の定式化の研究が発展したからだと考えられる。このような定式化
で歴史的に重要なものが 2つある。一つは重力を含まない場合では広く知られている「超
空間」を用いた定式化である [14–16] (レビューおよび教科書は [17–19] )。ここで超空間
とは可換なボソン的座標で張られる時空 (x) に反可換なフェルミオン的座標 (θ) を形式
的に導入した超対称な空間 (x, θ) を意味する。超空間のフェルミオン的座標を用いること
で、ボソンとフェルミオンを統一的に扱うことができる。実際、文献 [13] においてYM

ゲージ場と物質が結合した超重力理論で示されたように超重力理論の作用は超対称性が
明白な超空間上の積分で書くことが可能となる。
もう一つの定式化は共形超重力理論に基づく「テンソル算法」と呼ばれる∗1 [20–25] (レ

ビューおよび教科書は [26–29])。この定式化では超重力理論を超ポアンカレ対称性から超
共形対称性に拡張する。ここで超共形対称性とは、スケール変換を含む相似変換の元で
の対称性である共形対称性に超対称性を導入したものである。この超共形対称性のゲー
ジ理論として構成される重力理論を共形超重力理論と言う。この共形超重力理論の元で、
超対称性変換の規則を与えて作用を構成する方法をテンソル算法と呼ぶ。共形超重力理論
では、拡張された対称性によって重力の自由度が拘束されるため、重力の扱いが簡潔にな
る。元の超重力理論は、超共形対称性の中のスケール変換の自由度を固定することで得る
ことができる。このスケール変換の自由度に対する固定条件を用いることで、重力の運動
項を表すEinstein–Hilbert (EH) 作用を簡潔に導出できることが KU [12] によって見出さ
れた。以降は、超ポアンカレ対称性に基づく超重力理論を共形超重力理論と明確にする場
合には「ポアンカレ超重力理論」と呼ぶことにする。
これら 2つの定式化は現在においても共に広く用いられている。これらがどちらかに統
一されていない大きな理由は 2つあると考えられる。一つは超重力理論の定式化がそもそ
も複雑であるためである。特に YMゲージ場と物質が結合したポアンカレ超重力理論の

∗1正確には超共形テンソル算法 (superconformal tensor calculus) と超ポアンカレテンソル算法と分けて
呼ぶべきだが、本論文では主に共形超重力理論を扱うため、超共形テンソル算法を単にテンソル算法と呼
ぶことにする。



14 第 1章 序論

作用は教科書 [18] で 20行以上におよぶ。もう一つは両者の特長は相補的であることによ
る。テンソル算法は従来の場の理論のようにボソンとフェルミオンを別に扱うため、超空
間形式のように超対称性が明白であるというわけではない。また、超空間形式は超共形対
称性を用いていないため作用の導出において EH 作用を直接導くことが難しい。そのた
め、超重力理論の研究においては、その局面によって有効な定式化を選ぶという技術的な
選択が求められる。
そのような背景から、一方の定式化の特長をもう一方に取り入れようと、これらの定式

化を発展させる研究がなされた。例えば、超空間形式において超対称性を明白に扱える理
由は、超空間上に定義された場である超場と、その場に対して超対称性変換をフェルミオ
ン的座標の並進として与えるフェルミオン的微分が導入されているからである。そのよう
な超場やフェルミオン的微分をテンソル算法の多重項で表示する方法はKU [30] によって
行われた。
一方、テンソル算法における特長は、スケール変換を用いてEH 項を簡潔に得られると
ころであった。そのような利点を持つ超空間形式の定式化をBinétruyたちが見出した [31]。
この定式化は物質場の運動項を導くケーラー・ポテンシャル (第 4章参照) を用いた U(1)

ゲージ場を扱うので「ケーラー超空間」 (Kähler superspace) と呼ばれる。さらに、YM

ゲージ場が結合した場合は、「等長ケーラー超空間」 (isometric Kähler superspace) と呼
ばれる [32]。等長ケーラー超空間の他にも、超共形対称性のうちのスケール対称性を部分
的に導入した定式化もある [33]。
最終的に 2つの定式化の利点を用いるためには、両者の簡潔で一般的な対応が求められ

る。しかしテンソル算法と超空間で対称性が一見異なるため、その対応は複雑であった。
そこで両者の長所を直接組み合わせて、超空間で超共形対称性を扱う定式化が考えられ
る。しかしこの定式化には、テンソル算法には存在しなかった特別な制限がつくことが
KU [30] によって議論された。この特別な制限は、超空間上のフェルミオン的微分が作用
できる場が満たすべき超共形対称性の元での変換則に対するものである (詳細は (4.56)式
参照)。この制限の存在は、超空間で超共形対称性を扱う定式化でテンソル算法と等価な
ものを構成することが困難であることを意味する。

1.3 共形超空間形式
ところが、その困難だと考えられていた超空間の定式化がButterによってが提唱され
た [34]。この定式化を本論文では「共形超空間形式」と呼ぶ。また、以降はポアンカレ超
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重力理論の超空間形式を共形超空間形式と区別するために「ポアンカレ超空間形式」と
呼ぶ∗2。この定式化は、Howe [33] の定式化と異なり、対称性として超共形対称性全てを
ゲージ化し、そのため用いる対称性はテンソル算法と同じものである。この定式化は超共
形対称性を超空間に導入するため構成が簡単であるのみならず、フェルミオン的微分であ
る超共形共変スピノル微分 ∇α の反交換関係が重力を含まない超対称性理論の時と同じ
構造になる∗3：

{∇α,∇β} = {∇̄α̇, ∇̄β̇} = 0, {∇α, ∇̄β̇} = −2i∇αβ̇. (1.1)

ここで、α, α̇ はフェルミオン的微分の持つスピン自由度を表し、∇αβ̇ は超共形共変ベクト
ル微分をスピン自由度を用いて表したものである (詳細は第 4章参照)。さらに文献 [34]で
は、物質場が結合した共形超空間形式のゲージ固定で従来のポアンカレ超空間形式 [18]、
ケーラー超空間形式 [31]、Howe によるスケール不変な超空間形式 [33] を得ることを示
した。
しかし、共形超空間には次の未解決の問題が存在する。

1. 共形超空間形式とテンソル算法の整合性が理解されていない。

2. カイラル compensator 形式でYM ゲージ場と物質場が結合した共形超重力理論の
作用が構成されていない。

3. 共形超空間形式からテンソル算法を得るためのゲージ固定が具体的に明らかにされ
ていない。

4. 共形超空間形式からテンソル算法を経由してポアンカレ超重力理論を得る方法と、
共形超空間形式からポアンカレ超空間形式を経由してポアンカレ超重力理論を得る
方法との整合性が理解されていない。

これらについて以下で説明する。
まず、KU [30] によって議論されたフェルミオン的微分が作用できる場の超共形変換則
に対する制限が、Butter [34] の共形超空間形式にも存在するかが理解されていない。仮
にその特別な制限が存在しない場合、共形超空間をテンソル算法と超空間形式の両方の長

∗2超対称性の super- (超) は一回だけ使うのが慣例になっているようである。Superconformal superspace

(超共形超空間) や、superconformal supergravity (超共形超重力理論) はそれぞれ conformal superspace お
よび conformal supergravity と呼ばれる。

∗3ポアンカレ超重力理論でのスピノル微分の反交換関係は一般には 0にならない。例えば {∇α,∇β} に対
応する反交換関係はローレンツ変換を生成する [17]。
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所を持った定式化として実際に使うならば、それらの間の一般的な対応を明らかにする必
要がある。
2つめの問題について説明する。YMゲージ場は素粒子標準模型の 3つの相互作用を記

述するため、それが結合した作用を超重力理論で構成することは重要である。カイラル
compensator 形式は第 4章で説明するカイラル compensator を用いた作用の構成法を意
味する。この方法は YM ゲージ場と物質を含む超重力理論で最も広いクラスの模型を扱
える定式化だと考えられており [35]、それを用いた作用はテンソル算法 [11,12,25]やポア
ンカレ超空間形式 [13]では知られている。しかし、共形超空間ではそれに対応する作用
が構成されていない。そのため共形超空間でカイラル compensator を用いた定式化をす
ることが求められる∗4。
3つめの問題は共形超空間形式からテンソル算法へのゲージ固定で、テンソル算法には

現れない自由度が取り除かれているかが理解されていないことである。第 1の不満足点が
テンソル算法と共形超空間形式の具体的対応によって解決できたとする。しかし共形超空
間にはテンソル算法に直接対応するものが一見存在しない余分な力学変数とゲージ自由
度が一見存在している。この自由度は超空間のフェルミオン的座標に由来する。共形超空
間形式とテンソル算法との対応を考えるならば、両定式間で物理的な自由度は一致してい
ること、すなわちこれらの力学変数はテンソル算法で表される量であるか、そうでなけれ
ば余分なゲージ自由度を用いて消去されていることをあらわに確かめる必要がある。
第 4の問題は、共形超空間形式からテンソル算法を経由してポアンカレ超重力理論を得

る方法と、共形超空間形式からポアンカレ超空間形式を経由してポアンカレ超重力理論を
得る方法との整合性がはっきりと理解されていない点である。これらの 2通り方法で得ら
れる結果は同じであるが、一見異なるゲージ条件が超空間上のゲージ場に課されている。
よってそれらのゲージ条件がどのように無矛盾になっているかをあらわに確かめる必要が
ある。

∗4 以下の特別な場合については行われている。一つはカイラル compensator ではなく、系が U(1)R 対
称性と呼ばれる対称性を持つような場合に対して用いることができる線形 (linear) compensator を用いた
場合である [36]。もう一つはカイラル compensator を用いた pure Fayet-Iliopoulos U(1) 系である [37]。
Compensator についての文献は [24]、カイラル compensator に関連した定式化は文献 [22, 38, 39]、線形
compensator に関連した定式化については文献 [40]を参照。また、線形 compensator を用いた定式化が
カイラル compensator 定式化の特別なクラスになることは文献 [35]でテンソル算法を用いて示された。ま
た、高階微分系においてはカイラル compensator では困難だが線形 compensator では構成できる模型が
例えば Aokiと Yamada によって知られている [41]。
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1.4 本論文の目的
本論文では、上記の共形超空間形式に関する未解決問題を解決することで共形超空間、

テンソル算法、ポアンカレ超空間形式の等価性を示すことを目的とする。本論文では大き
く分けて 4つの異なる定式化を扱う。それらの関係を図 1.1 で示した。
まず、第 1の問題を解決するために共形超空間形式がテンソル算法と等価であることを
示す。これは図 1.1 の矢印 I において、ゲージ固定なしに移りあえる部分の具体的な関係
を与えることにあたる。
次に第 2の問題を解決するために、共形超空間にYMゲージ場を導入し、YMゲージ場
と物質が結合した超重力理論の作用を与える。この作用における超共形対称性のゲージ固
定で既存のポアンカレ超空間形式、特に等長ケーラー超空間形式が得られることを示す。
これは図 1.1の矢印 II で表される。
そして第 3の問題である共形超空間からテンソル算法を得るゲージ固定について議論す
る。これは図 1.1 の矢印 I にあたる。
これらポアンカレ超空間へのゲージ固定とテンソル算法へのゲージ固定について論じ

た後、第 4の問題、図 1.1 の矢印 II+IIIと矢印 I+IV で表される共形超空間からポアン
カレ超重力理論を得るための 2通りのゲージ固定がどのように無矛盾となっているかを、
具体的なゲージ条件を通じて議論する。

1.5 本論文の構成
本論文は次のように構成されている。まず、第 2章から第 4章までで、本論文の目的

を議論するための前提となる事項についてまとめる。
第 2章では一般相対性理論と共形重力理論とその関係について説明する。ここで共形

重力理論とは一般相対性理論のゲージ対称性を拡張した共形対称性に基づく重力理論で
あり、共形対称性のゲージ理論として得ることができる。これは共形超重力理論を導入す
るために、必要な事項の一つである。特に compensator と呼ばれる場が共形重力理論か
ら一般相対性理論を得る際に重要な役割を果たすことについて説明する。
第 3章では共形超重力理論を導入するために必要なもう一つの事項である超対称性お

よび超対称ゲージ理論についてまとめる。相対論的な場の理論の模型から始めて超対称性
代数を導入する。次に超空間を導入し、超対称性理論が超空間上の幾何学として理解でき
ることを説明する。そして、その超空間を用いて超対称ゲージ理論を構成する。この超対
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超空間形式 テンソル算法

共形
超空間形式 I

ξAの higher θ 項の固定
!!

II
超場パラメータ

ξ(D), ξ(A), ξ(K)Aの固定
""

テンソル算法
(超共形対称性)

IV
D, A, KA

ゲージ固定
""

ポアンカレ
超空間形式

III

ξ(P )A, ξ(M)ab, ξ(a) の
higher θ 項の固定

!! ポアンカレ超重力理論

図 1.1: 4つの超重力理論の定式化の関係図。超ポアンカレ対称性と超共形対称性それぞ
れに基づいた超空間形式とテンソル算法がある。ポアンカレ超重力理論を共形超空間形式
から得るには、I+IV という経路をたどる方法と II+III という経路をたどる方法がある。
ここで、ξ は超共形対称性と内部対称性のゲージ変換パラメータ超場である。詳細な定義
は本文を参照。

称ゲージ理論の構成の手法は、共形超空間の構成のみならず、本論文の結果の一つである
共形超空間におけるYMゲージ場の導入に直接応用できる。
第 4章では、共形超重力理論の導入を行う。まず超共形代数について説明した後、テン
ソル算法を用いた共形超重力理論の構成について説明する。次に 第 3章で確認したこと
を用いて共形超空間を導入する。そしてテンソル算法では YMゲージ場と物質が結合し
た超重力理論の作用を、共形超空間では先行研究で明らかにされている物質のみが結合し
た超重力理論の作用を構成し、それぞれでポアンカレ超重力理論を得るためのゲージ条件
について述べる。
次に、第 5章から第 8章で本論文の目的であるテンソル算法と共形超空間形式の等価
性、および共形超空間における YMゲージ場の導入、そして共形超空間におけるゲージ
固定について議論する。ここでの内容は、筆者の博士課程の研究で得られたものであり、
本論文の骨子となっている文献 [42, 43] に基づく。
第 5章では、本論文の目的の一つであるテンソル算法と共形超空間形式の等価性につ

いて述べる。まず、両形式間で作用を構成するために必要な諸量の対応を構築する。具体
的には、重力を記述するために用いる超共形対称性に属するゲージ場および曲率、曲率の
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拘束条件、超共形変換則、物質場やYMゲージ場を記述するために用いる超共形多重項、
カイラル射影、超共形不変な作用 u-associated 微分、物質場のみが結合した共形超重力
理論での超共形対称性のゲージ固定の対応を構成する。その中で、KUによって議論され
た共形超空間の共変スピノル微分には特別な制限が存在しないことについても言及する。
第 6章では、共形超空間に YMゲージ場を導入し、YMゲージ場と物質場が結合した
超重力理論の作用を構成する。そして、超空間において超共形ゲージ対称性を固定した結
果、等長ケーラー超空間が得られることを示す。また、ゲージ固定を変えないYMゲージ
変換の変形についても論ずる。
第 7章では、共形超空間からテンソル算法を得るためのゲージ固定について論ずる。す

なわち、共形超空間のフェルミオン的座標に由来した、テンソル算法では直接表示されな
い余分な力学的自由度とゲージ自由度に注目する。これらの余分な力学的自由度は余分な
ゲージ自由度によって固定されるか、もしくはテンソル算法で表される量で書くことがで
きることを具体的に確かめる。
第 8章では、YMゲージ場と物質場が結合した超重力理論において標準的なEH 項を与

えるゲージ固定の対応を調べる。そして、共形超空間からポアンカレ超重力理論を得るた
めの 2通りのゲージ固定がどのように整合しているかを、具体的なゲージ条件を通じて議
論する。
第 9章で本論文の結論と今後の展望を述べる。
付録 A では、本論文で用いる記法についてまとめた。テンソル算法では、文献 [30]を

はじめ、慣習上ユークリッド計量 δab = (1, 1, 1, 1) と虚時間 x4 = it を用いる記法を用いる
ものが多い (物理的にはミンコフスキー計量と実時間を用いた記法と変わらない)が、そ
れらの間の対応についてもまとめた。
付録 B では超共形多重項の超対称性変換則 (Q変換則) の具体形をまとめた。
付録 C では、第 5章で超共形多重項とカイラル射影の対応を示す際の詳細な計算をま

とめた。
付録 Dでは、共形超空間形式を用いた応用として、テンソル階層性を持つテンソルゲー
ジ理論の構成をまとめた。共形超空間を用いることで、通常の超重力理論の枠組みでは構
成することが複雑であるテンソルゲージ理論を、重力を含まない超対称性理論の場合と同
じように構成することができる。この付録の内容も、筆者の博士課程での研究成果 [44,45]

に基づく。
本論文では、換算プランク定数 ! と光速度 c を 1にとる自然単位系 ! = 1, c = 1 に加
えて、換算プランク質量MPl =

√
!c/8πGN ≃ 2.4 × 1018 GeV を 1にとる単位系を用い
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る。ここでGN は万有引力定数である。
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第2章 共形重力理論

本章では共形重力理論と、共形重力理論を用いた一般相対性理論を構成する手続きを文
献 [29]に従って確認する。この構成の手続きは共形超空間を用いた超重力理論の構成に
直接関わる。
一般相対性理論は、特殊相対性理論における時空の対称性であるポアンカレ対称性を、

局所的対称性として扱ったゲージ理論として構成される。ここでポアンカレ対称性とは、
特殊相対性理論における時間と空間を等価に扱うミンコフスキー時空で、長さを変えない
並進・回転・ローレンツブースト変換の元での対称性である。後述の共形重力理論と区別
するために、あえて対称性の名前を用いて一般相対性理論をポアンカレ重力理論と呼ぶこ
とにする。
一方で、共形重力理論は共形対称性のゲージ理論として構成される。ここで共形対称性

とはポアンカレ対称性にスケール変換を加えた角度を変えない変換の元で不変な対称性
である。ポアンカレ対称性を共形対称性に拡張すると次のような技術的な利点がある。の
ちの第 4章で説明するように、共形超重力理論では、物質場が結合した超重力理論におい
て標準的なEH項をゲージ固定で直接簡潔に与えることができる。一方でポアンカレ超重
力理論の枠組みでは、標準的なEH項を得るためには技術的に複雑な四脚場などの場のリ
スケールを行う必要がある。
ただし、超重力理論で行う場合は、扱う対称性が共形対称性から超共形対称性、および

ポアンカレ対称性が超ポアンカレ対称性となるため、重力と超対称性を同時に考える技術
的な複雑さが生じる。そのため、ここでは超共形対称性よりも簡単な共形対称性を用いて
物理的な重力理論を得る概念的な手続きをここで理解する。この手続きにおける考え方
は、のちの第 4章で行う共形超重力理論とそれを用いたポアンカレ超重力理論の構成に
おいて直接用いることができる。
以下にここで扱う理論およびその説明の概要をまとめる。まずポアンカレ重力理論を考

える。この理論は局所ポアンカレ対称性のゲージ理論として構成される。この対称性を記
述する演算子はのちの (2.7) 式および (2.8) 式で定義する。ポアンカレ重力理論では重力
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の運動項は EH作用
SEH = −M2

Pl
2

∫
d4xeR (2.1)

で記述される。ここで、eは四脚場の行列式で作られる密度場であり R はリッチ・スカ
ラーである。それぞれの後の (2.36)式および (2.34)式で定義を与える。本章ではスケール
依存性を理解するために換算プランク質量 MPl をあらわに書いておく。
ポアンカレ重力理論の次に共形重力理論を考える。前述の通り共形対称性とはスケール

変換などの角度を変えない変換で記述される対称性で、共形重力理論は共形対称性のゲー
ジ理論として構成される。ここで、共形対称性の重要な特徴は角度と距離を変えないポア
ンカレ対称性を部分対称性として含むことである。このため共形重力理論はポアンカレ対
称性のゲージ理論として構成されるポアンカレ重力理論を何らかの意味で含んでいると
考えられる。
しかし、EH項をそのままでは共形不変な作用に導入することはできない。この理由は

以下の通りである。共形対称性はポアンカレ対称性よりも広い対称性であるため、共形重
力理論はポアンカレ重力理論に比べてより厳しい対称性で制限されている。実際、共形重
力理論ではポアンカレ重力理論で重力の運動項を記述するためのEH項をそのままでは作
用に導入することができない。なぜなら、リッチ・スカラーは質量次元が 0の計量と質量
次元が+1の空間微分からなる、質量次元+2の量であるからである。
共形重力理論の枠組みでポアンカレ超重力理論を得るために、compensator を用いる
という工夫がある。Compensator とは、共形重力理論において EH 項を人工的にスケー
ル不変にする場のことである。大まかに compensator の役割を説明する。まず、EH 項
の係数であるプランク質量MPlをスケール変換する質量次元∗1+1 の場 φ に格上げする：
MPl → φ。この時、EH 項は リッチ・スカラー に compensator が結合したものになる：

− M2
Pl

2

∫
d4xeR → −1

2

∫
d4xeφ2R. (2.2)

リッチ・スカラーのスケール変換則 R → e2ρR と四脚場のスケール変換則 e → e−4ρe に
合わせて、compensator のスケール変換則を φ→ eρφ と約束し、この compensator のス
ケール変換まで含めて EH 項はスケール不変となるように構成する。ここで ρ は実パラ
メータである。
共形重力理論のEH 項 φ2R からポアンカレ重力理論のEH 項 M2

PlR はスケール対称性
をゲージ固定で破ることによって得ることができる。すなわち、実パラメータ ρ(x) を用

∗1共形対称性を扱う時には、厳密には質量次元ではなく、場に対するスケール変換則を特徴付ける係数で
あるワイル・ウェイトを定義する。質量次元は場もパラメータも持つ概念であるが、ワイル・ウェイトは場
に対して定義される概念である。
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いた φ のスケール変換 φ(x) → eρ(x)φ(x) において、eρ(x) = MPl/φ(x) とゲージ固定する
ことで、スケール対称性が破れる。このとき、EH 項は φ2R → M2

PlR となり、確かにポ
アンカレ重力理論のEH 項を得ることができる。本章では、EH項を含む作用が共形重力
理論で compensator の “運動項”

S = −1

2

∫
d4xeφ∇a∇aφ (2.3)

から得られることを示す。ここで、∇a は共形共変微分を表す。

2.1 ポアンカレ重力理論

ポアンカレ重力理論を時空のゲージ理論として定式化するために、曲がった時空の各点
に時空の各点にポアンカレ対称性の構造を導入する。そのために計量テンソルとミンコフ
スキー計量を時空の各点で関係付ける四脚場を導入する。そして実際に四脚場を用いてポ
アンカレ対称性のゲージ理論としてポアンカレ重力理論を構成する。

2.1.1 計量と四脚場
ポアンカレ重力理論において重力は時空の歪みとして理解される。その歪みを表すため

の基本的な量は曲がった時空の中で線素を測るための計量テンソル gmn (m,n = 0, 1, 2, 3)

である。計量テンソルを用いて、時空の線素 ds2は、

ds2 = gmn(x)dx
mdxn (2.4)

と書くことができる。計量は対称行列であるため、計量の行列式が負符号である限り、各点
ごとに平坦な時空であるミンコフスキー時空の計量ηab = (−1,+1,+1,+1) (a, b = 0, 1, 2, 3)

に実行列 e(x)ma を用いて変換することができる：

gmn(x) = e(x)m
ae(x)n

bηab. (2.5)

ここで、ミンコフスキー計量から一般の計量への変換行列 ema (a = 0, ..., 3) は四脚場
(tetrad もしくは vierbein) と呼ばれる。
ここで四脚場は添字 aで表される方向について、つまりミンコフスキー計量を持つ方向
についてローレンツ変換共変であることに注意する。つまり、(一般に座標に依存して良
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い) ローレンツ群の元 θab(x) を用いて、ema(x) → emb(x)θba(x) とした四脚場も、もとの
四脚場と同じ計量を与える:

gmn(x) = em
a(x)en

b(x)ηab → em
c(x)θc

a(x)en
d(x)θd

b(x)ηab = em
c(x)en

d(x)ηcd = gmn(x).

(2.6)

このように、曲がった時空に対して、時空の各点ごとにミンコフスキー時空の構造が導
入されること、および時空の計量は四脚場によって特徴付けられることがわかった。これ
より、時空の局所構造を局所的なローレンツ対称性、さらには、時空の並進まで含んだ局
所ポアンカレ対称性に関係づけることができる。
以降は、計量テンソルの持つ添字（多様体の局所座標の添字）をm,n, ...で表し、アイン
シュタイン添字と呼ぶ。また、ミンコフスキー計量をもった座標系の座標の添字を a, b, ...

で表し、ローレンツ添字と呼ぶ。超空間ではさらにスピノル添字がでてくるが、それらに
ついても呼び方は同じである。アインシュタイン添字とローレンツ添字は、四脚場で常に
一方からもう一方に変換できる。また、今までは局所性を強調するために場に対して局所
座標 x をあらわに ema(x) などと書いていたが、以降は省略して単に添字のみで emaと書
くことにする。

2.1.2 ポアンカレ対称性のゲージ理論としての重力理論
ここまでは計量を四脚場で表すことを考えた。四脚場によって、時空の各点にミンコフ

スキー時空を導入できることがわかった。ミンコフスキー時空はポアンカレ対称性を持つ
ため、曲がった時空に局所的にポアンカレ対称性を導入することができる。
ポアンカレ重力理論はこの局所的に定義されたポアンカレ対称性のゲージ理論として構

成することができる。ここで、ポアンカレ重力理論をポアンカレ対称性のゲージ理論とし
て構成する理由について改めて述べておく。その理由は、少なくとも本論文の文脈では、
後に超重力理論を考えるからである∗2。超重力理論においては、特に次の 2点が重要にな
る。超重力理論を考える際には、超対称性のゲージ化を行う。一方で、後の (3.12)式で説
明するように超対称性は時空並進の演算子 Pa と超対称性代数 {Q,Q} ∼ P をなすので、
超対称性のゲージ化は、時空並進のゲージ化を与える。もう一つは、半整数のスピンを持
つ場と重力の結合を考える際には、以下で導入されるローレンツ変換に属するゲージ場

∗2超重力理論を考える以外にも、重力をエネルギー流に結合する外場と考える [46]文脈において、エネ
ルギー・運動量テンソルに結合するゲージ場として多脚場を考えるという応用方法がある [47–51]。
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時空並進 ローレンツ
Pa Mab

表 2.1: ポアンカレ代数の演算子。

であるスピン接続を用いるからである。実際、超対称性に属するゲージ場であるグラヴィ
ティーノはスピン 3/2 を持つ。
以下でポアンカレ代数のゲージ理論としてポアンカレ重力理論を構成することを詳し

く説明する。まず、ポアンカレ対称性を記述するポアンカレ代数についてまとめておく。
ミンコフスキー時空においては、計量テンソルは回転とローレンツブーストからなるロー
レンツ変換に対して不変である。ローレンツ変換の演算子はMabは次の代数をなす：

[Mab,Mcd] = ηbcMad − ηacMbd − ηbdMac + ηadMbc. (2.7)

さらに、時空並進の演算子 Pa はローレンツ変換でベクトルとして変換する：

[Mab, Pc] = Paηbc − Pbηac. (2.8)

このローレンツ変換 Mab と時空並進 Pa のなす代数はポアンカレ代数と呼ばれる。これ
らの演算子を表 2.1 にまとめた。
局所ポアンカレ代数から重力理論を得るには次のように考える。まず、時空の各点にポ

アンカレ代数を局所内部対称性として導入する∗3。局所対称性に対する共変性より、ポア
ンカレ代数に属するゲージ場が導入される。このゲージ場をポアンカレ代数の演算子 XA

に対して、
hm := hm

AXA (2.9)

と書く。ここで、本論文においては、XA は考えている全ての対称性の演算子を表すこと
にする。その際は混乱を回避するために毎度その断りを書く。ここではXA はポアンカ
レ代数の演算子を表すが、共形重力理論を考えるときにはXA で共形代数の全ての (独立
な) 演算子を、共形超重力理論では XA で超共形代数の全ての (独立な)演算子を表す。
ポアンカレ代数に属するゲージ場を次のようにとる。まず、並進 Pa に属するゲージ場
を四脚場 emaにとる。そして、スピン接続と呼ばれるローレンツ変換Mab に属するゲージ

∗3この局所内部対称性の自由度は接空間および余接空間とは別に導入する。これは曲がった時空において
は接バンドルと余接バンドルに加え、ポアンカレ群のファイバーバンドルを導入するということもできる。
ポアンカレ群のファイバーバンドルは導入しただけでは時空の対称性と何も関係がない。このファイバーバ
ンドルは時空の対称性と (2.17)式で関係づけられる。
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場 ωm
abを導入する。これらのゲージ場をポアンカレ代数の演算子と共に次のように書く:

hm
AXA := em

aPa +
1

2
ωm

baMab. (2.10)

これらゲージ場は局所ポアンカレ変換でゲージ変換を受ける。ポアンカレ代数に属する
演算子に対して、場に依存しないゲージパラメータを

ξAXA := ξaPa +
1

2
ξ(M)baMab (2.11)

と書く。ここで、ξa は演算子を明確にして ξ(P )a と書くべきだが、簡単のため単に ξa と
書くことにする。
P 変換以外の演算子XA′ の場に対する微小ゲージ変換∗4 は、場に対する変換を受けな

いポアンカレ代数の局所パラメータ ξA
′ を用いて δG(ξA

′
XA′) と記すことにする。まず、

ゲージ場へのゲージ変換は次のように与えられる：

δG(g
B′
XB′)hm

A = ∂mg
B′
δB′

A + hm
BgC

′
fC′B

A, (2.12)

ここで、fCB
Aはポアンカレ代数の構造定数

[XA, XB] = −fAB
CXC (2.13)

である。Pa 変換はのちの (2.17)式で与える。ローレンツ添字を持ったベクトル場 Va は
次のように局所ローレンツ変換を受ける：

δG(
1
2ξ(M)baMab)Vc = ξ(M)baVaηbc = ξ(M)c

aVa. (2.14)

一方、ローレンツ添字ではなくアインシュタイン添字を持ったベクトル場 Vm は局所ロー
レンツ変換ではスカラーである:

δG(
1
2θ

baMab)Vm = 0. (2.15)

Va の変換と Vmの変換は四脚場の変換

δG(
1
2ξ(M)cbMbc)em

a = −em
bξ(M)b

a (2.16)

を用いることで片方からもう片方に移ることができる。
ここまでは、ポアンカレ代数を時空とは独立な内部対称性の代数として扱っていた。い

ま、ポアンカレ対称性を時空の対称性を関係づける。その関係づけは、ポアンカレ代数に
よるゲージ変換と時空上のリー微分 (後述)との次の式による同一視

L(ξm∂m) ≡ δG(ξ
mhm

AXA) (2.17)

∗4 場に対する変換を考える理由は、場の変換に関する不変性を作用に要求するからである。
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によって行う。ここで、∂m := ∂
∂xm である。この同一視により Pa 変換は次のように定義

される:

δG(ξ
aPa) = L(ξaeam∂m)− δG(

1
2ξ

aea
mωm

baMab). (2.18)

ここで、ベクトル ξm によるリー微分について説明する。リー微分とは時空上のベクト
ル ξm で指定される方向に沿った微分で、アインシュタイン添字を持つ場 Vmに対して次
のように定義される：

L(ξn∂n)Vm = ξn∂nVm + Vn∂mξ
n. (2.19)

第 1項は時空上の異なる点に移動したことによる変化で、第 2項はその移動による Vm の
時空上の向きの変化に対応する。一方で (スカラー場を含む) ローレンツ添字のみを持つ
場 Va は時空上の向きを持たないため、通常の ξmによる方向微分として定義される：

L(ξm∂m)Va = ξm∂mVa. (2.20)

一般のアインシュタイン添字を持つ場のリー微分は、四脚場に関するリー微分

L(ξn∂n)ema = ξn∂nem
a + en

a∂mξ
n (2.21)

とローレンツ添字を持つ場に関するリー微分に帰着できる。
次に、ポアンカレ重力理論における四脚場とスピン接続に対する曲率を構成する。四脚

場に対する曲率はスピン接続を四脚場に関連づけるために、またスピン接続に対する曲率
はEH作用の構成のためにそれぞれ用いられる。いま、ポアンカレ対称性に対する曲率を
次のように導入する。

Rmn
A := ∂mhn

A − ∂nhm
A − (en

chm
B′ − em

chn
B′
)fB′c

A − hn
C′
hm

B′
fB′C′

A. (2.22)

P および M 曲率はそれぞれR(P )mn
a, R(M)mn

ab と書く。具体的に書くと、

R(P )mn
a = ∂men

a − ∂nem
a + en

bωmb
a − em

bωnb
a, (2.23)

R(M)mn
ab = ∂mωn

ab − ∂nωm
ab + ωn

acωmc
b − ωm

acωnc
b (2.24)

である。R(P )mn
a は捩率 (torsion)テンソル、R(M)mn

ab はリーマンの曲率テンソルと呼
ばれる。これらの曲率は演算子と共に

Rmn
AXA = R(P )mn

aPa +
1

2
R(M)mn

baMab (2.25)

とまとめて書く。
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場に対する微小ポアンカレ変換 δG(ξAXA) の交換関係は、Pa 変換同士以外のものにつ
いては元のポアンカレ代数を与える：

[δG(ξ
A′
XA′), δG(η

BXB)] = −δG(ξA
′
ηBfA′B

CXC). (2.26)

Pa 同士の交換関係は曲率を用いたポアンカレ変換を与える：

[δG(ξ
aPa), δG(η

bPb)] = −δG(ξaηbRab
CXC). (2.27)

ここで、ゲージ場に対する Pa変換則は

δG(ξ
aPa)hm

B = (∂mξ
a)δa

B + hm
C′
ξafaC′

B + em
cξaRac

B (2.28)

となることを用いた。
曲がった時空においては、単なる座標微分は局所変換に対して共変に変換しない。局所

変換に対して共変に変換する微分として共変微分を定義する。この共変微分は Pa 変換を
用いて定義できる。すなわち、アインシュタイン添字を持たないポアンカレ変換に対して
共変な場 Φ に対して Pa変換が作用するときの微分係数から共変微分 ∇m を次のように
定義する:

δG(ξ
aPa)Φ = ξaea

m

(
∂m − 1

2
ωm

baMab

)
Φ = ξaea

m∇mΦ. (2.29)

ここで、本論文においては、∇ はその章で考えている全ての対称性に対して共変な共変
微分を表すことにする。従って、各章ごとに考えている対称性に合わせて共変微分 ∇ を
定義し直す (ただし、第 3章における超対称性変換共変スピノル微分Dα, D̄α̇と、第 4.2章
の超共形ベクトル微分 Da は除く)。
共変微分の交換関係は曲率と次のように関係する：

[∇a,∇b] = −Rab
CXC. (2.30)

これは、(2.27)式において、δG(ξaPa) が共変な場に共変微分として作用する場合を考えれ
ば導くことができる。
ここまで、四脚場とスピン接続は独立な自由度を持った場として扱っていた。ここで、

拘束条件を要請することで、スピン接続の自由度を拘束する。この拘束条件はポアンカレ
対称性を破らないように共変な場について行う。スピン接続を四脚場と関連づけるために
捩率に対して

R(P )ab
c = 0 (2.31)
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という拘束条件をおく。これにより、スピン接続が四脚場とその微分によって

ωn,pm =
1

2
(epa∂nem

a + ema∂pen
a − ena∂mep

a)

− 1

2
(epa∂men

a + ema∂nep
a − ena∂pem

a)
(2.32)

と表される。ここで ωn,pm := epaembωna
bである。

最後に、ポアンカレ重力理論において、EH 項を持つ作用を導入する。EH項は、リッ
チ・スカラーで書くことができる。リッチ・スカラーはリーマンの曲率テンソルを縮約し
たリッチ・テンソル

Rm
a := eb

nR(M)mn
ab (2.33)

をさらに縮約することで得られる:

R := ea
mRm

a. (2.34)

リッチ・テンソルとリッチ・スカラーには記法によって符号の違いがあるが、本論文では
これらの式で定義する。最終的にポアンカレ重力理論の EH 項を持った作用を

S = −1

2
M2

Pl

∫
d4xeR (2.35)

を構成することができる。ここで、e は密度場

e := det em
a =

√
− det gmn (2.36)

である。
以上がポアンカレ重力理論の局所ポアンカレ対称性からのアプローチの概要である。次

に、超重力理論を超共形代数から構成するための前段階として、共形代数からポアンカレ
重力理論をどのように得るかをみる。

2.2 共形重力理論によるポアンカレ重力理論の構成
ここでは共形重力理論を導入し、ポアンカレ重力理論を共形重力理論のゲージ固定とし

てどのように得るかを解説する。まず、共形代数を導入した後、共形代数を用いた P 変
換の定義を行う。そして、曲率を導入し曲率に対する拘束条件を置くことでゲージ場の自
由度を拘束する。
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時空並進 ローレンツ スケール 共形ブースト
Pa Mab D Ka

表 2.2: 共形代数の演算子。

2.2.1 共形代数
まず、共形代数について説明する。共形代数は、ポアンカレ代数にスケール変換Dと、
共形ブーストKaをさらに加えた代数で、次の交換関係によって定義される∗5：

[Mab,Mcd] = ηbcMad − ηacMbd − ηbdMac + ηadMbc,

[Mab, Pc] = Paηbc − Pbηac, [Mab, Kc] = Kaηbc −Kbηac,

[D,Pa] = Pa, [D,Ka] = −Ka,

[Ka, Pb] = 2Dηab − 2Mab.

(2.37)

共形代数の演算子を表 2.2にまとめた。
先と同様に、共形代数を最初に局所内部対称性として扱う。まずゲージ場を

hm
AXA := em

aPa +
1

2
ωm

baMab + bmD + fm
aKa (2.38)

とする。ここで、ポアンカレ重力理論ではXA はポアンカレ代数の演算子を表していた
が、ここでは共形代数の演算子を表すことにする。
ゲージ場 hm のゲージ変換 δGは先ほどの議論を共形代数に置き換えればよい。場に依

存しない共形代数のパラメータを

ξAXA = ξaPa +
1

2
ξ(M)baMab + ξ(D)D + ξ(K)aKa (2.39)

と書く。このとき、ゲージ場に対する P 変換以外の演算子XA′ ゲージ変換は次のように
与えられる：

δG(ξ
B′
XB′)hm

A = ∂mξ
B′
δB′

A + hm
BξC

′
fC′B

A. (2.40)

ポアンカレ重力理論の時と同様に、時空の対称性と内部空間の共形対称性を

L(ξaeam∂m) ≡ δG(ξ
mhm

AXA) (2.41)

∗5共形変換は 2次元では一次分数関数変換のことである。すなわち、複素数 z に対して f(z) = az+b
cz+d と

いう変換である (ただし ad− bc ̸= 0)。ポアンカレ変換は z を eiθz+α とする変換であることに対し、共形
変換は z のスケール倍と zの反転並進 (大まかにいうと分母の並進 1/(z − α)) を含む。そしてそれぞれD

変換とK 変換に対応する。
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で関係づける。この関係は P 変換を

δG(ξ
aPa) := L(ξm∂m)− δG(ξ

aea
mhm

A′
XA′) (2.42)

と定義する。アインシュタイン添字を持たず、共形変換で共変に変換する場 Φ に対する
P は、共形共変微分∇m を与える：

δG(ξ
aPa)Φ = ξaea

m∇mΦ = ξaea
m

(
∂m −

(
1

2
ωm

baMab + bmD + fm
aKa

))
Φ. (2.43)

ここで、共変微分∇mはポアンカレ重力理論ではポアンカレ共変に定義していたが、ここ
では共形共変に定義されたものとする。
共形対称性に属する曲率はポアンカレ対称性の時と同様に、

Rmn
A := ∂mhn

A − ∂nhm
A − (en

chm
B′ − em

chn
B′
)fB′c

A − hn
C′
hm

B′
fB′C′

A (2.44)

と表される。特に、M に対する曲率は、K ゲージ場 fma を含めて

R(M)mn
ab = ∂mωm

ab−∂nωm
ab+ωn

acωmc
b−ωm

acωnc
b−2en

afm
b+2en

bfm
a+2em

afn
b−2em

bfn
a

(2.45)

と定義されることに注意する。この定義とのちに述べるM 曲率に対する拘束条件より、
ポアンカレ重力理論のリッチ・スカラーがK ゲージ場 fma を用いて書けることを示す。
共形重力理論はポアンカレ重力理論よりもゲージ場による自由度が大きい。特に、K

ゲージ場の自由度がポアンカレ重力理論に比べて新たに存在している。これらのゲージ場
の自由度は次の曲率に対する拘束条件を置くことで落とすことができる。まず、捩率につ
いて次の拘束条件をおく:

R(P )ab
c = 0. (2.46)

この拘束条件はポアンカレ重力理論と同様に、スピン接続を四脚場とD ゲージ場で与え
るものである。次に、共形重力理論におけるリッチ・テンソルに対応する量に拘束条件を
おく:

R(M)ab
cb = 0. (2.47)

これより、共形重力理論のリーマン・テンソルには共形リッチ・テンソルや共形リッチ・
スカラーのような自由度は存在しないことになる。
拘束条件 (2.47)式はポアンカレ重力理論のリッチ・テンソルにのちに行うゲージ固定

bm = 0 で一致するテンソルをK ゲージ場で与える。R(M)ab
cb = 0とR(M)mn

cd の定義
(2.45) 式を用いることで、

Rab
cb = −4fa

c − 2fb
bδca. (2.48)
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ここで、Rab
cb はのちに要請する bm = 0 というゲージ条件の元でポアンカレ重力理論の

リッチ・テンソルに一致するため、ポアンカレ重力理論のものと同じ記号を用いた。さら
に添字を縮約することでポアンカレ超重力理論のリッチ・スカラーはK ゲージ場を用いて

R = −12fa
a (2.49)

と書くことができる。このリッチ・スカラーとK ゲージ場の関係は次に議論する共形重
力理論からポアンカレ重力理論の EH 作用を構成する際に用いられる。

2.2.2 共形重力理論からポアンカレ重力理論へ
いま、ポアンカレ重力理論を共形重力理論から得ることを考える。ポアンカレ重力理論

では、EH作用が重力場の運動項を与える重要な作用であった。しかし、EH 作用は 4次
元ではスケール変換で不変でない。従って、共形重力理論の中でEH項を導く作用を構成
するには工夫をする必要がある。
その工夫が compensator と呼ばれる場の導入である。Compensator はEH 項を人工的
にスケール不変にするために導入するスカラー場である。大まかには、compensator の
働きは定数パラメータ ρ によるスケール変換を用いて次のように理解できる。まず、四
脚場のスケール変換 ema → e−ρema によって、EH 項 eR はR → e−2ρR と変換するため、
EH項はスケール不変でないことがわかる。ここで、密度場のスケール変換 e → e−4ρeと、
リッチ・スカラーのスケール変換 R → e2ρR を用いた。そこで、新たにスカラー場 φ を
φ→ eρφ とスケール変換する場として導入する。この φ を用いると、eφ2R はスケール変
換に対して不変となる。
この人工的に導入した compensator は、ちょうどスケール変換のゲージ固定によって
取り除くことができる。つまり、eρ = MPl/φ とゲージ固定することで、compensator の
自由度が落ちる。さらに、場に依存したゲージ変換を行うことにより、場のスケール変換
性を固定したため、理論のスケール変換性が破れる。
ただし、上記の議論はあくまで大まかな議論である。なぜなら共形対称性にはポアンカ

レ対称性に存在しないK 変換も含まれているからである。共形不変な作用、すなわちK

変換に対してもさらに不変な作用からEH作用を構成するには次のように考える。共形重
力理論においては、M 曲率の拘束条件 (2.47)式よりポアンカレ重力理論のリッチ・スカ
ラーがK ゲージ場を用いて (2.49) 式のようにかけていることに注目する。従って、EH

作用を共形重力理論から導出するには、K ゲージ場を含み、compensator を用いた共形
不変な作用を考える。



2.2. 共形重力理論によるポアンカレ重力理論の構成 33

いま、共形不変な作用から EH作用を具体的に構成する。まず、共形重力理論に com-

pensator を導入する。Compensator は共形変換の元で共変に変換し、

Mabφ = 0, Dφ = 1φ, Kaφ = 0 (2.50)

と変換するものとする。ここで、一般の共変な場に対する微小ゲージ変換 δG(ξAXA) は、
ゲージ変換の演算子XAのみで書くことにする。
いま、ポアンカレ重力理論でEH作用を与える共形不変な作用は compensator の “運動

項”

S = −1

2

∫
d4xeφ∇a∇aφ (2.51)

で書けることをこれから説明する。最初に作用 (2.51)式が共形不変であることを示す。ま
ず、XA′ 変換の不変性を示したのち、P 変換の不変性を示す。密度場 e のXA′変換は

δG(ξ
A′
XA′)e = eeb

mδG(ξ
A′
XA′)em

b = eeb
mhm

CξA
′
fA′C

b = eeb
mem

cξA
′
fA′c

b = eξA
′
fA′b

b

(2.52)

である。これを各演算子について読み取ると、

δG(
1
2ξ(M)abMba)e = 0, δG(ξ(D)D)e = −4e, δG(ξ(K)aKa)e = 0 (2.53)

である。一方、φ∇a∇aφ のXA′変換則は、

Mbcφ∇a∇aφ = 0, Dφ∇a∇aφ = 4φ∇a∇aφ (2.54)

および、

Kbφ∇a∇aφ

= φηac(2Dηbc − 2Mbc)∇aφ+ φ∇a(2Dηba)φ

= 4φ∇bφ− (+2)(+4)φ∇bφ+ 2φ∇bφ+ 2φ∇bφ

= 0.

(2.55)

よって、作用 (2.51) 式は XA′ 不変である。
次にP変換の元での不変性を調べる。P 変換の不変性を調べる上で注意するべきことは、

密度場が P 変換の元で斉次に変換しないことである。実際に P 変換を計算する。この不
変性は密度場を除く被積分関数のXA′変換則以外の詳細にはよらないので V := φ∇a∇aφ

として被積分関数を eV とおく。被積分関数 eV のP 変換則は、定義に従って変形すると

δG(ξ
aPa)eV = L(ξm∂m)eV − δG(ξ

aea
mhm

A′
XA′)eV = L(ξm∂m)eV (2.56)
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である。ここで、被積分関数はXA′ 不変であること、すなわち δG(ξaeamhm
A′
XA′)eV = 0

を用いた。さらに計算すると、結局次のように全微分の形になることがわかる。

δG(ξ
aPa)eV = L(ξm∂m)eV

= eea
n(ξm∂men

a + em
a∂nξ

m)V + eξm∂mV

= ξm(∂me)V + e(∂mξ
m)V + eξm∂mV

= ∂m(ξ
meV ).

(2.57)

よって、作用 (2.51)式は P 変換の元で、表面項を除いて不変であることがわかった。
作用 (2.51)式がポアンカレ重力理論のリッチ・スカラーを含んでいることを確かめる。

このことは作用が次のように変形できることにより簡潔に示される：

−1

2

∫
d4xeφ∇a∇aφ =

∫
d4xe

(
+
1

2
∇aφ∇aφ− fa

aφ2

)
=

∫
d4xe

(
+
1

2
∇aφ∇aφ− 1

12
Rφ2

)
.

(2.58)

この変形について説明する。まず、共変微分に関する積の微分

φ∇a∇aφ = ∇a(φ∇aφ)−∇aφ∇aφ (2.59)

を用いる。この時、第 1項が表面項に等しいことを見る。そのために、次の等式が成立す
ることを用いる: 一般に、DV a = 3V a であるが一般には K 不変とは限らない V a につ
いて、

∂m(eea
mV a) = eR(P )ab

bV a + e∇aV
a + eea

mfm
b(KbV

a) (2.60)

が成立する。この式の導出には、密度場と四脚場の微分から捩率が現れること、および
ωm

ab, bm, fmb 項 は V a に作用する共変微分と釣り合って現れることを用いた。今回の場
合、捩率の拘束条件 R(P )abc = 0 およびKbφ∇aφ = 2δabφ

2 であることを用いると、表面
項をのぞいて ∫

d4xe
1

2
∇a(φ∇aφ) = −

∫
d4xefa

aφ2 (2.61)

が従う。結局、作用は表面項を除いて (2.58) 式のようにかけることがわかる。
以上で共形重力理論からポアンカレ重力を得る準備ができた。いま、共形対称性の中で

ポアンカレ対称性には存在しないD,K 対称性をゲージ固定によって破ることを考える。
これは、場に依存するゲージパラメータでゲージ変換を行うことでできる。そのゲージ固
定は

bm = 0 (Kゲージ), (2.62)

φ =
√
6MPl (Dゲージ) (2.63)
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である。実際にこのようなゲージ固定ができることは具体的にゲージ変換を見ることでで
きる。K ゲージ固定については bmのKゲージ変換 δG(ξ(K)aKa)bm = −2emaξ(K)a を用
いることでできる。また、Dゲージ固定については compensator の有限変換

φ→ eξ(D)φ (2.64)

によりゲージ固定ができる。
このゲージ固定によって、作用 (2.58)式がEH作用になること、より具体的には∇aφ = 0

となることが次のようにしてわかる。まず、共形対称性をゲージ固定する前の段階では

∇aφ = ea
m(∂mφ− 1bmφ) (2.65)

である。ゲージ固定 bm = 0 及び φ =
√
6MPl によって、

∇aφ = ea
m(∂m

√
6− 1 · 0

√
6)MPl = 0. (2.66)

従って、作用 (2.51)式は、ゲージ固定の結果

S = −1

2
M2

Pl

∫
d4xeR (2.67)

となることがわかった。
このようにポアンカレ重力理論の作用を共形重力理論から得られたが、さらにポアンカ

レ重力理論の共変微分や曲率への拘束条件も共形重力理論のゲージ固定で再現できるこ
とを確かめる。まずポアンカレ対称性の共変微分∇Pは、Kゲージ条件でDゲージ場が
0にゲージ固定されたとき、共形対称性の共変微分を用いて

∇P
a = ∇a + fa

bKb (2.68)

と表される。次にポアンカレ重力理論の曲率の拘束条件は次のように再現される。拘束
条件R(P )ab

c = 0 においてゲージ条件 bm = 0 を置くことで、ポアンカレ重力理論の捩率
RP(P )ab

c の拘束条件
RP(P )ab

c
= 0 (2.69)

を導く。
このように、ポアンカレ重力理論は、compensator φを用いた共形重力理論のゲージ固

定によって得られることがわかった。第 4 章ではここで行ったポアンカレ重力理論の共
形重力理論からのアプローチを次章で導入する超対称性に拡張して考える。そのために、
次章で超対称性を導入する。
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本章では、本論文の主題である超重力理論について説明する準備として重力を含まない
超対称性理論を説明する。まず、文献 [18] に従って、超対称性を単純な場の理論の模型
を通じて説明する。この模型で超対称性は時空並進と共に超対称性代数と呼ばれる代数
をなすことを示す。この時、従来の場の理論の表式のまま超対称性を扱う成分形式を用い
る。この成分形式は、第 4章以降で議論する共形超重力理論ではテンソル算法にあたるも
のである。次に、時空並進と超対称性変換をひとまとまりにして扱う超空間形式について
説明する。そして、超対称性理論でゲージ理論を扱う超対称ゲージ理論を超空間形式を用
いて構成する。

3.1 成分形式
同質量のボソンとフェルミオンが存在する系には超対称性、すなわちボソンとフェルミ

オンの入れ替えの元での対称性が存在することを場の理論の模型を用いて説明する。
電子やクォークなどのフェルミオンは、複素 4成分のディラック場で記述できる。し

かし、超対称性を考える上では、それらがフェルミオンであるという性質が重要である。
従って、超対称性の導入においては、質量を持った最も単純なフェルミオンである複素 2

成分スピノルのマヨラナフェルミオンで議論すれば良い。
超対称性は、電子やクォークなどのフェルミオンに、同質量のスカラーボソンが存在す

ることを予言する。これらの超対称パートナーがボソンであるという性質が重要であるの
で、マヨラナフェルミオンと物理的な自由度が等しい複素スカラー場を導入して考える。
ここで、対称性を議論する際に次のことに注意する。マヨラナフェルミオンは、運動方

程式に従う物理的な自由度は実 2自由度であるが、運動方程式を課さない作用の段階では
4つの実自由度がある。一方、フェルミオンの超対称パートナーとなる複素スカラー場は
作用の段階で 2つの実自由度しか持たない。作用の段階ではボソンとフェルミオンの自由
度が等しくならないため、運動方程式無しに対称性を議論することが困難である。この困
難は複素スカラー場と 2成分のスピノル場に加えて、物理的な自由度を持たない複素スカ
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ラー場を導入することで解決できる。この新たな場の導入で、フェルミオンとボソンの自
由度が共に 4となり、運動方程式を用いずに作用の不変性を論ずることができる。この物
理的な自由度を持たない場は補助場 (auxiliary field) と呼ばれ、超対称性を数学的に明白
に構成するために重要な役割を果たす。
いま、複素スカラー場 φ と 2成分スピノル場 ψα、補助場 F を含んだ作用の運動項 SD

を以下のように与える：

SD =

∫
d4x

(
−∂mφ∗∂mφ+ i∂mψ̄α̇(σ̄

m)α̇βψβ + F ∗F
)
, (3.1)

ここで、第 1項、第 2項はそれぞれ複素スカラー場と 2成分スピノル場の運動項、第 3項
は時空微分を持たない補助場の “運動項”である。また、φ∗, ψ̄α̇, F ∗ はそれぞれφ,ψα, F の
エルミート共役である。ψα および ψ̄α̇ の添字は、右巻きスピノル添字 α = 1, 2 および左
巻きスピノル添字 α̇ = 1̇, 2̇ であり、相対論的フェルミオンの持つスピン自由度を表す。
(σ̄m)α̇β は 4次元パウリ行列である。2成分スピノル ψα および ψ̄α̇ はパウリの排他律に従
うフェルミオンを記述するため、これらは反可換数であるとする：ψαψβ = −ψβψα。スピ
ノル添字の縮約規則や 4次元パウリ行列の定義は付録A にまとめた。
この作用は次の反可換な 2成分スピノルパラメータ ξα およびそのエルミート共役 ξ̄α̇ を

用いた変換
δφ =

√
2ξαψα, (3.2)

δψα =
√
2i(σm)αβ̇ ξ̄

β̇∂mφ+
√
2ξαF, δψ̄α̇ = −

√
2iξβ(σm)βα̇∂mφ

∗ +
√
2ξ̄α̇F

∗, (3.3)

δF =
√
2iξ̄α̇(σ̄

m)α̇β∂mψβ (3.4)

で不変である：
δSD = 0. (3.5)

この変換がボゾンとフェルミオンを入れ替える超対称性変換である。この変換は次のよう
に考えることで構成することができる。まず、場の質量次元はラグランジアンが 4、時空
微分が 1であることから、φが 1,ψαが 3/2, F が 2である。φをψαに変える無限小変換を
定めると、その変換パラメータ ξα の質量次元は−1/2となる。これより、ψαの変換は、
質量次元 2を持った場への変換、F の変換は質量次元 5/2を持った場への変換であること
がわかる。特に、(φ,ψα, F )と (φ∗, ψ̄α̇, F ∗)がそれぞれの中で変換し、作用が不変であるよ
うにとると、上の変換が得られる。
次に質量項について考える。質量mを持つマヨラナフェルミオンの質量項は−1

2mψ
αψα+
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h.c.である。この質量項を含んで超対称性変換で不変な作用 Smは、

Sm =

∫
d4xm

(
φF − 1

2
ψαψα + h.c.

)
(3.6)

である。これより、運動項と質量項を含んだ作用 Sは、

S = SD + Sm (3.7)

と書くことができる。この作用は超対称性変換不変であるが、ボソンとフェルミオンの質
量が等しいことは、補助場 F を消去することでよみとることができる。F についての運
動方程式 F = −mφ∗を用いると、作用は

S = SD + Sm =

∫
d4x

(
−∂mφ∗∂mφ+ i∂mψ̄α̇(σ̄

m)α̇βψβ −
(
m2φφ∗ +

1

2
mψαψα + h.c.

))

(3.8)

となり、確かにボソンとフェルミオンで等しい質量を持っていることがわかる。
超対称性は作用 (3.7)式の対称性であることが以上の議論でわかった。この超対称性変
換のなす代数を考える。超対称性変換の交換関係は、場の時空微分、つまり場の時空並
進となることを示す。変換のパラメータを ξ1, ξ2としたときの超対称性変換を δξ1 , δξ2で表
すと、

[δξ1 , δξ2 ]φ =
(
(ξ1)

α(σm)αβ̇(ξ̄2)
β̇ + (ξ̄1)β̇(σ̄

m)β̇α(ξ2)α
)
(−2i∂mφ),

[δξ1 , δξ2 ]ψα =
(
(ξ1)

α(σm)αβ̇(ξ̄2)
β̇ + (ξ̄1)β̇(σ̄

m)β̇α(ξ2)α
)
(−2i∂mψα),

[δξ1 , δξ2 ]F =
(
(ξ1)

α(σm)αβ̇(ξ̄2)
β̇ + (ξ̄1)β̇(σ̄

m)β̇α(ξ2)α
)
(−2i∂mF ).

(3.9)

いま、超対称性の演算子をQα, Q̄α̇と書き、超対称性変換を場Xに対して、

δX := ξαQαX + ξ̄αQ̄
α̇X (3.10)

と作用するものとする。このとき、

Qαφ =
√
2ψα,

Q̄α̇φ = 0,

Qαψβ =
1

2
√
2
(ϵαβQ

γQγ + {Qα, Qβ})φ = −
√
2ϵαβF,

Q̄α̇ψβ =
1√
2
{Q̄α̇, Qβ}φ = −

√
2i(σm)βα̇∂mφ

(3.11)

およびこのエルミート共役が従う。Pm = −i∂mを用いると、超対称性変換の演算子は、

{Qα, Q̄β̇} = 2(σa)αβ̇Pa, {Qα, Qβ} = 0, {Q̄α̇, Q̄β̇} = 0 (3.12)
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時空並進 超対称性
Pa (Qα, Q̄α̇)

表 3.1: 超対称性代数の演算子。

という代数をなす。超対称性代数の演算子を表 3.1 にまとめた。この代数は、超対称性変
換を 2回行うと時空の並進が起きるということを意味する。超対称性と時空の対称性は不
可分であることがこの代数からわかる。従って、4次元時空 (xm)と、超対称性のパラメー
タを同時に扱った定式化を考えるのは自然である。次では超空間形式と呼ばれる、これら
のパラメータを同時に扱う定式化について述べる。

3.2 超空間形式
ここまでで場の理論の模型で超対称性を導入し、その対称性の代数が時空の代数と関わ

ることを説明した。以下では、文献 [18]に従って超対称性代数を用いて空間を超対称な
空間に拡張し、その空間上の場を考えることで明白に超対称な作用を構成することを考
える。

3.2.1 超空間と超場
超対称性理論では時空並進と超対称性変換が代数をなすため、これらを等価に扱うこ

と、すなわち扱う空間を通常の時空 (xm)を超対称性変換のパラメータである反可換数の
座標 (θα, θ̄α̇) まで含めた空間 (xm, θα, θ̄α̇) に拡張することは自然である。この反可換数ま
で含めた空間は超空間と呼ばれる。超空間を用いることで、明白に超対称な作用を構成す
ることができる。この超空間を用いた超対称性理論の構成を以下で説明する。
ここまでは場に対して Pm = −i∂mとしてきたが、以降は、Pmで単に微分演算子を表
すことにする。すなわち、−i倍を外して、Pm = ∂mとする。
一般的に時空上の場 f(x)は時空並進の演算子を用いて

f(x) = ex
mPmf(0) (3.13)

と書くことができる。これはテイラー展開に他ならない。従って、φを含み、時空の並進
と超対称性変換をひとまとまりに扱う場を構成するには、ex

mPm を反可換数パラメータ
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θα, θ̄α̇を用いた ex
mPm+θαQα+θ̄α̇Q̄α̇ に拡張し、

Φ(x, θ, θ̄) := ex
mPm+θαQα+θ̄α̇Q̄α̇

φ(0) (3.14)

と定義する。P とQは可換であるので、

Φ(x, θ, θ̄) = eθ
αQα+θ̄α̇Q̄α̇

φ(x) (3.15)

と書くこともできる。パラメータ (x, θ, θ̄) で張られる空間を超空間、そしてΦ(x, θ, θ̄)を
超場と呼ぶ。超空間の座標を通常の時空の座標 xmと反可換数座標 θα, θ̄α̇をまとめて (zM)

で表す。添字M はベクトル添字とスピノル添字をひとまとまりで表す：すなわち zm :=

xm, zα := θα, zα̇ := θ̄α̇である。
超場に対して、従来の表式である φ,ψα, F は成分場と呼ばれ、それらの組 (φ,ψα, F )は

多重項と呼ばれる。成分場は超場から再現することができる。まず、φ(x) について考え
る。超場 Φ(x, θ, θ̄)を θ = θ̄ = 0に制限すると、

Φ(x, θ, θ̄)|θ=θ̄=0 = ex
mPmφ(0) = φ(x) (3.16)

となる。従って、成分場 φ(x)は超場の θ = θ̄ = 0 成分として再現することができる。超空
間を時空に制限する記号Φ(z)|θ=θ̄=0は以降は単にΦ(z)|と表すことにする。この制限は、
θの冪級数展開の最低次の項をとる操作でもあるので、Φ(z)の最低次をとるとも言う。
次に ψα(x)を超場Φ(z)からどのように得るかを考える。すなわち、成分場の言葉で書

いた ψα = 1√
2
Qαφ を超場Φ(z)の言葉で表すことを考える。ψαを超空間に拡張すると

ψα(x) =
1√
2
eθ

αQα+θ̄α̇Q̄α̇
Qαφ(x)| (3.17)

であるため、ψα を超場の言葉で表すには、この式をΦ(z)で表すことを考えれば良い。Qα

を expの右側に作るために、Φ(z)のパラメータ θαによる微分 ∂α := ∂
∂θα を考える∗1：

∂βΦ(z) = ∂βe
θαQα+θ̄α̇Q̄α̇

φ(x) = eθ
αQα+θ̄α̇Q̄α̇

(Qβ − i(σm)βα̇θ̄
α̇Pm)φ(x), (3.18)

ここで、超対称性代数から従う

[θαQα, θ̄α̇Q̄
α̇] = −2iθα(σm)αα̇θ̄

α̇Pm, (3.19)

および、演算子A,Bが [A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0を満たすときに成り立つ公式

eA+B = eBeA+ 1
2 [A,B] (3.20)

∗1反可換数による微分は常に左微分とする：∂α :=

−→
∂

∂θα
.



42 第 3章 超対称性と超対称ゲージ理論

を用いた。これより、

(∂β + i(σm)βα̇θ̄
α̇∂m)e

θαQα+θ̄α̇Q̄α̇
φ(x) = eθ

αQα+θ̄α̇Q̄α̇
Qβφ(x) (3.21)

であるので、ここから定義される微分

Dβ := ∂β + i(σm)βα̇θ̄
α̇∂m (3.22)

は超対称性の演算子Qβ を exp の右側につくる演算である。ψαは、この微分Dβ を超場
Φ(z)作用させたものの最低次をとることで得られる：

ψα =
1√
2
DαΦ(z)|. (3.23)

この性質を用いて、残りの F (x)は次のように得られる。

F (x) = −1

4
eθ

βQβ+θ̄β̇Q̄
β̇

QαQαφ(x)| = −1

4
DαDαΦ(z)|. (3.24)

ここで、記号
D2 := DαDα (3.25)

を導入すると、F (x) = −1
4D

2Φ(z)|と簡潔に書ける。
ここまではQα を超空間上の微分で書くことを考えたが、Q̄α̇に対しても同様に超空間
上の微分として書くことができる。微分 D̄β̇ を

D̄β̇ := −∂β̇ − iθα(σm)αβ̇∂m (3.26)

と定義すると、Q̄β̇ を exp の右側に作ることができる：

D̄β̇Φ(z) = eθ
αQα+θ̄α̇Q̄α̇

Q̄β̇φ(x). (3.27)

ここで、Q̄α̇φ = 0であったので、
D̄α̇Φ(z) = 0. (3.28)

Φ(z)は点付きの微分 D̄α̇で動かないことから、Φ(z)は点付き（左巻き）スピノルを自由
度として持たないことがわかる。この条件はカイラリティを区別する条件であることか
ら、カイラル条件と呼ばれる。また、このような条件を満たす超場Φ(z)をカイラル超場
と呼ぶ。
ここまでは、φ(x) を最低次に含む超場Φ について議論してきたが、φ∗(x)についても、

全く同様の議論ができる：

Φ̄(z) := eθ
αQα+θ̄α̇Q̄α̇

φ∗(x) = Φ(z)†, (3.29)
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で定義される超場を導入すると、

φ∗(x) = Φ̄(z)|, (3.30)

D̄β̇Φ̄(z)| = eθ
αQα+θ̄α̇Q̄α̇

Q̄β̇φ
∗(x)| =

√
2ψ̄β̇(x), (3.31)

− 1

4
D̄2Φ̄(z) := −1

4
D̄β̇D̄

β̇Φ̄(z)| = −1

4
eθ

αQα+θ̄α̇Q̄α̇
Q̄β̇Q̄

β̇φ∗(x)| = F ∗(x), (3.32)

DβΦ̄(z) = eθ
αQα+θ̄α̇Q̄α̇

Qβφ
∗(x) = 0. (3.33)

ここで、最後のDβΦ̄(z) = 0という条件は Φ̄(z)が右巻きスピノルを自由度として持たな
いことを意味し、反カイラル条件と呼ばれる。
このようにして、超場Φ(z)に対してDαおよび、D̄α̇ を作用させることで、もとの場の

超対称性変換を得ることができた。これまでの議論は、カイラル、反カイラル条件以外は
Φ(z)もしくは φ(x)の性質を用いていないため、一般の場 f(x)および、それを最低次に持
つ超場Ψ(z) := eθ

αQα+θ̄α̇Q̄α̇
f(x) に対して、Dα, D̄α̇とQα, Q̄α̇の関係は成り立つ。

Dα, D̄α̇ は超対称性の演算子を生成する微分であるので、Dα, D̄α̇の反交換関係を調べ
ておくことは有益である。

DαD̄α̇Ψ(z) = Dαe
θβQβ+θ̄β̇Q̄

β̇

Q̄α̇f(x) = eθ
βQβ+θ̄β̇Q̄

β̇

QαQ̄α̇f(x) (3.34)

であるので、
{Dα, D̄α̇}Ψ(z) = −2i(σm)αα̇∂mΨ(z) (3.35)

となる。この性質は超場を表現空間にとった場合の超対称性の表現がDα, D̄α̇で与えられ
ていることを意味する。
さらに、Dα, D̄α̇は次の条件をみたす：

eξ
αQα+ξ̄α̇Q̄α̇

DγΨ(z) = eξ
αQα+ξ̄α̇Q̄α̇

eθ
βQβ+θ̄β̇Q̄

β̇

Qγf(x) = Dξ
γe

ξαQα+ξ̄α̇Q̄α̇
Ψ(z). (3.36)

ここで、Dξ
αは、eξ

αQα+ξ̄α̇Q̄α̇によって反可換数座標 (θα, θ̄α̇)を動かしたときの微分である。
D̄α̇ についても同様のことが成り立つ。すなわち、上記の性質はDα, D̄α̇は、超空間上の
並進に対する共変微分であることを示している。ここで、時空微分 ∂mも特に共変微分で
あることに注意する：

Da := δa
m∂m. (3.37)

これより、超空間では超対称性の演算子はDα, D̄α̇ で記述することがわかった。従って、
超場に対する超対称性変換はDα, D̄α̇を用いて

δξΨ(z) = (ξαDα + ξ̄α̇D̄
α̇)Ψ(z) (3.38)
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で与えられる。この変換の最低次をとることにより、φ,ψなどに対して定義した超対称性
変換が再現できる：例えば、

δξψβ = (ξαDα + ξ̄α̇D̄
α̇)DβΦ(z)|. (3.39)

従って、超空間では時空上で行ってきた超対称性変換が超場とその共変微分によって得ら
れることがわかった。
超対称性の性質から、カイラル超場に限らず、一般の (複素)超場Ψ(z)がどれだけの成

分場を含んでいるかが、次のように共変微分によってわかる。それぞれの成分場を後の議
論に対応して名付ける。まず最低次項をC(x) と書くと、

C(x) = Ψ(z)| (3.40)

である。これはボソン φ(x)の一般化である。次に、共変微分を点付き、点無しをそれぞ
れ 1階ずつ作用したものからフェルミオン場が導かれる：

Zα(x) = −iDαΨ(z)|, Zα̇(x) = +iD̄α̇Ψ(z)|. (3.41)

これはフェルミオン ψα(x)の一般化である。次に 2階微分を考える。2階微分は次の

D2Ψ, D̄2Ψ, {Dα, D̄α̇}Ψ, [Dα, D̄α̇]Ψ

の 4つがあるが、このうちの {Dα, D̄α̇}Ψは {Dα, D̄α̇}Ψ| = −2i(σa)αα̇∂aC(x) であるため、
独立な自由度をもたない。独立な組み合わせとして、今後の議論に合わせて書くと、次の
3つがある：

H =
1

4
(D2Ψ(z) + D̄2Ψ(z))|,

K = −1

4
i(D2Ψ(z)− D̄2Ψ(z))|,

Bm = −1

4
(σ̄m)

α̇α[Dα, D̄α̇]Ψ(z)|.

(3.42)

3階微分について考える。独立な成分場として、

Λα = −1

4
iD̄2DαΨ(z)|, Λα̇ = +

1

4
iD2D̄α̇Ψ(z)| (3.43)

がある。他にも 3階微分の組み合わせがあるが、それらは (σ̄m)α̇α∂mZαの違いとしてしか
現れず、従って独立な自由度を持たない。4階微分によって得られる成分場が最高次の独
立な自由度である：

D =
1

8
DαD̄2DαΨ(z)|. (3.44)
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これ以上の階数の微分はすべてこれまでの成分場の空間微分としてしか現れない。この
ようにして、一般の超場から独立な成分場を共変微分を用いて見つけ出すことができる。
これらは成分場の超対称性変換でも互いに移りあう。従って、成分形式においては、超対
称性変換で移り合う一般の多重項 V を、独立な成分場で

V = [C,Z,H,K,Bm,Λ, D] (3.45)

と書き下すことで表記する。

3.2.2 超対称性変換不変な作用
いま、超空間と超場を用いて超対称性変換不変な作用を構成する。超空間を用いると、

超対称性変換不変な量を超空間上の積分として明白に構成することができる。これは、場
の理論において座標不変量を空間全体の積分で作ることができることの拡張である。まず
例として、(3.1) 式で与えられた多重項 (φ,ψα, F ) の運動項 SD を超空間上の積分で与え
ることを考える。大まかな形を導くために次元解析から行う。カイラル超場Φ(z)の質量
次元は、定義より φ(x)の質量次元と等しい 1である。また、反可換数による積分は反可
換数による微分に他ならない∗2ので、反可換パラメータによる積分

∫
d2θ =

1

2

∂

∂θ1
∂

∂θ2
= −1

4
∂α∂α (3.46)

および、 ∫
d2θ̄ =

1

2

∂

∂θ̄1̇

∂

∂θ̄2̇
= −1

4
∂̄α̇∂̄

α̇ (3.47)

の質量次元はそれぞれ+1である。従って、
∫
d2θ

∫
d2θ̄ は質量次元 2の演算子である。さ

らに、∂α と ∂̄α̇ の組み合わせ 1つから 1階の時空微分 ∂mが作られるので、
∫
d2θ

∫
d2θ̄ は

2階の時空微分を与える演算子であると予想できる。この θ 積分の性質と、作用が実数で
あるという条件から、超空間上の積分として、まず次の量が考えられる：

∫
d4x

∫
d2θ

∫
d2θ̄Φ(z)Φ̄(z). (3.48)

この積分の中の θ 積分を実行する。時空上の積分の中では、表面項を無視すれば常に全微
分項を加えることができるので、∂αをDαに置き換えることができる。また、θについて
積分したあとは被積分関数に θ 依存性は無いので、

∫
d4x

∫
d2θ

∫
d2θ̄Φ(z)Φ̄(z) =

∫
d4x

1

32
(D2D̄2 + D̄2D2)Φ(z)Φ̄(z)| (3.49)

∗2例えば文献 [52]参照。本論文では
∫
dθ1θ1 = 1 の規約をとる。
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となる。ここで、恒等式
DαD̄2Dα = D̄α̇D

2D̄α̇, (3.50)

D2D̄2 + D̄2D2 − 2DαD̄2Dα = 16∂m∂m (3.51)

を用いて、共変微分を実行すると、
∫

d4x

∫
d2θ

∫
d2θ̄Φ(z)Φ̄(z) =

∫
d4x

(
−∂mφ∗∂mφ+ i∂mψ̄α̇(σ̄

m)α̇βψβ + F ∗F
)
. (3.52)

これは成分形式での運動項 SDに他ならない。
次に (3.6) 式で与えられた質量項 Smについて考える。Smはψαψα ∝ DαΦDαΦ| を含ん
でいることから、mΦ2の d2θによる積分から得られるという予想ができる。実際、

∫
d4x

∫
d2θmΦ2 + h.c. =

∫
d4xm

(
φF − 1

2
ψαψα + h.c.

)
(3.53)

となり、確かに超対称性変換不変な質量項 Sm が得られた。ここで、d2θ 積分は dθ̄ を含
んでいないため、D̄α̇ の作用で不変でないように見える。しかし、被積分関数がカイラル
超場 D̄α̇Φ2 = 2ΦD̄α̇Φ = 0 であることから作用は不変である。
これらの作用は、単に超場の積を作り、反可換数座標で積分することで得られた。従っ

て、超空間における作用は、運動項は Φと Φ̄からなる実関数K(Φ, Φ̄)、質量項はカイラ
ル超場Φを複素数 zと見たときの正則関数W (Φ) に一般化してもやはり超対称な作用が
できる。d4θ := d2θd2θ̄として、

S =

∫
d4x

∫
d4θK(Φ, Φ̄) +

(∫
d4x

∫
d2θW (Φ) + h.c.

)
(3.54)

これらは超対称性だけから決まる一般的な模型である非線形シグマ模型を与える。ここ
で、Kはケーラー・ポテンシャル、W はスーパーポテンシャルとそれぞれ呼ばれ、物質
場を記述する一般の作用積分の構成における基本的な量となる。
上記の作用の構成で用いた

∫
d4x

∫
d4θおよび

∫
d4x

∫
d2θ で表される超空間上の積分を

それぞれ D-type 積分および F-type 積分と言う。そしてD-type積分および F-type 積分
で構成される作用をD-type 作用および F-type 作用という。以降は積分記号

∫
は 1回の

み書くことにする。
のちの共形超重力理論を扱う際に重要となる性質の一つに、D-type 作用はF-type 作用
で表すことができるというものがある。d4x 積分の中では d2θ̄ = −1

4D̄
2 であるので、実

超場 V (= V †) のD-type 積分は
∫

d4xd4θV =
1

2

∫
d4xd2θ

(
−1

4
D̄2V

)
+

1

2

∫
d4xd2θ̄

(
−1

4
D2V

)
(3.55)
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と F-type 積分の形にすることができる。ここで、−1
4D̄

2V はカイラル超場であることに
注意する。超対称性代数より従う反交換関係 {D̄α̇, D̄β̇} = 0 より、

− 1
4D̄α̇D̄

2V = 0. (3.56)

これは一般の超場に対して成立する。従って、−1
4D̄

2 は「カイラル射影」と呼ばれる。
以上の議論で、通常の時空を超空間に拡張することで超対称性変換不変な作用積分が

系統的に得られることがわかった。このように超空間上で議論することにより、超対称性
を自然に考えることができるが、超空間は幾何学的にはどのような性質を持つのであろ
うか。

3.2.3 超空間の幾何学的意味
空間の微分幾何学を探る上では、共変微分の交換関係が重要な役割を果たす。例えばポ

アンカレ重力理論においては、時空の歪みは曲率で記述された。曲率は時空内の無限小の
閉曲線に沿った平行移動、すなわち共変微分の交換関係によって、時空の局所ローレンツ
変換がどれくらい引き起こされるのかを表す量である。
超空間についても同様に、その幾何学的性質を調べるために、超空間上に定義された共

変微分Dα, D̄α̇の交換関係について考える。
まず、共変微分と超空間の通常のパラメータ微分を

DA := EA
M∂M (3.57)

で関係づける。ここで、

EA
M =

⎛

⎜⎜⎜⎝

δam 0 0

iθ̄ν̇(σ̄m)ν̇βϵβα δαµ 0

iθν(σm)νβ̇ϵ
β̇α̇ 0 δα̇µ̇

⎞

⎟⎟⎟⎠
(3.58)

である。また、添字A,B, ... は超空間を扱う形式ではローレンツ・ベクトル添字 aとロー
レンツ・スピノル添字 (α, α̇)を同時に表すものであるとする：A = (a,α, α̇)。また、添字
M,N, ... でアインシュタイン・ベクトル添字mとアインシュタイン・スピノル添字 (µ, µ̇)

を同時に表す：M = (m,µ, µ̇)。重力を含まない超対称性理論では、アインシュタイン・ス
ピノルはローレンツ添字にクロネッカーのデルタで書き換えることができる：θα = θµδµα。
EA

M は逆に解くことができる。EA
M に対して、

EM
AEA

N = δM
N , EA

MEM
B = δA

B (3.59)
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となるEM
Bが存在して、

∂M = EM
ADA. (3.60)

EM
Aを超四脚場、または単に四脚場と呼ぶ。EA

M も特に断りのない限り四脚場と呼ぶ。
EM

A の成分は具体的には

EM
A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

δma 0 0

−iθ̄ν̇(σ̄a)ν̇νϵνµ δµα 0

−iθν(σ̄a)νν̇ϵν̇µ̇ 0 δµ̇α̇

⎞

⎟⎟⎟⎠
(3.61)

となる。
一般に、共変微分Dα, D̄α̇の反交換関係が一般に 0でなく再び共変微分となるとき、す

なわち
[DA, DB] = −R(P )AB

CDC (3.62)

となるとき、その係数のテンソルR(P )AB
C は捩率である。超空間においては、0でない

捩率テンソルは、
R(P )αβ̇

c = +2i(σc)αβ̇ (3.63)

である。超空間における捩れとはどのようなものなのかは、θαが通常の数ではなく反可
換数であることから直感的に理解することは難しいが、その由来は超対称性代数に他なら
ない。従って、超対称性代数を超空間における捩率という幾何学量を用いて理解すること
ができる。

3.3 超空間による超対称ゲージ理論の構成
ここでは、超重力理論を超対称性のゲージ理論として記述するために、そもそも超対称

性においてゲージ理論がどのように構成されるかを文献 [18]に従って紹介する。ここで
行うことは、本論文の主題の一つである共形超空間の構成、そして共形超空間上でのYM

理論の定式化に直接関わるため、重力のないこの場合について詳しく述べておく。ここで
の目標は (3.105)式の超対称ゲージ理論の作用積分

S = −1

4

∫
d4xd2θtr(WαWα) + h.c. (3.64)

を得ることである。
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3.3.1 超空間上のゲージ対称性
ここでは、超空間上でゲージ理論を構成する。ゲージ理論はゲージ場を導入し微分を共

変微分にすることで構成できた。超対称性理論においても、超空間上でのゲージ場である
ゲージ超場を導入する。このゲージ超場を用いて、超空間上の場の強さを構成する。そし
て超空間における共変微分Dα, D̄α̇をゲージ超場を用いてゲージ変換についても共変とな
るように拡張する。
まず、標準模型のゲージ群であるユニタリー群などを含むコンパクトリー群 G を内

部対称性を記述する群とする。このリー群のリー代数の演算子を X(a) と書く。ここで、
(a) = 1, 2, ..., dimG であり、dimG はリー群 G の次元 (線形独立なリー代数の演算子の
数)である。また、X(a) は反エルミートであるとする：(X(a))† = −X(a)。演算子X(a) 同
士の交換関係を

[X(a), X(b)] = −f(a)(b)
(c)X(c) (3.65)

とする。演算子X(a) は内部対称性に属する演算子であり、超空間上の並進を与える PA

とは可換であるものとする。これを構造定数を用いて

fPAX(b)

C = 0 (3.66)

と書く。この構造定数の性質は四脚場が内部対称性のゲージ変換で変換しないことを示す
ために重要である。
次にエルミートなゲージ超場 A(a)

M (z) を超空間上に導入する∗3。A(a)
m (z)の zM を通常の

時空 xmにとったものを物理的なゲージ場 am(x)であるとする：

A(a)
m (z)| = a(a)

m (x). (3.67)

いま、ゲージ超場のゲージ変換則と共変微分を導入する。重力を含まない超空間では、
超対称性代数は四脚場の捩率として共変微分により表現できた。超空間上で超対称ゲー
ジ理論を構成するには、超空間上の並進の演算子 PA = (Pa, Qα, Q̄α̇) と内部変換の演算子
X(a) に対するゲージ超場を導入する。重力を含まない超対称ゲージ理論におけるゲージ
超場を

hM
AXA = EM

APA +A(a)
M X(a) (3.68)

∗3内部対称性に属するゲージ超場を calligraphic で書くのは、のちに超共形対称性に属するゲージ超場で
AM と書くものがあるからである。
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とする。ゲージ超場はすべて実 (フェルミオン的な超場についてはマヨラナ) であるとす
る。ここで、実超場とは、エルミートな超場を意味する。例えば (Em

a)† = Em
aである。

マヨラナな超場とはエルミート共役が例えば (Em
α)† = Em

α̇ となる超場のことである。
ただし、重力を含まない超対称ゲージ理論では、四脚場EM

A は (3.61) 式によって値を
固定したものとする。また、ゲージパラメータを

ξAXA = ξAPA + ξ(a)X(a) (3.69)

と書く。ここで、ξA は定数パラメータであるとする。一方、ξ(a) は超空間上の座標に依
存したゲージパラメータとする。ξ(a) をゲージパラメータとすることで超対称ゲージ理論
が構成できる。
ゲージ超場のゲージ変換則は次のように与えられる。ゲージ超場は PA を除く演算子

XA′ = X(a)の元で、

δG(ξ
A′
XA′)hM

B = ∂Mξ
A′
δA′

B + hM
CξA

′
fA′C

B (3.70)

と変換する。特に、四脚場は内部対称性に属するゲージ変換を受けない：

δG(ξ
A′
XA′)EM

B = hM
CξA

′
fA′C

B = EM
CξA

′
fA′C

B +A(c)
M ξA

′
fA′(c)

B = 0. (3.71)

ここで、f(a)BC = f(a)(b)C = 0を用いた。従って、内部対称性のゲージ変換によって超空
間の幾何学は変わらない。一方で、内部対称性のゲージ超場は

δG(ξ
A′
XA′)A(b)

M = ∂Mξ
A′
δA′

(b) + hM
CξA

′
fA′C

(b) (3.72)

と変換する。重力のない超対称ゲージ理論においては、XA′ = X(a) であるので、

δG(ξ
A′
XA′)A(b)

M = ∂Mξ
(b) +A(c)

M ξ(a)f(a)(c)
(b) (3.73)

となり、通常のゲージ理論のゲージ変換則を超空間上に拡張したものになっている。
次にゲージ超場に対する場の強さを定義する。この定義は共形重力理論での場の強さの

定義をそのまま超空間に拡張したものを採用する：

RMN
A := ∂MhN

A − ∂NhM
A − (EN

ChM
B′ − EM

ChN
B′
)fB′C

A − hN
C′
hM

B′
fB′C′

A. (3.74)

具体的には、捩率は
R(P )MN

A = ∂MEN
A − ∂MEM

A (3.75)
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であり、ゲージ超場を導入していない時と等しい。一方、内部対称性の場の強さについて
考える。超空間上の場の強さを F (a)

MN と書く。この場の強さは

F (a)
MN = ∂MA(a)

N − ∂MA(a)
M −A(c)

N A(b)
M f(b)(c)

(a) (3.76)

である。ここで、implicit grading (付録 A.4 参照)を用いた。特に、F (a)
mn の最低次はボソ

ン的な場の強さを与える：

F (a)
mn| = ∂ma

(a)
n − ∂na

(a)
m − a(c)

n a(b)
m f(b)(c)

(a). (3.77)

いま、超対称ゲージ理論におけるPA 変換をゲージ共変な超空間の並進として導入する
ことを考える。この導入は共形重力理論で行ったようにリー微分とゲージ変換の同一視

L(ξM∂M) ≡ δG(ξ
AXA) (3.78)

によって行うことができる。これは、PA 変換がリー微分とX(a) 変換によって次のように
定義されていることを意味する：

δG(ξ
APA) := L(ξAEA

M∂M)− δG(ξ
AEA

MA(a)
M X(a)). (3.79)

ここで、超空間上のベクトル ξM によるリー微分L(ξM∂M)は、ポアンカレ重力理論の場
合と同様に、四脚場EM

A に対してL(ξM∂M)EN
A = ξM∂MEN

A + (∂NξM)EM
A と作用す

るものとする。ゲージ超場の PA 変換は、捩率及び場の強さを用いて

δG(ξ
APA)hM

B = ∂Mξ
BδB

A + EM
CξARAC

B (3.80)

と表される。また、P 変換とX(a) 変換の交換関係、および、P 変換同士の交換関係は

[δG(ξ
APA), δG(η

(b)X(b))] = 0, (3.81)

[δG(ξ
APA), δG(η

BPB)] = −δG(ξAηBRAB
CXC) (3.82)

である。
共変微分はP 変換を通じて定義される。すなわち、アインシュタイン添字を持たず、内

部対称性のゲージ変換で共変に変換する場 Φ に対して、

δG(ξ
APA)Φ = L(ξAEA

M∂M)Φ− δG(ξ
AEA

MA(a)
M X(a))Φ = ξAEA

M(∂M −A(a)
M X(a))Φ

= ξAEA
M∇MΦ

(3.83)
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である。共変微分の交換関係は捩率および場の強さを与える。すなわち、(3.82)式におい
て P 変換が共変微分として作用する時、

[∇A,∇B] = −RAB
CXC (3.84)

である。
ここまでで超空間にゲージ超場を導入することを考えてきた。いま、超対称ゲージ理論

に物質場を導入する。超対称性理論では物質場は D̄α̇Φ = 0 をみたすカイラル超場 Φ に
よって定義されていた。しかし、超対称ゲージ理論では超共変微分 D̄α̇ は座標微分のみで
与えられているため、ゲージ変換で共変ではない。従って一般にはカイラル超場をゲージ
変換したものはカイラル超場になるとは限らない。カイラル超場をゲージ理論と整合させ
るために、カイラル条件を先に導入したゲージ対称性についても共変な微分を用いて次の
ように再定義する：

∇̄α̇Φ = 0. (3.85)

これは共変的カイラル条件 (covariantly chiral condition) と呼ばれるが、以降は単にカイ
ラル条件という。
以上で、ゲージ超場、場の強さ、そして物質場を導入することができたので、これらを

用いて理論の構成ができると考えられる。ただし、超空間上のゲージ超場には余分な自由
度が存在する。特に、場の強さについて、スピノル方向の添字を持つ場の強さF (a)

αβ ,F
(a)
αb

で物理的なゲージ場 a(a)
m と既約な多重項を作らない成分が存在する。これらの場の強さ

のいくつかの成分は拘束条件を課すことで 0に置くことができる。この拘束条件を以下で
与える∗4 ：

F (a)
αβ = 0, F (a)

α̇β̇
= 0, F (a)

α̇β = 0. (3.86)

これらの拘束条件がゲージ共変で超対称性変換共変であることに注意する。すなわち、
ゲージ共変性は場の強さに対して拘束条件を置いているため保たれており、さらに超対称
性変換の共変性は超場に対して拘束条件を置いているため保たれている。この拘束条件と
(3.84)式より、超対称ゲージ理論においても超対称性代数と同様の反交換関係

{∇α,∇β} = 0, {∇̄α̇, ∇̄β̇} = 0, {∇α, ∇̄β̇} = −2i∇αβ̇ (3.87)

∗4 この拘束条件の見つけ方は以下のように考える。たとえば拘束条件 F (a)
αβ = 0は、任意の反カイラル超

場 Φ̄(z)に対して、0 = {∇α,∇β}Φ̄(z) = −F (a)
αβ X(a)Φ̄(z) となるべきであることから従う。このことから、

拘束条件 F (a)
αβ = 0 とそのエルミート共役は representation-preserving constraint とも呼ばれる。これに対

して、F (a)

αβ̇
= 0 は、ゲージ超場A(a)

αβ̇
の定義を変えることでできるため、conventional constraint と呼ばれ

る [17]。
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が成り立つ。ただし、超対称ゲージ理論で通常の超対称ゲージ理論で異なることは、

[∇α,∇ββ̇] = −F (a)

α,ββ̇
X(a) ̸= 0 (3.88)

である。これは超空間において通常の時空と反可換変数の空間の間にゲージ超場の場の強
さが存在することを意味する∗5。以降で、これらの曲率が超対称ゲージ理論の作用の構成
に重要な役割を果たすことを説明する。

3.3.2 曲率の拘束条件とビアンキ恒等式
ここまでで超空間にゲージ超場および曲率を導入した。曲率はビアンキ恒等式に従う

が、超空間においては曲率に関する拘束条件が要請されている。従って、曲率のある成分
に拘束条件をかけると、ビアンキ恒等式から他の曲率にも拘束がかかることがわかる。そ
の結果、拘束条件を満たす基本的な超場が導かれ、その超場によって曲率が書ける。曲率
は作用積分の構成において基本的な量であるので、その曲率を導く超場は超対称ゲージ理
論の構成において基本的な量であると言える。
ここでは、そのような基本的な超場をビアンキ恒等式と拘束条件から具体的に導く。こ

の手続きは共形超重力理論の超空間形式においても本質的に同様であるので、ここである
程度詳しくまとめておく。
ビアンキ恒等式は共変微分に対して従う次の等式である：

[∇A, [∇B,∇C ]] + [∇B, [∇C ,∇A]] + [∇C , [∇A,∇B]] = 0, (3.89)

ここで、implicit gradingを用いた。このビアンキ恒等式と、曲率に対する拘束条件F (a)
αβ = 0

を用いて、独立な超場を導く∗6。
まず、A = α, B = β, C = γ̇とすると、

[∇α, {∇β, ∇̄γ̇}] + [∇β, {∇̄γ̇,∇α}] + [∇̄γ̇ , {∇α,∇β}] = 0 (3.90)

である。重力を含まない超対称性理論では捩率のスピノル・ベクトル成分が 0 であること
R(P )α,βγ̇D = 0 を用いると、

F (a)
α,βγ̇ + F (a)

β,γ̇α = 0 (3.91)

∗5 仮に F (a)

α,ββ̇
= 0とおくと、超対称ゲージ理論における場の強さ F (a)

mn| を 0にしたものしか得ることが
できない。このことは、この拘束条件のもとでは力学的な自由度を持たない理論 (超対称性代数の自明な
表現しか存在しない理論)しか構成できないことを意味する。これは以下で見るビアンキ恒等式において、
W(a)

α = 0とすることでわかる。
∗6スピノル添字に下線で点付き、点無しスピノルを合わせて表す。すなわち α := α, α̇.
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を得る。この式は、F (a)
α,βγ̇がα, βについての交換に関して反対称であることF (a)

α,βγ̇ = −F (a)
β,γ̇α

を示している。4次元の 2成分スピノルに対して、点無し添字同士の反対称部分はスカラー
である。従って 1階の点付きスピノル超場 W̄ (a)

γ̇ と 2成分スピノルの不変テンソル ϵαβ を
もちいて

F (a)
α,βγ̇ = +2iϵαβW̄ (a)

γ̇ (3.92)

と表わすことができる。
また、ビアンキ恒等式において、A = α, B = β, C = γγ̇とすると、

{∇α,F (a)
β,γγ̇}− {∇β,F (a)

γγ̇,α} = 0 (3.93)

である。これより、
∇αW̄ (a)

γ̇ = 0 (3.94)

を得る。これは、W̄ δ̇が反カイラル超場であることを意味している。エルミート共役につ
いても同様に、

F (a)

α̇,γβ̇
= +2iϵα̇β̇W

(a)
γ , (3.95)

および、
∇̄α̇W (a)

β = 0. (3.96)

さらに、A = α, B = β̇, C = γγ̇とすることで、

F (a)

αβ̇,γγ̇
= −ϵβ̇γ̇∇αW (a)

γ − ϵαγ∇̄β̇W
(a)
γ̇ . (3.97)

左辺は共にベクトル添字であるので、その最低次はボソン的な場の強さ F (a)
mn| そのもので

ある。超対称ゲージ理論の超空間における定式化では、ボソン的な場の強さはW (a)
α とそ

のエルミート共役で書けることを意味する。
超場W (a)

α がまさに求めるべき超対称なゲージ理論における基本的な超場である。この
超場はスピノル添字を 1つ持ち、その最低次 λ(a)α はフェルミオンである：

λ(a)α := −W (a)
α |. (3.98)

このフェルミオンはスピノルの共変微分 3つを用いてかけるので、質量次元は 3/2であ
る。さらに、λ(a)α の∇αによる共変微分、つまり超対称性変換にゲージ場の微分を持つ場
の強さF (a)

αβ̇,γγ̇
が現れていることから、λ(a)α はゲージ場の超対称パートナーに他ならない。

λ(a)α はゲージーノと呼ばれる。場の強さは、ベクトル添字について反対称であるので、ス
ピノル添字について既約分解すると、

F (a)

αβ̇,γγ̇
= −ϵβ̇γ̇(∇{αW (a)

γ} +∇γW (a)
α )− ϵαγ(∇̄β̇W

(a)
γ̇ + ∇̄γ̇W (a)

β̇
) (3.99)
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となる。Fαβ̇,γγ̇ について両辺の添字を縮約すると、Fαβ̇,γγ̇ はベクトル添字について反対
称であるので、左辺は 0となり、独立なスカラー成分

D(a) :=
i

2
∇̄α̇W̄ (a)α̇| = i

2
∇βW (a)

β | (3.100)

が導かれる。D(a)は質量次元が 2の実スカラー場である。このスカラー場は物質場の超対
称性理論において現れた F と同じ役割をする補助場で、運動項を持たない。
以上で超対称ゲージ理論に現れる既約な場 (a(a)

m ,λ(a)α , D(a))をゲージ超場 A(a)
M および

ゲージーノ超場W (a)
α より構成することができた。ここから成分場同士の超対称性変換則

はビアンキ恒等式の解から直接導くことができることを示す。a(a)
m の超対称性変換は

δG(ξ
αQα)a

(a)
m = δG(ξ

αQα)A(a)
m | = Em

cξαF (a)
αc | = −iEm

c(σ̄c)
γ̇γ(−ξγW̄ (a)

γ̇ + ξ̄γ̇W (a)
γ )|

= i(ξγ(σ̄m)
γ̇γλ̄(a)γ̇ + ξ̄γ̇(σ̄m)

γ̇γλ(a)γ )

(3.101)

である。このように、ゲージ場の超対称性変換はゲージーノになることがビアンキ恒等式
からわかる。ここで、この変換においてはゲージ場は内部対称性に属するゲージ変換で共
変に変換しないため、上記の変換則の導出には共変微分を用いることはできないことに注
意しておく。次に、ゲージーノの超対称性変換は、

δG(ξ
αQα)λ

(a)
β = −δG(ξαQα)W (a)

β |. (3.102)

ゲージーノ超場はゲージ共変であるので、共変微分を用いることができて、

δG(ξ
αQα)λ

(a)
β = ξα∇αW (a)

β + ξ̄α̇∇̄α̇W (a)
β

=
1

2
ξα(∇αW (a)

β +∇βW (a)
α ) +

1

2
ξαϵαβ∇γW (a)

γ .
(3.103)

補助場の変換則は、補助場の超場での表式を次のように工夫することで得ることができる：

δG(ξ
αQα)D

(a) =
i

2
ξα∇α∇̄β̇W̄

(a)β̇|+ i

2
ξ̄α̇∇̄α̇∇βW (a)

β | = ξα∇αβ̇W̄
(a)β̇|+ ξ̄α̇∇̄α̇βW (a)

β |

= ξα∇αβ̇λ̄
(a)β̇ − ξ̄α̇∇̄α̇βλ(a)β .

(3.104)

これらの式は、成分場の変換則は超空間上の場の強さという幾何学量とそのビアンキ恒等
式から得ることができるということを意味している。このことは、共形超重力理論の共形
超空間での構成においてより重要となる。
以上より、超対称ゲージ理論においては、質量次元 3/2のゲージーノ λ(a)α = −W (a)

α | そ
して質量次元 2の場の強さF (a)

αβ̇,γγ̇
|、同じく質量次元 2の補助場D(a) = i

2{∇̄α̇, W̄ (a)α̇}| が
多重項をなすことがわかった。
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3.3.3 超対称ゲージ不変な作用
いま、ゲージ場を含む超対称性変換不変な作用を構成する。上で見たように、超対称

ゲージ理論における基本的な超場はカイラル超場Wαである。このカイラル超場を含み、
さらに反可換数について積分、つまり反可換数について微分した結果ゲージ場の運動項
FmnFmn|を含む項は次のように与えられる：

S = −1

4

∫
d4xd2θtr(WαWα) + h.c. (3.105)

で与えられる。ここで、W (a)
α は超空間の場の強さであるので内部対称性の随伴表現に属

することを用いた。この作用の展開はゲージ共変に行うことができる。すなわち、ゲージ
不変な関数に対する共変微分の作用、つまり、自明な表現に対する共変微分は、ゲージ超
場を含まない座標微分であること

∇α(inv.) = Dα(inv.) (3.106)

を逆に用いて、d2θ 積分を共変微分として書くことができる。

S = −1

4

∫
d4xd2θtr(WαWα) + h.c.

=
1

16

∫
d4xD2tr(WαWα) + h.c.

=
1

16

∫
d4x∇2tr(WαWα) + h.c.

(3.107)

共変微分の交換関係により、

[∇α, {∇α,Wβ}] = 4i[∇c(σc)βα̇, W̄ α̇] (3.108)

であるので、
[∇α, {∇α,Wβ}]| = 4i[∇c(σc)βα̇, λ̄

α̇] (3.109)

を用いることで、成分展開を行うことができる。
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本章では共形超重力理論と共形重力理論を用いた超重力理論の構成を説明する。超重力
理論は、ポアンカレ対称性と超対称性を組み合わせた超ポアンカレ対称性のゲージ理論と
して構成することができる。物質場やYM ゲージ場を含まない重力のみの超重力理論の
作用は

S =

∫
d4xe

(
−1

2
R +

1

2
ϵmnpq(ψ̄mα̇(σ̄n)

α̇βDω
pψqβ − ψm

α(σn)αβ̇D
ω
p ψ̄q

β̇)− 1

3
MM̄ +

1

3
NaNa

)

(4.1)

である。ここで第 2項は、超対称性に属するゲージ場で重力の超対称パートナーである
グラヴィティーノψmα の運動項であり、Rarita–Schwinger (RS) 項と呼ばれる。グラヴィ
ティーノは重力の持つスピン 2よりも半整数だけ小さいスピン 3/2 を持つため、この場に
対する微分はスピン接続を用いて書かれるローレンツ変換で共変な微分Dω

p が作用する。
また、上式のM およびNa は重力とグラヴィティーノの自由度を運動方程式なしで釣り
合わせるための補助場である。
しかし、第 1章で述べた通り、超重力理論の作用の定式化は、複雑であることが知ら
れている。特に、現象論的応用において重要となる物質場とYM ゲージ場が結合した場
合、作用 (4.1)式への物質場やYMゲージ場の結合の仕方が複雑になる。この複雑さは共
形超重力理論を用いることで克服することができる。ここで、共形超重力理論は、超ポア
ンカレ対称性をスケール対称性を含む超共形対称性に拡張し、この対称性のゲージ理論と
して構成できる重力理論である。この共形超重力理論の構成には現在までで 2種類の方法
が知られている。ひとつはテンソル算法と呼ばれる方法である。これは、成分場で超対称
性変換の規則を定める方法であり、従来の場の理論の言葉で行われる。そのため、物理的
な応用を行いやすい。もうひとつは共形超空間を用いる方法である。超空間上で共形超重
力理論を構成する方法である。これは前章で考えたように、超空間上のゲージ理論は超対
称性変換を超空間上の並進として幾何学的に考えることができる。ここで重力理論は幾何
学的に構成されることを思い出すと、共形超重力理論を超共形対称性を導入した超空間上
の幾何学として構成することは自然であると考えられる。ただし、第 1章で述べた通り、
共形超空間はテンソル算法にはない特別な制限が存在するのではないかという議論がな
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された。
本章ではこれらの定式化についてそれぞれ説明した後、KU [30] による共形超空間を構
成しようとした際に生ずる困難について説明する。

4.1 超共形代数
まず、超共形代数を導入する。超共形代数は第 2章で導入した共形代数 (Pa,Mab, D,Ka)

とそのスピノル的拡張 (Qα, Sα, A) から構成される∗1。演算子の種類が多いので一見複雑
に見えるが、共形代数と超対称性代数を組み合わせたものとして構造的に理解できる。以
下で超共形代数を演算子の定義と共に説明する。
まず、共形代数部分は第 2.2章と同じく

[Mab,Mcd] = ηbcMad − ηacMbd − ηbdMac + ηadMbc,

[Mab, Pc] = Paηbc − Pbηac, [Mab, Kc] = Kaηbc −Kbηac,

[D,Pa] = Pa, [D,Ka] = −Ka,

[Ka, Pb] = 2Dηab − 2Mab

(4.2)

である。次に、超対称性の演算子 (Qα, Q̄α̇) を導入する：

{Qα, Q̄α̇} = −2i(σa)αα̇Pa. (4.3)

いま、P に対する超対称性の演算子を導入したが、共形代数においてKa という演算子が
あり、それは Paと共にベクトル演算子であることに注意すると、この Ka に対する超対
称性演算子 (Sα, S̄α̇) を次の代数を満たすように導入することができる：

{Sα, S̄α̇} = +2i(σa)αα̇Ka. (4.4)

S は本論文では共形超対称性変換と呼ぶことにする。Q と S はスピノルであるのでロー
レンツ変換のもとで次のように変換する：

[Mab, Qγ] = (σab)γ
δQδ, [Mab, Q̄

γ̇ ] = (σ̄ab)
γ̇
δ̇Q̄

δ̇, (4.5)

[Mab, Sγ] = (σab)γ
δSδ, [Mab, S̄

γ̇ ] = (σ̄ab)
γ̇
δ̇S̄

δ̇. (4.6)

∗1厳密には、共形代数が SO(4, 2) であることを用いて、そのフェルミオン的拡張である SU(2, 2|1) とし
て超共形代数を定義する。
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共形代数にはスケール変換の演算子 D があり、[D,Pa] = Pa, [D,Ka] = −Ka であった。
この関係より、Q と S についてのD との交換関係を

[D,Qα] =
1

2
Qα, [D, Q̄α̇] =

1

2
Q̄α̇, (4.7)

[D,Sα] = −1

2
Sα, [D, S̄α̇] = −1

2
S̄α̇. (4.8)

このように、共形代数に P とK それぞれに対する超対称性Q, S を導入した。これらは
スピノルであり、カイラリティを持つ。そのカイラリティを区別する演算子A を次のよ
うな交換関係を満たすものとして導入する：

[A,Qα] = −iQα, [A, Q̄α̇] = +iQ̄α̇, (4.9)

[A, Sα] = +iSα, [A, S̄α̇] = −iS̄α̇. (4.10)

共形代数の演算子はスカラーであるかベクトル添字しか持たない演算子であるため、A と
は可換であるとする。共形代数においてP とK の交換関係がD とM を用いて与えられ
たように、超共形代数におけるQ と S の交換関係を次のように定める。

{Sα, Qβ} = (2D − 3iA)ϵαβ − 2Mαβ, {S̄α̇, Q̄β̇} = (2D + 3iA)ϵα̇β̇ − 2M α̇β̇. (4.11)

ここで、Mαβ は、ローレンツ変換の演算子Mab のカイラル部分および反カイラル部分で
ある：

Mαβ := (σbaϵ)αβMab, M α̇β̇ := (σ̄baϵ)α̇β̇Mab. (4.12)

Mαβ は点無しスピノル、M̄ α̇β̇ は点付きスピノルをそれぞれ変換する。例えば、(4.5) 式
の両辺に (σab)αβ と (σ̄ab)α̇β̇を作用し、添字を整理することで、

[Mαβ, Qγ] = −ϵαγQβ − ϵβγQα, [Mαβ, Q̄
γ̇ ] = 0,

[M α̇β̇, Q̄γ̇ ] = −ϵα̇γ̇Q̄β̇ − ϵβ̇γ̇Q̄α̇, [M α̇β̇, Qγ] = 0
(4.13)

を得る。S についても同様である。
最後に、P,K とQ,S の交換関係を

[Ka, Qβ] = i(σa)βγ̇S̄
γ̇ , [Ka, Q̄

β̇] = i(σ̄a)
β̇γQγ, (4.14)

[Sα, Pb] = i(σb)αγ̇Q̄
γ̇ , [S̄α̇, Pb] = i(σ̄b)αγ̇Q̄

γ̇ (4.15)

で与える。以上が超共形代数の非自明な交換関係および反交換関係である。上記に現れな
かった (反)交換関係は全て 0である。例えば {Sα, Q̄β̇} = 0 である。ここで超共形代数は
ヤコビ恒等式を満たすことも確かめることができることに注意しておく。
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時空並進 超対称性 ローレンツ スケール カイラル 共形超対称性 共形ブースト
Pa (Qα, Q̄α̇) Mab D A (Sα, S̄α̇) Ka

表 4.1: 超共形代数の演算子。

上記の超共形代数を以下にまとめておく。

[Mab,Mcd] = ηbcMad − ηacMbd − ηbdMac + ηadMbc,

[Mab, Pc] = Paηbc − Pbηac, [Mab, Kc] = Kaηbc −Kbηac,

[D,Pa] = Pa, [D,Ka] = −Ka, [Ka, Pb] = 2Dηab − 2Mab,

{Qα, Q̄α̇} = −2i(σa)αα̇Pa, {Sα, S̄α̇} = +2i(σa)αα̇Ka,

[Mab, Qγ] = (σab)γ
δQδ, [Mab, Q̄

γ̇] = (σ̄ab)
γ̇
δ̇Q̄

δ̇,

[Mab, Sγ] = (σab)γ
δSδ, [Mab, S̄

γ̇ ] = (σ̄ab)
γ̇
δ̇S̄

δ̇,

[D,Qα] =
1

2
Qα, [D, Q̄α̇] =

1

2
Q̄α̇, [D,Sα] = −1

2
Sα, [D, S̄α̇] = −1

2
S̄α̇,

[A,Qα] = −iQα, [A, Q̄α̇] = +iQ̄α̇, [A, Sα] = +iSα, [A, S̄α̇] = −iS̄α̇,

{Sα, Qβ} = (2D − 3iA)ϵαβ − 2Mαβ, {S̄α̇, Q̄β̇} = (2D + 3iA)ϵα̇β̇ − 2M α̇β̇,

[Ka, Qβ] = i(σa)βγ̇S̄
γ̇ , [Ka, Q̄

β̇] = i(σ̄a)
β̇γQγ,

[Sα, Pb] = i(σb)αγ̇Q̄
γ̇ , [S̄α̇, Pb] = i(σ̄b)αγ̇Q̄

γ̇ .

(4.16)

これら以外の (反)交換関係は 0である。超共形代数の演算子を 表 4.1 にまとめた。
超共形代数のうち、Pa, Qa, Mab は部分代数をなすことに注意する。

[Mab,Mcd] = ηbcMad − ηacMbd − ηbdMac + ηadMbc,

[Mab, Pc] = Paηbc − Pbηac,

{Qα, Q̄α̇} = −2i(σa)αα̇Pa,

[Mab, Qγ] = (σab)γ
δQδ, [Mab, Q̄

γ̇ ] = (σ̄ab)
γ̇
δ̇Q̄

δ̇.

(4.17)

この代数は超対称性代数とポアンカレ代数からなるので、「超ポアンカレ代数」と呼ばれ
る。ポアンカレ超重力理論はこの代数で記述される超ポアンカレ対称性のゲージ理論と
して得ることができるが、本論文ではその詳細は触れない。超ポアンカレ代数の演算子を
表 4.2にまとめた。
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時空並進 超対称性 ローレンツ
Pa (Qα, Q̄α̇) Mab

表 4.2: 超ポアンカレ代数の演算子。

4.2 テンソル算法
ここでは、テンソル算法についてまとめる。ここで目標とする作用は (4.51)式の YM

ゲージ場と物質が結合した超重力理論のラグランジアン

L = −1

2

[
φ̃(S, S̄e2VG)ΣcΣ̄c

]
D
+
[
Σ3

cg(S)
]
F
− 1

4

[
fαβW̄

αW β
]
F

= −1

2

[
φ(S, S̄e2VG)Σ0Σ̄0

]
D
+
[
Σ3

0

]
F
− 1

4

[
fαβW̄

αW β
]
F

(4.18)

である。

4.2.1 超共形代数とそのゲージ超場と曲率および代数の変形
テンソル算法では超共形代数の元を XA を用いて表すことにする。この時、反交換関

係を構造定数 fAB
C を用いて

[XA, XB} = −fAB
CXC (4.19)

と書く。ここで、括弧 [ , }は、フェルミオン的演算子同士については反交換関係を、そ
れ以外は交換関係を与える括弧である。また、演算子は場を変換する抽象的な演算子であ
り、場を表現空間の元とする表現行列ではないことに注意する。表現行列の場合は、交換
関係の符号が逆転することに注意する。
共形超重力理論では、超共形対称性を局所対称性として扱う。超共形対称性に対する

ゲージ場と変換パラメータを次のように与える：

hm
AXA = em

aPa + ψ̄mQ+
1

2
ωm

abMab + bmD + AmA+ ϕ̄mS + fm
aKa, (4.20)

ϵAXA = ξaPa + ε̄Q+
1

2
λabMab + ρD + θA+ ζ̄S + ξK

aKa. (4.21)

ここで、emaは四脚場、ψm はグラヴィティーノ、ωm
ab はスピン接続である。上式でスピ

ノルは 4成分形式で記述しており、

Q =

⎛

⎝Qα

Q̄α̇

⎞

⎠ , S =

⎛

⎝Sα

S̄α̇

⎞

⎠ , ψ̄m = (ψm
α ψ̄mα̇), ϕ̄m = (ϕm

α ϕ̄mα̇) (4.22)
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である。ゲージパラメータについても同様である。また、ここでの超共形代数は文献 [30]

での定義を用いている。この定義は (4.16)式のQ,Mab, A, S を

(Qα, Q̄
α̇) → 2(Qα, Q̄

α̇), Mab → −Mab, A → 4

3
A, (Sα, S̄

α̇) → −2(Qα, Q̄
α̇) (4.23)

と再規格化すれば良い。
テンソル算法では P 変換と Q 変換を別に扱う。すなわち、P 変換は共形重力理論の

ようにリー微分と結びつける一方で、Q 変換は他のM,D,A, S,K 演算子と同様に扱う。
また、一度P 変換をリー微分と関連づける前の超共形変換則と曲率も次のように定義し、
それぞれ group law 変換則、group law 曲率と呼ぶことにする。まず、場に対する group

law 変換則は
δgroupB (ϵB)hm

A = ∂mϵ
A + hm

BϵCfCB
A (4.24)

で与えられる。次に、group law 曲率は

RA
mn = ∂nhm

A − ∂mhn
A + hn

Bhm
CfCB

A (4.25)

と定義される。
次に P 変換を変形する。P 変換を場に対するリー微分と次のように関連づけ、それを

P̃ 変換と名付ける：
δP̃ (ξ

a) := L(ξm)−
∑

A ̸=P

δA(ξ
mhm

A), (4.26)

ここで、リー微分の中の変換パラメータ ξm は ξm = ξaeamで定義される。また、 ξa は場
に依存しないパラメータであるとする。
ここまでで、P 変換をリー微分と関連づけたが、Q変換はリー微分とは関連づけられ

ていなかった。しかし、超対称性代数によれば {Q,Q} ∼ P であるので、Q 変換の反交換
関係を変形後の P̃ 変換に [δQ, δQ] ∼ δP̃ で結びつける。そのために次の拘束条件をおく：

Rmn(P
a) = 0, (4.27)

Rmn(Q)γn = 0, (4.28)

Rnp(Mab)e
apebm − 1

2
Rpm(Q)iγnψ

p +
1

2
(∗R)mn(A) = 0, (4.29)

ここで、 R̃mn(A) は Rmn(A)のホッジ双対

(∗R)mn(A) =
1

2
ϵmnpqR

pq(A) (4.30)
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で、

γa :=

⎛

⎝ 0 (σa)αβ̇

(σ̄a)α̇β 0

⎞

⎠ (4.31)

はガンマ行列を表す。これらの拘束条件からMab, S, Ka ゲージ場 (それぞれ ωm
ab, ϕm,

fma) は ema,ψm, bm, Am に依存した場になっている。この依存性により、これらの依存し
た場 に対するQ 変換 δQ(ε) は独立な場 ema,ψm, bm, Am により決まり、結果としてもと
の δgroupQ (ε) からずれている。そのずれを δ′Q(ε) で表すと、Q 変換は

δQ(ε) = δgroupQ (ε) + δ′Q(ε) (4.32)

と書かれる。そして、変換のずれ δ′Q(ε) は

δ′Q(ε)ωm
ab =

1

2
Rab(Q)iγmε,

δ′Q(ε)ϕm = −1

4
γn(γ5Rnm(A)− i(∗R)nm(A))ε,

δ′Q(ε)fm
a =

1

2
Rcov

nm(S)σ
anε+

1

4
eani(∗R)covnm(S)γ5ε

(4.33)

によりそれぞれ与えられる。ここで、

σab =

⎛

⎝(σab)αβ 0

0 (σ̄ab)α̇β̇

⎞

⎠ =
1

4
[γa, γb], (4.34)

γ5 =

⎛

⎝δα
β 0

0 −δα̇β̇

⎞

⎠ (4.35)

であり、Rcov
mn

A は共変化された曲率

Rcov
mn

A = Rmn
A + δ′Q(ψm)h

A
n − δ′Q(ψn)hm

A (4.36)

である。
P 変換の変形から従う交換関係を次のようにまとめる：

[δA(ϵ
A
1 ), δB(ϵ

B
2 )]) =

∑

C

δC(ϵ
A
1 ϵ

B
2 fBA

C), (4.37)

ここで、A,B が P 変換を意味するときには、それは 変形後の P̃aであるとする。すな
わち、

[δQ(ε1), δQ(ε2)] = δP̃

(1
2
ε̄2iγ

aε1
)

(4.38)
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である。さらに、P̃ 変換の定義より、

[δP̃ (ξ
a), δQ(ε)] =

∑

A=M,S,K

δA(ξ
aδ′Q(ε)ha

A) =
∑

A=M,S,K

δA(ξ
aεαfQαPa

A). (4.39)

ここで、α = (α, α̇)である。また、最右辺についてはQ変換の変形から導かれる [Q,Pa]

の新たな交換関係を、変形された構造定数 fQPc
X (X = Mab, S, Ka) として表したもので

ある。P̃ 変換の定義より、P̃ 同士の交換関係は共変化された曲率を与える：

[δP̃ (ξ
a
1), δP̃ (ξ

b
2)] =

∑

A ̸=P

δA(ξ
a
1ξ

b
2R

cov
ab

A),
(
→ fPaPb

A = −Rcov
ab

A
)

(4.40)

これまで、P 変換の変形とそれに伴う超共形代数の変形を考えてきた。次に、超共形代
数の元で共変に変換する場とその場に対する超共形共変微分を考える。これは物質場など
を記述するために必要である。一般のローレンツ添字 Γ = (α1, ...,αm; β̇1, ..., β̇n) を持ち、
アインシュタイン添字を持たない場 φΓ に対する共変微分Daを P̃a変換を用いて

ξaDaφΓ := δP̃ (ξ
a)φΓ = ξa

⎛

⎝ea
m∂mφΓ −

∑

A ̸=P̃

δA(ha
A)φΓ

⎞

⎠ (4.41)

で定義する。次に、超共形多重項を定義する。これは物質場に加えて超共形不変な作用を
構成するために必要である。一般の超共形多重項 VΓ は (8 + 8) × dimΓ の複素自由度を
持った場の集合である。超共形多重項の各場を「成分場」と呼び、

VΓ = [CΓ, ZαΓ, HΓ, KΓ, BaΓ, ΛαΓ, DΓ] (4.42)

で書かれる。ここで、dimΓ は Γ の属するローレンツ代数の表現空間の次元である。VΓ

の初項 CΓ は、超共形多重項の中で最も小さいワイル・ウェイトを持った場で、次の超共
形変換則を満たすように定義される:

δQ(ε)CΓ =
1

2
iε̄γ5ZΓ, δM(λab)CΓ =

1

2
λab(Σab)Γ

ΣCΣ =:
1

2
λab(ΣabC)Γ

(
δD(ρ) + δA(θ)

)
CΓ =

(
wρ+

1

2
inθ

)
CΓ, δS(ζ)CΓ = δK(ξ

a
K)CΓ = 0.

(4.43)

ここで、Σab は Γ が属するローレンツ代数の表現の表現行列である。また、 w と n は CΓ
のワイル・ウェイトおよびカイラル・ウェイトである。ワイル・ウェイトとカイラル・ウェ
イトをまとめて共形ウェイトと呼ぶ。この超共形多重項について説明する。まず、初項 CΓ
に対する S および K 変換は必ず 0になっていなければならないことに注意する。なぜな
ら CΓ は超共形多重項の中で最も低いワイル・ウェイトを持っているからである。次に、
Q 変換 δQ(ε)CΓ = 1

2iε̄γ5ZΓ は第 2項 ZΓ を定義する式である。初項よりも高次の超共形
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多重項の成分とその超共形変換則は、曲率の不定性を除いてそれらの場にに対する超共形
代数が成立するように定まる (不定性については文献 [30]を参照)。超共形多重項の全て
の成分の Q変換則は (B.1)式にまとめた。この具体的なQ変換則によって高次項の不定
性が固定される。(B.1)式で定義される超共形変換則を「標準形」と呼ぶことにする。こ
の超共形変換則においては初項 CΓ が多重項の全ての成分を特定するため、超共形多重項
VΓ を初項のみを用いて

VΓ =
(
CΓ

)
(4.44)

と表記する。
通常の超対称性理論においては物質場はカイラル超場によって記述できていた。共形超

重力理論においてもこのような制限つきの多重項を導入できる。ただし以下で見るよう
に、共形ウェイトとローレンツ添字に制限がかかる。超共形カイラル多重項Σ(w,n)

Γ は 共
形ウェイト (w, n) が w = n を満たし、ローレンツ添字 Γ が点無しスピノルのみである
ときにのみ存在する。これは、Q 変換で特徴付けられるカイラル条件と Q変換と S 変換
の反交換関係が整合する条件として得られる。超共形カイラル多重項は (2 + 2) × dimΓ

の複素自由度をもち、成分場はで表される：

Σ(w=n)
Γ=(α1···αl)

= [AΓ, PRχΓ, FΓ] . (4.45)

ここで、PR は右巻きスピノルのみを取り出す射影 PR = (1 + γ5)/2である。これらの 3

つの成分は、一般の超共形多重項に

V(ΣΓ) = [AΓ,−iPRχΓ,−FΓ, iFΓ, iDaAΓ, 0, 0] (4.46)

と埋め込まれる。これより、Q変換および S変換は

δQSAΓ =
(
δQ(ε) + δS(ζ)

)
AΓ =

1

2
ε̄RPRχΓ,

δQSPRχΓ = (−1)Γ
(
iγaDaAΓεL + FΓεR +

(
2wAΓ + (ΣabA)Γσab

)
ζR
)
,

δQSFΓ =
1

2
ε̄Liγ

aDaPRχΓ + ζ̄R
(
(1− w)PRχΓ +

1

2
σab(Σ

abPRχ)Γ
)

(4.47)

で与えられる。
重力を含まない超対称性理論において一般の超場からカイラル超場に射影するカイラル

射影が定義できた。カイラル射影も共形超重力理論において導入できる。点無しスピノル
のみを持ち、共形ウェイトがw = n+ 2を満たす超共形多重項 VΓ に対して、カイラル射
影 Π を

ΠV (w, n=w−2)
Γ =

[ 1
2
(HΓ−iKΓ), iPR(iγ

aDaZΓ+ΛΓ), −
1

2
(DΓ+DaDaCΓ+iDaBaΓ)

]
(4.48)
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で定義できる。このカイラル射影の作用の結果、右辺は共形ウェイトが (w + 1, w + 1)で
ある超共形カイラル多重項となる。
テンソル算法を用いると、超共形不変な作用を簡潔な形で表される。まず重力を含まな

い超対称性理論におけるd4xd2θ積分に対応する作用公式を考える。この形の積分をF-type

積分と呼び、F-type 積分で構成される作用を F-type 作用という。超共形不変な F-type

作用は共形ウェイトが w = n = 3であるローレンツ添字を持たない超共形カイラル多重
項Σ =

[
A = 1

2(A+ iB), PRχ, F = 1
2(F + iG)

]
に対してのみ定義できる。そしてその作

用は
∫

d4x
[
Σ(w=n=3)

]
F
=

∫
d4x e

(
F +

1

2
ψ̄aiγ

aχ− 1

2
ψ̄aσ

ab(A− iγ5B)ψb

)
(4.49)

で与えられる。次に重力を含まない場合の超対称性理論における d4xd4θ に対応する積
分を考える。この型の積分とその積分で構成される作用をそれぞれ D-type 積分および
D-type 作用と呼ぶ。D-type 作用は、w = 2, n = 0 を満たす超共形実多重項 V =
[
C, Z, H, K, Ba, λ, D

]
に対してのみ定義できる。この作用は F-type 作用とカイラル

射影Πを用いて
∫

d4x
[
V (w=2)

]
D
=

∫
d4x

[
−ΠV (w=2)

]
F

=

∫
d4x e

(
D +DaDaC +

1

2
ψ̄aγ

aγ5(iγ
bDbZ + λ) +

1

2
ψ̄aσ

ab(H + iγ5K)ψb

)

=

∫
d4x e

(
D +

1

2
ψ̄aγ

aγ5λ+ ϕ̄aγ
aγ5Z +

1

3
C
(
R− 1

e
iψ̄mε

mnpqγ5γn
(
∂pψq −

i

4
ωp

abσabψq

))

+
1

4
iεabcdψ̄aγbψc

(
Bd − AdC − 1

2
ψ̄dZ

))

(4.50)

と表される。
ここまでで共形超重力理論におけるゲージ場と曲率、代数構造、超共形多重項、そして

超共形不変な作用を導入できた。これらを用いて、YM 場と物質が結合した超重力理論を
の作用を書くことができる。その作用は

L = −1

2

[
φ̃(S, S̄e2VG)ΣcΣ̄c

]
D
+
[
Σ3

cg(S)
]
F
− 1

4

[
fαβW̄

αW β
]
F

= −1

2

[
φ(S, S̄e2VG)Σ0Σ̄0

]
D
+
[
Σ3

0

]
F
− 1

4

[
f(a)(b)W̄

(a)W (b)
]
F

(4.51)

である。この作用に書かれている諸量について説明する。まずD-type 作用の部分につい
て説明する。Si = [zi,PRχi, hi] はクォークやレプトンを表すためのカイラル物質多重項で
あり、共形ウェイトは w = n = 0 である。S̄i はSi のエルミート共役である。V (a)

G はYM
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ゲージ場B(a)
m を超共形実多重項ベクトル成分として含む多重項で、YMベクトル多重項と

呼ばれる (作用では VGの内部ゲージ対称性のリー代数の添字 (a) は以下の議論で用いな
いため省略している)。そしてΣc は、共形超重力理論において超共形不変な作用を構成す
るために導入したカイラル compensator 多重項で、共形重力理論における compensator

の拡張である。この compensator は共形ウェイト (w, n) = (1, 1)を持つとする。φ̃ は物質
場の運動項を表すケーラー・ポテンシャルK を φ̃ = 3e−K/3で含む実多重項である。
次に F-type 作用の g(S) を含む部分について説明する。g(S) は物質場の質量項や相
互作用項を表すスーパーポテンシャルで、カイラル物質多重項の関数で書かれる。スー
パーポテンシャル g(S) が消えない系においては、カイラル compensator をΣc → Σ0 =

g1/3(S)Σc = [z0,PRχ0, h0] ととると便利である。このとき、 φ は φ̃ とスーパーポテンシャ
ルで次のように表される: φ(S, S̄e2VG) = φ̃(S, S̄e2VG)|g(S)|−2/3。
最後に f(a)(b) を含む部分について説明する。f(a)(b) はゲージ運動関数 (gauge kinetic

function) と呼ばれる Siの正則関数で、ゲージ結合定数を含む。この関数は YM 場の随
伴表現の添字 (a), (b) に対して対称である。W (a) は、超対称ゲージ理論のときに現れた
ゲージーノ超場のテンソル算法におけるもので、ゲージーノ多重項と呼ばれる。ゲージー
ノ多重項は、重力を含まない超対称性理論の場合と同様に、ゲージーノである右巻きス
ピノルを初項に持つカイラル多重項である。また、ゲージーノ多重項は、ここでは詳し
く述べないが、YMベクトル多重項の中の非物理的な場を取り除くWess–Zumino (WZ)

ゲージ [18] と、WZ ゲージを守る Q 変換を用いて構成される。このWZゲージを守る
Q変換 δYM

Q (ε) の元でゲージーノ多重項の各成分は次のように与えられる。表示の利便性
のため右巻き成分のみを持つスピノル η = PRη 用いると、ゲージーノ多重項の各成分は
η̄W (a) = [η̄λα, (σabF̂ (a)

ab +iD(a))η, iη̄γaDaλ(a)]と書くことができる。ここで、F̂mn は δYM
Q (ε)

で共変な場の強さで、F̂mn = ∂mB
(a)
n −∂nB(a)

m −B(c)
n B(b)

m f(b)(c)(a)− 1
2(ψ̄mγnλ(a)− ψ̄nγmλ(a))

である (f(a)(b)(c) は内部対称性を表すリー代数の構造定数である)。
共形超重力理論からポアンカレ超重力理論を得ることを考える。そのために、超共形対

称性に存在するが、超ポアンカレ対称性には存在しないD, A, S, Ka ゲージ対称性をゲー
ジ固定する。ここで、文献 [12]によって用いられた「KU ゲージ」と呼ばれる次のゲージ
固定

D, Aゲージ : z0 = z∗0 =
√
3φ− 1

2 (z, z∗),

Sゲージ : χR0 = −z0φ
−1φiχRi, Kaゲージ : bm = 0

(4.52)

を置く。ここで、χR0 =
1
2PRχ0 および χRi =

1
2PRχiである。このゲージ固定は超共形実

多重項 φΣ0Σ̄0 の初項と第 2項をD-type 作用においてそれぞれ 3および 0に固定するも
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のである。結果として、標準的な EH 項とRS 項を直接得ることができる。
さらに、このゲージ条件は、超共形対称性のもとでのQ 変換とポアンカレ超重力理論

でのQ 変換を
δPQ(ε) = δYM

Q (ε) + δA(θ(ε)) + δS(ζ(ε)) + δK(ξ
a(ε)) (4.53)

で結びつける。ここで、

θ(ε) = − i

3

(
Giε̄RχRi − GiεLχ

i
L

)
,

ζR(ε) = −1

2

(
h0z

−1
0 +

1

3
hiGi

)
εR − 1

3

((
Gij − 1

3
GiGj

)
ε̄RχRj + Gi

j ε̄Lχ
j
L

)
χRi

− 1

12
i
(
Giγa∇azi − Giγ

a∇az
∗i) εL −

1

4
γaAaεL,

ξa(ε) =
1

4

(
ϕ̄aε− ψ̄aζ(ε)

)
.

(4.54)

である。上の式において、∇mzi は、内部YM 対称性に対する共変微分であり、G は G =

3 log 1
3φ(z, z

∗) で与えられる。ここで、 G の持つ添字 i, j, ... は zi と z∗ i による微分をあ
らわす。例えば Gi

j = ∂2G/∂zi∂z∗ j である。

4.2.2 超共形共変スピノル微分の作用する超共形多重項への制限

重力を含まない超対称性理論においては、従来の場の理論の表式を用いた成分形式と、
超対称性変換を並進と考えて理論の構成を行う超空間形式が存在した。超空間形式にお
いて超対称性変換は共変スピノル微分Dαで表される。そこで、共形超重力理論において
も、超共形変換に対する共変スピノル微分を構成できるのではないか、と考えられる。し
かし、そのような超共形共変なスピノル微分が作用できる超共形多重項には特別な制限が
つくことが文献 [30]によって論じられた。ここでは、この議論を確認する。
仮に、一般の超共形多重項 VΓ に対するスピノル微分DαVΓ が定義可能であるならば、

DαVΓの初項はZαΓ であり、
DαVΓ =

(
ZαΓ

)
(4.55)

であるはずである。ここで、ただ一つの非自明な条件は、ZαΓは S変換で不変であるこ
と、すなわち

0 = δS(ζ)ZαΓ (4.56)

である。テンソル算法でこの条件を具体的に書くと、

0 = −i(n+ w)ζαCΓ + i(σabζ)α(Σ
abC)Γ (4.57)
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となる。これは、超共形多重項のローレンツ添字と共形ウェイトの間に特別な制限がつく
ことを意味する。(4.56)式で与えられる制限が KU によって議論された制限である。
後の第 5章で、この制限がButter の構成した共形超空間形式に存在するかを議論する。

4.3 共形超空間
ここでは共形超空間を用いた超重力理論の構成について文献 [34]に従って説明する。共

形超重力理論の超空間による構成は、第 2章で行った共形超重力理論の構成を、第 3.3章
で行った超空間における超対称ゲージ理論の構成の方法を応用することで得ることができ
る。ここで目標とする作用は (4.93) 式の物質場が結合した超重力理論の作用

S = −3

∫
d4xd4θE ΦcΦ̄ce−K/3 +

(∫
d4xd2θ E (Φc)3W + h.c.

)
(4.58)

である。
本章での超共形代数は (4.16) 式で導入されたものを用いる。

4.3.1 超共形対称性、ゲージ超場、曲率とその拘束条件、ビアンキ恒等式
いま、超空間上に超共形対称性を導入することによって共形超空間を構成する。まず、

超空間上に超共形対称性のゲージ超場を以下のように導入する。

hM
AXA = EM

APA +
1

2
φM

baMab + BMD + AMA+ fM
AKA. (4.59)

ここで、本章では calligraphicな添字 A,B, ...は超共形代数全てを動くものとする。また、
PA = (Pa, Qα, Q̄α̇) およびKA = (Ka, Sα, S̄α̇) である。ゲージ超場はすべて実 (フェルミオ
ン的な超場についてはマヨラナ) であるとする。第 3.3 章における重力を含まない超対称
ゲージ理論では四脚場 EM

A を具体的に固定していたが、ここでは重力を力学的自由度で
あると考えているので、具体的な値には固定しない。ただし、四脚場は可逆であるという
性質は仮定する：

EM
AEA

N = δM
N , EA

MEM
B = δA

B. (4.60)

四脚場の最低次 Em
a|とEm

α| はそれぞれ通常の時空上の四脚場とグラヴィティーノを与
える：

Em
a| = em

a, Em
α| = 1

2
ψm

α. (4.61)
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超空間上の超共形対称性によるゲージ変換のパラメータを以下のように書く。

ξAXA = ξ(P )APA +
1

2
ξ(M)abMba + ξ(D)D + ξ(A)A+ ξ(K)AKA. (4.62)

ここで、これらのパラメータは実 (マヨラナ)超場である。
PA を除いた超共形代数の演算子 XA′ = (Mab, D,A,KA) によるゲージ変換 δG(ξA

′
XA′)

を次のように定める：

δG(ξ
B′
XB′)hM

A = ∂Mξ
B′
δB′

A + hM
CξB

′
fB′C

A, (4.63)

ここで、A′ は、PA 以外の全ての超共形対称性の演算子を動くものとする。
いま、共形超空間におけるPA 変換を定義する。これは共形重力理論や超対称ゲージ理
論と同様に、超空間上のリー微分と超共形対称性によるゲージ変換を同一視することでで
きる：

δG(ξ
APA) = L(ξAEA

M∂M)− δG(ξ
MhM

B′
XB′). (4.64)

PA 変換によって共形超空間上の共変微分 ∇M を定義できる。XA′ 変換によって共変に変
換し、アインシュタイン添字を持たない超場Φ に対して、

δG(ξ
APA)Φ = ξM(∂M − hM

A′
XA′)Φ =: ξM∇MΦ. (4.65)

いま、超共形対称性に属する曲率を次のように定義する：

RMN
A = ∂MhN

A − ∂NhM
A − (EN

ChM
B′ − EM

ChN
B′
)fB′C

A − hN
C′
hM

B′
fB′C′

A. (4.66)

この曲率を用いると、共変微分同士の交換関係が

[∇A,∇B] = −RAB
CXC = −R(P )AB

C∇C − 1

2
R(M)AB

dcMcd

−R(D)ABD −R(A)ABA−R(K)AB
CKC

(4.67)

と書くことができる。
超対称ゲージ理論で議論したように、この曲率には、超対称性代数の既約表現を得るよ

りも多くの自由度を含む。これらの余分な自由度を拘束条件として手で落とす。ただし、
この拘束条件は超共形対称性を保つように曲率に対して要請する。その拘束条件は以下の
ように与える。

Rαβ
A = 0, Rα̇β̇

A = 0, R(P )αβ̇
c = 2i(σc)αβ̇,

Rαβ̇
A = 0 (otherwise).

(4.68)
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この拘束条件により、共変スピノル微分 (∇α, ∇̄α̇) 同士の反交換関係は、重力を含まない
超対称性理論と同じ代数になる：

{∇α,∇β} = 0, {∇̄α̇, ∇̄β̇} = 0, {∇α, ∇̄β̇} = −2i∇αβ̇. (4.69)

さらに、共形重力理論においては曲率のスピノル・ベクトル成分について次の拘束条件を
おく。

R(P )γb
A = 0, R(D)βa = 0, R(A)βa = 0. (4.70)

この拘束条件のもとで、超対称ゲージ理論と同様に次のビアンキ恒等式を解く：

[∇A, [∇B,∇C ]] + [∇B, [∇C ,∇A]] + [∇C , [∇A,∇B]] = 0. (4.71)

以下に詳しく述べるように、ビアンキ恒等式を解くことで、共形超空間における曲率はた
だ一つの完全対称スピノルを持ったカイラル超場Wαβγ で書くことができる。
まず、一つ目の拘束条件 (4.68)式を用いると、曲率のスピノル・ベクトル成分およびベ

クトル・ベクトル成分がカイラル超場 Wα および W α̇ を用いて書くことができる：

Rα,βγ̇ = −[∇α,∇βγ̇ ] = 2iϵαβWγ̇ , Rα̇,β̇γ = −[∇̄α̇,∇β̇γ ] = 2iϵα̇β̇Wγ, (4.72)

Rαα̇,ββ̇ = −ϵα̇β̇{∇(α,Wβ)}− ϵαβ{∇̄(α̇,Wβ̇)}, (4.73)

ここで、ベクトル添字をパウリ行列を用いて (σb)βγ̇Rαb = Rα,βγ̇ とスピノル 2つで書き直
した。また、添字の括弧 ( ) は重み 1で添字を対称化したものである。例えば、ψ(αχβ) =

(1/2)(ψαχβ + ψβχα) である。この超共形代数に値を持つ超場 Wα は、超対称ゲージ理論
で導いたゲージーノ超場の性質と同じ形の性質を持つ：

{∇α,Wγ̇} = {∇̄α̇,Wγ} = 0, (カイラル条件) (4.74)

{∇α,Wα} = {∇̄β̇,W
β̇}, (実条件) (4.75)

[Mbc,Wα] = (σbc)α
βWβ, [D,Wα] =

3

2
Wα, [A,Wα] = iWα, [KA,Wα] = 0.

(4.76)

これらは超対称ゲージ理論と同様に、ビアンキ恒等式およびヤコビ恒等式より従う。上
記のゲージーノと同じ構造を持つという性質により、Wα は “ゲージーノ”超場と呼ば
れる。さらに、曲率の拘束条件 (4.70) 式から、Wα の PA, D, A 成分が 0であること
W(P )αA = W(D)α = W(A)α = 0, すなわち

Wα =
1

2
W(M)α

bcMcb +W(K)α
BKB (4.77)
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であることが従う。ここで、さらに超共形対称性を用いることで、Wα のカイラル条件
(4.74)式と実条件 (4.75) 式は次の Wα の最終的な表式を導く：

Wα = (ϵσbc)βγWαβγMcb +
1

2

(
∇γWγα

β
)
Sβ −

1

2

(
∇γβ̇Wγα

β
)
Kββ̇, (4.78)

W α̇ = (σ̄bcϵ)γ̇β̇W α̇
β̇γ̇Mcb −

1

2

(
∇̄γ̇W

γ̇α̇

β̇

)
S̄β̇ − 1

2

(
∇γ̇βW α̇β̇

γ̇

)
Kββ̇, (4.79)

ここで、実条件はあらわに

{∇α,Wα} = {∇̄α̇, W̄ α̇} = −1

2
(∇α∇γβ̇Wγα

β)Kββ̇ = −1

2
(∇̄α̇∇γ̇βWγ̇

α̇β̇)Kββ̇ (4.80)

と書かれる。上式において “ゲージーノ”超場 Wα はスピン 3/2 を持った 3階の完全対称
スピノルWαβγ で表される。ここで、Wαβγ は次の条件を満たす：

∇̄α̇Wαβγ = 0, DWαβγ =
3

2
Wαβγ , AWαβγ = iWαβγ , KAWαβγ = 0. (4.81)

結局、全ての曲率 RAB は (4.72) 式および (4.73) 式を用いてWαβγ とそのエルミート共役
W̄α̇β̇γ̇、そしてこれらに作用する共変微分で書くことができる。特に、超空間ではない通
常の空間での曲率を含む ベクトル・ベクトル曲率 Rab は次のようにあらわに表される：

Rαα̇,ββ̇ = ϵα̇β̇

(
2Wαβ

γQγ +∇γW δ
αβMδγ +∇γWγαβD − 3

2
i∇γWγαβA

+
1

4
∇2W γ

αβ Sγ − i∇γ
γ̇WγαβS̄

γ̇ +
1

2
∇α∇β̇γW δ

γβ Kδβ̇

)

+ ϵαβ

(
−2Wα̇β̇γ̇Q̄

γ̇ + ∇̄γ̇Wδ̇α̇β̇M
γ̇δ̇ + ∇̄γ̇W

γ̇
α̇β̇D +

3

2
i∇̄γ̇W

γ̇
α̇β̇A

− 1

4
∇̄2Wβ̇α̇δ̇S̄

δ̇ − i∇γ̇γWγ̇α̇β̇Sγ +
1

2
∇̄α̇∇γ̇βWγ̇β̇

δ̇Kβδ̇

)
.

(4.82)

以上が超共形対称性に属するゲージ超場及び曲率に関する議論である。

4.3.2 カイラル超場およびプライマリー超場
ここでは共形超空間で物質場やゲージ場、そして超共形不変な作用を考えるための超場

を導入する。具体的には、カイラル超場とプラリマリー超場である。
まず、物質場を記述するためのカイラル超場を考える。共形超重力理論において、一般

のローレンツ添字 Γ = (α1, . . . ,αn, β̇1, . . . , β̇m) を持つカイラル超場 ΦΓ を

∇̄α̇ΦΓ = 0 (4.83)

を満たす超場として定義する。
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次にプライマリー超場と呼ばれる超場を導入する。この超場は共形超重力理論の構成に
おいてのみならず、本論文の結果の一つである共形超空間とテンソル算法との等価性を示
す際に重要な役割を果たす。プライマリー超場 ΦΓ は、超共形代数の作用のもとで次のよ
うに共変に変換する超場として定義される：

MbcΦΓ = (Sbc)Γ
ΣΦΣ, DΦΓ = ∆ΦΓ, AΦΓ = iwΦΓ, KAΦΓ = 0. (4.84)

ここで、Γ およびΣ は一般のローレンツ添字 Γ = (α1, . . . ,αn, β̇1, . . . , β̇m) を表し、Sbc は
Φ が属するローレンツ代数の表現の表現行列である。また、実定数∆ およびw はそれぞ
れワイル・ウェイトおよびカイラル・ウェイトと呼ばれ、ΦΓ のスケール変換およびカイ
ラル変換を特徴付ける。テンソル算法の時と同様にこれら 2つのウェイトをまとめて共形
ウェイトと呼ぶことにする。ここで、以上 3つのM , D, A 変換に対する条件はΦΓ がM ,

D, A 共変な超場であることを示す式であり、ΦΓ がプラリマリー超場である必要はない
ことに注意する。最後のKA に対する条件KAΦΓ = 0 がプラリマリー超場を特徴付ける
式である。すなわち、プライマリー超場はKA 変換不変である超共形共変な超場として特
徴付けられる。プライマリー条件は一般には共変微分 ∇A によって破れることがあるこ
とに注意する。たとえば、(∆, w) = (2, 0) であるプライマリー超場 V に対する共変微分
∇αV はプライマリー超場ではない：Sα∇βV = {Sα,∇β}V = ϵαβ4V ̸= 0。プライマリー
超場の例として曲率を導く超場Wαβγ が挙げられる。(4.81) 式は、Wαβγ はワイル・ウェ
イト ∆ = 3/2、カイラル・ウェイト w = 1 をもった 3階の完全対称スピノルを持つプラ
イマリー超場であることを意味する。
また、カイラル超場でありプライマリー超場である超場をプライマリーカイラル超場と

呼ぶ。プライマリーカイラル超場 ΦΓは、カイラル条件 ∇̄α̇ΦΓ = 0とプライマリー条件、
特に S̄α̇ΦΓ = 0 の整合性より、{S̄β̇, ∇̄β̇}ΦΓ = 0 が要求される。超共形代数を用いると、
この条件は、ΦΓ の共形ウェイトが 2∆ = 3w で、Γ は点無しスピノルのみであるという
条件を与える。

4.3.3 超共形不変な積分
共形超空間における超共形不変な積分を考える。まず、重力を含まない超対称性の場合

での
∫
d4θ 積分に対応する積分を考える。その積分は共形超空間で次のように書かれる：

SD =

∫
d4xd4θEV. (4.85)
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この d4θ の形で書かれる作用を D-type作用と呼ぶ。ここでE は共形超空間上の密度超場

E := det(EM
A) (4.86)

であり、ここで行列式 det は implicit grading を用いた超行列式 sdet で∗2、四脚場の微小
変換 δEM

A に対して δE = EEA
MδEM

A を満たす。また、V は実超場であるが、D-type

作用が超共形不変であるためには V には超共形対称性から要請される制限がある。この
条件は密度超場の超共形変換則から導かれる。まず、密度超場の超共形変換則は

δG(ξ
A′
XA′)E = EEA

MδG(ξ
A′
XA′)EM

A = EEA
MhM

CξB
′
fB′C

A = EξB
′
fB′A

A

→ DE = −2E, Mab E = AE = KA E = 0 (4.87)

である。これは、超共形代数の交換関係において、交換関係の結果PA が現れるのは、交
換関係のどちらかに PA がある場合のみであるとということから従う。この密度超場の性
質 (4.87)式により、被積分関数 V への条件が

DV = 2V, AV = Mab V = KA V = 0 (4.88)

と定まる。すなわち、V は共形ウェイトが (∆, w) = (2, 0)であるプラリマリー実超場でな
ければならない。これらの条件は超共形代数のうちXA′ に対する条件であった。D-type

作用の PA変換の不変性は次のようにしてわかる。まず、PA 変換はリー微分とXA′ 変換
を用いて定義されていた。D-type 作用のリー微分に対する不変性は超空間全体で積分が
定義されていることから従い、XA′ 変換の不変性は (4.88) 式から従う。よって、D-type

作用は PA 変換についても不変である。これより、D-type 作用は超共形不変であること
がわかった。
次に、重力を含まない超対称性理論での d2θ 型の作用に対応する F-type 作用を

SF =

∫
d4xd2θ EW (4.89)

で導入する。ここで、Eはカイラル密度超場と呼ばれ、超空間のうちの θ̄µ̇ 方向を取り除
いた (xm, θµ) のみの四脚場 Ema = Em

a (a = (a,α), m = (m,µ)) で定義される超行列式で
ある。(4.89)式において, W は ∇̄α̇W = 0 であるカイラル超場である。先ほどと同様に
XA′ 変換での F-type 作用の不変性を要求すると、W は共形ウェイト (∆, w) = (3, 2) を

∗2 超行列式の定義は、
sdet(EM

A) =
detEm

a

det(Eµ
α − Eµ

aEa
mEm

α)

である [17]が、以降ではその変換則しか用いない。
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持ったプライマリーカイラル超場でなければならない。この時、F-type 作用は Q̄α̇変換に
ついても Pa 変換についても不変であることがD-type 作用の時と同様に従う。
ここまで、D-type 作用も F-type 作用も超空間上の積分として書かれていた。これら
の作用を重力を含まない超対称性理論の時と同じように成分展開する。まず、SF が θ̄ に
依存しないことを用いると、作用の d2θ 積分を次のように実行することができる：

∫
d4xd2θ EW =

∫
d4x e

(
−1

4
∇2W +

i

2
ψ̄aα̇(σ̄

a)α̇β∇βW −
(
ψ̄aσ̄

abψ̄b

)
W

)
| (4.90)

次にD-type 作用の展開について考える。D-type 作用は、F-type 作用と次のように関係
する： ∫

d4xd4θEV =
1

2

∫
d4xd2θ EP [V ] +

1

2

∫
d4xd2θ̄ ĒP̄ [V ], (4.91)

ここで、
P [V ] = −1

4
∇̄2V (4.92)

はカイラル射影演算子である。このD-type 作用と F-type 作用の関係、および F-type 作
用の成分展開を用いてD-type 作用の展開を行うことができる。

4.3.4 物質場の結合した超重力理論
ここまで、理論を記述するために必要なゲージ超場、曲率、プライマリー超場、D-, F-

type 作用を構成して来た。これらを用いて、物質場が結合した作用を構成する。その作
用は

S = −3

∫
d4xd4θE ΦcΦ̄ce−K/3 +

(∫
d4xd2θ E (Φc)3W + h.c.

)
(4.93)

とかける。ここで、ケーラー・ポテンシャル K およびスーパーポテンシャル W は物質
場を記述する共形ウェイトが (∆, w) = (0, 0)であるプライマリーカイラル超場Φi の関数
である。加えて、重力を含まない超対称性理論の時と同様に、K は実超場、およびW は
Φi に関して正則な超場である。そして、Φc は共形ウェイト (∆, w) = (1, 2/3) を持つプ
ライマリーカイラル超場で、カイラル compoensator と呼ばれる。これは共形重力理論の
時に導入した compensator の超対称な拡張である。
ポアンカレ超重力理論はカイラル compensator のゲージ固定で得られる。特に、標準

的な EH 項 −1
2eR を導くゲージ固定は

D, Aゲージ : Φc = Φ̄c = eK/6, KAゲージ : BM = 0 (4.94)
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である。第 2.2 章において、共形重力理論の場合は、Ka ゲージ条件 bm = 0 と曲率への
拘束条件から、Ka ゲージ場 fma が重力を記述するリッチ・スカラーR と関係することを
確かめた。共形超重力理論の場合、KA ゲージ条件BM = 0 と共形超空間における曲率へ
の拘束条件から、ポアンカレ超重力理論を記述するための超場がKAゲージ超場 fMA を
用いて表される。これはスケール変換 D に対する曲率 R(D)AB への拘束条件とゲージ固
定条件から次のように読み取ることができる。まずD曲率は共形超空間上で次のように
定義される：

R(D)AB = EA
MEB

N(∂MBN − ∂NBM) + 2fAB(−)a − 2fBA(−)b. (4.95)

R(D)AB のスピノル方向への拘束条件R(D)αβ = 0 とゲージ条件 BM = 0は KA ゲージ
超場のスピノル成分 fαβ を次のように拘束する：

fαβ = −ϵαβR̄, fα̇β̇ = ϵα̇β̇R, fαβ̇ = −fβ̇α = −1

2
Gαβ̇. (4.96)

ここに現れた超場R および Gαα̇ の最低次は、(4.1)式の補助場M およびNaそれぞれ同
定されるが、本論文の結果には直接関わらないためこれ以上立ち入らないことにする。次
に、D曲率のスピノル・ベクトル方向の拘束条件R(D)αb = 0 は fαb が反対称テンソルで
あるという拘束条件を導く：

fαb = −fbα. (4.97)

この反対称テンソル fαb は R とGa を用いて表されることが次のようにしてわかる。K

曲率R(K)αβ,γの定義ととその拘束条件 R(K)αβ,γ̇ = 0 R(K)αγ̇
β = 0 から、

3ifα,ββ̇ =
1

2
DαGββ̇ +DβGαβ̇ + ϵαβD̄β̇R̄, (4.98)

−3ifα̇,ββ̇ =
1

2
D̄α̇Gββ̇ + D̄β̇Gβα̇ + ϵα̇β̇DαR. (4.99)

ここで、DA は、KA ゲージ対称性を固定した後のM,D,A共変微分である：DA = [∇A+

fABKB]BM=0. 最後に、K 曲率 R(K)αβ̇
c の定義とその拘束条件 R(K)αβ̇

c = 0 から、

fαα̇,ββ̇ =
i

2
(Dαfα̇,ββ̇ + D̄α̇fα,ββ̇) + 2ϵαβϵα̇β̇RR̄ +

1

2
Gβα̇Gαβ̇ (4.100)

が従う。超共形対称性の曲率がWαβγ で書かれていることから、ゲージ固定後のポアンカ
レ超重力理論はR, Gαβ̇, Wαβγ そして DA で書かれることがわかる。
ゲージ固定条件 (4.94) 式は、K ゲージ超場 fMA のみならずA ゲージ超場 AM も固定

する。これは次のようにしてわかる。カイラル compensator Φc のカイラル条件は、共変
微分の定義より、0 = ∇̄α̇Φc = Eα̇M∂MΦc −Bα̇Φc − 2

3iA
α̇Φc と書き直すことができる。こ
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こで、ゲージ条件 Φc = eK/6 およびBα̇ = 0 をおくと、Aα̇ がケーラーポテンシャルを用
いて

Aα̇ = − i

4
Ki∗D̄α̇Φ̄i∗ , (4.101)

と表される。ここで、D̄α̇Φ̄i∗ = Eα̇M∂M Φ̄i∗ および Ki∗ = ∂K/∂Φ̄i∗ である。また、ここ
で、 Φi のカイラル条件 0 = ∇̄α̇Φi = Eα̇M∂MΦi = D̄α̇Φi を用いた。同様に ∇αΦ̄c = 0 か
ら、Aα が

Aα =
i

4
KiDαΦ

i (4.102)

と固定される。同様に、∇̄α̇∇αΦc = −2i∇α
α̇Φc から、Aαα̇ の条件

Aα
α̇ =

i

4
(KiDα

α̇Φi −Ki∗Dα
α̇Φ̄i∗)− 3

2
Gα

α̇ +
1

4
gij∗(DαΦ

i)(D̄α̇Φ̄j∗), (4.103)

が導かれる。ここで、Gα
α̇ = −2fαα̇ および gij∗ = ∂2K/∂Φi∂Φj∗ である。

以上が共形超空間による作用の構成法である。次章では、テンソル算法と共形超空間形
式の一般的な対応を求める。そして、共形超空間形式には (4.56) 式で示された制限は存
在しないことを示す。
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共形超空間形式の一般的対応

本章では、本論文の主題である共形超重力理論のテンソル算法と共形超空間形式の一般
的対応について論ずる。ここで対応を明らかにするものは超重力理論の作用の構成に必要
な、超共形代数とそれに属するゲージ場、曲率、ローレンツ添字を持った超共形多重項、
カイラル射影、そして超共形不変な作用である。

5.1 超共形代数とそのゲージ場及び曲率
第 4.2章で議論したように、テンソル算法では、Q 変換と P 変換は元々の超共形代数
から従う group law からリー微分を用いて変形される。以下では、変形後のもののみを扱
う。そのため、P̃a 変換を単に Paと書くことにする。
まず最初に 2つの形式間での超共形代数および共形ウェイトの記法を対応させることか

ら始める。この対応は以下の通りである：

テンソル算法 共形超空間形式
Pa, 2Qα, 2Q̄α̇ (Pa, Qα, Q̄α̇) = PA

−Mab, D, 4
3A Mab, D, A

Ka, −2Sα, −2S̄α̇ (Ka, Sα, S̄α̇) = KA

w, 2
3n ∆, w

(5.1)

この対応により、超共形対称性に属するゲージパラメータの対応が ϵAXA ↔ ξA|XA で与
えられる。ここで、記号 “↔” は両形式での対応を表す。超共形代数の各成分に対してこ
の対応を書き下すと次のようになる：

テンソル算法 共形超空間形式
P, Q (ξa, 1

2 ε̄) (ξ(P )a, ξ(P )α, ξ̄(P )α̇)| = ξ(P )A|

M, D, A λab, ρ, 3
4θ ξ(M)ab|, ξ(D)|, ξ(A)|

K, S (ξaK ,
−1
2 ζ̄) (ξ(K)a, ξ(K)α, ξ̄(K)α̇)| = ξ(K)A|

(5.2)
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ゲージ場と超共形代数の演算子の積が同じ量を表すので、hm
AXA ↔ hm

A|XA である。こ
れを超共形代数の各演算子について書くと

テンソル算法 共形超空間形式
P, Q (ema, 1

2ψm) Em
A| = (Em

a, Emα, Em
α̇)| = (ema, 1

2ψmα,
1
2 ψ̄m

α̇)

M, D, A ωm
ab, bm,

3
4Am φm

ab| = ωm
ab, Bm|, Am|

K, S (fm
a, −1

2ϕm) fmA| = (fma, fmα, fm
α̇)|

(5.3)

となる。
共形超空間におけるアインシュタイン添字を持った曲率 Rmn

C は (4.66)式で定義され
る。一方で、ローレンツ添字を持った曲率は Rab

C

Rab
C| = Eb

NEa
MRMN

C| = ea
meb

nRmn
C|− i

2

(
ψa

α(σb)αβ̇ − ψb
α(σa)αβ̇

)
W β̇C|

+
i

2

(
ψ̄aα̇(σ̄b)

α̇β − ψ̄bα̇(σ̄a)
α̇β
)
Wβ

C|+ 1

4
ψa

αψb
βRαβ

C|

(5.4)

で与えられる。ゲージ場の対応 (5.3)式を用いると、テンソル算法における共変化された曲
率と共形超空間形式におけるローレンツ添字を持つ曲率の最低次が次のように対応する：

テンソル算法 共形超空間形式
−
(
Rab(P c), 1

2Rab(Q)
) (

R(P )ab
c, R(P )ab

γ , R(P )abγ̇
)∣∣ = R(P )ab

C
∣∣

−Rcov
ab (M

cd), −Rab(D), −3
4 Rab(A) R(M)ab

cd|, R(D)ab|, R(A)ab|

−
(
Rcov

ab (K
c), −1

2R
cov
ab (S)

) (
R(K)ab

c, R(K)ab
γ , R(K)abγ̇

)∣∣ = R(K)ab
C
∣∣
(5.5)

ここで、テンソル算法における記号 cov で表される共変化 ‘covariantization’ は M , S, Ka

曲率のみに必要である。そしてこの共変化は共形超空間形式においては、M,S,K 項にの
み “ゲージーノ”超場 Wα が存在していることに対応する。この対応 (5.5)式を得るため
に超空間における “ゲージーノ”超場 Wα とテンソル算法における以下の曲率に次の対応
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があることを用いた：

テンソル算法 共形超空間形式
Rab(Q)γ5

(
W(M)αab, W(M)α̇,ab

)
| = −2

(
R(P )abα, −R(P )ab,α̇

)
|

i

4
σabγ5Rab(A)

⎛

⎝W(K)αβ 0

0 W(K)α̇β̇

⎞

⎠
∣∣∣

= − i

3

⎛

⎝(σab)αβ 0

0 (σ̄ab)α̇β̇

⎞

⎠

⎛

⎝1 0

0 −1

⎞

⎠R(A)ab|

−1

4
iRcov

bc (S)γcγ5
(
W(K)αb W(K)α̇b

)
|

+
1

4
(∗R)covbc (S)γc = − i

2

(
R(K)bcβ R(K)bc,β̇

)
|

⎛

⎝ 0 (σc)βα̇

(σ̄c)β̇α 0

⎞

⎠

⎛

⎝1 0

0 −1

⎞

⎠

+
1

2

(
(∗R(K))bcβ (∗R(K))bc,β̇

)
|

⎛

⎝ 0 (σc)βα̇

(σ̄c)β̇α 0

⎞

⎠

(5.6)

ここで、これらの量は (4.72)式により超空間における曲率のスピノル・ベクトル成分 Rαb
C

を表すものである。
曲率の対応は結局次の単純な形

RcovC
ab XC (テンソル算法) ↔ −Rab

C|XC (共形超空間形式) (5.7)

にまとめられる。ここで、曲率の対応は ローレンツ添字を持った成分に対して対応があ
り、一般にはアインシュタイン添字を持った成分に対してはないことに注意する。一方
で、ゲージ場の対応はアインシュタイン添字を持ったものに対して対応があることに注意
する。すなわち、

hm
CXC (テンソル算法) ↔ hm

C|XC (共形超空間形式). (5.8)

なぜなら、共形超空間形式におけるローレンツ添字を持ったゲージ場の最低次はグラヴィ
ティーノを含むからである：

ha
C| = Ea

MhM
C| = ea

mhm
C|− 1

2
ψa

αhα
C|. (5.9)

曲率に対する拘束条件も対応があることが以下で見るようにわかるが、共形超空間形式
における曲率への拘束条件は スピノル・スピノル成分とスピノル・ベクトル成分に直接
要請されるものであることに注意する。そして、超空間における ベクトル・ベクトル成
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分 Rab への拘束条件は、曲率を記述するカイラル超場 Wαβγ の性質から導かれる。超空
間における曲率R(X)abA は、Wαβγ および (4.82)式を用いて次のように表される：

共形超空間形式における曲率 Rab
A

R(P )abc 0

R(P )−γβ
α, R(P )+

γ̇β̇, α̇
Wγβ

α, Wγ̇β̇α̇

1
4R(M)−,−

βα, δγ ,
1
4R(M)+,+

β̇α̇, δ̇γ̇
∇(δWγ)βα, ∇̄(δ̇Wγ̇)β̇α̇

R(D)−βα = 2
3iR(A)−βα, R(D)+

β̇α̇
= −2

3 iR(A)+
β̇α̇

−1
2∇

γWγβα,
1
2∇̄

γ̇Wγ̇β̇α̇

R(K)−γβ
α, R(K)+

γ̇β̇, α̇
1
8∇

2Wγβ
α, 1

8∇̄
2Wγ̇β̇α̇

R(K)−γβ
a(σa)αα̇, R(K)+

γ̇β̇
a(σa)αα̇

−1
2 ∇γ∇δ

α̇Wδβα,
1
2∇̄γ̇∇α

δ̇Wδ̇β̇α̇

(5.10)

ここで、反対称テンソルのカイラル分解R−
αβおよびR+

α̇β̇
は (A.11)式で定義される。

共形超空間形式における曲率への拘束条件は曲率の ベクトル・ベクトル成分R(X)abA

が Wαβγ で表されることから従う。まず、テンソル算法における (4.27)式は Rab(P c) = 0

に等しい。そしてそれは共形超空間形式におけるR(P )abc| = 0 に対応する。これは (5.10)

式と曲率の対応 (5.5)式からわかる。次に、Q 曲率に対する拘束条件 (4.28)式について
考える。この拘束条件はローレンツ添字を用いて Rab(Q)γb = 0 と書き直すことができ
る。一方、共形超空間形式においては、Q 曲率 R(P )abα およびこのエルミート共役は
R(P )abα|(σb)αδ̇ = 0 およびそのエルミート共役を満たすため、Q 曲率の拘束条件も対応
していることがわかる。この条件は (5.10)式において、R(P )abα がカイラル成分しか持
たないことR(P )γγ̇,ββ̇

α = 2εγ̇β̇Wγβ
α そしてWαβγが完全対称テンソルであることから従う

次の式
R(P )ab

α(σb)αδ̇ ∝ (σ̄b)
β̇βεγ̇β̇Wγβ

α(σb)αδ̇ ∝ εγ̇δ̇Wγα
α (5.11)

から示される。そして最後のテンソル算法おけるM 曲率に対する拘束条件 (4.29)式につ
いて考える。この拘束条件は、ローレンツ添字を用いて

Rcov
ac (M

cb) +
1

2
(∗R)ba(A) = 0 (5.12)

とかける。一方、共形超空間形式においてはM 曲率とA 曲率との関係は

R(M)ac
cb +

2

3
(∗R(A))ba = 0 (5.13)

であるため、M 曲率に対する拘束条件も対応していることがわかる。これは (5.10)式に
おいて、R(M)accb および R(A)ab が∇βWβαγ およびこのエルミート共役で与えられるこ
とから従う。
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ここまでの議論は、ゲージ場の対応に基づいて明らかにされた。これらのゲージ場に対
する超共形変換則の対応は次のようになる:

テンソル算法 共形超空間形式
δP (ξa) + δQ(ε) δG(ξ(P )a|Pa) + δG(ξ(P )α|Qα) = δG(ξ(P )A|PA)

δM(λab) + δD(ρ) + δA(θ) δG(
1
2ξ(M)ba|Mab) + δG(ξ(D)|D) + δG(ξ(A)|A)

δK(ξaK) + δS(ζ) δG(ξ(K)a|Ka) + δG(ξ(K)α|Sα) = δG(ξ(K)A|KA)

(5.14)

この対応における変換パラメータの対応は (5.2)式で与えられる。これらの対応は両形式
における交換関係から従う。この対応においてMab, D, A, S, Ka 変換については明らか
であるが、PA = (Pa, Qα, Q̄α̇) 変換の対応は非自明である。特にQα 変換の変形の扱いが
両形式間で異なることに注意する。共形超空間形式では、Q 変換はリー微分とゲージ変
換の線形結合で定義された。一方で、テンソル算法においては、Q 変換は gruop law と
曲率の拘束条件による変形を用いて定義されていた。従って、以下でPA 変換の関わる交
換関係を詳しく議論する。まず、共形超空間形式では P 変換は (4.64)式によって

δG(ξ
APA) = L(ξM := ξAEA

M)− δG(ξ
MhM

B′
XB′) (5.15)

と定義されていた。従って、PA 変換の関わる交換関係を調べるには、リー微分と XB′変
換の交換関係を調べる必要がある。その交換関係は PA 変換のパラメータ ξA, ηA が場に
依存しないことに注意すると、

[δGC(ξ
BEB

N), δGC(η
CEC

L)]

= δGC(ξ
NηL(∂LEN

A − ∂NEL
A)EA

M),

[δG(ξ
AhA

A′
XA′), δGC(η

AEA
M)]

= δG(η
L(∂Lξ

N)hN
B′
XB′) + δG(η

LξN(∂LEN
A)hA

B′
XB′)

− δGC(η
LEL

CξNhN
B′
fB′C

DED
M),

[δG(ξ
AhA

A′
XA′), δG(η

BhB
B′
XB′)]

= δG(ξ
LηN(hN

B′
EL

E − hL
B′
EN

E)fB′E
FhF

A′
XA′)

+ δG((η
N(∂Nξ

L)− ξN(∂Nη
L))hL

A′
XA′) + δG(η

NξLRLN
A′
XA′)

(5.16)

となる。これらの関係式と PA 変換の定義を用いると

[δG(ξ
APA), δG(η

BPB)] = −δG(ξAηBRAB
CXC) (5.17)

を得る。変換パラメータ ξA はベクトル ξa かスピノル ξαであるため、これらをベクトル
かスピノルにとることで、Q-Q, Q-P そして P -P 間の交換関係が導かれる。(5.17) 式に



84 第 5章 共形超重力理論のテンソル算法と共形超空間形式の一般的対応

おいて ξA と ηB の両方をスピノルにとり、曲率 Rαβに対する拘束条件を用いると、Q-Q

の交換関係が次のようになる：

[δG(ξ
αQα), δG(η

βQβ)] = 2δG

⎛

⎝
(
ηβ η̄β̇

)
i

⎛

⎝ 0 (σa)βα̇

(σ̄a)β̇α 0

⎞

⎠

⎛

⎝ξα
ξ̄α̇

⎞

⎠Pa

⎞

⎠ . (5.18)

そして、この交換関係はテンソル算法のものと対応する：

[δQ(ε1), δQ(ε2)] = δP
(1
2
ε̄2γ

aε1
)
. (5.19)

ここで、パラメータの対応 (5.2)式より 1
2 ε̄1 ↔

(
ξα ξ̄α̇

)
| および 1

2 ε̄2 ↔
(
ηβ η̄β̇

)
| とな

ることを用いた。次に、ベクトルパラメータ ξa とスピノルパラメータ ηβ に対して、交
換関係 (5.17)式は

[δG(ξ
aPa), δG(η

βQβ)]

= −
(
δG

(
1
2ξ

aηβR(M)aβ
dcMcd

)
+ δG

(
ξaηβR(K)aβ

γSγ

)
+ δG

(
ξaηβR(K)aβ

cKc

)) (5.20)

となる。曲率と “ゲージーノ”超場との関係をRaβ = −i(σa)βγ̇W γ̇ を用いると、この交換
関係はテンソル算法における

[δP (ξ
a), δQ(ε)] =

∑

A=M,S,K

δA(ξ
bδ′Q(ε)hb

A)

= δM
(1
2
ξcRab(Q)γcε

)
+ δS

(1
4
iξaγb(γ5Rba(A) + R̃ba(A))ε

)

+ δK
(
− 1

2
ξbRcov

cb (S)σac − 1

4
ξbδacR̃cov

cb (S)γ5ε
)

(5.21)

に対応する。ここで、1
2 ε̄ =

(
ηβ η̄β̇

)
| である。最後に、ξA と ηB とをともにベクトルパ

ラメータにとると、

[δG(ξ
aPa), δG(η

bPb)] = −δG(ξaηbRab
AXA) (5.22)

を得る。これはテンソル算法の

[δP (ξ
a
1), δP (ξ

b
2)] =

∑

A ̸=P

δA(ξ
a
1ξ

b
2R

covA
ab ) (5.23)

に対応する。ここで、ξa1 ↔ ξa| および ξb2 ↔ ηb|であり、テンソル算法における Rab(P c)

と共形超空間形式における R(P )ab
c はともに 0であることに注意する。

ここで、Pa 変換とQ変換の交換関係の対応から、テンソル算法においては代数的に決
まった交換関係 [δP , δQ] は、超空間においてはベクトル・スピノル曲率という幾何学量と
して解釈できることに注意する。



5.2. 超共形多重項 85

5.2 超共形多重項
これまでで超共形変換則が両方の形式で正確に一致することを確かめた。そして、テン

ソル算法においては代数が定まれば超共形多重項の変換則が定まる。すなわち、テンソル
算法において最低のワイル・ウェイトを持った場の変換則を特定すれば、それ以外の多重
項の成分場の超共形変換則が高次項の定義の不定性を除いて定まる。従って、超共形多重
項の対応が

超共形多重項 VΓ (4.42)式 ↔ プライマリー超場 ΦΓ (4.84)式

となることが導かれる。これについて説明する。テンソル算法では、超共形多重項 VΓ の
初項 CΓ は多重項の中で最も低いワイル・ウェイトを持ち、S および Ka 変換で消えるよ
うに定義される。一方で共形超空間形式では、プライマリー超場は KA 不変であると定
義される。第 4章においてテンソル算法での (4.43)式と共形超空間形式の (4.84)式で議
論したように、テンソル算法の CΓ と共形超空間形式の ΦΓ| は超共形変換で同じ形で変
換する。さらに、仮にこれらが同じワイル・ウェイトw = ∆ およびカイラル・ウェイト
n = (3/2)w をもち、そしてローレンツ代数の同じ表現空間の元で表現行列が同じである
Σab = −Sabならば、両形式間でこの多重項と超場は一致する。そして、超共形多重項の
高次項は、Q 変換で順に決めることができ、高次項の定義の不定性は標準形 (B.1) 式で固
定できる。
従って、共形超空間形式においても、高次項の超場での表式をQα (= ∇α)を超場に順

に作用させ、変換則をテンソル算法のものと比較することで得ることができる。この導出
の詳細は付録 C.1 に回すが、超共形多重項VΓ の各成分の共形超空間形式への対応は、ワ
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イル・ウェイトの小さい順に次のようになる。

ワイル・ウェイト テンソル算法 共形超空間形式
w CΓ ΦΓ|

w + 1
2 ZΓ

⎛

⎝−i∇αΦΓ

+i∇̄α̇ΦΓ

⎞

⎠
∣∣∣

HΓ +1
4(∇

2ΦΓ + ∇̄2ΦΓ)|

w + 1 KΓ − i
4(∇

2ΦΓ − ∇̄2ΦΓ)|

BaΓ −1
4(σ̄a)

β̇β[∇β, ∇̄β̇]ΦΓ|

w + 3
2 ΛΓ

i

4

⎛

⎝−∇̄2∇αΦΓ

+∇2∇̄α̇ΦΓ

⎞

⎠
∣∣∣+ 2i

⎛

⎝Wα

W α̇

⎞

⎠ΦΓ|

w + 2 DΓ
1
8∇̄α̇∇2∇̄α̇ΦΓ|+Wα̇∇̄α̇ΦΓ|

= 1
8∇

α∇̄2∇αΦΓ|−Wα∇αΦΓ|

(5.24)

この対応において、全体にかかる係数の不定性があるが、この不定性は初項を CΓ ↔ ΦΓ|

とすることで固定できる。ここで、最後のDΓ 項の対応において、次の恒等式

∇α∇̄2∇α − ∇̄α̇∇2∇̄α̇ = 8
(
Wα̇∇̄α̇ +Wα∇α + {∇̄α̇, W α̇}

)
, (5.25)

を用いた。これは、重力を含まない共形超空間形式における恒等式DαD̄2Dα−D̄α̇D2D̄α̇ = 0

の共形超空間形式における拡張である。(5.25)式の右辺は、共形超空間ではWα に比例し
たゼロでない ベクトル・スピノル曲率があることに起因する。
ここで、ローレンツ添字がない超共形多重項の場合は、Λ および D の対応は重力を含
まない共形超空間形式と同じ単純な形になる：　

Λ ↔ i

4

⎛

⎝−∇̄2∇αΦ

+∇2∇̄α̇Φ

⎞

⎠
∣∣∣, D ↔ 1

8
∇̄α̇∇2∇̄α̇Φ| = 1

8
∇α∇̄2∇αΦ|. (5.26)

これは (4.78)式および (4.79)式から “ゲージーノ”超場 Wα がM および KA 成分しか持
たないこと、そして (4.80)式より {∇α,Wα} = {∇̄α̇,W α̇} が Ka 成分しか持たないことか
ら従う。

5.3 カイラル射影と超共形不変な作用
ここでは、超共形カイラル多重項とカイラル射影、そして超共形不変な作用の対応につ

いて調べる。
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まず超共形カイラル多重項の対応について調べる。超共形カイラル多重項は、共形ウェ
イトとローレンツ添字に制限がついていた。この制限がテンソル算法と共形超空間形式と
で一致することをまず確かめる。共形超空間形式では、第 4章で議論したように、プライ
マリーカイラル超場ΦΓ は次の条件を満たすものとして定義されていた：

∇̄α̇ΦΓ = 0, KAΦΓ = 0. (5.27)

ここで、カイラル条件とプライマリー条件が整合するためには

0 = {S̄α̇, ∇̄β̇}ΦΓ =
(
(2D + 3iA)ϵα̇β̇ − 2M α̇β̇

)
ΦΓ (5.28)

でなければならなかった。これは ΦΓ の共形ウェイト (∆, w) は 2∆− 3w = 0 を満たし、
かつ Γ は点無しスピノル添字のみ Γ = (α1,α2, · · · )でなければならないことを意味する。
これらの条件はテンソル算法における (4.45)式と対応するものである。
次に具体的に成分場の対応を調べる。プライマリーカイラル超場ΦΓ に対して超共形多

重項の一般的な対応 (5.24)式を用いると、

(
CΓ,ZΓ,HΓ,KΓ,BaΓ,ΛΓ,DΓ

)
↔

(
ΦΓ|, −i∇αΦΓ|, 1

4∇
2ΦΓ|, −i

4 ∇
2ΦΓ|, i∇aΦΓ|, 0, 0

)

(5.29)

を得る。ここで、プライマリーカイラル超場に対して成立する次の等式

∇̄β̇∇αΦΓ = {∇̄β̇, ∇α}Φ = −2i∇αβ̇ΦΓ, W α̇ΦΓ = 0 (5.30)

を用いた。W α̇ΦΓ = 0 はプライマリーカイラル超場に対してM β̇γ̇ΦΓ = KAΦΓ = 0 である
こと、すなわち、ΦΓ はプライマリーでローレンツ添字 Γは点無しスピノルしか持たない
ことから従う。超共形カイラル多重項の一般の多重項への埋め込み (4.46) 式と、プライ
マリーカイラル超場の対応 (5.29)式を用いると、超共形カイラル多重項 [AΓ, PRχΓ, FΓ ]

とプライマリーカイラル超場ΦΓの対応が

[AΓ, PRχΓ, FΓ ] (テンソル算法) ↔
[
ΦΓ|, ∇αΦΓ|, −1

4∇
2ΦΓ|

]
(共形超空間形式)

(5.31)

と求まる。
これまで超共形カイラル多重項の対応について議論してきた。この対応を用いてカイラ

ル射影の対応を構成することができる。まず、共形超空間形式においてカイラル射影と、
カイラル射影が実際に射影として成立するためのプラリマリーカイラル超場に対する一
般的条件について考える。カイラル射影は、超共形共変スピノル微分を用いて表すことが
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できる。実際、超共形スピノル微分の代数 (4.69)式の {∇̄α̇, ∇̄β̇} = 0 を用いると、

∇̄α̇∇̄2ΨΓ = 0 (5.32)

が (プライマリー超場とは限らない)一般の超場ΨΓについて成立する。従って、∇̄2ΨΓ は
形式的にはカイラル超場である。しかし、仮に ∇̄2ΨΓ がプライマリー超場でない場合、こ
の ∇̄2 が作用した超場は元の超場の自由度であった 8 + 8 の複素自由度を持ち続ける。こ
れはプライマリーカイラル超場が 2+ 2 の複素自由度しか持たないことと異なる性質であ
る。このような奇妙な性質が生じるのは、共形超重力理論における S̄α̇ 変換が ∇̄α̇の逆と
して作用することに起因する。
仮に、 ∇̄2ΨΓ がSα 変換を含む KA 変換で不変なプライマリー超場であるならば、∇̄2ΨΓ

はプライマリーカイラル超場の持つ 2 + 2 の複素自由度だけを持つ。ΨΓ の共形ウェイト
を (∆, w)とすると、超共形代数より ∇̄2ΨΓ は共形ウェイト (∆+ 1, w + 2) を持つ。従っ
て、∇̄2ΨΓ は 2(∆ + 1) − 3(w + 2) = 0 かつ Γ が点無しスピノルのみの時のみプライマ
リーカイラル超場となる。これは ∇̄2 はこの演算子が作用するプライマリー超場 ΨΓ の
ウェイトが上記の条件を満たす時のみカイラル射影として作用することを意味する。そし
てこのカイラル射影の性質はテンソル算法におけるカイラル射影 (4.48)式が満たすべき
条件と一致する。そして超共形多重項の対応 (5.24)を用いると、共形超空間形式とテン
ソル算法におけるカイラル射影P と Π の関係が次のようになる:

Π ↔ −P =
1

4
∇̄2. (5.33)

これは実際付録C.2 で行うように、カイラル射影を受けたプライマリー超場 PΨΓ がテン
ソル算法における (4.48)式の超共形カイラル多重項ΠVΓ に (5.24)式を用いて同定される
ことから示される。この同定において、次の恒等式が有用である：

∇2∇̄2 = ∇̄α̇∇2∇̄α̇ + 8∇a∇a − 2i∇a(σ̄
a)α̇α[∇α, ∇̄α̇]− 8Wα̇∇̄α̇,

∇̄2∇2 = ∇α∇̄2∇α + 8∇a∇a + 2i∇a(σ̄
a)α̇α[∇α, ∇̄α̇] + 8Wα∇α.

(5.34)

ここで、これらの恒等式の和が

∇2∇̄2 + ∇̄2∇2 −∇α∇̄2∇α − ∇̄α̇∇2∇̄α̇ = 16∇a∇a + 8Wα∇α − 8Wα̇∇̄α̇ (5.35)

となることに注意する。この恒等式は重力を含まない超対称性理論における次の恒等式

D2D̄2 + D̄2D2 − 2DαD̄2Dα = 16∂m∂m (5.36)

の共形超空間での拡張になっている。
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最後に、超共形不変な作用の対応について考える。作用には、F-type と D-type とがあ
るが、まずF-type作用の対応について考え、次にこのF-type作用の対応を用いてD-type

作用の対応を調べる。
テンソル算法において、F-type 作用はw = n = 3 でローレンツ添字をもたない超共形
カイラル多重項 Σに対してのみ定義できた。共形超空間形式においての (4.90)式で与え
られる F-type 作用の成分展開は、成分展開の (4.49)式で与えられる F-type 作用に一致
する。すなわち、

∫
d4x

[
Σ
]
F

↔
∫

d4xd2θ EΣ+

∫
d4xd2θ̄ ĒΣ̄. (5.37)

これはゲージ場の対応 (5.3) 式と、超共形カイラル多重項の対応 (5.31)式から従う。
次にもう一つの超共形不変な作用であるD-type 作用の対応について考える。D-type 作

用は共形ウェイト (w, n) = (2, 0) であり、かつローレンツ添字を持たない超共形実多重項
V に対してのみ定義できる。D-type 作用はテンソル算法においても共形超空間形式にお
いても、カイラル射影と F-type 作用を用いて得ることができる。従ってカイラル射影の
対応 (5.33) 式と F-type 作用の対応 (5.37)式より、テンソル算法のD-type 作用 (4.50)式
と共形超空間形式におけるD-type 作用 (4.91) 式が

∫
d4x

[
V
]
D

↔ 2

∫
d4xd4θEV (5.38)

と対応している。

5.4 u-associated 微分
5.4.1 超共形共変スピノル微分への制限はあるか？
まず、超共形共変スピノル微分についての歴史的な問題について述べる。文献 [30]に

おいて、 KU はテンソル算法におけるスピノル微分Dα を構成し、この微分はそれが作
用する超共形多重項 VΓ が共形ウェイトとローレンツ添字に特別な条件を満たす時のみ存
在することを主張した。一方で、Butter は文献 [34]において共形超空間で超共形共変微
分 ∇A を定義した。これはKU の主張したような特別な制限なしにどのような超場にで
も作用できるものである。これらの微分の違いは何か。
この違いを見分ける点は、KU はテンソル算法において、超共形多重項 VΓ をその初項

CΓ を用いて VΓ =
(
CΓ

)
と書いた点である。超共形多重項の初項 CΓ は最も低いワイル・
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ウェイトを持つため、作用した先でワイル・ウェイトを下げるような S, K 変換で 0にな
らなければならない。このことは共形超空間形式でもプライマリー超場 ΦΓ に対して次の
ように言い換えることができる:

VΓ =
(
CΓ

)
↔ ΦΓ, δSCΓ = δKCΓ = 0 ↔ KAΦΓ = 0. (5.39)

KU が構成したスピノル微分Dα は、超共形多重項 VΓ を VΓ の第 2項 ZαΓ を初項に持つ
別の超共形多重項に移すものであった:

Dα : VΓ =
(
CΓ

)
→ DαVΓ =

(
ZαΓ

)
. (5.40)

ここが共形超空間形式の ∇Aと本質的に異なる点である。∇α はプライマリー超場を別の
プライマリー超場に一般には移さない。共形超空間形式における∇A にKUの主張した制
限がないことは、テンソル算法におけるQ 変換にそのような制限がないことと整合する。
なぜならテンソル算法では第 2項ZαΓ の S 変換は一般には 0になるようには要請されな
いからである。従って、テンソル算法のQ 変換に対応する超共形共変スピノル微分は共
形超空間における∇α であって、Dαではない。
逆に言えば、∇αΦΓ がプライマリーであれという要請を課した場合、プライマリーであ

る条件 Sβ∇αΦΓ = 0 はKU が見出した ΦΓ に対する条件を与える。

5.4.2 u-associated 微分
このように、超共形共変スピノル微分に対する歴史的問題は∇α がプライマリー超場を
必ずしもプライマリー超場に移すとは限らず、それはテンソル算法におけるQ 変換と整
合することで解決した。しかし、超共形不変な F-type およびD-type 作用を構成するた
めには、多重項のS, Ka 変換の不変性が望まれる。そのようなスピノル微分Dα

(u)はゲー
ジ固定における compensator と似た初項が 0にならない compensating 多重項 u の導入
によって構成することができる [30]。このスピノル微分にはKU の主張したような特別
な制限は存在せず、どのような超共形多重項にも自由に作用することができる。このスピ
ノル微分を「u-associated スピノル微分」と呼ぶ。このような微分は以下で説明するよう
にベクトル微分に対しても構成することができ、それを「u-associated ベクトル微分」と
呼ぶ。
この u-associated 微分の構成について説明したのち、共形超空間形式においてこの微

分に対応するものを構成する。そしてその微分に対して共形ウェイトを (∆, w) = (2, 0) に
取った時、Butter [36] の構成した “compensated derivatives” に対応することを示す。
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まず、共形ウェイトが (w0, n0)で、ローレンツ添字を持たない超共形多重項 u を考え
る。その成分場を

u = [ Cu,Zu,Hu,Ku,Bua,Λu,Du ] (5.41)

と書く。この超共形多重項の初項 Cu が 0でないと仮定すると、次のスピノル場を導入す
ることができる：

λS :=
iZu

(w0 + n0)Cu
. (5.42)

ここで、このスピノル場は S 変換で非線形に変換する δS(ζ)λS = ζ。これらを用いて u-

associated スピノル微分Dα
(u) を

Dα
(u)VΓ =

(
ZαΓ + i(w + n)λα

SCΓ + (σab)α
βλβ

S(ΣabC)Γ
)

(5.43)

で定義する。ここで wとnはそれぞれCΓの共形ウェイトである。ZΓのS変換は δS(ζ)ZΓ =

−i(w + n)ζCΓ − σabζ (ΣabC)Γ, であるので、(5.43)式の右辺の括弧の中は S 不変になって
いて、従って右辺は超共形多重項Dα

(u)VΓを定義している。ここで、上記のスピノル微分
のエルミート共役 D̄α̇(u) は D̄α̇(u)VΓ = (Dα(u)V∗

Γ)
∗で与えられる。

同様に、 u-associated ベクトル微分も同様に構成することができる。ベクトル場 Va
K

およびスピノル場 χS を

Va
K :=

1

4w0

(
DaCu
Cu

+
DaCu∗

Cu∗
)
, χS :=

1

2w0
iγ5

(
Zu

Cu
+

Zu
∗

Cu∗
)

(5.44)

と導入する。このとき、Va
K および χS はそれぞれ Ka および S 変換でシフトする：

δK(ξK)Va
K = ξKa , δS(ζ)χS = ζ。また、Va

K のS変換はスピノル場 χS を導く：δS(ζ)Va
K =

−1
4 iζ̄γaχS。これらの場を用いると、(4.41)式で定義した超共形共変ベクトル微分 DaCΓ か
ら S変換不変なu-associated ベクトル微分を

Da
(u)VΓ =

(
DaCΓ − 2wVa

KCΓ + 2V bK(ΣabC)Γ −
1

2
χ̄Sγaγ5ZΓ

+
1

4
i(χ̄Sγ5γ

bχS)
(
ηabnCΓ − i((∗Σ)abC)Γ

)) (5.45)

によって定義できる。ここで、 Da
(u)VΓ は超共形多重項である。

この u-associated 微分の共形超空間形式での表式を上で得られた対応を用いて得るこ
とができる。まず、 uに対応するプライマリー超場Xu を導入する：

u ↔ Xu. (5.46)

ここで、Xu は共形ウェイト (∆0, w0) = (w0,
2
3n0) を持つとする。共形ウェイトの対応と、

超共形多重項の対応 (5.24)式より、スピノル場 λS が共形超空間形式で

λα
S ↔ 2

(2∆0 + 3w0)Xu|
∇αXu| (5.47)
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と表されることがわかる。そして (5.43)のDα
(u)VΓ に対して超共形多重項の対応 (5.24)

を用いることで、u-associated スピノル微分の共形超空間形式での表式が

Dα
(u)VΓ ↔ −i

(
∇α +

1

(2∆0 + 3w0)Xu
(∇βXu){Sβ, Qα}

)
ΦΓ (5.48)

となることが導かれる。これは点付きスピノル微分についても同じことが言える。プラ
イマリー超場 Xu が実超場で共形ウェイトが (∆0, w0) = (2, 0)のとき、(5.48)式の右辺の
スピノル微分は文献 [36] で導入された compensated スピノル微分を再現する。従って、
(5.48) 式は compensated スピノル微分のXu を任意の共形ウェイトにした場合の一般化
である。
同様に、u-associated ベクトル微分の超空間での表式を次のように得ることができる。

そのために、実超場 Yu を
Yu = logXu + log X̄u (5.49)

で定義する∗1 。成分場の対応 (5.24)式を用いることで、u-associated ベクトル微分を構
成するためのベクトル場 Va

K およびスピノル場 χS を

Va
K ↔ 1

4∆0
∇aYu|, χS ↔ 1

2∆0
i

⎛

⎝1 0

0 −1

⎞

⎠

⎛

⎝−i∇αYu

+i∇̄α̇Yu

⎞

⎠ | (5.50)

と共形超空間形式へ対応させることができる。従って、u-associated ベクトル微分の共形
超空間形式での表式は (5.45)式を共形超空間形式へ対応させることで

Da
(u)VΓ ↔ ∇aΦΓ −

1

2∆0
(∇aYu)DΦΓ −

1

2∆0
(∇bYu)MabΦΓ

+
1

4∆0

(
∇αYu ∇̄α̇Yu

)
i

⎛

⎝ 0 (σa)αβ̇

(σ̄a)
α̇β 0

⎞

⎠ i

⎛

⎝1 0

0 −1

⎞

⎠

⎛

⎝−i∇βΦΓ

+i∇̄β̇ΦΓ

⎞

⎠

+
1

8∆0

(
∇αYu ∇̄α̇Yu

)
⎛

⎝1 0

0 −1

⎞

⎠ i

⎛

⎝ 0 (σb)αβ̇

(σ̄b)α̇β 0

⎞

⎠ 1

2∆0

⎛

⎝∇βYu

∇̄β̇Yu

⎞

⎠

×
(
−3i

2
ηabA+

1

2
(−iεabcd)(−M cd)

)
ΦΓ

(5.51)

となることがわかる。このベクトル微分において、とくに Xu をプライマリー実超場 X

に取り、共形ウェイトを (∆0, w0) = (2, 0)とする。この時、文献 [36] によって構成された
compensated ベクトル微分で、パラメータを λ = 1 に取ったものに対応することがわか
る。ここで、Yu → 2 logX という対応に注意する。

∗1 厳密に言うと、∆0 = w0 = 0 でない限り、Yu は (4.84)式で定義されるような共変な超場にはなって
いない。なぜなら、logXu は D,A変換で非線形に変換するからである DYu = ∆0, AYu = iw0. しかし、
Yu に対する共変微分は次のように Xu を通じて ∇AYu = ∇AXu/Xu +∇AX̄u/X̄u と定義できる。∇AYu

は ∇A だけの共形ウェイトを持った共変な超場である.
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5.5 ポアンカレ超重力理論を得るための超共形対称性のゲー
ジ固定

ここまでで共形超重力理論において超重力理論の作用を構成するために必要な諸量の
対応を確かめた。共形超重力理論を構成するための超共形代数は、ポアンカレ超重力理論
を得るために必要な超ポアンカレ代数よりもより多くの演算子 D, A, S, Ka を含んでい
る。従って、ポアンカレ超重力理論を得るためには、これらのゲージ対称性をゲージ固定
する必要がある。ここでは、テンソル算法でも共形超空間形式でもその定式化が明らかに
されている物質場が結合した共形超重力理論でそのゲージ固定の対応を調べる。YM 場
も結合した共形超重力理論のゲージ固定は第 6章において共形超空間形式でYM場を導
入した後に議論する。

5.5.1 共形超空間形式におけるゲージ固定
まず、物質場を記述する超場を導入する。物質超場を Φi (i = 1, 2, . . . , n) をプライマ

リーカイラル超場とする: ∇̄α̇Φi = 0。そして、物質超場の共形ウェイトは (∆, w) = (0, 0)

であるとする。第 4.3 で行ったように、物質場が結合した超重力理論は共形超空間形式で
次のように書かれる：

S = −3

∫
d4xd4θE ΦcΦ̄ce−K/3 +

(∫
d4xd2θ E (Φc)3W + h.c.

)
, (5.52)

ここで、ケーラー・ポテンシャル K = K(Φi, Φ̄i∗)は、物質超場の実関数であり、スーパー
ポテンシャル W = W (Φi) は物質超場を複素数と見たときの正則関数である。作用の第
1項 (D-type 作用) について、作用の超共形不変性はカイラル compensator 超場 Φc がプ
ライマリーであり共形ウェイト (∆, w) = (1, 2/3)を持つことを要請する。この要請の元
で作用の第 2項 (F-type 作用)の compensator 依存性が F-type 作用の超共形不変性より
上記のように定まる。ここでスーパーポテンシャルが 0でない場合、compensator Φc を
次のように再定義しておくと便利である∗2 ：

Φc → Φ0 = ΦcW 1/3. (5.53)

∗2 ここで、 (5.53) 式による再定義はスーパーポテンシャルが 0でない W ̸= 0 ときにのみである。W = 0

の場合は、有用なゲージ固定条件は第 4.3 で言及した Φc = eK/6 (および BM = 0) である [34]。
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ここで、新たな chiral compensator Φ0 は元の Φc と同じ共形ウェイトを持つ (∆, w) =

(1, 2/3)。Φ0 を用いて作用を書くと

S = −3

∫
d4xd4θE Φ0Φ̄0e−G/3 +

(∫
d4xd2θ E (Φ0)3 + h.c.

)
(5.54)

となる。ここで
G = K + ln |W |2 (5.55)

である。Φ0 および G を用いる長所はのちに YM 場を導入した時に具体的に述べるが、
Φ0 とG は共に内部対称性のもとで不変であることである。一方で、Φc および K はケー
ラー変換の不定性があるため一般には内部対称性の元で不変ではない。この Φ0 およびG

の不変性によって内部対称性の存在に関わらずゲージ固定を簡潔に表すことができる。
いま、ポアンカレ超重力理論を得るための超共形対称性のゲージ固定の対応について論

ずる。テンソル算法では標準的なEH 項およびRS 項、そして実数のグラヴィティーノの
質量パラメータを与えるゲージ固定が (4.52)式で与えられる [30]。このゲージ固定に対応
する共形超空間形式での表式を求める。対応するゲージ固定は以下のものである：

D, Aゲージ : Φ0 = Φ̄0 = eG/6, KAゲージ : BM = 0. (5.56)

ここで、第 2式は D ゲージ場 BM に対するKA 変換 δG(ξ(K)AKA)BM = −2EMAξ(K)A

で得られる。一方で、第 1式は次の理由から一見奇妙である：プライマリーカイラル超場
Φ0 を 4+4の実自由度 (2+2 の複素自由度)しか持たないことに対して、8+8 の実自由度
を持つ実プラリマリー超場 eG/6に固定しているからである。しかし、この奇妙さはゲージ
条件 (5.56)式は共形超空間形式では第 4.3章の (4.62)式で言及したようにゲージ変換は実
超場パラメータで行われていることに注意すると解決する。すなわち、実超場パラメータ
を用いた有限のDおよび A変換によって、カイラル compensator はΦ0 -→ eξ(D)+ 2i

3 ξ(A)Φ0

と変換される。ここで、ξ(D) = G/6− (1/2) ln(Φ0Φ̄0) および ξ(A) = (3/4i) ln(Φ̄0/Φ0) と
共に実超場に取ればΦ0 を eG/6 に固定することができる。
以下でこのゲージ固定が実際に (4.52)式に対応することを示すために、ゲージ条件 (5.56)

式は他の超場についても新たな条件を与えることを明らかにしておく。ここではカイラ
ル超場とA ゲージ超場 AM について考える。一般に (ゲージ固定する前の)共形超重力理
論において共形ウェイトが (∆, w)であり、ローレンツ添字を持たないプライマリー超場
Φ(∆,w) に対する共変微分∇Aの作用を (4.65)式を用いて次のように分解できる：

∇AΦ
(∆,w) = DP

AΦ
(∆,w) −

(
∆BA + iwAA

)
Φ(∆,w), (5.57)
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∇A∇αΦ
(∆,w) = DP

A∇αΦ
(∆,w) −

((
∆+

1

2

)
BA + i(w − 1)AA

)
∇αΦ

(∆,w)

+ (2∆+ 3w)fAαΦ
(∆,w). (5.58)

この式について説明する。まず、最後の項 (2∆+3w)fAαΦ(∆,w)は反交換関係−fAβ{Sβ,∇α}Φ(∆,w)

を計算したものである。次にB = b, β̇ に対してKB∇αΦ(∆,w) = [KB,∇α]Φ(∆,w) = 0 を用
いた。これは Φ(∆,w) がプライマリー超場であることから成立する。そして、微分DP

A は
超ポアンカレ (PA,Mab) 共変微分

DP
A = EA

M∂M − 1

2
φA

bcMcb, (5.59)

である。この共変微分は文献 [34]において導入されたDA とは異なるものであることに注
意する (第 4.3 章を参照)。ゲージ条件 (5.56)式 と (5.57)式 そして (5.58)式を用いること
で、カイラル compensator 超場 Φ0 の高次項に対して次の条件が課されることがわかる：

Φ0
∣∣ = eG/6

∣∣, (5.60)

∇αΦ
0
∣∣ =

(
DP

α − 2

3
iAα

)
eG/6

∣∣∣, (5.61)

∇2Φ0
∣∣ =

(
DPα +

1

3
iAα

)(
DP

α − 2

3
iAα

)
eG/6

∣∣∣− 4fα
αeG/6

∣∣∣. (5.62)

ここで、 ∇αΦ0 ̸= ∇αeG/6 であり、かつDP
αΦ

0 = DP
αe

G/6 であることに注意する。なぜな
ら、ゲージ条件 Φ0 = eG/6 によってMab対称性は保たれるが、D および A 対称性は破れ
るからである。
(5.61)式および (5.62)において残ったAゲージ超場Aα はカイラル compensatorのカイ
ラル条件のゲージ固定の後の表式から定まっていることが次のようにしてわかる。(5.57)

式をゲージ固定前のカイラル compensator のカイラル条件 ∇̄α̇Φ0 = 0 に適用し、ゲージ
条件 (5.56)式を用いることで

0 = ∇̄α̇Φ
0 = D̄P

α̇Φ
0 − 2

3
iAα̇Φ

0 → Aα̇ = − i

4
Gj∗D̄P

α̇Φ̄
j∗ (5.63)

を得る。ここで、Gi = ∂G/∂Φi およびGi∗ = ∂G/∂Φ̄i∗ である。同様に、カイラル条件
∇αΦ̄0 = 0 から Aα が

Aα =
i

4
GjDP

αΦ
j (5.64)

と定まる。これらを用いると、 (5.61)式と (5.62)式は次のように物質超場を用いて

∇αΦ
0
∣∣ = 1

3
eG/6GiDP

αΦ
i
∣∣, (5.65)
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∇2Φ0
∣∣ = 1

3
eG/6

(
GiDP2Φi +

(
Gij +

1

12
GiGj

)
(DPαΦj)(DP

αΦ
i)− 24R̄

)∣∣∣ (5.66)

と書き直すことができる。ここで、(4.96)式の関係 fαβ = −ϵαβR̄ を用いた。この関係は
曲率への拘束条件とゲージ条件 BM = 0 から従う。(5.66)式はカイラル compensator の
∇2Φ0| 成分と S ゲージ超場 fαβ でゲージ固定後に決まらずに残った補助場部分 R̄を関係
付ける式である。
ここで、我々は共形超重力理論から出発していた。特にテンソル算法との対応を調べる

上では、超場の θ = θ̄ = 0 射影として得られる成分場は共形超重力理論の共変微分 (∇)

を用いて与えられるべきで、ポアンカレ超重力理論の共変微分 (DP) で与えられるべきで
はないことに注意しておく。ただし、物質超場については共形ウェイトが (∆, w) = (0, 0)

であるためこれらの 1階微分の結果 (成分場はスピノル場)は一致する。しかし、2階微分
(成分場は F 成分)は異なる結果を与える。テンソル算法との比較のため、上記の結果を
超共形共変微分 ∇を用いて書き直しておく。(5.57)式、(5.58)式そして (5.64)式より、物
質場に対する超共形および超ポアンカレ共変微分の関係はおよび DP

αΦ
i = ∇αΦi と

DP2Φi = ∇2Φi − iAαDP
αΦ

i = ∇2Φi +
1

4
Gj∇αΦj∇αΦ

i (5.67)

となる。これより、(5.65)式および (5.66)式は超共形共変微分∇ を用いて

Aα =
i

4
Gi∇αΦ

i Aα̇ = − i

4
Gi∗∇̄α̇Φ̄i∗ , (5.68)

∇αΦ
0
∣∣ = 1

3
eG/6Gi∇αΦ

i
∣∣, (5.69)

∇2Φ0
∣∣ = 1

3
eG/6

(
Gi∇2Φi +

(
Gij +

1

3
GiGj

)
∇αΦj∇αΦ

i − 24R̄
)∣∣∣ (5.70)

と書き直される。
ここまでで、A ゲージ超場のスピノル成分Aα について議論してきた。カイラル com-

pensator のカイラル条件によって、A ゲージ超場のベクトル成分Aa も固定されることを
次のように示す。カイラル条件および反交換関係 {∇α, ∇̄β̇} = −2i∇α

β̇ から

∇̄β̇∇αΦ
0 = −2i∇α

β̇Φ0 (5.71)

が従う。ゲージ固定の後、右辺のベクトル微分は∇α
β̇Φ0 = DP

α
β̇Φ0− 2

3iAα
β̇Φ0 となる。こ

れはAゲージ超場のベクトル部分を固定するために用いられる。(5.71)式の左辺を (5.58)

式を用いて展開し、ゲージ条件 (5.56) 式および (5.65)式を用いることで

Aα
β̇ = − i

4
DP

α
β̇G− 1

4
e−G/6

(
D̄Pβ̇ +

1

3
iAβ̇

)
eG/6GiDP

αΦ
i − 3f β̇

α

=
i

4
(Gi∇α

β̇Φi −Gi∗∇α
β̇Φ̄i∗) +

1

4
Gij∗∇αΦ

i∇β̇Φ̄j∗ − 3

2
Gα

β̇
(5.72)
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を得る。ここで第 2行を得る際に、DP
αΦ

i = ∇αΦi および、ゲージ条件BM = 0 と曲率へ
の拘束条件から得られる fαβ̇ = −Gαβ̇/2 を用いた。また、物質場に対するDP の 2階スピ
ノル微分 D̄Pβ̇DP

αΦ
i は次のように 1階のベクトル微分に変形できる：

D̄Pβ̇DP
αΦ

i + iAβ̇DP
αΦ

i = ∇̄β̇∇αΦ
i = −2i∇α

β̇Φi = −2iDP
α
β̇Φi. (5.73)

これは (5.58) 式とゲージ条件から従う。(5.72)式は Gα
β̇ を補助場となった Aゲージ超場

Aaとを関係付ける式とみなすことができる。

5.5.2 テンソル算法との対応
ここまで共形超空間形式におけるゲージ固定条件について議論してきた。ここでは、こ

のゲージ固定条件のテンソル算法と共形超空間形式との対応を調べる。まず、ケーラー・
ポテンシャル、スーパーポテンシャルそしてカイラル compensator の対応は

テンソル算法 共形超空間形式
Si, Σc, Σ0 Φi, Φc, Φ0

φ̃, φ 3e−K/3, 3e−G/3

g, G W, −G

(5.74)

である。ここでテンソル算法における記号は第 4.2章で与えたものである。
いま、共形超空間形式におけるゲージ条件 (5.56)式 がテンソル算法における D, A, S,

Ka ゲージ条件 (4.52)式に対応することを示す。第 5.3章で示したように、テンソル算法
のカイラル compensator 多重項 Σ0 と共形超空間形式におけるカイラル compensator 超
場Φ0 の対応は

Σ0 = [ z0, PRχ0, h0 ] ↔
[
Φ0|, ∇αΦ

0|, −1
4∇

2Φ0|
]
. (5.75)

である。そして、ゲージ条件 (5.56) 式もしくはその最低次の式 (5.60) 式は、カイラル
compensator の最低次のゲージ条件の対応を直接与える：

z0 =
√
3φ− 1

2 (z, z∗) = e−G/6 ↔ Φ0
∣∣ = eG/6

∣∣. (5.76)

次にスピノル成分∇αΦ0| について考える。テンソル算法における Sゲージ条件と共形超
空間形式における (5.69)式は互いに一致する：

2χR0 = −2z0φ
−1φiχRi = −1

3
e−G/6Gi(2χRi) ↔ ∇αΦ

0
∣∣ = 1

3
eG/6Gi∇αΦ

i
∣∣. (5.77)
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Ka ゲージ条件 bm = 0 の対応は、ゲージ場の対応より従う。ここで、超空間における S

ゲージ条件 Bα = 0はΦ0 のスピノル成分のゲージ条件 (5.69)式を与え、そして上記の対
応 (5.77)式を導いていることに注意する。また、 F 成分の自由度についてもΣ0の h0 が
ゲージ条件で固定されずに残っていることと、Φ0の F 成分が (5.70) 式にあるようにゲー
ジ固定後にやはり固定されずに残っている R̄と関連づいていることから対応がある。
共形超空間形式においてゲージ条件をおくことの長所は 2つある。一つはポアンカレ超

空間形式を直接簡単に得ることができるという点である。もう一つは、ポアンカレ超重力
理論のQ 変換則を直ちに読み取れるということである。すなわち、ポアンカレ超重力理
論の共変スピノル微分は超空間形式では単にDP

α および D̄P
α̇である。

一方で、テンソル算法では、ポアンカレ超重力理論のQ 変換はD, A, S, Ka ゲージ条
件を守るように共形超重力理論のQ変形することによって得られる。この変形は文献 [12]

において複雑で非自明な場に依存したパラメータをによる A, S, Ka 変換を (4.53)式のよ
うにQ 変換に加えることでできることが示された。
最後に、このゲージ固定後のポアンカレ超重力理論におけるQ変換則の対応を示す。特

に、超空間形式のDP
αがテンソル算法における変形されたQ 変換を再現することを導く。

まず、超ポアンカレ共変スピノル微分 (5.59)式はゲージ固定後の超共形スピノル微分と
DP

α = ∇α +AαA+ fαAKA で関連している。従って、ηαDP
α で定義されるポアンカレ超空

間での共変な場に対するQ 変換は共形超空間でのQ変換と A, KA 変換との次のような
線形結合でかける：

ηαDP
α = ηα∇α + ξ(A)′(η)A+ ξ(K)′(η)αSα + ξ(K)′(η)aKa,

ξ(A)′(η) = ηαAα + η̄α̇A
α̇ =

i

4
Gjη

αDP
αΦ

j − i

4
Gj∗η̄α̇D̄P α̇Φ̄j∗,

ξ(K)′(η)α = ηβfβα + η̄β̇f
β̇
α = ηαR̄ +

1

2
Gα

β̇ η̄β̇,

ξ(K)′(η)α̇ = ηβfβ
α̇ + η̄β̇f

β̇α̇ = −η̄α̇R− 1

2
ηβGβ

α̇,

ξ(K)′(η)a = ηβfβ
a + η̄β̇f

β̇a.

(5.78)

より一般に、ゲージ固定後のポアンカレ超空間におけるQ 変換は共形超空間におけるQ

変換を用いて

δG(η
αQP

α) = δG(η
αQα) + δG(ξ(A)

′(η)A) + δG(ξ(K)′(η)BKB) (5.79)

とかける。ここでパラメータは (5.78)式のものと同じである。このQ 変換がテンソル算
法におけるポアンカレ超重力理論の Q 変換 (4.53)式と一致することを (5.78) 式および
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(4.54)式の変換パラメータの対応を確かめることで示す。まず、A 変換において超空間に
おける変換パラメータは

ξ(A)′(η)
∣∣ = 3

4

(
i

3
Gj(2η

α)
(
1
2∇αΦ

j
)
− i

3
Gj∗(2η̄α̇)

(
1
2∇̄

α̇Φ̄j∗
))∣∣∣ (5.80)

である。変換パラメータの対応 (5.2)式より 3
4θ ↔ ξ(A)| および ε̄↔ 2

(
ηα η̄α̇

)
| であるこ

とを用いると、(5.80)式はテンソル算法における (4.54)式の θ(ε) に一致する。S 変換に
ついても同様に、共形超空間形式におけるパラメータ ξ(K)′(η)α の補助場R, Ga を (5.70)

式および (5.72)式で示された compensator のF 項∇2Φ0| とA ゲージ超場Aa を用いて書
き直すと、

ξ(K)′(η)α
∣∣ =

(
ηαR̄ +

1

2
η̄β̇Gα

β̇
)∣∣∣

=
−1

2

{
− 1

2

((
−1

4∇
2Φ0

)
e−G/6 − 1

3

(
−1

4∇
2Φi

)
Gi

)
(2ηα)

+
1

3

((
Gij +

1

3
GiGj

)
(2ηγ)

(
1
2∇γΦ

j
)
+Gij∗(2η̄β̇)

(
1
2∇̄

β̇Φ̄j∗
)) (

1
2∇αΦ

i
)

+
1

12
ec

m
(
Gi∇mΦ

i −Gi∗∇mΦ̄
i∗
)
(iσc

αβ̇
(2η̄β̇)) +

i

4
ec

m
(
4
3Am

)
(iσc

αβ̇
(2η̄β̇))

}∣∣∣

(5.81)

となる。これはテンソル算法における (4.54)式の ζR(ε)とやはり対応することがわかる。こ
こで、パラメータの対応 (5.2) 式とゲージ場の対応 (5.3)式、特に ζ̄ ↔ −2(ξ(K)α, ξ̄(K)α̇)|

および 3
4Am ↔ Am| を用いた。同じ議論がエルミート共役 ξ(K)′(η)α̇についても成立す

る。最後に、Ka変換部分について考える。曲率への拘束条件とゲージ条件BM = 0から
従う (4.97) 式 fβa = −faβ を用いると、

fβa| = −ea
mfmβ|+

1

2
ea

mψm
αfαβ|+

1

2
ea

mψ̄mα̇f
α̇
β| (5.82)

が成立する。これを用いると、共形超空間形式における (5.78)式の K 変換パラメータ
ξ(K)′(η)a を

(ηβfβa + η̄β̇f
β̇
a)| =

1

4

{
ea

m
(
(−2fm

β)(2ηβ) + (−2fmβ̇)(2η̄
β̇)
)

− ea
mψm

α
(
−2

(
ηβfβα + η̄β̇f

β̇
α

))

− ea
mψ̄mα̇

(
−2

(
ηβfβ

α̇ + η̄β̇f
β̇α̇
))}∣∣∣

(5.83)

と書き直すことができる。この右辺はテンソル算法における (4.54)式の ξa(ε) と対応す
る。ここで、上で示したS 変換パラメータの対応式とゲージ場の対応 (5.3)式とを用いた。
従って、テンソル算法と共形超空間形式それぞれにおける共形超重力理論のQ 変換とポ
アンカレ超重力理論のQ変換の関係も対応していることが示された。
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第6章 共形超空間におけるYang–Mills

ゲージ場と物質の結合

第 5章までで、共形超重力理論におけるテンソル算法と共形超空間形式の等価性を具体
的な対応を構成することで示してきた。しかし、ここまでの議論だけでは不満足な点が 2

つある。一つは、物質場のみが結合した超重力理論を扱ったが、物質同士の間に働く力を
記述する YMゲージ場の結合が含まれていなかった点である。この理由は、共形超空間
ではカイラル compensator を用いた超重力理論の作用とYMゲージ場の一般的な結合が
先行研究で未だ行われていなかったからである。一方でテンソル算法では文献 [11,12,25]

によって、ポアンカレ超空間形式では文献 [13,31] によってそれぞれなされている。本章
ではまず共形超空間において YMゲージ場の導入を行う。以下で見るように、スピノル
微分の代数の簡潔さによりYM ゲージ場の共形超空間への導入は、重力を含まない超対
称ゲージ理論の導入のように簡潔に行うことができる。
次にYMゲージ場と物質場が結合した超重力理論の作用を構成し、標準的なEH項を持
つゲージ固定を 2種類提示する。一つは第 5 章で用いた G = K+ln |W |2 を用いるゲージ
固定で、YMゲージ対称性を保つものである。もう一つは、単にケーラーポテンシャル K

を用いるゲージ固定で、スーパーポテンシャルが 0になる場合でも用いることができる。
後者のゲージ条件は YMゲージ対称性不変でないため、ゲージ条件を守るように YM

ゲージ変換を変形する必要がある。この YMゲージ変換の変形まで考慮すると、後者の
ゲージ条件はポアンカレ超空間形式の一つである等長ケーラー超空間を導くことを示す。

6.1 共形超空間におけるYMゲージ場の導入と物質場の結合
ここでは YMゲージ場を共形超空間に導入する。YMゲージ場は物質場の内部対称性

として物質場に結合する。そのゲージ変換は物質場のケーラー・ポテンシャルで表される
ケーラー計量を不変に保つ等長変換として記述され、一般には物質場に対して非線形な変
換を与える。



102 第 6章 共形超空間におけるYang–Mills ゲージ場と物質の結合

ゲージ場の構成においては、重力を含まない超対称ゲージ理論で用いた方法を採用す
る。このアプローチでは共変微分は内部対称性についても共変である [17, 32]。
その後、標準的な EH 項と RS 項を持ったポアンカレ超重力理論を得るためのゲージ
条件を 2つ提示する。一つは、前章でも行ったスーパーポテンシャルが 0にならない場合
に使えるグラヴィティーノの質量パラメータが実になるゲージ条件である。もう一つは
スーパーポテンシャルが 0になる場合でも使えるが、一般にはグラヴィティーノの質量パ
ラメータが複素数になるゲージ条件である。
まず、コンパクトリー群 G を内部対称性を記述する群とする。このリー群のリー代数
の元を X(a) と書く。ここで、 (a) = 1, 2, ..., dimG であり、dimG はリー群 G の次元 (線
形独立なリー代数の元の数)である。また、X(a) は反エルミートであるとする。これらの
交換関係を

[X(a), X(b)] = −f(a)(b)
(c)X(c) (6.1)

と書く。ここで f(a)(b)
(c) はリー代数の構造定数である。時空の対称性と内部対称性は互い

に独立であるので、超共形代数の演算子と内部対称性の演算子X(a) は互いに交換する。
いま、この内部対称性に属する実ゲージ超場A(a)

M を導入する。以降は超共形対称性と
内部対称性を同時に扱う。従って、XA で超共形対称性の演算子 PA,Mab, D,A,KA と内
部対称性の演算子X(a) を同時に表す。本章ではゲージ超場とゲージパラメータ超場を

hM
AXA = EM

APA +
1

2
φM

baMab + BMD + AMA+ fM
AKA +A(a)

M X(a),

ξAXA = ξAPA +
1

2
ξ(M)baMab + ξ(D)D + ξ(A)A+ ξ(K)AKA + ξ(a)X(a)

(6.2)

で表す。YMゲージ場を導入した共形超空間形式では、PA 変換の変形は、YM ゲージ場
も含めて

δG(ξ
APA) = L(ξAEA

M)− δG(ξ
BEB

MhM
A′
XA′),

∇M = ∂M − 1

2
φM

baMab − BMD − AMA− fM
AKA −A(a)

M X(a)

(6.3)

で行う。ここで、YMゲージ場を導入した場合も ξA は場に依存しないものとする。また、
XA′ は PA 以外の演算子 Mab, D,A,KA, X(a) を表す。ゲージ超場A(a)

M のゲージ変換則は
以下のように与えられる：

δ(ξAXA)A(a)
M = ∂Mξ

(a) +A(b)
M ξ(c)f(c)(b)

(a) + EM
Bξ(P )CF (a)

CB, (6.4)

ここで、 F (a)
MN は、内部対称性に属する曲率である：

F (a)
MN = ∂MA(a)

N − ∂NA(a)
M −A(b)

N A(c)
M f(c)(b)

(a). (6.5)
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重力を含まない超対称ゲージ理論やYMゲージ場を含まない共形超空間形式と同じように、
曲率に対してスピノル微分の代数が {∇α,∇β} = 0, {∇̄α̇, ∇̄β̇} = 0, および {∇α, ∇̄β̇} =

−2i∇αβ̇ となるように拘束条件をおく。特に内部対称性の曲率に対して F (a)
αβ = F (a)

α̇β̇
=

F (a)

αβ̇
= 0 という拘束条件をおく。この拘束条件の元で、第 3.3 章および第 4.3 章で行った

ようにビアンキ恒等式を解くと、曲率 Rαbおよび Rab が “ゲージーノ” 超場Wα を用いて

Rα,βγ̇ = −[∇α,∇βγ̇ ] = 2iϵαβWγ̇ , Rα̇,β̇γ = −[∇̄α̇,∇β̇γ ] = 2iϵα̇β̇Wγ, (6.6)

Rαα̇,ββ̇ = −[∇αα̇,∇ββ̇] = −ϵα̇β̇{∇(α,Wβ)}− ϵαβ{∇̄(α̇,Wβ̇)} (6.7)

とかけることがわかる。ここで、 Wα はYM のゲージーノ超場 W (a)
α を含む：

Wα = (ϵσbc)βγWαβγMcb +
1

2
∇γWγα

βSβ −
1

2
∇γβ̇Wγα

βKββ̇ +W (a)
α X(a), (6.8)

W α̇ = (σ̄bcϵ)γ̇β̇W α̇
β̇γ̇
Mcb −

1

2
∇̄γ̇W

γ̇α̇

β̇
S̄β̇ − 1

2
∇γ̇βW α̇β̇

γ̇ Kββ̇ +W (a)α̇X(a). (6.9)

(6.6) 式は、特にYM部分において

F (a)
α,βγ̇ = 2iϵαβW (a)

γ̇ , F (a)

α̇,γβ̇
= 2iϵα̇β̇W

(a)
γ , (6.10)

F (a)

αα̇,ββ̇
= −ϵα̇β̇∇(αW (a)

β) − ϵαβ∇̄(α̇W (a)

β̇)
(6.11)

であることを意味する。ここで、ゲージーノ超場W (a)
α はビアンキおよびヤコビ恒等式

より、

∇αW (a)
α = ∇̄α̇W α̇(a), (6.12)

∇̄α̇W (a)
α = 0, DW(a)

α =
3

2
W (a)

α , AW (a)
α = iW (a)

α , KAW (a)
α = 0, (6.13)

X(a)W (b)
α = W (c)

α f(a)(c)
(b) (6.14)

が成立する。すなわち、ゲージーノ超場 W (a)
α は、共形ウェイトが (∆, w) = (3/2, 1)の

プライマリーカイラル超場で、YMゲージ変換の元で随伴表現として変換する。ここで、
ゲージーノ超場はその定義より反エルミートであること注意する：(W (a)

α )† = −W (a)
α̇ 。ま

た、 本論文でのA(a)
M および W (a)

α は、文献 [32] の −iA(r)
M および−iW (r)

α にそれぞれ対
応する。
YM場と物質場の結合は文献 [25] で示されたテンソル算法と同様に行うことができる。

前章と同様に n 個の物質超場 Φi (i = 1, 2, . . . , n) を共形ウェイトが (∆, w) = (0, 0) であ
るプライマリーカイラル超場として導入する。ここで、カイラル条件は、超共形対称性と
内部対称性それぞれについて共変な条件であるとする：

∇̄α̇Φi = 0. (6.15)
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内部対称性による物質場に対するゲージ変換は物質場を特徴付けるケーラー・ポテンシャ
ルの 2階微分で与えられるケーラー計量と呼ばれる量を不変にするものとして導入され
る。このケーラー計量はケーラー・ポテンシャル K を用いて

gij∗ =
∂2K

∂Φi∂Φ̄j∗
(6.16)

と書かれる。
内部対称性の演算子 X(a) は、キリング・ベクトルと呼ばれるケーラー計量を不変にする
リー微分を与えるベクトル場V(a)として物質超場に作用することを以下で説明する。まず、
Φ のカイラル条件との整合性より、X(a) の物質超場への作用を表すベクトル場 V(a)(Φ, Φ̄)

は正則部分 V −
(a) と反正則部分 V +

(a)とに分解される：

V(a) = V −
(a) + V +

(a), V −
(a) = V i

(a)(Φ)
∂

∂Φi
, V +

(a) = V̄ i∗

(a)(Φ̄)
∂

∂Φ̄i∗
. (6.17)

従って、X(a) は物質超場に対して

X(a)Φ
i = V i

(a)(Φ), X(a)Φ̄
i∗ = V̄ i∗

(a)(Φ̄) (6.18)

と作用する。そして、X(a) は内部対称性の演算子であることから、V(a) はケーラー計量
のリー微分を 0にするキリング・ベクトルである：

L(V(a))gij∗ = V i
(a)

∂gjk∗

∂Φi
+
∂V i

(a)

∂Φj
gik∗ + V̄ i∗

(a)

∂gjk∗

∂Φ̄i∗
+
∂V̄ i∗

(a)

∂Φ̄k∗
gji∗ = 0. (6.19)

この方程式を解くと、V ±
(a) のケーラー・ポテンシャルへの作用が次のように表される：

V i
(a)Ki = F(a) − iJ(a), V̄ i∗

(a)Ki∗ = F̄(a) + iJ(a). (6.20)

ここで、 Ki = ∂K/∂Φi およびKi∗ = ∂K/∂Φ̄i∗ である。右辺の F(a) はΦi の正則関数で
あり、J(a) はキリング・ポテンシャル、もしくはモーメント写像∗1と呼ばれる実関数であ
る。これらの和によってX(a) のケーラーポテンシャルへの作用が

X(a)K = V i
(a)Ki + V̄ i∗

(a)Ki∗ = F(a) + F̄(a) (6.21)

となる。
ここまでで共形超空間に YMゲージ超場を導入し、物質場への作用を構成してきた。

YM ゲージ超場と物質場が結合した超重力理論の作用は共形超空間形式において次のよ

∗1正確に言うと、モーメント写像の像である。
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うに書くことができる：

S = −3

∫
d4xd4θE ΦcΦ̄ce−K/3

+

(∫
d4xd2θ E (Φc)3W (Φ)− 1

4

∫
d4xd2θ E H(a)(b)(Φ)Wα(a)W (b)

α + h.c.

)
.

(6.22)

ここで、前章に加えて新たに導入した H(a)(b)(Φ) は、(∆, w) = (0, 0)であるプライマリー
カイラル超場で、物質超場 Φiの正則関数である。H(a)(b)(Φ) はゲージ運動関数と呼ばれ、
ゲージ結合定数を含む。H(a)(b) の添字は (a) ↔ (b)の交換に対して対称である。ゲージ不
変性を作用に課すと、X(a) のカイラル compensator とスーパーポテンシャルW、そして
ゲージ運動関数の変換則は (6.14)式および (6.21) 式から

X(a)Φ
c =

1

3
F(a)Φ

c, X(a)Φ̄
c =

1

3
F̄(a)Φ̄

c, X(a)W = −F(a)W,

X(a)H(b)(c) = V(a)H(b)(c) = −f(a)(b)
(d)H(d)(c) − f(a)(c)

(d)H(b)(d)

(6.23)

となる。

6.2 ポアンカレ超空間へのゲージ固定
ここでは、物質場に加えYMゲージ場が結合した超重力理論における共形超空間からポ
アンカレ超空間へのゲージ固定を考える。スーパーポテンシャルが 0にならない場合は、
前章と同様に Φc を

Φc → Φ0 = ΦcW 1/3 (6.24)

と再定義しておくと便利である。このカイラル compensator Φ0 は物質場のみが結合した
場合と同様に、共形ウェイト (∆, w) = (1, 2/3)を持つ。そして、ケーラー・ポテンシャル
項およびスーパーポテンシャル項は ΦcΦ̄ce−K/3 = Φ0Φ̄0e−G/3 および (Φc)3W = (Φ0)3 と
再定義される。ここで物質場のみが結合してる時と同様に

G = K + ln |W |2 (6.25)

である。この再定義のもとでのカノニカルな EH項および RS 項そして実数のグラヴィ
ティーノの質量パラメータを与えるゲージ固定は

D, A ゲージ : Φ0 = eG/6, KA ゲージ : BM = 0 (6.26)

である。
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前章で予告したように、 Φ0 とGを用いる長所は、これらは、内部対称性に対して不
変であるということである：X(a)Φ0 = X(a)G = 0。これらは (6.20)式および (6.23)式より
従う。この Φ0 および G の不変性は超共形対称性の固定を内部対称性と独立に簡潔に行
えることができる。従って、前章の結果をそのまま用いることができる。すなわち、カイ
ラル compensator のカイラル条件およびゲージ条件 (6.26)式から

Aα =
i

4
GjDP

αΦ
j, Aα̇ = − i

4
Gj∗D̄P

α̇Φ̄
j∗ ,

Aα
β̇ =

i

4
(Gi∇α

β̇Φi −Gi∗∇α
β̇Φ̄i∗) +

1

4
Gij∗∇αΦ

i∇̄β̇Φ̄j∗ − 3

2
Gα

β̇
(6.27)

が従う。ここで、本章においては、DP
A は超ポアンカレおよびYM 共変微分である:

DP
A = EA

M∂M − 1

2
φA

bcMcb −A(a)
A X(a)

= ∇A + AA A+ BAD + fA
BKB. (6.28)

さらに、カイラル compensator のスピノル項および F 項の条件が

∇αΦ
0
∣∣ = 1

3
eG/6Gi∇αΦ

i
∣∣∣, (6.29)

∇2Φ0
∣∣ = 1

3
eG/6

(
Gi∇2Φi +

(
Gij +

1

3
GiGj

)
∇αΦj∇αΦ

i − 24R̄
)∣∣∣ (6.30)

となる。
ゲージ固定条件 (6.26)式は有用であり、かつグラヴィティーノに実数の質量パラメータ

を与えると言う点で物理的なものである。しかし、再定義 (6.25) はスーパーポテンシャ
ルが 0になる場合は用いることができない。そのような場合でも有用なゲージ固定は

Φc = eK/6, BM = 0 (6.31)

である。このゲージ固定も標準的なEH項とRS項を導く (ただし、W ̸= 0の場合で (6.31)

式によるゲージ固定を行った時には、一般にはグラヴィティーノの質量は複素数になる)。
物質場のみが結合した場合と YMゲージ場もさらに結合した場合で大きく異なる点は、
このゲージ条件 (6.31)式は、内部ゲージ対称性を保たないと言う点である。なぜなら、
eK/6と Φc は X(a)の作用の元で異なる変換をするからである。しかし、この内部対称性
はAゲージ変換を用いると次のように保つことができる。まず、A 変換によって、Φc は
AΦc = i23Φ

c と変換するが、eK/6 は変換しないことに注意する。従って、内部ゲージ変換
とA 変換を組み合わせた X̃(a) による次の変換はΦc と eK/6 とを同じように変換する：

X̃(a) = X(a) +
i

4
(F(a) − F̄(a))A. (6.32)
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従って、 X̃(a) はゲージ条件 (6.31)式で残る内部変換を与える。また、X̃(a) の交換関係は
元のX(a)の交換関係と同じになる：

[X̃(a), X̃(b)] = −f(a)(b)
(c)X̃(c). (6.33)

この交換関係は元のX(a) の交換関係 (6.1)式の両辺をカイラル compensator に作用させ
ることで得られる式 V i

(a)∂F(b)/∂Φi − V i
(b)∂F(a)/∂Φi = −f(a)(b)

(c)F(c) 、およびAとX(a) の
交換関係は 0であることから得られる。
このようにX(a) 変換にA変換を加えることでゲージ条件を保つ内部ゲージ変換X(a) を

構成できたが、これによって、Aゲージ超場AM はもはや X̃(a) 変換で不変にならず、次
のように変換する：

δG(ξ
(a)X̃(a))AM = ∂M

(
ξ(a)

i

4
(F(a) − F̄(a))

)
. (6.34)

この内部ゲージ変換によるAゲージ超場の変換は文献 [32]で議論された “isometric Kähler

transformation”に一致する。すなわち、超共形対称性の立場から言うと、isometric Kähler

transformation はゲージ条件 (6.31) を保つ内部ゲージ変換とA 変換の組み合わせである
と簡潔に理解できる。
ゲージ条件 (6.31)式の元での超ポアンカレ共変微分 D̃P

Aは、 X(a) ではなく X̃(a) を用
いて

D̃P
A = EA

M∂M − 1

2
φA

cbMbc −A(a)
A X̃(a) (6.35)

= ∇A +

(
AA − i

4
(F(a) − F̄(a))A(a)

A

)
A+ BAD + fA

BKB (6.36)

と定義される。ゲージ固定後のA ゲージ超場とカイラル compensator の高次項は (6.27)

式、 (6.29) 式および (6.30) 式と同様に得ることができる：

Aα =
i

4

(
KjD̃P

αΦ
j + (F(a) − F̄(a))A(a)

α

)
, Aα̇ =

i

4

(
−Kj∗

¯̃DP
α̇Φ̄

j∗ + (F(a) − F̄(a))A(a)
α̇

)
,

Aα
β̇ =

i

4

(
KiD̃P

α
β̇Φi −Ki∗D̃P

α
β̇Φ̄i∗ + (F(a) − F̄(a))A(a) β̇

α

)
+

1

4
Kij∗(D̃P

αΦ
i)( ¯̃DPβ̇Φ̄j∗)− 3

2
Gα

β̇,

∇αΦ
c
∣∣ = 1

3
eK/6Ki∇αΦ

i
∣∣, ∇2Φc

∣∣ = 1

3
eK/6

(
Ki∇2Φi +

(
Kij +

1

3
KiKj

)
∇αΦj∇αΦ

i − 24R̄
)∣∣∣.

(6.37)

Aゲージ超場の表式は直接計算する他にも、(6.26)式によるゲージ固定での共変微分の定
義の比較から、(6.27)式において単に AA → AA − i

4(F(a) − F̄(a))A(a)
A という置き換えに

よっても得ることができる。そして、このA ゲージ超場の表式は、文献 [32] における等
長ケーラー超空間のA ゲージ超場に一致する。
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これらのゲージ固定を行うことで、等長ケーラー超空間を得ることができた。一方、
Φ0 = eG/6の場合は、共形超空間における作用は

S =

∫
d4xd4θE

(
−3

2
+

eG/2

2R
− 1

8R
H(a)(b)W (a)αW (b)

α

)
+ h.c. (6.38)

となる。ここで F-type 作用からD-type 作用に移る次の関係
∫

d4xd2θEU =

∫
d4xd4θE

U(ΦcΦ̄ce−K/3)

−1
4∇̄2(ΦcΦ̄ce−K/3)

(6.39)

を用いた。ここで U は共形ウェイト (∆, w) = (3, 2)を持つプライマリーカイラル超場で
ある。さらに、ゲージ条件 (6.26)式とKA ゲージ超場の条件 (4.96)式より、

− 1

4
∇̄2(ΦcΦ̄ce−K/3) = fα̇β̇ϵ

β̇α̇(ΦcΦ̄ce−K/3) = 2R (6.40)

が従うため、共形超空間の作用 (6.22)式がゲージ固定によって (6.38)式になる。もう一
つのゲージ固定 Φc = eK/6によってもポアンカレ超重力理論の作用が同様に得られる。
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ここでは、共形超空間形式からテンソル算法をゲージ固定によって得ることを考える。
共形超空間形式では、テンソル算法に比べて余分な場の自由度とゲージパラメータの自由
度が存在している。すなわち、ゲージ超場 hm

A とゲージパラメータ超場 ξA の θ の高次
項がある。さらにスピノル添字を持ったゲージ超場 hµ

A および hµ̇A がある (以降はスピ
ノルゲージ超場と呼ぶ)。しかし、テンソル算法にはこのような余分な自由度は存在しな
い。これら 2つの形式が自由度まで含めて等価であることを示すには、共形超空間形式の
余分な場の自由度およびゲージパラメータの自由度ががどのように固定されているかを
具体的に示す必要がある。
従ってここでは上記の余分な場の自由度が、余分なゲージパラメータの自由度によって

固定されるか、そうでなければテンソル算法で表される量 (具体的にはあとで見るように
曲率である)に帰着することを示す。

7.1 共形超空間形式とテンソル算法で対応が存在する量
まず、共形超空間形式における次の諸量はテンソル算法に対応する量があることに注意

する：

1. アインシュタイン・ベクトル添字をもったゲージ超場の最低次項 hm
A|。これはテン

ソル算法における hm
A が対応する。

2. ローレンツ添字をもった スピノル・スピノル曲率およびスピノル・ベクトル曲率
Rαβ

A|およびRaβ
A|。これらはテンソル算法においては、それぞれ交換関係 [δQ, δQ]

および [δP̃ , δQ] の係数が対応する。

3. ローレンツ添字を持った スピノル・スピノルおよびベクトル・スピノル曲率に対す
る共変スピノル微分：∇β · · ·∇δRαβ

A| および∇β · · ·∇δRaβ
A|。これらはテンソル算

法においては交換関係 [δQ, δQ] および [δP̃ , δQ]の係数のQ 変換が対応する。
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以下では、これら以外の全てのスピノルおよびベクトルゲージ超場そしてそれらの θ の
高次項が、ゲージ自由度の θ の高次項によって 0に固定されるか、そうでないならば上記
のテンソル算法においても知られている量で表されることを示す。

7.2 スピノルゲージ超場に対するゲージ条件
まず、スピノルゲージ超場に対するゲージ条件を具体的に考える。スピノルゲージ超場

のゲージ変換は
δG(ξ

BXB)hµ
A = ∂µξ

A + hµ
CξBfBC

A (7.1)

である。スピノルゲージ超場に対するゲージ条件をこのゲージ変換を用いて次のようにあ
らわに与えることができる。まず、ゲージパラメータ超場を次のように θµ で展開する：

ξA(x, θ, θ̄) = ξ(0,0)A(x) + θµξ(1,0)Aµ(x) + θ̄µ̇ξ̄
(0,1)Aµ̇(x)

+ θ2ξ(2,0)A(x) + θ̄2ξ̄(0,2)A(x) + θµθ̄µ̇ξ
(1,1)Aµ̇

µ(x)

+ θ2θ̄µξ(2,1)Aµ(x) + θ̄2θµξ(1,2)Aµ(x) + θ̄2θ2ξ(2,2)A(x).

(7.2)

最低次の項 ξ(0,0)A(x)は (5.2)式によってテンソル算法におけるゲージ変換に同定されるた
め、この項はゲージ固定に用いない。これ以外の全ての θ の高次項 ξ(n,m)A(x) (n+m ≥ 1)

をスピノルゲージ超場の θ の高次項を固定するために用いる：

パタメータ スピノルゲージ超場への条件
1st order ξ(1,0)Aµ Eµ

A| = δµα, hµ
A′ | = 0

ξ(0,1)Aµ̇ Eµ̇A| = δµ̇α̇, hµ̇A′ | = 0

ξ(2,0)A ∂µhµ
A| = 0

2nd order ξ(0,2)A ∂̄µ̇hµ̇A| = 0

ξ(1,1)Aµ̇
µ ∂µhµ̇A|− ∂̄µ̇hµ

A| = 0

3rd order ξ(2,1)Aµ̇ ∂2hµ̇A|+ ∂̄µ̇∂µhµ
A| = 0

ξ(1,2)Aµ ∂̄2hµ
A|+ ∂µ∂̄µ̇hµ̇A| = 0

4th order ξ(2,2)A ∂2∂̄µ̇hµ̇A|+ ∂̄2∂µhµ
A| = 0

(7.3)

このゲージ条件は図 7.1のように θµ のべき、すなわち ∂µ の階数に沿った図を用いて可視
化できる。
ここで、ゲージ固定された成分は、ゲージ変換の非斉次部分が δhµ

A = ∂µξA のように
動く量である。これらのゲージ固定される組み合わせは、例えば {∂µ, ∂̄µ̇} = 0より

− εµν∂
ρhρ

A = ∂µhν
A − ∂νhµ

A, ∂2hµ̇A + ∂̄µ̇∂µhµ
A = ∂µ

(
∂µh

µ̇A − ∂̄µ̇hµ
A) (7.4)
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であることを用いて得ることができる。
ここで重要な点は、(7.3) 式にゲージ固定された量によってゲージ変換で動くスピノル
ゲージ超場の成分が尽きていることである。従って、これらをゲージ固定で 0 もしくは定
数にすれば、スピノルゲージ超場の他の成分は曲率を用いて書くことができる。
このことをよりあらわに示す。まず、ゲージ条件 (7.3)式の元では、全てのアインシュ
タイン添字をもったスピノルゲージ超場に対する ∂µ 微分 ∂ν · · · ∂ρhµ

A は常に対称な微分

∂µhν
A + ∂νhµ

A (7.5)

で書くことができることを具体的に示す。のちの議論で、この対称な微分はローレンツ・
スピノル添字を持った曲率に書き直すことができること、つまりテンソル算法に対応があ
る量で書くことができることを確かめる。
まず 1階微分について確かめる。微分の反対称部分はゲージ条件で 0にできるため、

∂νhµ
A| = 1

2
(∂νhµ

A + ∂µhν
A)|, ∂̄ ν̇hµ̇A| = 1

2
(∂̄ ν̇hµ̇A + ∂̄µ̇hν̇A)|, (7.6)

および
∂̄ ν̇hµ

A| = 1

2
(∂̄ ν̇hµ

A + ∂µh
ν̇A)|, ∂νh

µ̇A| = 1

2
(∂νh

µ̇A + ∂̄µ̇hν
A)| (7.7)

を得る。次に、2階微分について、恒等式 ∂µ∂νhν = 1
2∂

2hµ を用いると

∂2hµ
A| = 2

3
∂ν(∂νhµ

A + ∂µhν
A)|, ∂̄2hµ̇A| = 2

3
∂̄ν̇(∂̄

ν̇hµ̇A + ∂̄µ̇hν̇A)| (7.8)

が従う。この式は、θ = θ̄ = 0 射影 ‘|’を取らない超場の等式として実際成立している。
ゲージパラメータ ξ(2,1)Aµ̇ および ξ(1,2)Aµを用いて固定されるゲージ条件を用いると、

∂̄2hµ
A =

1

2
∂̄ν̇(∂̄

ν̇hµ
A + ∂µh

ν̇A)|, ∂2hµ̇A| = 1

2
∂ν(∂νh

µ̇A + ∂̄µ̇hν
A)|,

∂ρ∂̄
ν̇hµ

A| = 1

2
∂ρ(∂̄

ν̇hµ
A + ∂µh

ν̇A)|− 1

4
∂̄ ν̇(∂ρhµ

A + ∂µhρ
A)|,

∂̄ ρ̇∂νh
µ̇A| = 1

2
∂̄ ρ̇(∂νh

µ̇A + ∂̄µ̇hν
A)|− 1

4
∂ν(∂̄

ρ̇hµ̇A + ∂̄µ̇hρ̇A)|

(7.9)

を得る。従って、2階微分も対称な微分を用いて表すことができる。さらに 3階微分につ
いて考える。(7.8)式は θ = θ̄ = 0 射影なしで成立するため、この式を用いると、

∂̄ ν̇∂2hµ
A| = 2

3
∂̄ ν̇∂ρ(∂ρhµ

A + ∂µhρ
A)|, ∂ν ∂̄

2hµ̇A| = 2

3
∂ν ∂̄ρ̇(∂̄

ρ̇hµ̇A + ∂̄µ̇hρ̇A)| (7.10)

を導くことができる。そしてゲージパラメータ ξ(2,2)によって決まるゲージ条件から残り
の 3階微分も対称な微分でかけることがわかる：

∂ν ∂̄
2hµ

A| = 1

2
∂ν ∂̄ρ̇(∂̄

ρhµ
A + ∂µh

ρ̇A)|+ 1

4
∂̄2(∂νhµ

A + ∂µhν
A)|,

∂̄ ν̇∂2hµ̇A| = 1

2
∂̄ ν̇∂ρ(∂ρh

µ̇A + ∂̄µ̇hρ
A)|+ 1

4
∂2(∂̄ ν̇hµ̇A + ∂̄µ̇hν̇A)|.

(7.11)
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最後に 4階微分について、(7.8)式を用いることで

∂̄2∂2hµ
A| = 2

3
∂̄2∂ν(∂νhµ

A + ∂µhν
A)|, ∂2∂̄2hµ̇A| = 2

3
∂2∂̄ν̇(∂̄

ν̇hµ̇A + ∂̄µ̇hν̇A)| (7.12)

を得る。
このように、全てのスピノルゲージ超場に対する ∂µ 微分は対称な微分 ∂νhµ

A + ∂µhν
A

を用いて書くことができることがわかった。
以下ではゲージ条件 (7.3) の元で上記の対称な微分で表したスピノルゲージ超場の成分

はローレンツ添字をもった曲率RCB
Aと共変スピノル微分∇α、すなわちテンソル算法に

対応がある量を用いて書くことができることを示す。
まず、超空間における曲率の定義 (4.66)式をもう一度書いておく：

RMN
A = ∂MhN

A − ∂NhM
A − (EN

ChM
B′ − EM

ChN
B′
)fB′C

A − hN
C′
hM

B′
fB′C′

A. (7.13)

この定義およびゲージ条件 hµ
A′ | = 0 より、対称な微分の最低次 (∂νhµ

A + ∂µhν
A)| は曲

率を用いて
(∂µhν

A + ∂νhµ
A)| = δµ

αδν
βRαβ

A| (7.14)

と書くことができることがわかる。これは対称な微分の最低次 (∂νhµ
A + ∂µhν

A)| はテン
ソル算法の量で書くことができることを意味している。
ここで、アインシュタイン添字を持った曲率の最低次は、常にローレンツ添字を持った

曲率とベクトルゲージ超場の最低次 hm
A| を用いて

Rνµ
A| = δν

γδµ
βRγβ

A|, Rνm
A| = δν

γem
bRγb

A|− 1

2
δν

γψm
βRγβ

A| (7.15)

と書けるため、テンソル算法に対応する量があることに注意する。
2階微分 ∂ρ(∂νhµ

A + ∂µhν
A)| についても同様である。曲率の定義を用いて対称な微分を

書き直し、∂ulρ 微分を実行すると、次の等式を得る：

∂ρ(∂νhµ
A + ∂µhν

A)| = ∂ρRνµ
A|+ 1

2
(δµ

γRρν
B′
+ δν

γRρµ
B′
)fB′γ

A|. (7.16)

右辺の第 1項 ∂ρRνµ
A| はアインシュタイン・スピノル添字をを持った曲率に対するスピ

ノル微分であるため、テンソル算法への対応は非自明である。しかし、四脚場をもちいて
ローレンツ添字を持った曲率に次のように書き換えたのち ∂ρ 微分を実行し (7.14)式を用
いると、

∂ρRνµ
A| = ∂ρ

(
Eν

CEµ
BRCB

A)∣∣

=
1

2
R(P )ρν

Cδµ
βRCβ

A|− 1

2
δν

γR(P )ρµ
BRγB

A|+ δν
γδµ

βδρ
δ∇δRγβ

A|
(7.17)



7.2. スピノルゲージ超場に対するゲージ条件 113

を得る。ここで、捩率 (の最低次)の定義R(P )ρνC | = (∂ρEν
C + ∂νEρ

C)| 、およびローレ
ンツ添字を持った曲率を含む共変な超場 Φ への ∂µ の作用は、現在用いているゲージ条
件のもとでは δµα∇α の作用に最低次で等しいこと

∂µΦ| = (∂µ − hµ
A′
XA′)Φ| = δµ

α∇αΦ| (7.18)

を用いた。従って、2階微分 ∂ρ(∂νhµ
A + ∂µhν

A)| もテンソル算法に存在する量を用いて書
くことができるため、スピノルゲージ超場に対する 2階微分はテンソル算法に存在する量
を用いて書くことができる。
同じことが 3階微分 ∂σ∂ρ(∂νhµ

A + ∂µhν
A)| についても言える。3階微分も同様に、

∂σ∂ρ(∂νhµ
A + ∂µhν

A)| = ∂σ∂ρRνµ
A∣∣− ∂σ∂ρ

(
(Eµ

Chν
B′
+Eν

Chµ
B′
)fB′C

A + hµ
C′
hν

B′
fB′C′

A)∣∣

(7.19)

と書くことができる。右辺第 1項 ∂σ∂ρRνµ
A| 以外の右辺の項は高々2階微分であるので、

上の議論よりテンソル算法の量で書くことができる。非自明な右辺第 1項 ∂σ∂ρRνµ
A| は

共変スピノル微分を用いて

∂σ∂ρRνµ
A| = δσ

δδρ
γδν

βδµ
α∇δ∇γRβα

A|+ · · · (7.20)

と書き換えることができる。ここで、省略記号 · · · は上でテンソル算法に対応する量があ
ることを示した、ローレンツ添字を持った曲率、その曲率への 1階の共変スピノル微分、
もしくはゲージ超場への 2階スピノル微分のいずれかを用いて書くことができる量であ
る。従って、アインシュタイン・スピノル添字を持つ曲率への 2階スピノル微分、よって
スピノルゲージ超場の 3階スピノル微分は全てテンソル算法でも表される量で書くことが
できることが示された。
同様に、スピノルゲージ超場に対する 4階スピノル微分、従って全ての階数のスピノル

微分について、テンソル算法に対応する量が存在する量を用いて書くことができる。これ
はアインシュタイン・スピノル添字を持った曲率への 3階のスピノル微分が、上の議論と
同様に高々3階のローレンツ添字を持った共変スピノル微分を用いて書くことができるこ
とから従う。
ここまでの議論は共形超空間において行なったが、この手続きはポアンカレ超空間と

ポアンカレ超重力理論のテンソル算法の間についてのゲージ固定についても意味をなす
(図 1.1におけるルート III)。なぜなら、この議論においては、曲率の一般的な定義とゲー
ジ変換則の非斉次項しか用いていないからである。ポアンカレ超重力理論における対称性
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以外の違いは、曲率への拘束条件の違い、すなわち、ゲージ固定後のスピノルゲージ超場
の具体的な違いのみである。
最後に可能な他のゲージ条件についてコメントしておく。文献 [34] において点付きス

ピノルゲージ超場が超場全体でゲージ固定される条件 Eµ̇A = δµ̇α̇ および hµ̇A′
= 0が示さ

れている。この場合は ∂µhµ̇A| = 0 および ∂2hµ̇A| = 0 というゲージ条件のためにそれぞれ
ξ(1,1)Aµ̇

µ および ξ(2,1)Aµ̇ がそれぞれ使われている。一方、点無しスピノルゲージ超場 hµ
A

は一般にはゲージ固定されずに残る。もう一つの例は、第 8章で行うテンソル算法での超
共形対称性のゲージ固定 (4.52)式の共形超空間に対応するものである。

7.3 ベクトルゲージ超場の θ の高次項
ここまでスピノルゲージ超場の θ 展開の各成分はゲージ固定されるか、テンソル算法

に対応する量があるかのどちらかであることを確かめた。このゲージ固定において、ゲー
ジパラメータ超場の自由度のうち、テンソル算法に対応がある最低次のゲージ自由度 ξA|

以外の θ の高次の自由度を使い切ってしまった。しかし、ベクトルゲージ超場の高次項は
残っており、テンソル算法と対応させるにはこれらもゲージ固定しなければならない可能
性がある。従って、ベクトルゲージ超場の θ 展開の高次項がテンソル算法に存在する量で
書けるかは非自明である。ここではベクトルゲージ超場の θ 展開の高次項がテンソル算
法に存在する量で書けていることを示す。
スピノルゲージ超場に対するゲージ条件 (7.3)式と曲率 Rµn

A の定義 (7.13)式を用いる
と、 ベクトルゲージ超場に対するスピノル微分 ∂νhn

Aが

∂µhn
A| = δµ

δEn
ERδE

A|− δµ
Chn

B′ |fB′C
A

= δµ
δen

eRδe
A|+ (−)1δµ

δ 1
2ψn

ϵRδϵ
A|− δµ

γhn
B′ |fB′γ

A
(7.21)

と書くことができる。このことはベクトルゲージ超場に対する 1階スピノル微分がテンソ
ル算法の量を用いて書けていることを示している。この手続きを同様にベクトルゲージ超
場の θ 展開の高次項に対しても行うことができる。例えば、曲率の定義 (7.13)式を用い
ると、ベクトルゲージ超場に対する 2階のスピノル微分が

∂ρ∂µhn
A| = ∂ρRµn

A|+ ∂n∂ρhµ
A|

+ ((∂ρEn
C)hµ

B′
+ En

C(∂ρhµ
B′
)− (∂ρEµ

C)hn
B′ − Eµ

C(∂ρhn
B′
))|fB′C

A

+ (∂ρhn
C′
)hµ

B′ |fB′C′
A + hn

C′
(∂ρhµ

B′
)|fB′C′

A

(7.22)
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となることわかる。ここで、アインシュタイン添字を持った曲率に対するスピノル微分は
次のように共変スピノル微分を用いて書き直すことができる：

∂µRνp
A| = ∂µEν

CEp
BRCB

A|

= (∂µEν
C)Ep

BRCB
A|− Eν

C(∂µEp
B)RCB

A|− Eν
CEp

Bδµ
δ∇δRCB

A|.
(7.23)

ここで、最後の行の右辺第 1項および第 2項はテンソル算法の量で表されることをそれぞ
れ (7.14)式および (7.21) 式ですでに確かめた。従って、ベクトルゲージ超場に対する 2階
のスピノル微分もローレンツ添字を持った曲率と共変微分、そしてベクトルゲージ超場の
θ の最低次を用いて書くことができる。より高次の θ 項についても同様である。この場合
は、曲率に対する高階のスピノル微分が現れるが、それは

∂µ∂νRPQ
A| = ∂µ∂νEP

CEQ
DRCD

A| = EP
CEQ

DEµ
GEν

F∇G∇FRCD
A|+ · · · (7.24)

となる。ここで、省略記号 · · · は、テンソル算法に対応する量があるち曲率に対する 1階
スピノル微分とベクトルゲージ超場に対する 2階スピノル微分で書ける項を意味する。同
じことが曲率に対する 3階スピノル微分についても言える。結局ゲージ条件 (7.3)の元で
は、スピノルおよびベクトルゲージ超場は θ 展開の全ての次数においてテンソル算法に
存在する量で表されることがわかった。

7.4 テンソル算法におけるhigher θ ゲージ不変性
ここまでで、共形超空間形式においてテンソル算法に対応する量があるもの以外の場

は、ゲージパラメータの θ の高次項 ξ(n,m)A(x) (n+m ≥ 1)を用いて消去されることを調
べた。ここで、テンソル算法において次の一見驚くべきことに注意する。
「 テンソル算法に現れる全ての場は higher θ ゲージ不変である。すなわち、ξ(n,m)A(x)

(n +m ≥ 1) を用いるが ξ(0,0)A(x) = 0とおいたゲージ変換のもとではテンソル算法の全
ての場はゲージ不変である。」
テンソル算法におけるゲージ場はベクトルゲージ超場 hm

A|に対応する。例えば、四脚
場 Em

a| = ema やグラヴィティーノ Em
α| = ψm

α がそうである。ゲージ変換 (7.1)式を
µ → mとしてベクトル添字について考えて、その最低次を取れば、次の関係式を得る：

δG(ξ
BXB)hm

A| = ∂mξ
A|+ hm

C ξB| fBCA. (7.25)

このゲージ変換では、ゲージパラメータは最低次 ξA| = ξ(0,0)A(x) とその空間微分のみで、
θ の高次項 ξ(n,m)A(x) (n+m ≥ 1)は含まれていない。従って、テンソル算法のゲージ場
は higher θ ゲージ不変である。



116 第 7章 共形超空間形式からテンソル算法へのゲージ固定

さらに、ゲージ超場のみならず、次のことが言える。プライマリー超場とその共変微分
の最低次に対応づけられる超共形多重項の各成分場もまた higher θ ゲージ不変である。例
えば、テンソル算法における一般の超共形多重項 [ C,Z,H, · · · ] は (5.24) で行ったように
プライマリー超場Φ と

C = Φ|, Zα = −i∇αΦ|, H =
1

4
(∇2Φ+ ∇̄2Φ)|, · · · . (7.26)

と対応づけられる。これらの共変微分が作用した量はその構成から共変量であるので、こ
れらのゲージ変換にはゲージパラメータ ξA(x, θ, θ̄)の微分は含まれない。従って、これら共
変微分が作用した超場の最低次項のゲージ変換はゲージパラメータの最低次 ξA| = ξ(0,0)A

のみしか関わらない。例えば、1階共変スピノル微分について

δ(ξAPA)∇αΦ| = ξA|∇A(∇αΦ)| (7.27)

である。従って超共形多重項の各成分場も higher θ ゲージ不変である。
この意味で、テンソル算法における超共形不変な作用はテンソル算法のゲージ変換

ξA(x) = ξ(0,0)A で不変であるのみならず、ゲージパラメータ超場全体 ξA(x, θ, θ̄) を用
いてもゲージ不変である。
簡単のために共形超重力理論の F-type 作用 [24, 34]を考える：

Scomp
F =

∫
d4x e

(
−1

4
∇2W +

i

2
ψ̄aα̇(σ̄

a)α̇β∇βW −
(
ψ̄aσ̄

abψ̄b

)
W

)∣∣∣+ h.c. (7.28)

この作用の被積分関数は四脚場 ema、グラヴィティーノ ψm
α、そして共変な超場の最低

次 W |, ∇αW |, ∇2W | で書かれている。これら全ての成分は higher θ ゲージ不変である
ので、作用はゲージパラメータ超場全体でゲージ不変である。
実際、文献 [34] で導かれたF-type 作用はゲージパラメータ超場のもとでゲージ不変な
超空間での作用

SSS
F =

∫
d4xd2θ EW + h.c. (7.29)

から導かれた。この文献 [34]での導出は higher θ ゲージ対称性を Eµ
α = δµα および

hµ
A′

= 0として固定していたが、最終的な成分場での作用 Scomp
F (7.28)式は、やはりゲー

ジパラメータ超場でゲージ不変である。結局 Scomp
F と SSS

F はどちらもゲージパラメータ
超場でゲージ不変であり、かつ特定のゲージで一致するため、両者はどのゲージでも等
しい。
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図 7.1: ゲージパラメータ超場 ξA の 3 × 3 個の θnθ̄m 成分 ξ(n,m)A (n,m = 0, 1, 2) を表示したダイヤ図

(実線矢印)。他の 2つのそれぞれ波線矢印および破線矢印で表示されたダイヤ図はそれぞれスピノルゲージ

超場 hµ
Aおよび hµ̇Aの θnθ̄m成分を表す。ゲージパラメータのダイヤ図とスピノルゲージ超場のダイヤ図

の重なったところは、ゲージ固定されるスピノルゲージ超場とゲージ固定するゲージパラメータの成分の

組み合わせを表す。この重なった部分において 0もしくは定数にゲージ固定されるスピノルゲージ超場の組

み合わせを 2段の枠の下の部分にあらわに書いた。スピノルゲージ超場のダイヤ図でゲージパラメータの

ダイヤ図の外にある成分はゲージ固定できないが、本文で見るように他のテンソル算法と対応のある場を

用いて書くことができる。
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第8章 超共形対称性のゲージ固定の対応

ここでは、超共形対称性のゲージ固定の対応をより具体的に明らかにする。そして、共
形超空間からポアンカレ超重力理論を得るための 2通りのゲージ固定、すなわち、テンソ
ル算法を経由するゲージ固定とポアンカレ超空間を経由するゲージ固定がどのように整合
しているかを、具体的なゲージ条件を通じて議論する。テンソル算法では、標準的なEH

およびRS 項を持つゲージ固定はKUによって文献 [12]によって与えられたため、以降は
KUゲージと呼ぶことにする。

8.1 YM ゲージ場の対応
まず、YM ゲージ場と物質場が結合した共形超重力理論において、第 4.2章で与えたテ
ンソル算法でのゲージ場などの量と第 6.1章で与えた共形超空間形式におけるものの対応
を与えておく。

テンソル算法 共形超空間形式
B(a)

m , F (a)
mn, F̂ (a)

ab A(a)
m |, F (a)

mn|, F (a)
ab |

W (a)
R , W (a)

L W (a)
α |, −W (a)α̇|

D(a), f(a)(b)
i
2∇

αW (a)
α | = i

2∇̄α̇W (a)α̇|, H(a)(b)|

iT (a)
i
j
zj, −iz∗jT (a)

j
i

V i
(a)|, V̄ i∗

(a)|

(8.1)

この対応において、テンソル算法のゲージ場B(a)
m およびゲージーノ多重項 W (a) をゲー

ジ結合定数 g̃ でリスケールした：g̃B(a)
m → B(a)

m 。
文献 [12]では、内部対称性は線形な場合、すなわちキリング・ベクトルが表現行列で
表される場合について考えていた。より一般のキリング・ベクトルの場合は文献 [25] に
おいて構成されている。ケーラーポテンシャルを同じものとした時、本論文の V i

(a)|, V̄ i∗

(a)|,

F(a)| および J(a)| はそれぞれ文献 [25]の kαi, ki
α, 3rα および Pα(z, z∗) に対応する。
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8.2 スーパーポテンシャルが0にならない場合のゲージ固定
共形超空間形式でのゲージ条件 (6.26) はYMゲージ場がない時と同様に KU ゲージに
対応することが次のように従う：

z0 =
√
3φ− 1

2 (z, z∗) = e−G/6 ↔ Φ0
∣∣ = eG/6

∣∣,

χR0 = −z0φ
−1φiχRi = −1

3
e−G/6GiχRi ↔ ∇αΦ

0
∣∣ = 1

3
eG/6Gi∇αΦ

i
∣∣.

(8.2)

YMゲージ場がある場合にも 第 5章で行ったYMゲージ場がない場合と同様の対応が成
立するが、ここでは特にゲージ固定後のポアンカレ超重力理論におけるQ 変換について
議論する。共変スピノル微分は共形超空間においてもポアンカレ超空間においても超対称
性変換と同一視されるため、(6.28)式は超共形対称性を用いて定義されたポアンカレ超重
力理論におけるQ 変換QP

α を導く：

δG(η
αQP

α) = δG(η
αQα) + δG(ξ(A)

′(η)A) + δG(ξ(K)′(η)BKB). (8.3)

ここで、変換パラメータは ξ(A)′(η) = ηαAα + η̄α̇Aα̇ および ξ(K)′(η)A = ηβfβA + η̄β̇f
β̇A

である。(6.27)式で得られたスピノルゲージ超場Aαのあらわな表式を用いて、 Aゲージ
変換のパラメータが

ξ(A)′(η)| = i

4
Gjη

αDP
αΦ

j
∣∣− i

4
Gj∗η̄α̇D̄P α̇Φ̄j∗∣∣ (8.4)

となる。これらはYMゲージ場がない場合の (5.78) 式と同じ形であるが、上記の共変微
分DP はYM ゲージ場についても共変であることに注意する。
ゲージ条件 (6.26)式のもとでのスピノルKAゲージ超場 fαA についても (6.26) 式およ
び (4.96)式、そして (4.97) 式をもちいることで、ゲージパラメータ ξ(K)′(η)B が

ξ(K)′(η)α
∣∣ = −1

8

(
e−G/6∇2Φ0 − 1

3
Gi∇2Φi

)
ηα
∣∣

− 1

12

((
Gij +

1

3
GiGj

)
ηγ∇γΦ

j +Gij∗ η̄β̇∇̄
β̇Φ̄j∗

)
∇αΦ

i|

− 1

12
ec

m
(
Gi∇mΦ

i −Gi∗∇mΦ̄
i∗
)
iσc

αβ̇
η̄β̇
∣∣− i

3
ec

mAmiσ
c
αβ̇
η̄β̇
∣∣,

(8.5)

ξ(K)′(η)a
∣∣ = −ea

m(fm
βηβ + fmβ̇ η̄

β̇)

+
1

2
ea

mψm
α
(
ηβfβα + η̄β̇f

β̇
α

)∣∣+ 1

2
ea

mψ̄mα̇

(
ηβfβ

α̇ + η̄β̇f
β̇α̇
)∣∣

(8.6)

となることがわかる。これらの形は (5.81)式および (5.83) 式と形は同じである。これら
(8.4)式から (8.6)式までより、変換パラメータはYMゲージ場まで含んだ場合でもテンソ
ル算法における (4.54)式に対応することがわかった。
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8.3 スーパーポテンシャルが0になり得る場合のゲージ固定
スーパーポテンシャルが 0になる場合でも用いることができるゲージ条件 (6.31)式は
テンソル算法での文献 [25] および、等長ケーラー超空間 [32] と関連している。この関連
は第 5.5 章で議論したことと同様に (6.31) 式と (6.37)式を用いて明らかにできる。特に、
(8.3)式におけるポアンカレ超重力理論のQ 変換を与えるパラメータは

ξ(A)′(η) = ηα
(
Aα − i

4
(F(a) − F̄(a))Aα

)
=

i

4
Kjη

αD̃P
αΦ

j − i

4
Kj∗η̄α̇

¯̃DP α̇Φ̄j∗ (8.7)

となる。これは (8.4)式において G → Kと置き換えたものと同じ形になる。他のパラメー
タ ξ(K)′(η)A についても (8.5)式および (8.6)式において同じ置き換えG → Kをすること
で得られる。

8.4 Higher θ ゲージ固定と超共形ゲージ固定の整合性
ここまでで、超共形対称性のゲージ固定と、その固定条件によるスピノルゲージ超場

の表式について議論してきた。ここで、ゲージパラメータが固定するスピノルゲージ超
場に対して、前章のテンソル算法へのゲージ固定に関連した次のような疑問が一つ存在
する。共形超空間形式からテンソル算法にゲージ固定で移る時はスピノルゲージ超場の
最低次は四脚場以外は hµ

A′ | = 0 のように 0に固定していた。これは、ローレンツ添字を
持ったスピノルゲージ超場の最低次項もまた 0に固定していることに等しい。すなわち
hµ

A′ | = δµαhα
A′ | = 0である。しかし、KUゲージの共形超空間形式で対応するものを構

成した時、ゼロにならないスピノルゲージ超場 Aα および fαA が現れる。そしてそれら
は上で見たようにポアンカレ超重力理論のQ 変換を共形超重力理論におけるQ 変換と関
連づけるためのA および KA 変換に対応する。これらのゲージ固定条件はどのように整
合しているのか。なぜテンソル算法ではこれらの消えないスピノルゲージ超場に対応する
ものを導入できたのか。そしてそれらの起源は何か。
これらに対する答えは、ゲージ条件の取り直しに注目することで見いだすことができ

る。A ゲージ超場を例として考える。共形超空間形式からテンソル算法に移る時には、
ゲージパラメータの最低次以外はスピノルゲージ超場 Aµ を固定するために用いられる。
そして、特にスピノルゲージ超場の最低次項 Aµ| = δµαAα| は、ゲージパラメータ超場
の θ1 成分 ξ(1,0)(A)µ = ∂µξ(A)|を用いて固定される。一方で、共形超空間形式からポア
ンカレ超空間に移る時は、ゲージパラメータ超場 ξ(A), ξ(D) および ξ(K) の全ての成分
をテンソル算法へのそれとは異なるゲージ条件を与えるために使う。例えば、第 5.5章で
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行ったように、KUゲージの共形超空間形式で対応するゲージ条件をおく際には、ξ(A) は
ξ(A) = 3

4i log(Φ̄
0/Φ0) ととる。このゲージパラメータ超場の形は、その θ1 成分 ∂µξ(A)|

をもとの値から異なる値へと再設定する。特に、ポアンカレ超重力理論でのQ 変換は一
意であるため、スピノルAゲージ超場はテンソル算法における (4.54)式のA 変換項 θ(ε)

に一致するべきである。
この取り直しをよりあらわに示す。Aゲージ変換をゲージパラメータをξ(A) = 3

4i log(Φ̄
0/Φ0)

と選んでおこなった時、スピノルゲージ超場 Aµ| はテンソル算法に移るためにとったゲー
ジ固定の値 Aµ| = 0 から次のように再設定される：

Aµ| = 0 +
3

4i
∂µ log(Φ̄

0/Φ0)| = 3i

4

1

Φ0
δµ

α∇αΦ
0
∣∣∣. (8.8)

そして、KU ゲージの条件 Φ0| = eG/6| および∇αΦ0| = 1
3e

G/6GiDP
αΦ

i| を用いることで、

Aα| =
i

4
GiDP

αΦ
i| (8.9)

となる。これは共形超空間からポアンカレ超空間へ移ったときのゲージ固定条件におけ
る Aα| の条件、すなわち (8.4)式の ξ(A)′(η) に一致する。同じことが KA ゲージ超場に
ついても言えるが、複雑である。KU が見出したことは、上記のような複雑であからさま
なゲージ変換の議論をせずに (4.54) 式を導いたことである。すなわち、ポアンカレ超重
力理論にゲージ固定したときのスピノルゲージ超場の表式に対応するものは、ポアンカレ
超重力理論のQ 変換をD, A, KA ゲージ固定条件を変えないように変形したQ 変換と同
定することで見いだすことができる。
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第9章 結論

本論文では、4次元N = 1 共形超重力理論の定式化であるテンソル算法と共形超空間
形式の等価性を明らかにした。まず、第 5章では、テンソル算法と共形超空間形式の両形
式間で、作用を構成するために必要な諸量の対応を構築した。具体的には、重力を記述す
るために用いる超共形対称性に属するゲージ場および曲率とその拘束条件、物質場やYM

ゲージ場を記述するために用いる超共形多重項、カイラル射影、超共形不変な作用そして
u-associated 微分の対応を係数まで含めて明らかにした。その中で、KU [30] によって議
論された共形超空間の共変スピノル微分への特別な制限は存在しないことを超共形対称
性を用いて示した。
第 6章では、共形超空間に素粒子標準模型を記述する上で欠かせない YM ゲージ場を
導入し、YMゲージ場と物質場が結合した超重力理論の作用を構成した。そして、超空
間において標準的な EH項を得る超共形ゲージ対称性のゲージ固定を 2つ示した。特に、
Φc = eK/6 というゲージ条件から等長ケーラー超空間が得られることを示した。また、この
ゲージ条件を変えない変形されたYMゲージ変換も共形超空間の立場から明らかにした。
第 7章では、まず共形超空間からテンソル算法を得るためのゲージ固定について論じ

た。すなわち、共形超空間およびポアンカレ超空間において、テンソル算法では直接表示
されないスピノルゲージ超場 hµ

Aの θ 展開の各項は、テンソル算法に存在する量で表さ
れるか、もしくは同じくテンソル算法では直接現れないゲージパラメータ超場の θ 展開
の高次項のゲージ固定で消去されるかのいずれかであることを具体的に示した。そして、
このゲージ固定のもとで、ベクトルゲージ超場 hm

A の θ 展開の各項は全てテンソル算法
に存在する量で表されることを示した。
第 8章では、共形超空間形式におけるYMゲージ場と物質場が結合した超重力理論に
おいて標準的なEH 項を与えるそれぞれのゲージ固定の対応を調べた。この 2種類のゲー
ジ固定、すなわち共形超空間からテンソル算法を得る際に行うスピノルゲージ超場のゲー
ジ固定と、超共形対称性をゲージ固定したときに従うスピノルゲージ超場の固定は異なる
値である。この違いは矢印 IV でテンソル算法からポアンカレ超重力理論に行く際に、ス
ピノルゲージ超場がゲージ条件の取り直しを受けることまで考慮すると無矛盾に理解で
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きることを確かめた。
本論文の結果より、超重力理論に新たな発展があることが期待される。特に、従来の定

式化では構成が困難だった作用の構成を共形超空間で行うことができる。実際、付録 D

にまとめたように、共形超空間を用いた反対称テンソルゲージ対称性を持つ理論と超重力
理論の結合がAoki–Higaki–Yamada–Yokokura [44] そしてYokokura [45]によりなされて
いる。また、共形超空間による超重力理論の定式化は 4次元N = 1 の場合に限らず、よ
り高い超対称性の場合 [53–58]、高次元の場合 [59,60]、低次元の場合 [61,62] についても
明らかにされつつある。
さらに、共形超空間で構成される新たな作用を本論文で得られた対応を用いてテンソル

算法で表示することで、散乱振幅などの観測量の計算を系統的に行うことや、共形超空間
形式を直接用いた観測量の計算が期待される。実際、共形超空間形式を用いた有効作用の
計算が文献 [63] によってなされている。
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付 録A 記法

ここでは本論文で用いる記法についてまとめる。また、テンソル算法における本論文の
先行研究であるKU [30] の記法と、その記法と本論文での記法の対応を示す。

A.1 本論文での記法
まず、添字について説明する。超空間を用いる形式ではaから始まるローマ小文字 a, b, ...

をローレンツ・ベクトル添字、m から始まるローマ小文字 m,n, ... をアインシュタイン・
ベクトル添字、α から始まるギリシャ文字 α, β, ... をローレンツ・スピノル添字、µ から
始まるギリシャ文字 µ, ν, ... をアインシュタイン・スピノル添字に用いる。Aから始まる
ローマ大文字 A,B, . . . でローレンツ・ベクトルおよびスピノルの組を表す。同様に、M

から始まるローマ大文字M,N, . . .でアインシュタイン・ベクトルおよびスピノルの組を
表す。ただし、超空間を用いないテンソル算法では、A は超共形代数の添字を表す。
次にミンコフスキー時空の規約について説明する。本論文ではミンコフスキー計量と完

全反対称テンソルを次のように定義する。

ηab = diag(−1, 1, 1, 1), ϵ0123 = −ϵ0123 = 1. (A.1)

2成分スピノルの標準的な縮約を

ξψ = ξαψα, ξ̄ψ̄ = ξ̄α̇ψ̄
α̇ (A.2)

とする。スピノル添字の上下は

ψα = ϵαβψβ, ψα = ϵαβψ
β, ψ̄α̇ = ϵα̇β̇ψ̄β̇, ψ̄α̇ = ϵα̇β̇ψ̄

β̇ (A.3)

であるとする。ここで、ϵαβ および ϵα̇β̇ は2階の反対称テンソルで、その成分は ϵ12 = ϵ21 = 1

であるとする。スピノルのエルミート共役は (ψα)† = ψ̄α̇で定義する。また、スピノルの
積のエルミート共役は順番が入れ替わるように次のように定義する：

(ξαψβ)
† = ψ̄β̇ ξ̄α̇. (A.4)
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4次元のパウリ行列 σa は

(σ0, σ1, σ2, σ3)αβ̇ =
(
⎛

⎝1 0

0 1

⎞

⎠ ,

⎛

⎝0 1

1 0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝0 −i

i 0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝1 0

0 −1

⎞

⎠
)

(A.5)

で定義する。これらのエルミート共役は

(σ̄a)
α̇β = εα̇γ̇εβδ(σa)δγ̇ = (σa)

βα̇ (A.6)

である。パウリ行列を用いることで、任意のローレンツ・ベクトル添字を持ったベクトル
Va は点付き・点無し混合スピノル Vαβ̇ で表すことができる。この変換の記法を次のよう
に定義する。

Vαβ̇ := (σa)αβ̇Va, V a = −1

2
(σ̄a)β̇α Vαβ̇ . (A.7)

行列 σab および σ̄ab は

(σab)α
β =

1

4
(σaσ̄b − σbσ̄a)α

β, (σ̄ab)α̇β̇ =
1

4
(σ̄aσb − σ̄bσa)α̇β̇ (A.8)

で定義され、次の条件を満たす：

εabcd(σ
cd)α

β
= −2i(σab)α

β, εabcd(σ̄
cd)α̇β̇ = 2i(σ̄ab)

α̇
β̇ . (A.9)

ϵabcd と σab の性質を用いることで、2階の反対称テンソル Fab をカイラル部分と反カイラ
ル部分に分解できる：

Fab = −(ϵσab)
αβF−

αβ + (σ̄abϵ)
α̇β̇F+

α̇β̇
, (A.10)

ここで
F−
αβ =

1

2
(σabϵ)αβFab, F+

α̇β̇
= −1

2
(ϵσ̄ab)α̇β̇Fab (A.11)

とする。2階の反対称テンソル Fab のホッジ双対を

(∗F )ab :=
1

2
εabcdF

cd = i(ϵσab)
αβF−

αβ + i(σ̄abϵ)
α̇β̇F+

α̇β̇
(A.12)

で定義する。これより、 Fab の自己双対部分と反自己双対部分は

F±
ab :=

1

2

(
Fab ∓ i(∗F )ab

)
(A.13)

と書ける。これらはカイラル部分と反カイラル部分にそれぞれ一致する：

F−
ab = −(ϵσab)

αβF−
αβ, F+

ab = (σ̄abϵ)
α̇β̇F+

α̇β̇
. (A.14)
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最後にテンソル算法で用いた 4成分スピノルと 2成分スピノルの関係について説明す
る。4成分スピノルΨ は 2成分スピノル ψα, ψ̄α̇ を用いて

Ψ =

⎛

⎝ψα

ψα̇

⎞

⎠ =

⎛

⎝ψR

ψL

⎞

⎠ , Ψ̄ = ΨTC =
(
ψα ψα̇

)
=

(
ψ̄R ψ̄L

)
(A.15)

と書くことにする。ここで

C =

⎛

⎝−ϵαβ 0

0 −ϵα̇β̇

⎞

⎠ , C−1 =

⎛

⎝−ϵαβ 0

0 −ϵα̇β̇

⎞

⎠ (A.16)

である。

A.2 テンソル算法の記法
ここではテンソル算法における KU [30]の記法を参照のためまとめておく。
まず添字について説明する。テンソル算法では、ローマ字をローレンツ添字に、µから始
まるギリシャ文字µ, ν, . . .をアインシュタイン添字に、αから始まるギリシャ文字α, β, . . .

を 2成分スピノルに用いる。ローマ大文字A,B, ...は超共形代数の添字に用いる。
次にミンコフスキー時空の記法の規約について説明する。KU ではテンソル算法では、
ミンコフスキー計量 ηab = (−1, 1, 1, 1) の負符号を時間座標を虚数に t → −ix4 とするこ
とで形式的に計量の符号を全て正にとる記法を用いる。このとき、計量と完全反対称テン
ソルは

δab = diag(1, 1, 1, 1), ε1234 = 1 (A.17)

で与えられる。ここで、a, b = 1, 2, 3, 4である。計量の符号に関する利便性のため、超重
力理論の文献、特にテンソル算法を用いた文献ではこの記法がしばしば用いられている。
ここで、この記法はミンコフスキー空間を扱うためのものであり、ユークリッド的な空間
を考えてはいないことに注意する。
ガンマ行列は次の反交換関係を満たすものとして導入する：

{γa, γb} = 2δab. (A.18)

また、γ5 および σab は次のように定義される：

γ5 = γ1γ2γ3γ4 =

⎛

⎝1 0

0 −1

⎞

⎠ , σab =
1

4
(γaγb − γbγa) =

⎛

⎝(σab)αβ 0

0 (σ̄ab)α̇β̇

⎞

⎠ . (A.19)
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また、テンソル算法では、荷電共役行列は

C =

⎛

⎝−ϵαβ 0

0 ϵα̇β̇

⎞

⎠ , C−1 =

⎛

⎝ϵαβ 0

0 −ϵα̇β̇

⎞

⎠ (A.20)

である。ここで ϵαβ はその成分が ϵ12 = ϵ12 = 1 である反対称テンソルである。添字の上
下は

ψα = ϵαβψβ, ψα = ψβϵβα (A.21)

によって定義する。
2階の反対称テンソル Fab のホッジ双対および自己双対、反自己双対部分を

F̃ab :=
1

2
εabcdF

cd, F±
ab :=

1

2
(Fab ± F̃ab) (A.22)

で定義する。特に σab についての関係式 σ̃ab = −γ5σab を用いると、

σabψR = σ−
abψR, σabψL = σ+

abψL, σabF±
ab =

1∓ γ5
2

σabFab (A.23)

を得る。
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A.3 記法の対応
以下にテンソル算法と本論文の記法の対応をまとめる。

テンソル算法 本論文
δab ηab

ϵαβ, ϵαβ ϵαβ, −ϵαβ
ϵα̇β̇, ϵα̇β̇ ϵα̇β̇, −ϵα̇β̇⎛

⎝ψα

ψ̄α̇

⎞

⎠,
(
ψα ψ̄α̇

)
⎛

⎝ψα

ψ̄α̇

⎞

⎠ ,
(
ψα ψ̄α̇

)

γa iγa = i

⎛

⎝ 0 (σa)αβ̇

(σ̄a)
α̇β 0

⎞

⎠

γ5

⎛

⎝1 0

0 −1

⎞

⎠

σab −

⎛

⎝(σab)αβ 0

0 (σ̄ab)α̇β̇

⎞

⎠

εabcd −iεabcd

F̃ab −i(∗F )ab

F±
ab F±

ab

(A.24)

A.4 Implicit Grading

文献 [34,64] において導入された、大文字の添字を用いている限りは交換関係などに現
れる統計因子はあらわに書かずに扱うことができるという約束 “ implicit grading” につ
いて説明する。ボソン的量の間には自然に交換関係が定義されていたのに対し、フェルミ
オン的量の間に自然に定義されるのは反交換関係である。超対称性理論、とくに超場形式
においては例えば共変微分を∇Aと書き、ボソンとフェルミオンを大文字のローレンツ添
字でひとまとまりにして扱っている。例えば共変微分の交換関係について、ボソンとフェ
ルミオン両方を同時に記述するには、

−RAB = ∇A∇B − (−)AB∇B∇A = [∇A,∇B} (A.25)

と統計因子をあらわにつけなければならない。さらには、

RMN = (−)A(N+B)EM
AEN

BRAB, (A.26)
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X = (−)BYB
B (A.27)

となる。しかし、これらの因子は大文字の添字の順番が基準となる量に対して入れ替わっ
たとき、他の添字を超えて和をとるとき、そして下から上に和をとった時にのみ現われる。
そして、それらはフェルミオン的添字に対してのみ現れるので、大文字の添字を使ってい
るときには常にボソン的な量として扱い、特にフェルミオンの添字を扱うときに grading

を復活すれば良い。従って、大文字の添字を用いる範囲では、これは

−RAB = [∇A,∇B], RMN = EM
AEN

BRAB, X = YB
B (A.28)

と書けばよい。
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付 録B 超共形多重項のQ 変換則

一般の超共形多重項 [CΓ,ZΓ,HΓ,KΓ,BaΓ,ΛΓ,DΓ] のQ 変換則 [30]を以下にまとめる：

δQ(ε)CΓ =
1

2
iε̄γ5ZΓ,

δQ(ε)ZΓ = (−)Γ
1

2
(iγ5HΓ −KΓ − γaBaΓ − γaDaCΓγ5)ε,

δQ(ε)HΓ =
1

2
iε̄γ5(iγ

aDaZΓ + ΛΓ),

δQ(ε)KΓ = −1

2
ε̄(iγaDaZΓ + ΛΓ),

δQ(ε)BaΓ = −1

2
ε̄(DaZΓ + iγaΛΓ) +

1

4
Rbc(Q)γ5γaε(Σ

bcC)Γ,

δQ(ε)ΛΓ = (−)Γ
1

2
(−σabFabΓ + iγ5DΓ)ε

+
1

8

(
−γcεRab(Q)γc(ΣabZ)Γ − γ5γcεRab(Q)γ5γ

c(ΣabZ)Γ
)
,

δQ(ε)DΓ = −1

2
ε̄γ5γ

aDaΛΓ −
1

4
ε̄(Rab(A)− iγ5(∗R)ab(A))(Σ

abZ)Γ

+ (−)Γ
1

4
ε̄
(
iγ5(Σ

abγcBc)Γ − (ΣabγcDcC)Γ
)
(Rab(Q)C−1)T .

(B.1)

ここで、DΓ のQ 変換則におけるCは荷電共役行列

C =

⎛

⎝−ϵαβ 0

0 −ϵα̇β̇

⎞

⎠ (B.2)

である。この変換則を「標準形」と呼ぶ。ここで、ΛΓ のQ 変換におけるFabΓ の定義は

FabΓ = DaBbΓ −DbBaΓ +
1

2
εabcd[D

c, Dd]CΓ (B.3)

である。
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付 録C 対応の導出

ここでは、任意のローレンツ添字を持った超共形多重項の対応 (5.24)と、カイラル射影
の対応 (5.33)の導出を詳細に議論する。

C.1 任意のローレンツ添字を持った超共形多重項
ここでは、テンソル算法における (4.42)式の超共形多重項 VΓと、共形超空間形式にお
ける (4.84)式のプライマリー超場ΦΓの対応を調べる。
まず、最低次の対応は、それぞれの超共形変換則から従う。ここで、最低次の対応には

全体にかかる係数の不定性があるが、それを次の対応で固定する

CΓ ↔ ΦΓ|. (C.1)

超共形多重項の高次項の対応は、Q 変換を順に行うことで得られる。共形超空間形式
においてはプライマリー超場に対する Q 変換は超共形共変スピノル微分で与えられる:

δG(ξαQα) = ξα∇α。なぜならプライマリー超場の添字はローレンツ添字しか持っていない
からである。(5.2)式にあるように、Q 変換のパラメータの対応は ε̄ ↔ 2

(
ξα ξ̄α̇

)
| であ

ることに注意して、以下のように変換則から対応を決める。
まず、第 2項ZαΓの対応は初項 CΓの Q 変換の対応から得られる。すなわち、

δQ(ε)CΓ ↔ (ξα∇α + ξ̄α̇∇̄α̇)ΦΓ =
1

2
i
(
2ξα 2ξ̄α̇

)
⎛

⎝1 0

0 −1

⎞

⎠

⎛

⎝−i∇αΦΓ

+i∇̄α̇ΦΓ

⎞

⎠ . (C.2)

(B.1)式の CΓ の変換則 δQ(ε)CΓ および (A.24)式の γ5 の対応を用いて第 2項の対応を得る：

ZΓ ↔

⎛

⎝−i∇αΦΓ

+i∇̄α̇ΦΓ

⎞

⎠
∣∣∣. (C.3)
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他の成分場の対応も同様である。第 2項のQ 変換から

δQ(ε)ZΓ ↔ (ξα∇α + ξ̄α̇∇̄α̇)

⎛

⎝−i∇βΦΓ

+i∇̄β̇ΦΓ

⎞

⎠

= (−)Γ
1

2

⎛

⎝ 1

4
(∇2ΦΓ + ∇̄2ΦΓ) i

⎛

⎝δβ
α 0

0 −δβ̇ α̇

⎞

⎠

− 1

4
(−i)(∇2ΦΓ − ∇̄2ΦΓ)

⎛

⎝δβ
α 0

0 δβ̇ α̇

⎞

⎠

−
(
− 1

4
(σ̄c)

γγ̇[∇γ, ∇̄γ̇ ]ΦΓ

)
i

⎛

⎝ 0 (σc)βα̇

(σ̄c)β̇α 0

⎞

⎠

+i

⎛

⎝ 0 (σc)βγ̇

(σ̄c)β̇γ 0

⎞

⎠∇cΦΓ i

⎛

⎝δγ
α 0

0 −δγ̇ α̇

⎞

⎠

⎞

⎠

⎛

⎝2ξα

2ξ̄α̇

⎞

⎠

(C.4)

が従う。(B.1)式の δQ(ε)ZΓ および (A.24)式の γ 行列の対応を用いると、HΓ, KΓ, BaΓ の
対応が以下のように定まる：

HΓ ↔ 1

4
(∇2ΦΓ + ∇̄2ΦΓ)|, KΓ ↔ −1

4
i(∇2ΦΓ − ∇̄2ΦΓ)|,

BaΓ ↔ −1

4
(σ̄a)

β̇β[∇β, ∇̄β̇]ΦΓ|.
(C.5)

さらにHΓのQ 変換は

δQ(ε)HΓ ↔ (ξα∇α + ξ̄α̇∇̄α̇)

(
1

4
(∇2ΦΓ + ∇̄2ΦΓ)

)

=
1

2
i
(
2ξα 2ξ̄α̇

)
⎛

⎝1 0

0 −1

⎞

⎠

⎛

⎝i

⎛

⎝ 0 (σc)αβ̇

(σ̄c)α̇β 0

⎞

⎠∇c

⎛

⎝−i∇βΦΓ

+i∇̄β̇ΦΓ

⎞

⎠

+
1

4
i

⎛

⎝−∇̄2∇αΦΓ + 8WαΦΓ

+∇2∇̄α̇ΦΓ + 8W α̇ΦΓ

⎞

⎠

⎞

⎠

(C.6)

である。ここで、次の恒等式を用いた：

∇α∇̄2 − ∇̄2∇α + 4i∇αβ̇∇̄
β̇ + 8Wα = 0,

∇̄α̇∇2 −∇2∇̄α̇ + 4i∇α̇β∇β − 8W α̇ = 0.
(C.7)

これらの恒等式は、単に超共形共変スピノル微分の反交換関係より従う。(B.1)式のδQ(ε)HΓ

を用いることでΛΓ の対応が

ΛΓ ↔ i

4

⎛

⎝−∇̄2∇αΦΓ

+∇2∇̄α̇ΦΓ

⎞

⎠
∣∣∣+ 2i

⎛

⎝Wα

W α̇

⎞

⎠ΦΓ| (C.8)
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と求まる。ΛΓの対応はKΓ もしくは BaΓ のQ 変換の対応によっても求めることができ、
それらは (C.8)式と一致することを確かめることができる。
最後に DΓ の対応を ΛΓ のQ変換則から求める。(C.8)式のQ 変換は次のようになる。
まずΛΓ の点無しスピノル成分について、

δQ(ε)ΛΓα ↔ (ξβ∇β + ξ̄β̇∇̄
β̇)

(
−i

4
∇̄2∇αΦΓ + 2iWαΦΓ

)

= ξβ(σab)βα (∇aBbΓ −∇bBaΓ − i[∇a,∇b]ΦΓ)

+ iξα

(
1

8
∇β∇̄2∇βΦΓ −Wβ∇βΦΓ

)

+ 2iξ̄β̇(R(P )cd)αM
dc∇̄β̇ΦΓ.

(C.9)

ここで、2行目においてBaΓ を元の ΦΓ を用いて

BaΓ = −1

4
(σ̄a)

β̇β[∇β, ∇̄β̇]ΦΓ (C.10)

と定義した。この最低次項はテンソル算法における (C.5)式の BaΓ に一致する。ΛΓ の点
付きスピノル部分についても同様のことを行うことができる。これらより、ΛΓ のQ 変換
の対応は次のようになる：

δQ(ε)ΛΓ

↔ (ξβ∇β + ξ̄β̇∇̄
β̇)

⎛

⎝ i

4

⎛

⎝−∇̄2∇αΦΓ

+∇2∇̄α̇ΦΓ

⎞

⎠+ 2i

⎛

⎝Wα

W α̇

⎞

⎠ΦΓ

⎞

⎠

= (−)Γ
1

2
(−1)

⎛

⎝(σab)α
γ

0

0 (σ̄ab)α̇γ̇

⎞

⎠
(
∇aBbΓ −∇bBaΓ +

1

2
εabcd[∇c,∇d]ΦΓ

)⎛

⎝2ξγ

2ξ̄γ̇

⎞

⎠

+ (−)Γ
1

2
i

⎛

⎝1 0

0 −1

⎞

⎠
(
1

8
∇̄β̇∇

2∇̄β̇ΦΓ +Wβ̇∇̄
β̇ΦΓ

)⎛

⎝2ξα

2ξ̄α̇

⎞

⎠

+
1

8
i

⎛

⎝ 0 (σc)αβ̇

(σ̄c)
α̇β 0

⎞

⎠

⎛

⎝2ξβ

2ξ̄β̇

⎞

⎠

× (−2)
(
(R(P )ab)δ (R(P )ab)δ̇

)
i

⎛

⎝ 0 (σc)δγ̇

(σ̄c)δ̇γ 0

⎞

⎠ (−Mab)

⎛

⎝−i∇γΦΓ

+i∇̄γ̇ΦΓ

⎞

⎠

+
1

8
i

⎛

⎝ 0 (σc)αβ̇

−(σ̄c)
α̇β 0

⎞

⎠

⎛

⎝2ξβ

2ξ̄β̇

⎞

⎠

× (−2)
(
(R(P )ab)δ (R(P )ab)δ̇

)
i

⎛

⎝ 0 (σc)δγ̇

−(σ̄c)δ̇γ 0

⎞

⎠ (−Mab)

⎛

⎝−i∇γΦΓ

+i∇̄γ̇ΦΓ

⎞

⎠ .

(C.11)
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となる。この変形において、σab と完全反対称テンソルの関係 (A.9)式, および超共形共変
スピノル微分の恒等式 (5.25)を用いた。また、任意のプライマリー超場ΦΓに対して成立
する {∇̄α̇,W α̇}ΦΓ = −1

2∇
α∇βγ̇Wβα

γKγγ̇ΦΓ = 0 を用いた。テンソル算法における (B.1)

式の δQ(ε)ΛΓ およびFabΓ の定義 (B.3)式を用いるとDΓ の対応およびFabΓ の対応がそれ
ぞれ

DΓ ↔ 1

8
∇̄α̇∇2∇̄α̇ΦΓ|+Wα̇∇̄α̇ΦΓ| =

1

8
∇α∇̄2∇αΦΓ|−Wα∇αΦΓ|, (C.12)

および
FabΓ ↔ (∇aBbΓ −∇bBaΓ) |+

1

2
εabcd[∇c,∇d]ΦΓ| (C.13)

と求まる。これで超共形多重項の対応が完成した。この対応は (5.24)式にまとめられて
いる。
最後に、DΓのQ 変換の対応を確認する。これはDΓ の対応を用いて次のように計算で
きる：

δQ(ε)DΓ

↔ (ξα∇α + ξ̄α̇∇̄α̇)

(
1

8
∇̄β̇∇

2∇̄β̇ΦΓ +Wβ̇∇̄
β̇ΦΓ

)

=
1

2
i
(
2ξα 2ξ̄α̇

)
⎛

⎝1 0

0 −1

⎞

⎠ i

⎛

⎝ 0 (σa)αβ̇

(σ̄a)α̇β 0

⎞

⎠∇a

⎛

⎝ i

4

⎛

⎝−∇̄2∇βΦΓ

+∇2∇̄β̇ΦΓ

⎞

⎠+ 2i

⎛

⎝Wβ

W β̇

⎞

⎠ΦΓ

⎞

⎠

− 1

4

(
2ξα 2ξ̄α̇

)(
−4

3

)⎛

⎝R(A)ab +

⎛

⎝1 0

0 −1

⎞

⎠ (−i)(∗R(A))ab

⎞

⎠ (−Mab)

⎛

⎝−i∇αΦΓ

+i∇̄α̇ΦΓ

⎞

⎠

+
1

4
(−)Γ

(
2ξα 2ξ̄α̇

)
i

⎛

⎝1 0

0 −1

⎞

⎠
(
−Mab i

⎛

⎝ 0 (σc)αβ̇

(σ̄c)α̇β 0

⎞

⎠BcΓ

)
(−2)

⎛

⎝(R(P )ab)β

(R(P )ab)β̇

⎞

⎠

− 1

4
(−)Γ

(
2ξα 2ξ̄α̇

)(
−Mab i

⎛

⎝ 0 (σc)αβ̇

(σ̄c)α̇β 0

⎞

⎠∇cΦΓ

)
(−2)

⎛

⎝(R(P )ab)β

(R(P )ab)β̇

⎞

⎠ .

(C.14)

この変形で、{∇̄β̇,W β̇}∇αΦΓ = −1
2 ∇β∇γγ̇Wγβ

δKδγ̇∇αΦΓ = 0およびW(K)β̇
cKc∇̄β̇∇αΦΓ =

0 を用いた。第 5 章で得られた対応を用いると、上記の変換則は (B.1) 式の δQ(ε)DΓ に
対応していることがわかる。
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C.2 カイラル射影
ここでは、テンソル算法および共形超空間形式それぞれにおけるカイラル射影の対応

を求める。テンソル算法では超共形多重項 VΓ に対するカイラル射影ΠVΓは特別な共形
ウェイトとローレンツ添字をもったものに対してのみ定義できていた。そのあらわな成分
は (4.48)式に示されている。一方、共形超空間形式では、カイラル射影 P = −1

4 ∇̄2 はテ
ンソル算法と同様の条件を満たすプライマリー超場ΦΓに対してのみ定義でき、作用の結
果、プライマリーカイラル超場 PΦΓ を与えた。テンソル算法の VΓ に共形超空間形式の
ΦΓ を対応させると、カイラル射影の対応は

ΠVΓ ↔ −PΦΓ =
1

4
∇̄2ΦΓ (C.15)

となる。以下では、この対応を具体的にΠVΓ の各成分場の対応を調べることで示す。す
なわち、プライマリーカイラル超場 1

4∇̄
2ΦΓ の各成分がテンソル算法における (4.48) 式に

一致していることを確かめる。
共形超空間形式におけるプライマリーカイラル超場の各成分は、テンソル算法における

超共形カイラル多重項 (5.31)式の各成分に対応することに注意する。まず初項 1
4∇̄

2ΦΓ| は

1

4
∇̄2ΦΓ| =

1

2

(
1

4
(∇2ΦΓ + ∇̄2ΦΓ)|− i

(
− 1

4
i(∇2ΦΓ − ∇̄2ΦΓ)|

))
(C.16)

と書き直すことができる。右辺はHΓ および KΓ の対応 (C.5)式より、テンソル算法にお
ける 1

2 (HΓ − iKΓ) が対応する。これは (4.48)式に示されたΠVΓの初項に他ならない。
プライマリーカイラル超場の第 2項は 1階の超共形共変スピノル微分で与えられる。

1
4∇̄

2ΦΓに対しては

∇α

(1
4
∇̄2ΦΓ

)∣∣∣ = i
(
i(σa)αβ̇∇a(i∇̄β̇ΦΓ)|−

i

4
∇̄2∇αΦΓ|+ 2iWαΦΓ|

)
(C.17)

となる。ここで、恒等式 (C.7) を用いた。右辺は超共形多重項のZΓ の対応 (C.3)式およ
びΛΓ の対応 (C.8)式を用いることで、テンソル算法の iPR(iγaDaZΓ +ΛΓ) に対応するこ
とがわかる。これは (4.48)式におけるΠVΓ の第 2項に等しい。
最後に、プライマリーカイラル超場の最高次項 1

4∇̄
2ΦΓ は

− 1

4
∇2

(1
4
∇̄2ΦΓ

)∣∣∣ = −1

2

(
1

8
∇̄α̇∇2∇̄α̇ΦΓ|+∇a∇aΦΓ|+ i∇a

(
−1

4
(σ̄a)α̇α[∇α, ∇̄α̇]ΦΓ

)∣∣
)

(C.18)

と書くことができる。ここで、恒等式 (5.34)式および、点付きローレンツ添字を持たな
いプライマリー超場 ΦΓ について成立する等式Wα̇∇̄α̇ΦΓ = 0 を用いた。この等式はこ
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のようなプライマリー超場に対してWα̇ΦΓ = 0が成立することより従うWα̇∇̄α̇ΦΓ =

{∇̄α̇,Wα̇}ΦΓ = 1
2∇

α∇βγ̇Wβα
γKγγ̇ΦΓ = 0 より導かれる。(C.5)式の BaΓ の対応と (C.12)

式でWα̇∇̄α̇ΦΓ = 0 を用いたDΓ 式の対応を用いると、(C.18)式の右辺はテンソル算法の
−1

2(DΓ +DaDaCΓ + iDaBaΓ) に対応する。従って (4.48)におけるΠVΓの最高次も対応す
ることがわかった。
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付 録D テンソル階層性を持つテンソル
ゲージ理論への応用

ここでは、共形超空間を用いた応用として、4次元超重力理論でのテンソル階層性を持
つテンソルゲージ理論の構成を考える [44, 45]。テンソルゲージ理論とは、ベクトルゲー
ジ場を用いた通常のゲージ理論を、反対称テンソル場を用いて拡張したゲージ理論であ
る。特に通常のU(1)ゲージ理論は、1階の反対称テンソル (ベクトル) のゲージ理論とみ
なすことができる。テンソル階層性とは、第D.1章で詳しく説明するが、p 階の反対称テ
ンソルが、1階上の (p+ 1) 階の反対称テンソルのゲージ変換でシフトする構造のことを
指す。これは U(1) ゲージ理論の Higgs 模型において、ベクトルゲージ場 (1階の反対称
テンソル) Am のゲージ変換Am → Am + ∂mθ で、南部–Goldstone 場 (0階の反対称テン
ソル) f が f → f + θ とシフトすることの拡張である。
テンソルゲージ理論の作用では、テンソル場の運動項に加えてChern–Simons (CS) 作

用と呼ばれる相互作用項を構成することができる。ここでは、CS 作用とは計量と結合し
ないトポロジカルな項 (CS項と呼ばれる∗1)によって構成される作用を指す。具体的には、
運動項は

Skin. =

∫
d4x(−1

2∂
mf∂mf − 1

2·2!F
mnFmn − 1

2·3!H
mnpHmnp − 1

2·4!Σ
mnpqΣmnpq), (D.1)

であり、CS作用は例えば

SCS =

∫
d4xϵmnpq( 1

4!α0fΣmnpq +
1
3!α1AmHmpq +

1
2!·2!α2BmnFpq +

1
3!α3Cmnp∂qf). (D.2)

である (後述の Σmnpq に関する表面項は省略した)。ここで、f, Am, Bmn, Cmnp はそれぞ
れ 0, 1, 2, 3 階の反対称テンソルゲージ場であり、∂mf , Fmn = ∂[mAn], Hmnp = ∂[mBnp],

Σmnpq = ∂[mCnpq]はそれぞれ0, 1, 2, 3階の反対称テンソルゲージ場の場の強さである。ここ
で、添字の大括弧 [ ]は添字に対する完全反対称化を意味する。また、α0, ...,α3 は実定数で、

∗1通常、CS 項はベクトル場による項を指す。例えば 3次元では ϵmnpAmFnp がある (ϵmnp は 3次元の完
全反対称テンソルである)。4次元ではベクトル場のみによる CS 項は存在しないが、テンソル場を用いれ
ば計量によらない項を構成することができることに注意する。このテンソル場の作用もここでは CS 作用と
呼ぶことにする。
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超空間での作用 (D.74)式の αIpIq に対応するものである。場の強さはテンソル階層性が存在
する場合には、シフトゲージ変換で不変な形 ∂mf → ∂mf−q(0)Am、Fmn → Fmn−q(1)Bmn

などと変形される。ここで、q(0)、q(1) は実定数で、後述の (D.8)式の q(p) に当たるもの
である。
このようなゲージ化されたシフト対称性やCS作用を考える動機として、まず超弦理論

との関連がある。超弦理論ではDブレーンと呼ばれる開弦の端点が結合する空間的な広
がりを持つ物体がある。Dブレーンは 4次元のカイラル・フェルミオンを持つ現実的な模
型を超弦理論から構成する際に重要な役割を果たす [65]。ベクトルゲージ場が点電荷に結
合したものと同様に、テンソルゲージ場は広がりを持つDブレーンに結合するため、超
弦理論の有効理論でテンソルゲージ場を考えることは自然である。実際、このブレーンに
結合したテンソルゲージ場によって、4次元のカイラル・フェルミオンを導出した際に生
ずるアノマリーを相殺することができる。
もう一つの動機に、量子重力および超弦理論と大域的対称性の関係がある。4次元では

2階以上の反対称テンソル場の持ち得る大域的シフト対称性は自発的に破れない∗2ことが
Coleman–Mermin–Wagner–Hohenbergの定理 [68–70]の拡張として知られている [67]。こ
こで大域的シフト対称性とは、例えば2階の反対称テンソルゲージ場の場合は、∂[mλnp] = 0

を満たすパラメータλmn によるシフト変換Bmn → Bmn+λmn の元での対称性である。実
際、この 2階の反対称テンソルゲージ場の大域的シフト対称性を持つブラックホール (ア
クシオン的ブラックホールと呼ばれる) [71]は量子論的には無限に縮退した状態を持つ病
的なものであると考えられている [72]。一方で、量子重力や超弦理論の 4次元有効理論に
はそのような大域的対称性が存在しないと予想されている [73]。この大域的対称性の問題
はテンソル階層性によるゲージ化やCS作用で破ることで解決できると考えられている。
実際、上記のブラックホールの大域的対称性をゲージ化することで、縮退した状態を解く
ことができる [72]。
上記の例に限らず、宇宙論的な応用においてもテンソルゲージ理論は注目されている。

例えば、超弦理論と関連した初期宇宙のインフレーション模型 [74–76] などでこのテンソ
ル階層性とCS作用が用いられている。この例ではインフレーションを引き起こすための
スカラー場であるインフラトンに質量を与える機構として、上記のCS作用 (D.2) 式のう
ちの 0階の反対称テンソルゲージ場と 3階の反対称テンソルゲージ場の結合を用いてい
る。この機構を文献 [74]に従って簡単に説明する。以下では議論を単純にするために重

∗2ベクトルゲージ場の大域的シフト対称性は 4次元では自発的に破れる。そしてこの自発的破れに対する
南部–Goldstone ボソンは無質量ゲージ場の横波成分に同定される [66, 67]。
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力を含まない場合で考える。重力を含む場合も同様に行える。
まず次の作用を考える：

S =

∫
d4x

(
−1

2
∂mf∂mf − 1

2 · 4!Σ
mnpqΣmnpq −

m

4!
fϵmnpqΣmnpq

)

+
1

3!

∫
d4x∂m(Σ

mnpqCnpq +mfϵmnpqCnpq).

(D.3)

ここで、第 3項が前述の CS 作用にあたる。また、m は f の質量に同定されるもので、
(D.2)式のα0 に対応するものである。第 2行の全微分項 ∂m(...)は、(D.3)式から導かれる
エネルギー・運動量テンソルにおけるΣmnpqの寄与が、Σmnpqの運動方程式の解に関して
一意に定まるように導入した表面項である∗3 [77–79]。通常の場の理論では表面項は効かな
い場合が多い。しかし、のちの (D.5) 式で示すように、Σmnpq に対する運動方程式の解は
4次元時空では定数項を持ち得るため、表面項が無視できない。ここでは触れないが、超
対称性理論および超重力理論でもこのような表面項を自然に導入することができる [80]。
超空間上での作用では、時空微分が反可換数による積分として表されるからである。
この作用はラグランジュの未定乗数にあたる補助場 sと、Cmnp とは独立な (空間微分
を含まない) 4階の反対称テンソル場Σ′

mnpqを用いて、

S ′ =

∫
d4x

(
−1

2
∂mf∂mf − 1

2 · 4!Σ
′mnpqΣ′

mnpq −
m

4!
fϵmnpqΣ′

mnpq

)

+
1

3!

∫
d4x∂m(Σ

′mnpqCnpq +mfϵmnpqCnpq) +
1

4!

∫
d4xsϵmnpq(Σ′

mnpq − 4∂[mCnpq])

(D.4)

と等価に変形することができる。そして、代数的に解くことができる Σ′
mnpq の運動方程

式の解
Σ′

mnpq = ϵmnpq(s−mf) (D.5)

を作用 S ′ に代入することで、f の質量項が作用に現れる：

S ′ =

∫
d4x

(
−1

2
∂mf∂mf − 1

2
(s−mf)2 +

1

3!
ϵmnpq(∂ms)Cnpq

)
(D.6)

∗3 表面項がない場合、エネルギー・運動量テンソルにおける定数項 や f の質量項の符号が逆転する
という不一致が起きる。作用 (D.3) 式から導いたエネルギー・運動量テンソルの Σmnpq 部分は Tmn =

− 1
2·4!ηmnΣpqrsΣpqrs である。ここに Σmnpq の運動方程式の解 (D.5)式を代入すると、Tmn = + 1

2ηmn(s−
mf)2 が得られる。一方で、Σmnpq の運動方程式の解を作用 (D.3) 式の表面項を除いた部分に代入すると、
作用の質量項が + 1

2 (s−mf)2 となる。この作用から導かれるエネルギー・運動量テンソルの Σmnpq 部分
は Tmn = − 1

2ηmn(s−mf)2 となり、運動方程式を用いる前に作用から求めたエネルギー・運動量テンソル
を用いた表式に一致しない。作用の表面項はこの不一致を解決するために必要である。具体的な表面項の
表式は、Cmnp の表面における変分が消えるように与える。
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また、Cmnp の運動方程式から、s は定数であることがわかる (s の具体的な値はΣmnpq の
境界条件から定まるが、ここでは詳細に立ち入らない)。
この模型の利点は、インフレーション模型をテンソルゲージ理論のゲージ対称性でコン

トロールしているという点である。ここで、作用 (D.3)式はテンソル階層性を用いた作用
に等価に書き直すこともできることに注意しておく [75, 81]。
ただし、いま扱った作用を用いた単純な模型は現在の観測からは排除されていると考え

られている [82, 83]。一方で、強結合効果としての高階微分まで含めた模型は観測と整合
している [76]。
このように、量子重力や超弦理論と関連する 4次元理論でこのテンソル階層性を持つテ
ンソルゲージ理論およびCS 作用は重要な役割を果たす。4次元超重力理論は超弦理論の
安定な有効理論の一つであるので、テンソル階層性やそのCS作用を 4次元超重力理論で
構成することは重要であると考えられる。この構成を行うことで、上記のアノマリー相殺
や、ブラックホール、そしてインフレーション模型への応用を、超弦理論の有効理論とし
ての超重力理論での枠組みで行うことができると期待される。実際、上記のインフレー
ション模型の中の単純な場合 (2次のインフラトン・ポテンシャルを持つ場合) [74]は超重
力理論の枠内で拡張されている [84]。ここでは主題としないが、今後の課題として高階微
分を含む模型 [76]を超重力理論の枠組みで構成することが観測との整合性から望まれる。
超重力理論での作用の構成は一般には複雑であるが、本論文で詳しく議論した共形超空

間を用いることで、重力を含まない場合の理論 [85] の構成を自然に拡張することで構成
できる。ここでは、テンソル階層性の中でも 可換 (Abelian) な対称性に対してテンソル
ゲージ理論の構成を行う。ここでAbelian な場合に注目する理由は、構成が単純であるの
みならず、上記のアノマリー相殺、アクシオン的ブラックホール、インフレーション模型
などへ直接応用できるからである。

D.1 共形超空間におけるAbelian テンソル階層性
ここでは、テンソル階層性を持つ Abelian テンソルゲージ理論を共形超空間に導入す

る。反対称テンソルゲージ場は微分幾何の言葉で p形式として表される。p形式ゲージ場
は、(p− 1) 形式ゲージパラメータで変換することに加えて、(p+ 1)形式をゲージ変換す
る p形式ゲージパラメータのシフトを受け得る。このシフトを含むテンソルゲージ場の
ゲージ変換の階層性構造をテンソル階層性と言う。
この階層性について以下でより詳しく述べる。まず、p形式ゲージ超場 CIp

[p] (p ≥ −1)
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∗4を
CIp

[p] :=
1

p!
dzM1 ∧ · · · ∧ dzMpCIp

Mp...M1
=

1

p!
EA1 ∧ · · · ∧ EApCIp

Ap...A1
. (D.7)

と書く。ここで、微分形式 dzM は通常の時空上の微分形式 dxm を超空間上に拡張したも
のである [18]：dzM = (dxm, dθµ, dθ̄µ̇)。この微分形式の間のウェッジ積∧ は、通常の微分
幾何の場合と同様に微分形式の間の反対称な積を与える：dzN ∧dzM = −dzM ∧dzN。ただ
し、implicit grading を用いているため、dθν ∧ dθµ = +dθµ ∧ dθν であることに注意する。
1形式 EA は dzM を四脚場で変換したものである：EA = dzMEM

A。添字 Ip は np 個の p

形式の内部空間 Vp の添字を表す。ここで Vp は線形空間であり、添字 Ip は 1, ..., dimVp

であるとする。いま、p形式ゲージ超場に対する微小ゲージ変換を δT (Λ)で表す。ここで、
Λ は p形式ゲージパラメータ実超場 Λ

Ip+1

[p] の集合を表す：Λ = (ΛI1
[0], ...,Λ

I4
[3])。p形式ゲー

ジ超場 CIp
[p] の δT (Λ) によるゲージ変換則を

δT (Λ)C
Ip
[p] = dΛIp

[p−1] + (q(p) · Λ[p])
Ip (D.8)

で与える。ここで、q(p) は (p+1)形式の内部空間 Vp+1から p形式の内部空間 Vpへの線形
写像であるとする。(q(p) · Λ[p])Ip をあらわに書くと

(q(p) · Λ[p])
Ip = (q(p))IpIp+1

Λ[p]
Ip+1 . (D.9)

である。ここで、添字 Ip についての和の記号を省略している。
p形式ゲージ超場 CIp

[p] に対する超共形対称性の演算子 XA′ による変換則は、

δG(ξ
C′
XC′)CIp

Mp...M1
= 0 (D.10)

であるとする。これは p形式ゲージ超場は内部対称性に対するゲージ超場であるからであ
る。これより、CIp

[p] をローレンツ添字で表した場合の超共形変換則は、四脚場EA
M の超

共形変換則に帰着する：

δG(ξ
A′
XA′)CIp

Ap...A1
= −EAp

N(δG(ξ
A′
XA′)EN

B)CIp
BAp−1...A1

− · · ·− EA1
N(δG(ξ

A′
XA′)EN

B)CIp
Ap...A2B

.
(D.11)

この式は、のちに行うゲージ超場を一つの超場で表す「プレポテンシャル」の超共形変換
則を導く際に用いる。

∗4(−1)形式は通常の微分幾何学と同様に 0であるとする。
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p形式ゲージ超場に対する場の強さを

F Ip
[p+1] := dCIp

[p] − (q(p) · C[p+1])
Ip

=
1

p!
dzM1 ∧ · · · ∧ dzMp ∧ dzN∂NC

Ip
Mp...M1

− 1

(p+ 1)!
dzM1 ∧ · · · ∧ dzMp+1(q(p) · CMp+1...M1)

Ip

(D.12)

と定義する。場の強さの δT (Λ) によるゲージ変換則は

δT (Λ[p])F
Ip
[p+1] = −(q(p) · q(p+1) · Λ[p+1])

Ip (D.13)

である。ここで、場の強さに対するゲージ不変性を仮定すると、行列 q(p) に対する条件

q(p−1) · q(p) = 0 (D.14)

が従う。以降は q(p) がこの性質を持つとする。
この内部対称性の元では、超対称性変換と時空並進は δT についても共変であるように

定義し直される。この再定義は、テンソル階層性が存在しない場合と同様である [32]。具
体的には以下の通りである。PA変換を次のように δT を含んだ形で

δG(ξ
APA) = L(ξM∂M)− δG(ξ

MhM
A′
XA′)− δT (Λ(ξ)) (D.15)

と定義し直す。ここで、 Λ(ξ)は

Λ(ξ) = (ιξC
I1
[1], ..., ιξC

I4
[4]) (D.16)

であり、 ιξは微分形式に対する内部積

ιξC
Ip
[p] =

1

(p− 1)!
dzM1 ∧ · · · ∧ dzMp−1ξMpCIp

Mp...M1
(D.17)

である。この PA 変換で、特に CIp
[p]は次のように変換される：

δG(ξ
APA)C

Ip
[p] = L(ξM∂M)CIp

[p] − δT (Λ(ξ))C
Ip
[p] = ιξF

Ip
[p+1]. (D.18)

一方で、超共形ゲージ超場などの δT で不変な量のPA変換には変更は無い。ここで、p 形
式ゲージ超場の超対称性変換は ξA = ξαと選ぶことで得られることに注意する。
場の強さは次のビアンキ恒等式に従う：

dF Ip
[p+1] = −(q(p) · F[p+2])

Ip . (D.19)
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形式 ゲージ超場 場の強さ ビアンキ恒等式
4形式 U I4 GI4 = dU I4 = 0 −

3形式 CI3 ΣI3 = dCI3 − (q(3) · U)I3 dΣI3 = 0

2形式 BI2 HI2 = dBI2 − (q(2) · C)I2 dH = −(q(2) · Σ)I2

1形式 AI1 F I1 = dAI1 − (q(1) · B)I1 dF I1 = −(q(1) ·H)I1

0形式 f I0 gI0 = df I0 − (q(0) · A)I0 dgI0 = −(q(0) · F )I0

−1形式 0 ωI−1 = −(q(−1) · f)I−1 dωI−1 = −(q(−1) · g)I−1

表 D.1: p 形式ゲージ超場とその場の強さ、およびビアンキ恒等式。

テンソル階層性が存在する場合は、ビアンキ恒等式が上式右辺のように変形される。すな
わち、テンソル階層性によって (p + 1) 形式の場の強さが (p + 2) 形式の場の強さと結び
つく。このビアンキ恒等式は、以下で行う p形式の場の強さを含む既約多重項を導く際に
用いられる。
p 形式ゲージ超場と場の強さ、そしてビアンキ恒等式のあらわな表式を表 D.1にまとめ

ておく。表D.1において、ゲージ超場 4形式がある。ゲージ超場のボソン項 U I4
qpnm は存

在し得るが、これに対する場の強さのボソン項は 0である：GI4
rqpnm = 0。これは、4次元

では 5階の完全反対称テンソルは恒等的に 0であるからである。従って、場の強さ 5形式
に対する超対称な組も 0である。これより、場の強さ 5形式に GI4は全て 0であるとする
拘束条件をおく。これはテンソル階層性が存在しない時の文献 [17]における拘束条件と
同じものである。
さらにこの表には、0形式場の強さが存在する。しかし、(−1)形式ゲージ超場は存在し
ないため、0形式場の強さは単にテンソル階層性による項のみで ωI−1 = −(q(−1) · f)I−1と
書かれる。
ここで、文献 [85]のように高次元の立場からみると、Vp は余剰次元空間 (高次元時空
から 4次元時空を除いたもの)上の微分形式の空間を表しており、行列 q(p) は余剰次元方
向の外微分を表す。
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場の強さ 拘束条件
4形式 GI4

EDCBA = 0

3形式 ΣI3
δ γ βA = ΣI3

δγ̇ba = 0

2形式 HI2
γ β α = HI2

γβa = HI2
γ̇β̇a

= 0, HI2
γβ̇a

= +i(σa)γβ̇L
I2

1形式 F I1
αβ = 0

0形式 gI0α = i∇αΨI0 , gI0
β̇

= −i∇̄β̇Ψ
I0 , KAΨI0 = 0

表 D.2: 場の強さへの拘束条件。

D.2 場の強さを含む既約超場とプレポテンシャルおよびその
ゲージ変換則

ここでは、ボソン的なゲージ場および場の強さを含む超場、およびそのゲージ変換則を
導く。これらはCS 作用を得るために必要である。
まず、超空間上の場の強さはボソン的場の強さを含む既約な成分以外の余分な自由度を

持っている。従って、そのような既約な超場を得るために場の強さ超場 F Ip
[p+1] に対して

拘束条件をおく。この拘束条件のもとで、ビアンキ恒等式を解くことで、ボソン的な場の
強さを含む超場が得られる。次に、拘束条件それ自体を解くことで、ゲージ場を含む超場
が得られる。このゲージ場を含む超場を「プレポテンシャル」と呼ぶ。拘束条件はゲージ
共変に定義されているので、この拘束条件を解くために便利なゲージ固定条件を置くこと
ができる。プレポテンシャルはゲージ場を含むため、それ自身もゲージ変換をする。この
プレポテンシャルのゲージ変換則は、拘束条件を解く際に要請したゲージ固定条件を変え
ない制限されたゲージ変換として与えられる。以下でこれらについて詳しく述べる。

D.2.1 拘束条件の元でのビアンキ恒等式
まず、前節で導入したゲージ超場 p形式の場の強さに対する拘束条件をおく。この拘束
条件は場の強さを超空間上で定義したことで生じた余分な自由度を消去するために導入す
る。この拘束条件として、文献 [32,86]のようにテンソル階層性が存在しない場合と同じ
形の条件を用いる。ただし、場の強さの定義はテンソル階層性がある場合のものである。
この拘束条件を表D.2にまとめた。ここで、表D.2においてLI2 と ΨI0 は実超場である。
また、 ΨI0 はプライマリー超場であるとする。
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この拘束条件のもとで、ビアンキ恒等式を解く。いま、場の強さへの拘束条件を置いた
ので、拘束条件とビアンキ恒等式との整合性から、新たな関係式が導かれる。拘束条件は
ローレンツ共変に要請されているため、ビアンキ恒等式 (D.19)をローレンツ添字で表し
ておくと便利である：

1

(p+ 1)!
EA1 ∧ · · · ∧ EAp+1 ∧ EB∇BF

Ip
Ap...Ap+1

+
1

p!2!
EA1 ∧ · · ·EAp ∧ EB ∧ ECR(P )CB

Ap+1F Ip
Ap+1...A1

= − 1

(p+ 2)!
EA1 ∧ · · · ∧ EAp+2(q(p) · FAp+2...A1)

Ip .

(D.20)

この等式は (D.10)式から従う。この式は捩率テンソルの微分形式を用いた表式

R(P )A =
1

2
EB ∧ ECR(P )CB

A = dEA − EC ∧ hB′
fB′C

A (D.21)

を用いると簡潔に得ることができる。(D.21)式は四脚場の外微分 dEAを捩率テンソルで
表示するために用いられる。また、ゲージ超場に対する外微分は (D.10)式を用いること
で場の強さの共変微分で表されている。
ここで、共形超空間を用いたことによる利点について述べる。共形超空間では捩率テン

ソルのスピノルを含む成分R(P )αBC に対して重力を含まない場合と同じ拘束条件をおく
ことができる：

R(P )γβ
A = 0, R(P )γ̇β̇

A = 0, R(P )γβ̇
a = 2i(σa)γβ̇, R(P )γβ̇

α = 0, R(P )γb
A = 0.

(D.22)

次に、共形超空間ではスピノル共変微分の反交換関係が

{∇α,∇β} = 0, {∇̄α̇, ∇̄β̇} = 0, {∇α, ∇̄β̇} = −2i∇αβ̇. (D.23)

であり、これは重力を含まない超対称性理論と同じものである。従ってビアンキ恒等式を
重力の複雑さ無しに解くことができる。p形式ゲージ超場のビアンキ恒等式の具体的な解
はプレポテンシャルとそのゲージ変換の導出について説明した後にそれらの解と共に提示
する。

D.2.2 プレポテンシャル：ゲージ固定条件の元での拘束条件の解
ここでは、テンソル階層性がある場合の p形式ゲージ超場のプレポテンシャルを構成に
ついて説明する。プレポテンシャルとそのゲージ変換則はゲージ不変な CS 作用の構成に
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用いられる。プレポテンシャルは場の強さに対する拘束条件を以下で述べるゲージ固定条
件の元で解くことで得られる。プレポテンシャルのゲージ変換則は、ゲージ超場のゲージ
固定条件を不変にするゲージ変換で与えられる。
まず、場の強さに対する拘束条件を解く。場の強さはゲージ共変 (超共形変換について
共変で、内部ゲージ変換について不変) であるので、表 D.2 にある拘束条件もゲージ共
変である。従って、この拘束条件を特定のゲージ固定条件の元で解くことができる。これ
は、場の強さの定義

F Ip
[p+1] =

1

p!
EA1 ∧ · · · ∧ EAp ∧ EB∇BC

Ip
Ap...A1

+
1

p!2!
EA1 ∧ · · ·EAp−2 ∧ EB ∧ ECR(P )CB

ApCIp
Ap...A1

+
1

(p+ 1)!
EA1 ∧ · · · ∧ EAp+1(q(p) · CAp+1...A1)

Ip ,

(D.24)

および、δT ゲージ変換の定義

δT (Λ)C
Ip
[p] =

1

(p− 1)!
EA1 ∧ · · · ∧ EAp−1 ∧ EB∇BΛ

Ip
Ap−1...A1

+
1

(p− 1)!2!
EA1 ∧ · · ·EAp−2 ∧ EB ∧ ECR(P )CB

Ap−1ΛIp
Ap−1...A1

+
1

p!
EA1 ∧ · · · ∧ EAp(q(p) · ΛAp...A1)

Ip

(D.25)

を用いることでできる。
ゲージ固定条件はテンソル階層性が存在しない場合と同じものを使うことができる。これ

はp形式のゲージ超場のゲージ固定により、(p−1)形式の場の強さのテンソル階層性による
変形が消去されるからである。例として、3形式ゲージ超場 CI3

γβα のゲージ固定条件を考え
る。テンソル階層性が存在しない場合、3形式ゲージ超場CI3

γβα のゲージ条件はCI3
γβα = 0と

置くことができる [87]。テンソル階層性が存在する場合、3形式ゲージ超場の場の強さは、4
形式ゲージ超場からのシフトを受けている。ここで、4形式ゲージ超場のゲージ固定はテン
ソル階層性がない場合 [87]と同じでU I4

δγβα = 0とおけることに注意すると、3形式ゲージ超
場の場の強さ ΣI3

δγβαに対する拘束条件は0 = ΣI3
δγβα = ∇δC

I3
γβα+∇γC

I3
δβα+∇βC

I3
γδα+∇αC

I3
δγβ

となる。ここで、 この場の強さにおけるテンソル階層性によるシフト (q(3) · Uδγβα)I3 が
この 4形式のゲージ固定条件の元では現れないことが重要である。従って、3形式ゲージ
超場のゲージ固定条件はテンソル階層性が存在しない時と同じでCI3

γβα = 0 と置くことが
できる。
従って、ゲージ固定条件は、テンソル階層性が存在しない場合 [87]と同じものを採用す
ることができる。あらわなゲージ固定条件は表 D.3にまとめた。この表におけるXI3 お
よび V I1 は、それぞれ 3形式および 1形式ゲージ超場を表す実超場である。
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ゲージ超場 ゲージ固定条件
4形式 U I4

δ γ βA = U I4
δγ̇ba = 0

3形式 CI3
γ β α = CI3

γβa = CI3
γ̇β̇a

= 0, CI3
γβ̇a

= i(σa)γβ̇X
I3

2形式 BI2
β α = 0

1形式 AI1
α = i∇αV I1 , AI1

α̇ = −i∇̄α̇V I1

表 D.3: ゲージ超場に対するゲージ固定条件。ゲージ固定条件は 4形式ゲージ超場から 1

形式ゲージ超場の順に要請する。

このゲージ固定条件の元での拘束条件の解は、拘束条件の元でのビアンキ恒等式の解と
同じ方法で解くことができる。なぜなら、ビアンキ恒等式 0 = dF Ip

[p+1] + (q(p) · F[p+2])Ipと
場の強さの定義F Ip

[p+1] = dCIp
[p] − (q(p) ·C[p+1])Ipが同じ構造をしているからである。具体的

な拘束条件の解はプレポテンシャルのゲージ変換則について説明した後に提示する。

D.2.3 プレポテンシャルのゲージ変換則
ここでは、プレポテンシャルのゲージ変換則について説明する。このゲージ変換則は

CS 作用のゲージ不変性を議論するために用いられる。
場の強さに対する拘束条件を解く際に、表D.3であらわされるゲージ超場に対するゲー

ジ固定を行なった。このゲージ固定でゲージ自由度を使い切ったように見えるが、この
ゲージ固定条件を変えないゲージ変換の自由度が存在し、それがプレポテンシャルのゲー
ジ変換を与えることを以下で説明する。一般にゲージ変換パラメータ超場Λ

Ip+1

[p] は実 (マ
ヨラナ)超場であったが、ゲージ固定条件を変えないゲージパラメータは、その中の限定
された超場で与えられる。その限定を与える式が、表 D.3のゲージ固定条件を変えない
条件

0 = δT (Λ)C
Ip
[p] = dΛIp

[p−1] + (q(p) · Λ[p])
Ip (D.26)

である。この条件式は、ゲージパラメータΛ に対する拘束条件を与え、この拘束条件の解
がゲージ固定条件を変えないゲージパラメータの組である。以下ではこのゲージパラメー
タの組をΘ = (ΘI1 ,ΘI2 ,ΘI3

α ,Θ
I4) と書くことにする。このゲージパラメータの導出は拘束

条件の解 (およびビアンキ恒等式の解)と同様に行うことができる。なぜなら、場の強さ
の定義 F Ip

[p+1] = dCIp
[p] − (q(p) · C[p+1])Ip とゲージ変換則 δT (Λ)C

Ip
[p] = dΛIp

[p−1] + (q(p) · Λ[p])Ip

が同じ構造をしているからである。
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D.2.4 ビアンキ恒等式の解、プレポテンシャルおよびそのゲージ変換則
ここではビアンキ恒等式の解とプレポテンシャル、そしてプレポテンシャルのゲージ変

換則を具体的にまとめる。3,2,1,0形式ゲージ超場の場の強さはそれぞれゲージ不変な超
場 (Y I3 , LI2 ,W I1

α ,ΨI0) で表される。一方で、4,3,2,1,0形式のプレポテンシャルはそれぞれ
(ΓI4 , XI3 ,ΣI2

α , V
I1 ,ΦI0) で表される。これらプレポテンシャルの共形ウェイト (∆, w) も示

す。さらに、プレポテンシャルがプライマリーであることも示す。共形ウェイトとKA 不
変性は超共形不変な作用を構成する際に用いられる。
以下ではCS 作用を導くために最小限必要なもののみをまとめる。

4形式ゲージ超場

4形式ゲージ超場の場の強さ超場は拘束条件で全て落としているので、プレポテンシャ
ルおよびそのゲージ変換則についてのみ議論する。まず、4形式ゲージ超場のプレポテン
シャル ΓI4 がU I4δ̇γ̇

ba から得られることが表D.3 のゲージ固定条件と場の強さの拘束条件
より従う：

U I4δ̇γ̇
ba = 4(σ̄baϵ)

δ̇γ̇ΓI4 , U I4
δγba = 4(σbaϵ)δγΓ̄

I4 . (D.27)

このプレポテンシャル ΓI4 はプライマリー超場であり、共形ウェイト (∆, w) = (3, 2)を
持つ。この性質は U I4

δ̇γ̇ba
の超共形変換則 (D.11)式から従う。プレポテンシャル ΓI4 およ

び Γ̄I4 は、それぞれカイラルおよび反カイラルである：

∇̄α̇Γ
I4 = 0, ∇αΓ̄

I4 = 0. (D.28)

ボソン的な 4形式ゲージ超場はプレポテンシャルを用いて次のように表される：

U I4
dcba =

i

8
ϵdcba(∇2ΓI4 − ∇̄2Γ̄I4). (D.29)

このプレポテンシャルに対するゲージ変換は

ΛI4
γβ̇a

= i(σa)γβ̇Θ
I4 (D.30)

で与えられる実超場 ΘI4 によって

δT (Λ
I1 ,ΛI2 ,ΛI3 ,ΘI4)ΓI4 = −1

4
∇̄2ΘI4 , δT (Λ

I1 ,ΛI2 ,ΛI3 ,ΘI4)Γ̄I4 = −1

4
∇2ΘI4 (D.31)

となる。
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3形式ゲージ超場

3形式ゲージ超場の既約場の強さ超場はカイラル超場 Y I3 とそのエルミート共役 Ȳ I3で
表される。この超場は場の強さ超場のΣI3δ̇γ̇

ba および ΣI3
δγba 成分に現れる：

ΣI3δ̇γ̇
ba = 4(σ̄baϵ)

δ̇γ̇Y I3 , ΣI3
δγba = 4(σbaϵ)δγȲ

I3 . (D.32)

Y I3 のD,A,KA 変換則は、ΣI3
MNPQ が超共形不変であることと四脚場 EA

M のD,A,KA

変換則から次のようになる：

DY I3 = 3Y I3 , AY I3 = 2iY I3 , KAY
I3 = 0. (D.33)

この性質は Y I3 がプライマリー超場で共形ウェイトが

(∆, w) = (3, 2) (D.34)

であることを意味している。同様に Ȳ I3 のD,A,KA 変換則は以下のようになる：

DȲ I3 = 3Ȳ I3 , AȲ I3 = −2iȲ I3 , KAȲ
I3 = 0. (D.35)

また、Y I3 および Ȳ I3 がそれぞれカイラルおよび反カイラルである：

∇αȲ
I3 = 0, ∇̄α̇Y

I3 = 0. (D.36)

ボソン的な場の強さΣI3
dcba は、∇2Y I3に同定される：

ΣI3
dcba =

i

8
ϵdcba(∇2Y I3 − ∇̄2Ȳ I3). (D.37)

場の強さ 4形式がカイラル超場の補助場の項に (D.37)のように埋め込まれることはここ
で、ゲージ場 3形式が力学的な自由度を持たないことと辻褄があっていることに注意す
る。また、これらの 3形式ゲージ超場のビアンキ恒等式の解はテンソル階層性を持たない
場合 [32, 88] と同じ形であることに注意する。
次に 3形式ゲージ超場のプレポテンシャルを導く。3形式のプレポテンシャルは表D.3

におけるゲージ固定条件に現れた XI3 である。XI3 は プライマリー実超場で共形ウェイ
トは (∆, w) = (2, 0)である。ボソン的な 3形式ゲージ超場はプレポテンシャルを用いて

CI3
cba =

1

8
ϵcbad(σ̄

d)δ̇δ[∇δ, ∇̄δ̇]X
I3 (D.38)

と表される。
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3形式ゲージ超場のプレポテンシャルのゲージ変換則を求める。表D.3にあるゲージ固
定条件を変えないゲージパラメータΘI3

α は

ΛI3
β̇,αα̇

= −2ϵβ̇α̇Θ
I3
α , ΛI3

β,αα̇ = −2ϵβαΘ̄
I3
α̇ (D.39)

で与えられる。ここで、 ΘI3
α と Θ̄I3

α̇ はカイラルおよび反カイラル超場である：

∇̄β̇Θ
I3
α = 0, ∇βΘ̄

I3
α̇ = 0. (D.40)

プレポテンシャルXI3 のゲージ変換はCI3
γβ̇a
のゲージ変換をΘI3 に制限したもので決まる：

δT (Λ
I1 ,ΛI2 ,ΘI3

β ,Θ
I4)XI3 =

1

2i
(∇αΘI3

α − ∇̄α̇Θ̄
I3α̇) + (q(3) ·Θ)I3 . (D.41)

ここで、 XI3 はテンソル階層性が存在する場合は、4形式ゲージ超場のゲージパラメー
タ ΘI4 でも変換を受けることに注意する。

2形式ゲージ超場

2形式ゲージ超場の既約場の強さ超場は、ビアンキ恒等式を解くことで実超場LI2 で表
される。この実超場によってボソン的な場の強さ超場は

HI2
fba =

1

8
ϵfbag(σ̄

g)ϵ̇ϵ[∇ϵ, ∇̄ϵ̇]L
I2 (D.42)

と表される。この既約場の強さ超場は変形された線形実超場 (real linear superfield) 条件

1

4
∇2LI2 = (q(2) · Ȳ )I2 , =

1

4
∇̄2LI2 = (q(2) · Y )I2 (D.43)

に従う。ここで、線形実超場とは∇2V = ∇̄2V = 0 を満たす実超場 V を意味する。LI2に
対する変形された線形超場条件はテンソル階層性による q(2) によって引き起こされるこ
とに注意する∗5。もしもテンソル階層性が存在しない場合は、変形された線形超場条件は
通常のものになる：∇2LI2 = ∇̄2LI2 = 0。さらに、D, A, KA変換則は (D.11)式より、

DLI2 = 2LI2 , ALI2 = 0, KAL
I2 = 0. (D.44)

これらより、LI2 の共形ウェイトは

(∆, w) = (2, 0) (D.45)

∗54次元 N = 1 超重力理論における変形された線形超場は文献 [89]で議論されている。
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である。
2形式ゲージ超場のプレポテンシャルはプライマリーカイラル超場 ΣI2

α とそのエルミー
ト共役 Σ̄I2

α̇ である。このプレポテンシャルは 2形式のスピノル・ベクトル成分に現れる：

BI2
β,αα̇ = −2ϵβαΣ̄

I2
α̇ , BI2

β̇,αα̇
= −2ϵβ̇α̇Σ

I2
α . (D.46)

この式から ΣI2
α がプライマリー超場で共形ウェイトが (∆, w) = (3/2, 1)であることが従

う。また、 ΣI2
α および Σ̄I2

α̇ はそれぞれカイラルおよび反カイラル超場である：

∇̄β̇Σ
I2
α = 0, ∇βΣ̄

I2
α̇ = 0. (D.47)

ボソン的な 2形式ゲージ超場はプレポテンシャルを用いて次のように表される：

BI2
ba =

1

2i

(
(σba)β

α∇βΣI2
α − (σ̄ba)

β̇
α̇∇̄β̇Σ̄

I2α̇
)
. (D.48)

2形式ゲージ超場のプレポテンシャルのゲージ変換則は、以下で定義されるゲージパラ
メータΘI2 で引き起こされる。

ΛI2
α = i∇αΘ

I2 , ΛI2
α̇ = −i∇̄α̇Θ

I2 , ΛI2
αα̇ =

1

2
[∇α, ∇̄α̇]Θ

I2 . (D.49)

ここで ΘI2 は実超場である。ΣI2
α のゲージ変換は具体的には

δT (Λ
I1 ,ΘI2 ,ΘI3

β ,Θ
I4)ΣI2

α = −1

4
∇̄2∇αΘ

I2 + (q(2) ·Θα)
I2 ,

δT (Λ
I1 ,ΘI2 ,ΘI3

β ,Θ
I4)Σ̄I2

α̇ = −1

4
∇2∇̄α̇Θ

I2 + (q(2) · Θ̄α̇)
I2

(D.50)

で与えられる。

1形式ゲージ超場

1形式ゲージ超場の解はテンソル階層性があることを除けば通常のゲージ理論と同じで
ある。場の強さはゲージーノ超場 W I1

α とそのエルミート共役で表される。ビアンキ恒等
式の解はあらわに書くと次のようになる。

• 1スピノル・2ベクトル成分

F I1
β̇,αα̇

= −2ϵβ̇α̇W
I1
α , F I1

β,αα̇ = −2ϵβαW̄
I1
α̇ . (D.51)

• カイラル条件
∇̄β̇W

I1
α = 0, ∇αW̄

I1
β̇

= 0. (D.52)
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• 2ベクトル成分

F I1
ba = − i

2

(
(σba)β

α∇βW I1
α − (σ̄ba)

β̇
α̇∇̄β̇W̄

I1α̇
)
. (D.53)

• 変形された実条件
∇αW I1

α − ∇̄α̇W̄
I1α̇ = −2i(q(1) · L)I1 . (D.54)

• D, A, KA変換則

DW I1
α =

3

2
W I1

α , AW I1
α = iW I1

α , KAW
I1
α = 0,

DW̄ I1α̇ =
3

2
W̄ I1α̇, AW̄ I1α̇ = −iW̄ I1α̇, KAW̄

I1α̇ = 0.
(D.55)

これらの式から W I1
α の共形ウェイトは次のようになる:

(∆, w) = (3/2, 1). (D.56)

ここで、W I1
α の実条件はテンソル階層性による q(1)の存在によって変形されている。2形

式ゲージ場の場の強さを含む超場 LI2 はテンソル階層性があるときには∇αW I1
α の虚部に

現れることに注意する。仮にテンソル階層性がない場合、変形された実条件は通常のゲー
ジーノ超場の実条件∇αW I1

α = ∇̄α̇W̄ I1α̇ に帰着する。
また、1形式ゲージ超場のプレポテンシャルは、表D.3のゲージ固定条件におけるプラ
イマリー実超場 V I1 である。ここで、V I1 の共形ウェイトは (∆, w) = (0, 0)である。ボソ
ン的な 1形式ゲージ超場は

AI1
αα̇ =

1

2
[∇α, ∇̄α̇]V

I1 (D.57)

とプレポテンシャルを用いて表される。
ここで、V I1 はプライマリー超場であると仮定する： KAV I1 = 0。この仮定はAI1

α の
KA不変性と整合している [30]。
1形式ゲージ超場のプレポテンシャルのゲージ変換は次で導入されるゲージパラメータ
超場ΘI1 で行われる：

ΛI1 =
1

2
(ΘI1 + Θ̄I1). (D.58)

ここで、 ΘI1 および Θ̄I1 はそれぞれカイラルおよび反カイラル超場である：

∇̄α̇Θ
I1 = 0, ∇αΘ̄

I1 = 0. (D.59)

具体的なプレポテンシャルのゲージ変換則は、ΘI1の虚部と 2形式ゲージパラメータ超場
ΘI2によるシフトで与えられる：

δT (Θ
I1 ,ΘI2 ,ΘI3

α ,Θ
I4)V I1 =

1

2i
(ΘI1 − Θ̄I1) + (q(1) ·Θ)I1 . (D.60)
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0形式ゲージ超場

0形式ゲージ超場の場の強さは、プライマリー実超場ΨI0 によって表される。ビアンキ
恒等式の解は次のようになる。

• ベクトル成分

gI0a =
1

4i
(σ̄a)

α̇β(∇βg
I0
α̇ + ∇̄α̇g

I0
β ) = −1

4
(σ̄a)

α̇β[∇β, ∇̄α̇]Ψ
I0 . (D.61)

• 変形された高次項条件

1

4
∇̄2∇αΨ

I0 = (q(0) ·Wα)
I0 ,

1

4
∇2∇̄α̇Ψ

I0 = (q(0) · W̄α̇)
I0 . (D.62)

• D, A変換則
DΨI0 = 0, AΨI0 = 0. (D.63)

これより、ΨI0の共形ウェイトは次のようになる：

(∆, w) = (0, 0). (D.64)

0形式ゲージ超場にはゲージ固定するゲージ自由度はないが、拘束条件を満たすプレポ
テンシャルを見つけることはできる。ゲージ超場 f I0 がカイラル超場ΦI0を用いて

f I0 =
1

2
(ΦI0 + Φ̄I0). (D.65)

と表されている時、この f I0 は場の強さに対する拘束条件を満たす。ここで、 ΦI0 の共形
ウェイトは (∆, w) = (0, 0)であり、またΦI0 はプライマリー超場である。
テンソル階層性が存在する時には、0形式ゲージ超場のプレポテンシャルは 1形式ゲー

ジ超場のゲージ変換パラメータ ΘI1 によるシフトを受ける：

δT (Θ
I1 ,ΘI2 ,ΘI3

α ,Θ
I4)ΦI0 = (q(0) ·Θ)I0 . (D.66)

既約場の強さ超場とプレポテンシャルの関係

ここまでで、既約場の強さ超場とプレポテンシャルをそれぞれ求めてきた。一方で、場
の強さ超場はゲージ超場で (D.24)式として表される。従って、場の強さ超場に含まれる
既約場の強さ超場はプレポテンシャルで表されることになる。この関係を表D.4 にまと
めた。
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ゲージ場 既約場の強さ超場とプレポテンシャルの関係

3形式 Y I3 = −1

4
∇̄2XI3 − (q(3) · Γ)I3 , Ȳ I3 = −1

4
∇2XI3 − (q(3) · Γ̄)I3

2形式 LI2 =
1

2i
(∇αΣI2

α − ∇̄α̇Σ̄I2α̇)− (q(2) ·X)I2

1形式 W I1
α = −1

4
∇̄2∇αV I1 − (q(1) · Σα)I1 , W̄ I1

α̇ = −1

4
∇2∇̄α̇V I1 − (q(1) · Σ̄α̇)I1

0形式 ΨI0 =
1

2i
(ΦI0 − Φ̄I0)− (q(0) · V )I0

(−1)形式 J I−1 = −(q(−1) · Φ)I−1

表 D.4: 既約場の強さ超場とプレポテンシャルの関係。

ここで、表D.4における (−1)形式ゲージ超場の既約場の強さ超場についてコメントす
る。(−1)形式ゲージ超場は 0に等しいが、テンソル階層性が存在する時には、(−1)形式
ゲージ超場の場の強さ超場を表D.1で提示したように 0形式ゲージ超場のシフト ωI−1 =

−(q(−1) ·f)I−1 として構成することができる。0形式ゲージ超場はプレポテンシャルΦI0 を
用いてかけるため、(−1)形式の既約場の強さ超場は 0形式のプレポテンシャルで J I−1 =

−(q(−1) ·Φ)I−1 と書ける。また、既約場の強さ超場 J I−1と元の場の強さ超場ωI−1 の関係は

ωI−1 =
1

2
(J I−1 + J̄ I−1) (D.67)

である。

D.3 Chern–Simons 作用
ここではCS 作用を共形超空間で構成する。共形超空間形式を用いることで、CS作用

の構成は重力を含まない場合と同じ操作で構成することができる。CS作用はプレポテン
シャルと既約場の強さ超場の線形結合で構成することができる。
CS 作用では、場の強さの多項式が被積分関数に存在する。本章の最初に述べた作用

(D.2) 式は場の強さについて 1次のCS作用である。様々な次数の多項式を持つCS項を系
統的に導出するために降下形式 (descent formalism) と呼ばれる方法を用いる。降下形式
とは、のちに説明するように、4形式ゲージ超場のプレポテンシャルに結合する場の強さ
の多項式を与えて、そこから順に低い階数のゲージ超場のプレポテンシャルに結合する多
項式を決める方法である。この形式を用いることでCS作用を系統的に構成することがで



D.3. Chern–Simons 作用 159

きる。まず、重力を含まない超対称性理論での降下形式 [85] について説明したのち、こ
の降下形式が共形超空間形式で同じ構造で拡張できることを示す。

重力を含まない超対称性理論における降下形式

ここでは、重力を含まない超対称性理論における降下形式について文献 [85] に従って
説明する。降下形式においてはCS作用は次のようにプレポテンシャルに関する 1次項で
与えられる：

SCS =

∫
d4xd4θ(V I1cI1−XI3cI3)+Re

(
i

∫
d4xd2θ(ΦI0cI0 + ΣI2αcI2α + ΓI4cI4)

)
. (D.68)

ここで、超場の関数 cIp は既約場の強さ超場の多項式である。ここで、cI1 および cI3 は実
超場であり、cI0 , cI2α, cI4 はカイラル超場である。超空間上の積分で書かれているため、上
記のCS作用は超対称不変である。一方で、ゲージ不変性は被積分関数がプレポテンシャ
ルにあらわに依存しているため非自明である。プレポテンシャルのゲージ変換による作用
の不変性より、cIp が次のようにテンソル階層性を特徴付ける行列 q(p) によって関連づけ
られる：

1

2i
(cI4 − c̄I4) = −(q(3))I3I4cI3 ,

−1

4
D̄2DαcI3 = (q(2))I2I3cI2α,

1

2i

(
DαcI2α − D̄α̇c̄

α̇
I2

)
= −(q(1))I1I2cI1 ,

−1

4
D̄2cI1 = (q(0))I0I1cI0 .

(D.69)

ここで、Dα および D̄α̇ は重力を導入していない場合の超対称共変微分である。このよう
に各 cIp が階数の高いゲージ超場のプレポテンシャルに結合するものから階数の低いもの
へと順に関連していくため、降下形式と呼ばれる。この cIp の関係式は、プレポテンシャ
ルのゲージ変換と超空間の積分公式

∫
d4xd4θV = −1

4

∫
d4xd2θD̄2V = −1

4

∫
d4xd2θ̄D2V (D.70)

から従う。ここで V は実超場である。

共形超空間での降下形式

ここでは共形超空間でCS作用を構成するための降下形式を与える [45]。共形超空間に
おける降下形式は重力を含まない超対称性理論における降下形式を次のように自然に拡
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張することで得られる：

SCS =

∫
d4xd4θE(V I1cI1 −XI3cI3) + Re

(
i

∫
d4xd2θE(ΦI0cI0 + ΣI2αcI2α + ΓI4cI4)

)
.

(D.71)

ここで、cIpは既約場の強さ超場の多項式である。ここでも cI1および cI3 は実超場で、cI0 ,

cI2α, cI4 はカイラル超場である。いま、CS 作用の対称性変換での不変性を議論する。共
形超空間においては、cIp には超共形不変性が要求される。D-type および F-type 作用の
超共形不変性とプレポテンシャルの共形ウェイトから、cIp は次の共形ウェイトを持つこ
とが要求される：

cI0 : (∆, w) = (3, 2),

cI1 : (∆, w) = (2, 0),

cI2α : (∆, w) = (3/2, 1),

cI3 : (∆, w) = (0, 0),

cI4 : (∆, w) = (0, 0).

(D.72)

共形ウェイト以外にも cIp にはKA 不変性が要求されるが、これは cIp がKA 不変である
既約場の強さ超場の多項式であることから従う。もう一つの条件が、テンソル階層性が存
在する時の内部ゲージ変換に対する不変性である。降下形式では、この不変性は各 cIp の
関係が超共形スピノル微分によって与えられる：

−1

4
∇̄2cI1 = (q(0))I0I1cI0 ,

1

2i

(
∇αcI2α − ∇̄α̇c̄

α̇
I2

)
= −(q(1))I1I2cI1 ,

−1

4
∇̄2∇αcI3 = (q(2))I2I3cI2α,

1

2i
(cI4 − c̄I4) = −(q(3))I3I4cI3 .

(D.73)

この条件は共形超空間におけるプレポテンシャルのゲージ変換則と共形超空間における
D-type 作用とF-type 作用の関係 (4.91)式から従う。ここで、共形超空間形式を用いた利
点がこの降下関係式にも現れていることに注意する。この降下関係式は、重力を含まな
い超対称性理論における降下関係式のスピノル微分Dα を、単に超共形共変スピノル微分
∇α に置き換えたものに過ぎない。すなわち、共形超空間を用いたことで、重力を含まな
い超対称性理論の議論を直接拡張できた。
最終的に得たい物理的な理論であるポアンカレ超重力理論は、共形超空間において超共

形対称性をゲージ固定することで得られる。この際には compensator に対してゲージ条
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件を要請する。しかし、このCS作用を含んだ作用は compensator なしに超共形不変であ
るので、超共形対称性のゲージ固定の前後で作用の形は変わらないため、この作用をその
ままポアンカレ超重力理論に用いることができる。
最後に、この降下形式を用いたCS作用の例として、テンソル階層性が存在する場合の

2次のCS作用を提示する。2次のCS作用はアノマリー相殺において重要であるのみなら
ず、トポロジカルな相互作用によるインフレーション模型においても用いられている。
2次のCS作用は次のように与えられる：

S2CS :=

∫
d4xd4θE(αI1I2V

I1LI2 − αI3I0X
I3ΨI0)

+ Re

(
i

∫
d4xd2θE(αI0I3Φ

I0Y I3 + αI2I1Σ
I2αW I1

α + αI4I−1Γ
I4J I−1)

)
.

(D.74)

αは定数である。この作用は cIpとして次の特別な場合をとったものである：

cI0 = αI0I3Y
I3 , cI1 = αI1I2L

I2 , cI2α = αI2I1W
I1
α , cI3 = αI3I0Ψ

I0 , cI4 = αI4I−1J
I−1 .

(D.75)

これらの cIp は既約場の強さ超場の共形ウェイトから超共形不変性を守っている。一方で、
cIp にはテンソル階層性が存在する時のゲージ不変性が要求される。このゲージ不変性は
降下関係式で与えられるが、2次のCS作用の場合、定数 α とテンソル階層性を特徴付け
る行列 q(p)の関係式として以下のように与えられる：

αI1I2(q
(2))I2I3 = −αI0I3(q

(0))I0I1 ,

αI2I1(q
(1))I1J2 = αI1J2(q

(1))I1I2 ,

αI3I0(q
(0))I0I1 = −αI2I1(q

(2))I2I3 ,

αI4I−1(q
(−1))I−1

I0
= αI3I0(q

(3))I3I4 .

(D.76)

この関係式は重力を含まない超対称性理論における関係式 [85]と一致する。
以上のように、4次元超重力理論でテンソル階層性をもつテンソルゲージ理論とそのCS

作用を構成することができた。共形超空間を用いることで重力を含まない場合と同じ形の
捩率テンソルの拘束条件 (D.22)式を採用することができ、結果として既約場の強さ超場、
プレポテンシャルとそのゲージ変換、CS作用を重力を含まない場合と同様に簡潔に構成
することができた。
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