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研究成果の概要（和文）：整数論は日本において高木貞治氏の類体論の構築への貢献に始まる長い歴史を持つ．
類体論とは，代数体と呼ばれる数論的に興味深い体のアーベル拡大がどれくらいあるかを記述する理論である．
類体論を何らかの形で一般化しようという挑戦の中で整数論は発展してきた．それにより20世紀にはフェルマー
予想が解決されたり，21世紀には佐藤・テイト予想が解決されるなどの輝かしい結果を得た．その背景には，ラ
ングランズ対応と呼ばれる類体論の高次元化の定式化がある．類体論の精密化を明示的相互法則と呼ぶが，ラン
グランズ対応に対する明示的相互法則を目指し，様々な周辺の事柄について数論幾何的な手法を用いて研究を行
ってきた．

研究成果の概要（英文）：Number theory has a long history in Japan, beginning with Teiji Takagi's 
contributions to the development of class field theory. Class field theory is a framework that 
describes how many abelian extensions there are of a number field--a field of arithmetic interest. 
Number theory has progressed through various attempts to generalize class field theory in some form.
 As a result, the 20th century saw the resolution of Fermat's Last Theorem, and the 21st century 
witnessed the proof of the Sato-Tate conjecture, among other remarkable achievements. Underlying 
these successes is the formulation of a higher-dimensional generalization of class field theory 
known as the Langlands correspondence. The refinement of class field theory is referred to as the 
explicit reciprocity law. In this research, we aim at an explicit reciprocity law for the Langlands 
correspondence, and study various related topics using arithmetic-geometric methods.

研究分野：数論幾何

キーワード： 局所ラングランズ対応　Lubin--Tate理論　還元　有限体上の代数多様体

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
上で述べたラングランズ対応には局所版と大域版があり，局所版のラングランズ対応を局所ラングランズ対応と
呼ぶ．かなり一般の代数群に対して局所ラングランズ対応を考えることができるのだが，本研究では最も基本的
な一般線形群の場合に，局所ラングランズ対応の相互法則の精密化としての明示的相互法則を目指して研究を行
った．これは整数論の類体論と呼ばれる重要な理論の一つの一般化・精密化ということができる．このような研
究を進展させることは整数論の研究において重要な意義をもつ．
整数論の知識はいますぐ現実社会に活用できるものばかりではないが，蓄積された知識は将来，人類に大きな利
益を与える可能性を持つと考えている．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通）

１．研究開始当初の背景

一般線形群に対する局所ラングランズ対応の明示的相互法則の研究は，Bushnell—Henniartによ
る代数的な手法が主流であり，幾何学的な研究はLubin—Tate空間のaffinoidを調べることで部分
的な結果がいくつか知られている状況だった．そのようなaffinoidの還元としてどのような代数
多様体が現れるのかは未解決の問題であった．（現在も未解決である）

２．研究の目的

整数論において類体論は重要な理論の一つである．類体論を一般化する試みの中で整数論は発
展を遂げてきた．類体論の非可換化・高次元化の試みの一つとして，ラングランズ対応があげ
られる．類体論の相互法則を明示化するものとして明示的相互法則がある．これのラングラン
ズ対応版を研究する．

３．研究の方法

Lubin—Tate空間の中のaffinoidを研究する．affinoidからは還元が定まり，その還元がスムーズな
代数多様体であって，次元と同じ次数を持つコホモロジーが消えていない場合に興味がある．
そのようなタイプのaffinoidを詳しく調べることでラングランズ対応に対する明示的相互法則を
導く．

４．研究成果

上のaffinoidを調べる上で，様々な有限群が作用している代数多様体の表現論的，数論的性質に
ついて理解を深める必要がある．そのような観点からLubin—Tate空間のaffinoidの還元と関連す
ると考えられる代数多様体を研究する成果を得た．以下にそれを述べる．

(1) Artin-Schreier型のアフィン代数多様体でハイゼンベルグ型の群が作用している状況に， 特に
興味を持って研究した. またそれについての研究論文を出版した. 有限体上の一般線形群に付随
するハイゼンベルグ群が作用するArtin-Schreier型多様体を，Deligne-Lusztig理論の類似で定義し
た. そのコホモロジーに一般線形群のWeil表現が現れることを観察した. またこの多様体の自己
準同型射で二度合成するとフロベニウス自己準同型射になるものが存在する. それのコホモロ
ジーへの作用を用いて，離散的なフーリエ変換を幾何学的に構成した. これらはHowe対応にお
いても応用がある. 

(2) 有限体上の代数曲線の有理点の個数についてはHasse-Weil評価が古来よりよく知られている. 

その評価の最大値を取る代数曲線を最大曲線と呼ぶ. 最大曲線は代数幾何符号で用いられるこ
ともある. 最大曲線がどのぐらいあるか， また具体的な代数曲線が最大曲線かどうかは興味深
い問題である. 標数2の有限体上の鈴木曲線は鈴木群の表現を構成するときに用いられる. 定義
方程式を奇素数標数で考えたものを一般化された鈴木曲線と呼ぶ. その更なる一般化を考え
て， 底の拡大をした際の有理点の個数を決定した. その結果， 考えている代数曲線が最大曲線
になるかどうかの判定条件を与えた. この有限体上の一般化された鈴木曲線のゼータ関数を明示
的に計算した．奇素数と標数2で状況と研究手法が異なるため2本の論文にまとめた．いずれの
場合にも表現論的な考察と数論的な考察を上手く組み合わせることでフロベニウス固有値を決
定することができた．

(3) 有限体上の加法多項式が与えられたとき， それを用いてハイゼンベルグ群が定義される. そ
のハイゼンベルグ群と整数環を加法群として見たときの半直積群をガロワ群に持つような局所



体のガロワ拡大を構成した. その構成を用いて局所体上のガロワ表現を構成した. その次元は与
えられた加法多項式の次数に一 致する. 群の表現が原始的とは， いかなる真の部分群の表現の
誘導表現とも同型にならないことをいう. 上で構成したガロワ表現がいつ原始的になるかに関 

する判定条件を幾何学的に与えた. これについての結果を論文として出版した.

(4) 有限体上のユニタリー群が作用する有限体上のアフィン代数多様体を考えて， その中間コ
ホモロジーをユニタリー群の表現として研究した. さらに変種として直交群が作用する類似のア
フィン代数多様体を構成しその中間コホモロジーも研究した. いずれの場合にもHowe対応と関
係があり， その関係を明らかにしている. これらに関する論文をまとめ出版した.

(5) 一般に，標数が奇素数のときに，van der Geer-van der Vlugtの超特異代数曲線に関する結果の
一般化を行なった.　フロベニウス固有値の明示的な公式をガウス和などを用いて上手く表示す
ることができたことは興味深い結果であると考えている．これは元々のvan der Geer-van der 

Vlugtの論文ではやられておらず，手法も異なる．それによりいつ最大になるかのいくつかの簡
明な判定法を得ることもできた．

(6) (4)の研究に基づいて次数がp+1次のフェルマー超曲面のmod lコホモロジーの解析を行なった．
標数ゼロの代数閉体上の有限群の表現は半単純になるが，正標数の代数閉体上の表現は半単純
にならないので解析が複雑になることが多い．フェルマー超曲面のmod lコホモロジーから生じ
る短完全列が分裂しないことを示した．このような解析に基づいてWeil表現のmod  l表現を詳し
く研究した．一部複素数体上にフェルマー超曲面を持ち上げて超越的な方法で得られる結果と
比較同型を使って解析するなど，mod l表現論の研究ではあまり使われていないテクニックも使
われていて証明も興味深いものになっていると考えている．

(7) (4)で与えたユニタリー群に対するWeil表現の幾何学的な構成に基づいて，Weil表現の新谷リ
フトを構成することができた．これもWeil表現を幾何学的に構成できたことの応用の一つであ
る．これは既に知られていた斜交群に対するHenniart—Wangによる新谷リフトの研究のユニタ
リー版であり，ユニタリー群の新谷リフトの例はあまり知られていないため新規性が高い．ま
た証明も幾何学的で興味深い研究を行なったと考えている．
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