
Title 微分代数から差分代数へ
Sub Title
Author 西岡, 啓二(Nishioka, Keiji)

Publisher 慶應義塾大学湘南藤沢学会
Publication year 2014

Jtitle リサーチメモ 
JaLC DOI
Abstract
Notes
Genre Technical Report
URL https://koara.lib.keio.ac.jp/xoonips/modules/xoonips/detail.php?koara_id=KO92001002-2014-100-0

001

慶應義塾大学学術情報リポジトリ(KOARA)に掲載されているコンテンツの著作権は、それぞれの著作者、学会または出版社/発行者に帰属し、その権利は著作権法によって
保護されています。引用にあたっては、著作権法を遵守してご利用ください。

The copyrights of content available on the KeiO Associated Repository of Academic resources (KOARA) belong to the respective authors, academic societies, or
publishers/issuers, and these rights are protected by the Japanese Copyright Act. When quoting the content, please follow the Japanese copyright act.

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

http://www.tcpdf.org


ISBN 9 7 8 -4 -8 7 7 6 2 -2 7 7 -0  
SFC-RM 2014-001

微分代数から差分代数へ

西岡啓ニ

慶應義塾大学環境情報学部



微分代数から差分代数へ

西 岡 啓 ニ  

慶應義塾大学環境情報学部





3

目次

第 1 章 基 本 概 念  9

1.1 単 純 拡 大 ............................................................. 10

1.2 線形従属性................................................... 14

1.3 quasi-inversive 差分羽ム大............................................  16

1.4 形式的べき級数........................................................ 17

1.5 微 分 加 群 ............................................................. 21

1.6 Ore dom ain....................................................... 22

第 2 章 種 々 の 拡 大  25

2.1 和分 ...................................................................25

2.2 線形差分方程式........................................................ 27

2.3 Riccati 方 程 式 ........................................................ 29

2.4 付置環型拡大..........................................................32

2.5 Clairaut 方 程 式 ...................................................... 34

2.6 OKH 定 理 ........................................................... 36

2.7 PoincarS の 定 理 ...................................................... 4〇





5

はじめに

微分方程式と差分方程式は似ているところが多々あるとよくいわれる.実際，微分方程式 

で得られた結果に類似的結果が多く散見される.というよりむしろ，類似の結果を求める 

ほうが簡単であったというべきだろう.ある程度研究が進めば，同様の手法が適用するこ 

とが困難になってくる.実は逆に差分の綺麗な結果が微分に反映しているようにみえる. 

特別な変換

が + 1 差分を表現していることから類推されるように，微分から得られる差分に関してな 

んらかの結果があるなら，それは微分によって表現できることになる.しかし，逆はうま 

くいかない.典型的な例は，Kolchinの意味の普遍微分拡大は差分においてはその存在を 

考えることができないという事実である.もっとも重大な違いが代数拡大を考察する場合 

にみられる.たとえば指数関数の定義式

De =  e 7̂  〇

によって微分体C (e) をつくり，その2 次拡大をA： =  C(/)， / 2 =  e とする.欠は微分体 

になる.微分が

によって決まる.実際/ 2 =  e を微分して2/_D/ =  De =  e =  /2であるから.一方t を 

rx =  rr +  l によって定義される変換とし，re =  2e によって定義される差分体C (e) の 2 

次拡大尺=  C (/), / 2 =  e には，

づ = 土 /

と2種の変換の可能性がでてくる.変換の不定性が微分の場合と違って複雑な議論の必 

要性をもたらすのである.

このように微分と差分との間の相違が一体どういうものなのかを知ることは大変興味 

あることがらではあるが，似ているところはどこかを知ることも意義あると思われる.と 

いうより，むしろ似ているところの限界として特異性が出現するというべきだろう.類似
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の結果を予想し，実際にその証明を考えることで，はじめて相違点をみつけることができ 

る.今般わたしが筆をとった理由もそこにあり，ここで議論したことがらが学生のみなさ 

んの相違点をどんどん見つける手助けになればと期待する.

さて，この論説では§1.6を除いて，考察する環や体は可換であり，有理数体Q を部分環 

や部分体として含むものとする.すなわち標数0 の可換体を考察の対象とする.環只が微 

分環であるとは，内部に作用する微分作用/): i? -> i? を議論において考慮に入れるとき 

にいう.ここで

D (a  -\-b) =  D a +  Db, D(ab) =  aDb +  bDa (a, 6 G -R)

環 i? が差分環とは変換t 4  i? を考慮に入れた場合をいう.

r(a +  6) =  ra +  rb, r(ab) =  r(a)r(fe) (a, b £ R)

すなわちt は只の差分作用とよばれる内部準同型である.t；? = 只のとき，只は 

inversiveであるという.[i? : <  +〇〇のとき，i? は quasi-inversive (西岡斉治の用語）

と称える.微分の場合，このような用語はない.微分代数における定数が差分代数では漠 

然と分岐している.この点が大きな相違点で，また面白いところでもある.

このような口調で以下にいくつか微分代数と差分代数の用語と結果を紹介するが，基本 

的文献としてKolchin [7], Cohn [3]のみ挙げる.古いスタイルがすきなひとにはRitt 

[20]を推薦する..微分代数の動機に計算可能性がある.差分代数での比較的最近の文献 

Levin [8]はその方面への接近を意図しているようだ.また，日本語で読める文献として西 

岡 [14]を挙げる.体論については永田[9]を推奨する.とくに，線形無関連性は重要な道 

具であるので，よく馴染んでおいてほしい.たとえば，つぎはよく用いられる.

《 拡大体" 尺で，尺は代数的に閉じているとする•もし，拡大体M/X が L と 

X 上代数的に無閨連ならば，L,M は尺上線形無閨連である.逆も成立する.》

また，差分体尺の代数的閉包が差分拡大になることはSteinitzの定理から知られる.

《 体尺の代数的閉包を！ とする. C L2 が共に尺の代数拡大で，ぴがハから 

X の中への尺同型であれば，びはL2 からX の中への尺同型に拡張できる.》

Liirothの定理も引用しておこう.

《 れ，•. •，xr が体K■上の代数的独立元で，仄 c  L C iiTOn,. •. ,xr) であるような 

体 L が K 上超越次数1 であるならば， =  となる元f がある.》
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この論考で強調したいことは差分体に閨する事柄であるから，微分体や1変数代数閨数 

体に閨する結果は[14]から断わりなしに使用することにし，あまり詳しく述べることはし 

ない.
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第 1 章

基本概念

この章では基本概念の紹介と，いくつかの結果を示す.次章に回すべきものもあるが，応 

用をできるだけ早く示すことを意図した.

は標数0 の可換体とする.X が微分体（微分環で体）のとき，

C K =  {c e K \ D c  =  0}

をK の constant fieldという.実際，これはK の部分体になる. （7^■の兀をの  

constantといつ.

瓦が差分体（差分環で体）のとき，

=  "fc € K | TC =  c}

を jFCの invariant subfieldという.実際，これは/^の部分体になる.（7/c の元をK の 

invariantという. a e はある整数n >  0 で rna =  a なるとき，X の periodic element 

とよばれる. periodic elements全体はX におけるCWの代数閉体になる.実際， 

r^a =  a (n 〉0 ) とするとa, 7*a,… ，严 一1a の 対 称 式 は の invariantになるから.逆 

に， a e X が CW上代数的ならば，それはperiodicである.なぜなら， は Ck 上すベ 

て同じ代数方程式をみたすから，あ る / 1 で =  a が成り立つからである.

[K : (7/cj <  +〇〇のとき，K は periodicとよばれ，そうでないときaperiodicとよば 

れる.前者の場合，a e 尺 は 上 代 数 的 で あ る か ら ，尺の各元はperiodicである.

可算個の不定元y0，y i,...による体尺上の多項式環を尺[%，れ，...1と書く.尺が差 

分体のとき， :K =  = 矽 y■とすることによって尺[y0,Yi，..」は差分環になる.これ

を と 書 き ，X 上 Y に関する差分多項式環という.尺上代数的（常）差分方程式と 

は，あるF e 尺 に よ っ て

F ( y ，丁 y , . " ，丁 ny) =  0
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と表示される方程式である.K が F に真に現れるが， :Kfc (A: >  n) は F に現れないとき， 

n を jP の orderといい， n =  ord F と記述する.このとき，代数的差分方程式_F(y) =  0 

は n 階であるといわれる.

L/尺を差分拡大とする.すなわち，L は X 上のそれに一致する差分作用t をもつとす 

る. y G I を含む最少の差分拡大M/X を尺〈シ〉と記し，y を生成元とする差分拡大と 

いう.

M = K(y) =  K(rky \0<k)

と書いても意味はわかると思う.いくつかの元を生成元とする差分拡大も考えることがで 

きる.同様の記法を用いることにする.

K{y\,... ,yn) = K(rhyk \ 0 < h,l < k <n)

y e L は非零なスe で 乂 ⑷ = 0 をみたすとき，尺上差分代数的であるという.こ

のとき，

td K(y)/K < ovd A

である.ここで t d は超越次数を示す.y が尺上差分代数的でないとき，それはK 上差分 

超越的であるといわれる.このときtd X 〈?/〉 /X =  +〇〇である.

1 /尺を差分拡大とする.扒，… ，2M € L は，各たに対して％ が尺〈的，… ，说 _ i〉上差 

分超越的であるとき，X 上差分独立という.このとき1 の各元が ^〈仍，...，y„〉上差分代 

数的ならば，ぬ，...， は L の尺上差分超越基底とよばれる.

文字れ，...，4を用いて多変数の差分多項式環K {y!，...，：Km} を 1 変数の尺び}と 

同様に定義することができる.差分拡大L/尺の元 2/1，...，2/mが尺上差分代数的に従属 

であるとは，

■̂■(2/1，..•，2/m) =  〇

を満たす非零な乂 e K {Y!，...，ym} が存在するということである.

奶，..•，队 n は X 上差分独立であるとする•このとき2 e X 〈的，...，ym 〉が尺上差分代 

数的ならば2 € K である. n = 1 のとき2 耷尺なら，2 は尺 {的 }の 2 元の比で表わされ， 

分母分子どちらかにある矽 扒が含まれる. 扒はしたがって尺> 〉上差分代数的である.2 
が尺上差分代数的であるから，扒もそうであり，矛盾.あとは inductionで証明を完了 

する.

1 . 1単純拡大

尺を標数0 の可換体とする.前小節の差分超越性などの概念は微分代数でも同様に定義 

される.
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X が微分体の場合，微分拡大L/尺は有限個の元扒，...，如 e L によって生成されると 

き，有限生成微分拡大という.記号で， L = 尺〈奶，•.•，知〉と記す.つぎが成り立つ.

《 L/X を有限生成微分拡大とする.その中間拡大は有限生成微分拡大である.》

実際2/1,. . . ， yr e L を 1 の尺上微分超越基底とし，办 + 1,...，yn € 1 を 1 の 

尺〈仍，.•.，於〉上超越基底とするならば，L は尺〈讲 ，… ，2M〉上代数的である•よって，

L = K(yレ . .，yn，y)

なるK 〈2/i，… ，yn〉上代数的元シG L が存在する.

差分代数においても同様の結果が成り立つ.定義は上記の「微分」を 「差分」に置き換 

えればよい.

命題尺を差分体，1 /尺を有限生成差分拡大とする.その中間差分体は尺上有限生成差 

分拡大である.

つぎはRitt [20]で証明されているものであるが，ここではKolchin [7丨の証明を紹介す 

る.差分代数に直ちに書き換えることができるからである.

《 X #  CWとし，1/尺を有限生成微分拡大でt.d 1 /尺 <  +〇〇なるものとする.この 

とき，あるr? e L で L =  X 〈7?〉なるものが存在する.》

実際つぎを証明すればよい.a , を尺上微分代数的とすると，あるe e 允で 

7 =  a +  e/3とすれば尺〈7〉=  X 〈a ,/?〉なるものが存在する.さて尤を微分不定元， 

n =  a + 蛸とする.は尺上微分代数的に従属であるから 0 #  乂 € X {仏2}が存在し

A (t,u) =  0

が成り立つ. ^ ひ ，u) ダ0 と仮定してよい.ここでr* =  or( ^ 4 とした.上記の関係式を 

^■で微分すれば

W r M  =  W r {t，U H ^ r {t，U)0 =  〇

を得る.A" #  (7 k•であるからe G K で

— (e,7) ¥= 〇 (7 =  a +  e^)

なるものがある. Zに e を代入して

dA dA .

‘ (e，7) +  E (e，7)/^ 0
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したがって0 € ム：〈7〉，尺〈7〉= 尺く％めとなる.

第 1 章基本概念

差分代数ではどうか.少し準備が必要なので次節で述べる.

問題ところで，X を微分体，y を微分不定元とするとき，仄〈y〉/X の自明でない中間 

微分体は単純拡大である，というLiirothの定理に類似する命題がR ittによって証明され 

ている.証明はR ittの教科書に初出，Kolchinの本に，すこし怪しいとは思うが，演習問 

題として載っている.差分の場合にも成り立つかもしれない.

加群においても同様な議論がなされている. K を定数体でない微分拡大とするとき，も 

し尺上有限次元ベクトル空間F がつぎの意味で微分が与えられていると仮定する.

D(av) = D(a)v +  aD(v) (a E. K, v EV)

このとき， v e  V で{ルのル”リゴ71- 1!；}が V を生成するものが存在する.このようなv 

を cyclic vector (たとえば[5, p.424]を参照）という.

差分においても同様の事実がある.尺を差分体とする.v e i T 1 に対して変換 

(7i; =  t〇;)A を 考 え る . こ れ は を 満 足 す る . 後 で 述 べ る 命 題 に よ っ て  

{抑，仰0，...，， -ん0}が /T1の基底になるような吻e iT 1が存在する.このとき

とおけば，d e tP 兴 0 であり

P  =

， 恥 、
<7V〇

V ゲ ^1如ノ

crP =

/ crv〇 \
び 2 u〇

. = B P

V
となる.ここでゲ^0 =  \ び と し た .

f/, V を尺上有限次ベクトル空間とする.加法準同型/:ひ— V は /(ai〇 =

をみたすとする./(t/)，Ker/ は F の 部 分 空 間 で あ る .実 際 尺 ，/ (w) e / (ひ）とする 

とき，6 =  7*a なるa € 尺をとれば6/(w) =  /(aw) G /(のである.また， 

a e 尺,/(u) =  0 とすると，/(似/) =  T(a)/(w) =  0 で あ る . よ っ て 6 Ker / となる. 

V のスカラー積を

a ■ v =  r (a )v  (a E K ,v  E V )
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によって定義すれば，/ を K 上ベクトル空間の間の準同型とみなせる.次元については変 

化しない.実際外，...，?^が尺上線形独立とすると

m
y ' Vi —  〇

i=l

とすればど ^ 丁 (％ )叫 =0よって a iはすべて0 . したがって外，… ，t;m は第2 の意味で 

尺上線形独立である.逆も同様である.

この意味で

U/Kev /  ^  f(U)

よって

dim U = dim f(U) + dimKer /

を得る.

改めてA" を inversive difference fieldとし，V/K をベクトル空間，変換 transforming 

operatorを r とする.これはT(av) =  T(a)T(i>), a e G V"をみたすものである.

命 題 K を aperiodicとする.このとき，もしn =  dimV" <  〇〇ならば， cyclic vector 

G V が存在する.すなわち

n— 1
V = (v〇 ,rv〇 ,...,  r n_1v〇) =  ^  K t1Vq

i=0

証 明 0 #  w € V"を任意にとり，[7 = 〈w，tw,… ，ァ771— k 〉 ， m =  dimf/ としrmit e びと 

仮定する. m =  n ならここで証明を終える. m く n と仮定する.穿 

をとり，f を不定元として2 =  w + t o とおく.

UJq =  U /\TU 丁1n ~1U /\TmV

とする.すると0；〇 # 0 である.なぜならWは X 上線形差分方程式の解であることからひ 

は inversiveとなり，もし，rmv e ひならば r € ひとなる.これは仮定に反する.（cj) を 

〇;〇を含むK 上基底とし，

2：八 7*2 八.••八 7"m 2： =  '  '
0J

と表す.各 / ^は n こ関する微分多項式である.そのn こ関する線形項は

如八 八•.•八 +  W 八 八.••八 Tm (W) H---- Yuf\TU/\〃 ，/\Tm{pv').

したがって凡；〇は を 含 み ，0 にならない.尺はaperiodicであるから，つぎの節によ 

り，あ る 尺 で ，れ〇(岣# 0 が成り立つ.よって

16 八 Tli 八…•八 Tm — 八 Tm t；
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の項を含む.よって

第 1 章基本概念

Z f\TZ l\TmZ

は，t =  のとき，0 ではない.すなわち，；2，T2：, は尺上線形独立である.2 の作

り方を必要な回数実行すれば抑の存在がいえる.

1 . 2 線形従属性

尺を標数0 の差分体，CWを尺の不変元全体からなる部分体とし，L / X を差分拡大と 

する.

0 笋ス e 尺{!"}を degス= 1 , ord 乂 =  n の斉次差分多項式であるとする.方程式 

乂 (2/) =  0 を n 階線形斉次方程式という.乂 (y) =  0 をみたすy e  全体は高々n 次元 

CL-vector空間であることを示そう.

実際^4 =  afeU, anデ 0 とおく.いま扒，… ，yn+1e L が 74(队 ）= 0 をみたし，

上線形独立であるとする.

> 'akr kyi =  0 (1 <  i <  n +  1)

fc=0

であるが，つぎに示すようにCasoratian det(Tfc2/i) _ 0 ( 0 < / c< n，l g i < n  +  l ) であ 

るから，a/5 =  0 ( 0ざたざn) を得て，矛盾になる.

命 題 yi，… ，2M G ムが CL 上線形従属であるためにはdet^r^ )  =  0 ( 0ざ i <  n — 1，

1 <  j <  n) であることが必要十分である.

証 明 2/1,...，2M が CL 上線形従属であると仮定する.非自明な(7L 上線形関係式

n

X I °j y3 =  0
J=1

が成立する.（ら_)#0である.これより

n

^ CjT^ j ^ O  ( 0 < i)

よってdet(T*的）= 0 を得る.逆にcasoratianが 0 と仮定する.

71
> =  0 (0 <  i <  n -1)
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を満足する，すべてが0 とは限らないら.が存在する.たとえば q  = 1 としてよい. 

E j•らパ-1め =〇 にァを作用させて，上式との差をとれば

n

E ( tc2 - c2) r ly2 H---- 1- (rVn -  cn) r lyn =  0 (1 <  i <  n -1)
j=2

を得る.すべての•がに属するならば話は終わる.もしパら•笋ら•なる j•が存在すれ 

ば か = 0 となる.そして帰納法を使えば，すべてが0 とは限らない 

%  € が 存 在 し て a)rめ• =  0 を 得 る . よ っ て ら め = 0 を得る.

以下，K はaperiodicすなわち，Ck 上無限次元vector空間と仮定する.

[K : CW] =  +〇〇 である.

K 上非自明な線形斉次差分多項式A e 尺0 0 に対して，あるw e 尺で^4(w) _  0 とな 

るものがある.実際，n を A の階数とすれば，A〇/) =  0 の解2/ € 尺全体は CK 上有限次 

元線形空間である.したがって，4(均 = 0 をみたさないu e K が存在する.

一般の（〇 e 尺{ァ}に対して，A〇x) /  0 なるw e 尺が存在する . n =  deg A に閨 

する帰納法でこれを示す.A e 尺の場合明らか.あらたな差分不定元Z を用いて

B  = w Z J t w ^ l +

f)A
+ w -Zn eK {Y ,Z}

とおく. n は A の階数である.帰納法の仮定により乾(a) 笋0 なるa e / r が存在する. 

また，既述のことからB (a，6) #  0 なる6 € 尺が存在することがわかる.任意の整数たに 

対して_A(a +  A:6) =  0 が成り立つならぼ，B (a,6) =  0 でなければならないから，あるたで 

乂(a + た6)笋0 が成立する.

この結果は微分体においても類似的に成立し，同様に証明される.

命 題 K を aperiodicすなわち[K : (7k] =  +〇〇をみたすinversive差分体，！//■を有 

限生成差分拡大でinversive,そして t.d. <  +〇〇とする.このとき，あ る で  

L = 尺〈7?〉なるものが存在する.

証明つぎを証明すればよい：a，0 € L とすれば，あるe E X で K 〈7〉==尺レ,奶なるも 

のが存在する.ただし7 =  a +  e冷とした.さてZを差分不定元， w =  a +  とする. 

は仄上差分代数的に従属であるから0 #  4  € 尺〇/,z} が存在し

A(t, w) =  0

が成り立つ. g (もu) ギ 0 と仮定してよい.ここでr =  ord2 スとした.上記の閨係式を 

らで微分すれば

= W r{t)U) ^ = 〇
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— (e,7)^〇  (7 =  «  +  e/3)

なるものがある. f に e を代入して

さe，7) +  ‘ (e，7)Tr/3 =  〇

し た が っ て € K 〈7〉であるが，反 1/は inversiveであるからK 〈7〉も inversiveであ 

る.したがって冷G K 〈7〉，故にK 〈7〉ニ と な る . こ ' こ で 用 い た inversiveに関す 

る事項はつぎの節で述べる.

1.3 quasトmversive差分拡大

この節では西岡斉治の最近の研究成果[17]を紹介する.X を差分体，L/尺を有限生成差 

分拡大でtd L /尺 <+〇〇とする.

命 題 欠 , L はともにquasi-inversiveとする.このとき中間差分体M / K も 

quasi-inversive で [M : rM] は [L : rL]の約数である.

証 明 7V によってM の L における代数閉包を示す.WVは r l の中で代数的に閉じてい 

るから，tん iVは tTV上線形無関連である.よって[TV : riV] =  [TVtL : r l ] は [レ rL]の 

約数である.L/X が有限生成であるから， もそうである.

[iV : M ] [ M  : t M] =  [ H ]  =  [7V :ァ 聊 #  : rM] =  fiV : T7V][7V : M]

上り

[M : t M ] =  [TV : t N ]

これより証明を終える.

とくに，L が inversiveならば，M も inversiveであることに注意しよう.また，証明を 

みれば，命題においてJsfを quasi-inversiveと仮定しなくとも，それが1/の仮定から必然 

的に導かれることがわかる.

つぎは西岡斉治[17]による.

定 理 X は inversive差分体，M/X は差分拡大で， /C = 瓦 A M とする.

馬 （1 ざ《仝n) C M は尺上一変数代数関数体，で差分拡大，そしても= [故,ァ叫はす 

ベて異なるとする.このとき，

t.d. R i R2 - ■ • R n / K =  n, [R1R2 ■ ■ • R n,r (R i R 2 • • • Rn )) =  d\d2 ' • ■ dn
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である.

上述と同様に次が示される.

命題只を差分体，<5/只を差分拡大とし，[只：ァ只]<  +〇〇,[义 只]<  +〇〇であると仮定 

する.このとき[S : 丁的=[只：ァ丑]が成り立っ.

定 理 の 証 明 n = 1 の場合あきらか.n > 1 とし， n — 1 のとき定理が成立すると仮定す 

る. L =  • •.只n-2 とおく. td I/jRn- i/K  =  td =  n — 1 である.よって

および/2n,L は X 上線形無関連である.L は！ ，ムRnの中で代数的に閉じ 

ている.いま td =  n — 1 とせよ.5  =  i?n , i? =  U ?n_ i とおけば

[51: /?]<+〇〇である.帰納法の仮定から

[S : T5] =  [R : rR] = dxd2 • • • dn-1

を得る.同様に

[5^: tS] =  d\d2 • • • dn

したがって， ‘ _L =  ‘，これは仮定に反する.故にtd =  n を得る.これよ

りu ?n_ l ,ルが尺線形無関連であるから，T( [ル - i),ル は 上 線 形 無 関 連 で あ り ，

\LRfi-\Rfi T(̂LRfi— \Rfiy\

= L̂ R n— i R n I l)-̂ n • 1-^n)]
= L̂Rfi—x i t(Z/7?ti_ i)] [i?n t R fi\

— d\ ĉ2 "" * d<fi.

これで証明を終える.

例 C における複素変数2 に関する有理的関数全体を从と記す.ル^に作用する変換 

をT2 =  とする.指数閨数どはry =  y2 の解であり，Weierstrassのペー関数p(2) は

ry =  -2y +  - ̂  j , y'2 =  Ay3 -  g2y -  gz

2：，e' p(2)によって生成されるC 上差分拡大の拡大次数はそれぞれ1,2,4である.よっ 

て 2,ez,p(z) は C 上代数的に独立である.

1 . 4 形式的べき級数

代数的文献としてZariski-Smuel [23]を挙げる.尺を標数0 の体とする. f を不定元とし 

て，尺係数形式的べき級数を

00

53 aktk = :0■〇 +  1 +  <22亡2 • _ • {dk ^
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によって示す.尺係数形式的べき級数全体をで表わし，X 上形式的べき級数環とい 

う.和，積はつぎによって定義する.

00 00 00

k k k

0 0 0 0 0 0  00

〇>ktk x ]以 = 〇ki；k' Ch= y ，hh—h
k k k fc—0

•A：[W] は整域になり，その商体を尺(⑷）で表わす./ e 尺(⑴）は

〇〇

f  =  ̂ 2 aktk (ak G K 、

k—p

で表わすことができる. p は整数である.もしap # 〇 のときp = レ0(/)と表す.

几0(〇) =  〇0と約する.レ〇はつぎをみたす.

⑴ レ 〇(/ +  P) 2  min{i/〇(/)，レ〇(p)}

⑵ レ o(/p)= レ〇(/) + レ〇(分）

多項式の場合，合成は自由に行えるが，形式べき級数の場合にはそうはいかない.

/ G K ((り）および5 ^  K [[t]]，i/〇(p) > 1 に対して合成

00

f i d ) =  ̂ 2 akdk
k~p

が定義される.もし，ジ〇 (/)= 1ならば/(p) =  f なる9 e 尺[[切，ジ〇(分）= 1 が存在する. 

尺が微分体のとき，a e 尺(⑷）として

D  aktk =  D (ak)tk +  ka^t^ 1 Dt
fc=p k=p fc=p

と定義すれば，尺((り)/尺は微分拡大になる.

尺が差分体のとき，竹 € 尺[[印，レ〇(rりと1 として

r ^ 2 aktk =  ̂ r(afc)(rt)fc
k~p k==p

と定義すれば，尺((0)/尺は差分拡大になる.
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命 題 K を aperiodicな差分体，t を不定元， g e Q とし，変換竹 = がによって 

尺((り)/K を差分拡大であると考える• /  e 尺[[如をつぎによって定める.

f  = J2 aktnk (0 ^ a k e K x) 
fc=0

ここで，办 全体が生成するvector空間はc w 上無限次元，nfcは単調増加で，

1- 几 fc —1 nlim ---- = 0
k—¥00 Tlk

がみたされるものとする.このとき/はX 上差分超越的である.

証 明 / は X 上差分代数的として矛盾を示す.いま〇笋 で A(/) =  o なるも 

のがあると仮定する.degAを最小とする. r =  ordA,九 = と お く .

8A 1 d2A 
2! dYidYj { f)r\fh-f)r3{fh -f )  +

i=〇 ~ ~ ° i=〇 j=〇

が成り立つ.左辺はA(九）に等しい./l を十分大きくとれば右辺のレ〇の値は第1項の値

になる.レ〇(|^(/))の最小値をm とおく.スの取り方からわかるように，ある i で 

錯 (/)笋 0 であるからm は有限値である.十分大きなすべての/i に閨して4(九）= 0 が 

満足されるとしよう.錯(/ )のの係数を~とおく.すると

Y ]  biqnh丁1 anh = 0  ( h 》 0)
i=0

を得る• は非自明な線形斉次差分方程式の解である.よってan h 全体が生成する

vector空間はCW上有限次元である.これは仮定に反する.故に無限個の/1 に対して 

A(/h) /〇 が成り立つ•このときdegA(ム）ざ r̂ — id e g Aであるから，

n h- i  deg A >  deg A (f h) >  iy〇(A (f h)) >  mi/〇(f h -  f ) >  m nh

が無限個のれに対して成立する.しかしこれは矛盾である.

上述のべき級数はlacunary seriesとよばれるものである.命題は，微分の場合に，体 (7 

上の Liouville series
OO

f  = T t k] (D = d/dt)
k=l

が（7 上微分超越的であることの類似である.証明はつぎの通り•• 0 兴 で  

4(/) =  0 なるものがあるとして矛盾を導く.このような乂のなかでdegスが最小なるも 

のをとる. r =  〇rd^ / れ = と す る と ，

j=0 i=〇 j =〇 1 3
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左辺は4(A ) に等しい.たを十分大きくとれば右辺のレ〇の値は第1項の値になる. 

レ0(|^(/)) —  i の最小値をm と お ぐ 4 の取り方からあるi で錯(/ )  #  0 となり，よっ 

て m は有限である.十分大きなすべてのれに関して(九）= 0 がk 足されるとしよう. 

錯( / )の 严 ゼの係数を\とおく •すると

r

= 0  (/i》 0)
i=0

を得る.沪は共通の線型微分方程式の解である.これは矛盾.故に無限の/1に対して 

4 / れ）/〇 が成り立つ.このときdeg4 (九）<  (/i - l)!degAであるから，

(h - l)!degA >  degA(/^) >  u〇(A (f h)) >  m h\

が無限個の/1 に対して成立する.しかし，これは矛盾である.

Liouville級数を使えばつぎがわかる.

命題五を代数的閉体 (7の有限生成拡大とする.不定元f を用いて五は形式的べき級数 

体 C (⑷ ）に埋め込むことができる.すなわちC 上同型0 : E —  <7(ひ)）が存在する.

証 明 E の C 上超越基底を讲 ，… ，̂と し ，i/ e E によって五=  (7(2^，...，恥,2/)と表 

す .2/がみたす既約方程式を

物 1,… U )  =  〇 {A e K \Y i,... ,Yn,Y))

とする.既約性から靜(於，… ，如,2/) / 0 である. W，… ，an， c € C で

，• • •，fln，c) - — 0， qy ，• • •，ひn，り^ 1 〇

をみたすものが存在する.（形式的）陰関数定理によって

y =  c-\- ciu...,inVi -''Vn ^C[[yi,.. . ,yn])
丨1，• • •，̂n

を得る.ここで(7[[的，...，?/„]]はぬ，...，yriに関する形式的べき級数環で，証明は係数比

較 に よ る . 八 = ド と し ，/ と す れ ば ，̂ ，...，ム は C 上代数的独立であ 

る.よって

HVi) =  / i  (1 < * < n), (f>(y) = y ( f i , . . . J n)

と定義すれば，もとめるべき同型を得る.

代数的独立な元を得るのならつぎのようにしてもよい.九= eafct - 1 ( 1幺たざn) と
00 +k

定義する.ただし，通常のようにe* =  である• e C ( 1ざんs  n) は Q 上線形独

fe=o 几.
立とする.
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如 ，•..， が互いにことなるならば， (1 <  た<  n) は C 上線形独立であることを 

示す.実際 れ

^  akeakt =  0 (ak E C)
fc=l

とすると，
n

^ 2 a ka 3k =  0 〇 > 〇) 
fc=l

が成立する.よってすベてのafc =  0 がわかる.つぎに，q i，...，awが Q 上線形独立の場 

合を考える.もし，eafc* ( 1 は C 上代数的従属ならば，（il 5...,in ) を多重指標と

して

J 2  ^ , . , ineiiai+--+inan=〇 (a i e C )

を得る.仮定よりiiai +  ... +  “％ はすべてことなるから，これは矛盾である.

1 . 5 微分加群

微分代数の場合に関しては西岡[10,12]を参照されたい.

尺を標数0 の可換体，1/尺を拡大体，从を厶加群とする.ムから於への尺上微分 

とは

D(a +  6) =  Da  +  D6, D(ab) =  aDb +  bDa (a, 6 G L )

をみたすD : L —  M で，尺 上 _ 明なものである.それら全体をDerWZ^ M ) と表す. 

DerK(L，M ) は L 加群になる. M =  L のとき，Der(L/K ) と記す.それは交換子によっ 

て Lie環になる.その双対加群をfiL/K と記し，L の X 上微分加群と称する.加群準同型 

dL/K •• L — Ql/k  が
dx(D) =  D x (x G L )

によって定義される.Dl//c はめv k I  =  {心7尺尤I x € L} によって生成される.

M を1 加群とするとき，任意のZ) eDerK(l ,M) に対して，あるL 上線形写像 

a : ̂ >l /k  ~^ A/ で
D — OL 〇 dr^x

が乙上で成立するものがある.実際M は[上ベクトル空間であるから ， M =  L の場合 

を示せばよい.

〇；(〇;) =  〇j(D ) (to G ̂ Il/k )

がその定義である. ；r e L に対して

^{dL/Kx) = dL/K x{D) = D(x)  (x  E L)
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であるからwell-definedである.

X は差分体，1/尺は差分拡大であるとしよう.変換t から微分加群QL / K はつぎに 

よって，あらたなL 加群になる.

x  ■ uj =  t [x )lj [x  E L)

したがって，つぎの加群準同型T* が得られる.

r*(adL/Kb) =  r(a)dL/Krb (a, b e  L)

たとえば， p e 1/が /  =  =  rp —  p e K をみたすとき

T^dL/K9 = dL/ Krg =  dL/ K{g +  5g) = dL/Kg 

またa = 分_17*分e 1/のとき

r*{g~l dL/Kg) =  {rg)~ldL/K(Tg) =  (ag)~ldL/K(ag) = g~xdLjKg 

が成り立つ.これらの公式はOgawara [18]に有効に用いられている（§2.6).

つぎは初等関数論で重要な役割を果たす事実である.M. Roenlichtの補題として參照 

する.

補 題 ai，•..，otm G iiTを Q 上線形独立とする.もし，rc,的，...，ym € L が

m
dL/K x +  5

i=l

d-L/KVi r
ai—  ----=  0

Vi

をみたすならばcb:= 办 i = =  0 , したがって:r,於，… ， は K 上代数的で 

ある.

1.6 Ore domain

K を差分体とする• T に関する不変元全体をで示す.

F  =  {a  E. K  \ ra  =  a}

積を

ミa =  5a +  T(a)ミ， <5(a), T(a) e jFC

によって，不 定 元 ミ に 閨 す る 形 式 的 和 aぶ ，％ G 尺全体からなる集合尺[幻が結合 

法則と分配法則が成り立つ環になるようにする.すると，5 は微分ではないが，差分T - 1  

と同様の公式をみたす.

5(ab) —  5(a)b +  r(a)Sb
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■ fC[幻をOre domainという.degは通常の多項式環と同様に定義される• Ore domainは 

零因子をもたない（だから，domain).

deg(/^) =  deg/ +  degp

がなりたつ.もし5 =  0 ならX [幻は差分環となる.

尺[ミ]の元/ =  a0《 n + の ^ 1— 1 + … + 知の中心化を

Zf = {ge K[ \̂ | fg = gf}

によって表わす.之/はX [幻の部分環である.

つぎの定理は与えられた微分作用素/に可換な微分作用素は/と代数的閨係をもつと 

いう周知の結果の類似である.一般のOre domain尺旧において考えるため条件が強く 

なっている.定理の証明は，Amitsurの議論そのままだ.だからAmitsurの定理というべ 

きである.

定 理 （Amitsur) F は尺内で代数的に閉じてい ， ^F = { 0 } をみたすと仮定する•このと 

き， は 自 由 加 群 で あ る . そ の 次 元 は n の約数である.そしては可換である. 

証 明 ま ず a € 尺が周期的，すなわち 一 a =  a が成立するとするとa は F 上代数的であ 

るから， a e F そして6a =  0,ミa =  であることに注意しよう.よってF [/] C であ 

る.いま分€ Z/, m =  degpの initialを如とすれば r771"1"71の係数を比較して

a〇rng〇 = g〇rma〇

を得る.したがって，もし， /1 G Z/, deg/i =  m ならば/1 の initial/i〇も同様の関係式を 

みたす.よって，あるc e F で分〇 =  c/i〇となるものが存在する.これよりAmitzurの 

Lemma 2 がいうところのつぎの結果が得られる：次数m 以下のZ/ の元全体はF 上有 

限次元加群である.

M, =  {deg分 | p e Z/ } とし，7T: Z -> Z/nZ を canonical projection とする.M/ は 

和に関して閉じている• ttMj は Z /n Zの部分加群であるから，位数 p|nの cyclic 

submoduleである.7rM/ =  (7rmi,...，丌md} とする.ここでm i= 0 で,mj >  0 は最小 

と す る .（ここでは群論の基礎的事実を使用している.）

汍 € Z/ を 叫 =  deg识 なるものとすれば，それらはF [/]上線形独立である•実際

^1^1 + --- H 9d4>d =  〇, e F [f ]

で，ある知笋 0 としよう.次数を考えればdegp池 = degpjも な る i デ j•が存在する. 

mod n で み れ ば 三 m jとなり矛盾である.

任思のg 6 Z fは
9 =  91<I>1 H--- gd/h， (f>i e F[f ]
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と表すことができることを示そう.degpに関する帰納法によって証明する.deg分= 0 は 

沒€ F を示すから主張は正しい• m == deg分>  0 と仮定する.m e M/ であるから，ある i 

で m 三mj mod n, したがってm =  mj +  nたと表せられる. c € F を

deg(g -  c g i fk) <  m

なるように選ぶ.ここで/は積“〇”の意味での累乗を示す.故に帰納法の仮定によって 

われわれの主張が示される.

ろ•が可換であることを示す• p e Z/ をdeg分がMァをmod n で生成するものとする. 

各 d e g p iは mod n で，ある分のべきの次数と合同である.M/ に属する数は，あ る に  

合同であるから， の各元は有限個を除いてF [/,分]のある元と同じ次数をもつ.除外さ 

れる多項式の次数をiV 以下としよう.すると任意の/1 e に対して，j•を任意の非零正

数とするとき，/ =  %  +  % なる％ e _F [/，p], %  G ろ•， deg %  <  iV が存在する.この 

ような？;ゴ全体はF 上有限次元である•よって/? e 尸[/]， w € jP[/，p]で p/i =  w なるもの 

が存在する.さて0，0  とする.あるp.g e F [/]で 如 ，# € 尸 [ / ，分]なるものが

ある.

(pq)(H) =  W ) ( # )  =  ( # )  W )  =  (pq){̂ <(>)

である.なぜならF [/，分]は可換であるから.よって介0 = 必必すなわち，みは可換で 

ある.

このA m itsurの定理によって，次が得られる.Z/ は可換整域である.その商体を〈之ァ〉 

と書く . F (/)C 〈Z/〉である.上記の0 は 上 d 次代数的である.よって

[(Zf ) : F( f ) }  =  d

を得る.

ここでAmitsm•の結果を紹介したのは5 =  0 の場合が線形差分作用素の議論に他なら 

ないからである.可換な差分作用素が代数的関係をもつことが得られるのである.微分作 

用素で成り立つ事柄が差分作用素でも成り立つという現象をここでも観察することができ 

る.実は，そんなことは冗談なのだが，冗談であることを知るためには結構な経験が必要 

でしよう.

Amitsurはさらに〈み 〉について研究を続けている.そこでは線形作用素の固有値に関 

する考察が行われている•差分ではどのような状況が出現するのか，興味がわくが，読者 

諸氏にその翻訳を委ねよう.もちろん，思ったほどには簡単にいかないかもしれない.
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第2 章

種々の拡大

前章で差分代数における基本的な手段をほぼ説明した.以下では特徴的な差分拡大をいく 

つか紹介する.対応すると思われる微分拡大についてもできるだけ説明するよう心掛けた.

2 . 1 和分

(反 r) を標数0 の差分体，Ck を尺の不変部分体とする.5 =  丁一1 を差分作用素とする. 

/ G X の和分とは，ある差分拡大1/尺の元分で知 = / となるものである.

Schneider [21]にもとづき，Karrの IIS* 拡大にっいて説明する•参考文献は 

Schneiderの文献を参照されたし.

差分拡大尺⑷/尺は，もし t は X 上超越的， ⑴ = CWで，

( 1 )  汾 = 6  (t は X 上 S* 元）

または

( 2 )  竹/力= b G は k 上 n 元）

なる& e /i：x が存在するとき，n s * 拡大という.x ひi … は各 

尺 ひ ら ）（〇S i S n _ i ) が r n r 拡大のとき，n s * 拡大という.こ 

のとき，尺(“，...ん）は n n * 体という.

祝 = /  (アe 允）なる t が 尺 上 s * 元であるためには知= / なるp e x が存在しない 

ことが必要十分である.実際， が存在するとしよう. w =  4 AB， A B e  

i^ ] ，〇4,B) = 1 と表せば

A T(t +  f ) A
B  ベt +  f ) B

〇4T，5 T) = 1 であるから，B は J5T(f +  / ) を割り切る.B の最高次汗の係数は1 として 

よい.すると，係数比較によってBT(i +  /) =  B を得る.5 における尸一1 の係数を6 と 

すると，什 +  n/ =  6 ,したがって分= -6/n とおけば知= / を得る. B = 1 ならば，4
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を考えればよい.逆にタG 尺 で 知 = / なるものが存在すると仮定する.このとき 

t \ C V である.

定 義 IIS* 拡 大 / ^ … ，M)/尺 が （尺上）reducedであるとは，

Sti E K(t\,. . . , ti-i) \ K

となる！:*元らのいづれも任意の分e 尺ひh .-.A - i) に対して

5 { U - g ) i K

をみたすときにいう.

たとえば，各 1 S i ざn に対してrb — らG isTまたはrら/h G K なるとき，ムT(h ,. •.， 

亡„)/_/^はreducedである.

つぎはKarrの構造定理とよばれる.

定 理 L/尺 を reduced IIS* 拡大，/ e 尺とする . L =  … ，ん)，らは

尺(“，...，“_〇 上 S * 元またはn 元で

Tti =  aiU +  f i (ai = 1 または fi =  Q)

と表わされるとする.

S = {i \ 1 < i < n, SU = fi e K}  

とおく.このとき，もし，分e L で知=/が成り立つならば

f  =  Sw +  E Cifi
ies

な る が 存 在 す る • こ れ は 生 成 元 に よ っ て

g = a-\-w+ y CiU (a e CK) 
ies

と表現できる.

証 明 n =  0 なら当然成り立つ.そこでn と1 として帰納法で定理を証明する.

丑=尺(尤1,...，ら_1)とおく/分€ 五(tn), <^ =  / €尺である .もし分 € 五ならば，帰納 

法の仮定より，定理の主張が成り立つ.以下5¢五とする.証明には微分加群を用いる.

[場合1 ] rtn =  antn (an e E )
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ま ず が 〇£；(“)/£；において成立する. T を作用させて 

rdg = drg = dg, r(dtn/tn) = dtn/tn

で あ る か ら =  C V を得る.Rosenlichtの補題によりp e 丑，これは仮定に反する.

[場合2] I  =  / n ( / „  G 五）

まず 办 = CĈ n (C G 五ひn))が成立する.T を作用させて

dg =  r(c)rdtn = r(c)dtn

よりtc =  c G C/c を得る.よってd(分一ぱn) =  0, w = 分一cM 6 五である.を作用さ 

せ れ ば =  / —  c<̂ n € 五となる.reducednessに よ っ て =  /n € i f ， n € <5.そして 

如 = /  —  c/„ e X を得る.帰納法の仮定をwに適用すれば

f  — cfn = w +Y^Cifi (Sf = {i\l < i < n - l , 6 t i e  K})

これより証明が完了する.

定理はS* 元に関する命題である. n の場合でも同様の命題がなりたつと思われる.た 

だし”reduced”とはなにかを明確にする必要がある.

2 . 2 線形差分方程式

尺 を inversive差分体，1/K を差分拡大とする.2/ e L は K 上の線形斉次差分方程式

r ny +  a irn~Ly -----h any =  0

の非自明解とする.このときK 〈2/〉は inversiveである.なぜならば/i を な る 最 大  

数とする.

r h(Tn~ny +  6irn_h_1y +  • • • +  bhy) =  0 {r hbk =  ak)

であるから

r n~hy +  b irn~h~l y H---- 1- bhy =  0

を得る. y は Tfcj/ ( 1ミ fc仝n —  /i) で表わされるから， y e r(K 〈y〉）である.

線形常微分方程式のある一風変わった解に関する定理が文献[5]で証明されている.つ 

ぎはその差分版である.

定理（Harris-Sibuya) ATを inversiveとし，L//T を差分拡大とする• およびその

逆数1/ジはK 上線形斉次微分方程式をみたすと仮定する.このとき，自然数/1で户 y/y 

が尺上代数的とするものが存在する.
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証明尺は代数的閉体であると仮定してよい.証明には1 変数代数関数論でよく使われ 

る手法を用いる[14].まずつぎの事実を証明しよう：

M/X は の 中 間 微 分 拡 大 と し ，尺上代数的または1 変数代数関数体であるとする. 

y € M はその逆数1/ジとともにX 上線形斉次微分方程式を満足すると仮定する.そのと 

き，ある自然数/1でァれリ/ジ€ 尺なるものが存在する.

2/が/上超越的であるときのみ示せばよい.M/JRTは inversiveである./? を M / K の 

任意の素因子とする.すると

vTp {r u) —  iyp(u) (u G M )

によって新たな素因子tP を得る.写像P —  tP は injectiveである.実際， を異 

なる素因子とすると，あ る M で即(む）#レ0 (以）となるものがある.よって 

i/tpCtw) #  i/t<5(tw) となる.さて2/は線形差分方程式

rm y +  airm_1j/H---- h amy =  0, ai e  K ,a m ^ 0

を満足するとしよう.^ジ，. . . ^ ^ - 1?/の極素因子全体からなる集合を 

E  =  {巧，... ， i ^ }で表わす.ァ爪?/の極はS に属するから，rS c  S が成り立つ.したがっ 

てパ尸 = p  (p e  s ) をみたす自然数广 が存在する同様に 仏 Ty, ,丁 m- ly のどの零素

因子もパによって不変とする自然数s の存在がいえる.とくにド5 は y の極も零点も動 

かさない.よってTrsy/y € / i：を得る.

定理の証明に移ろう.2/は上記の方程式をみたすとする.

〇 < j g m - l ] を多項式環とし，変換T をパ队 0 =如によって定義する.队 = 队 〇とし， 

それらはy と同じ方程式をみたすとする.これによってA は差分整域になる.五を4 の 

商体とすれば五/尺は差分拡大で ， M  = 尺〈?/〉と仄上線形無関連である.M 五におい 

て V は

y = y  CiVi (ci e  C m e )

と表示される.M/X の超越次数をr とする.M E/E の超越次数はr に等しい.必要なら 

順序を入れ替えCl,..•，cr が五上代数的独立なるものとする.=  E (Cl,...,。ベ,Ci+1， 

...,cr) とおく. M五/五丨は拡大次数1 の差分拡大と考えられる.すでに得たことから，自 

然数/i iで み ジ / ジ が 疚 上 代 数 的 に な る も の が 存 在 す る . と お け ば ，各 f

に対して
h / ft%n

は 爲 上 代 数 的 で あ る • よ っ て は 五 上 ，したがって尺上代数的である.

Sperberの定理[22]の差分版を考えてみてはどうか.
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2.3 Riccati 方程式

代数的常微分方程式で最も単純なものとしてRiccati方程式があげられる.解の一次分数 

変換によってRiccati方程式はRiccati方程式に移る.差分では一次分数変換そのものが 

不変な形式としてもっとも単純なものと考えられる.常微分の場合と同様，差分Riccati 

は 2 階線形差分方程式の研究に欠かせない.

さて，X を標数0 の差分体とする.？/を不定元として尺(2/)/尺を差分拡大にするには， 

/ € 尺(2 / )を任意にとり=  / と定義すればよい./として1次分数式を採用したもの 

を Riccati方程式という.

丁v =  — ---：, (a, b,c ,d  E K , ad — b c ^  0)cy-\-a

l /X を差分拡大とし，仏 扑 奶 ,奶 e は上記のRiccati方程式を満足すると仮定する. 

このとき，直接計算すれば，複比

[ y , y i ■ y2, y s ] =
(y -  V2) ( y i - V3) 
(y -  V3) { y i - V2)

が invariantであることがわかる.この事実は微分の場合と同様である. 

行列

A  =
d

を用いて，上記Riccati方程式を

r y  =  Ayy)

と略記する.方程式系

の解〇/i ,2/2)T，2/2 /  〇がムに存在すれば，2/ =  2/iA/2 は上記のRiccati方程式をみたす.

たとえばg-Airy方程式

f ( q 2t) +  Qtf{qt) -  f ( t )  =  0 

においてp⑴ = / ( が)//⑴とすれば，Riccati方程式

が得られる.

g(qt)g(t) +  qtg{t) - 1  =  0
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y G L を Ty =  A(y) の解とする.A(2) =  t(乂)乂とおけばr2y = ス⑵(か）となる.ただ 

し，̂ 4 は A の各要素に7•を作用して得られる行列を示す.一般にTn2/ =  4(n)(2/)となる. 

ただし4(n)ニァ ^…ー1)) ^ !である.したがっては严 に関してもRiccati方程式の解で 

ある. y = l /z と置けば， Tz = l /A(l /z) は K 上 Riccati方程式である.もしz =  0 がそ 

の解ならば， y =  ooを始めの方程式の解であるという.すなわちc =  0 の場合に外なら 

ない.

K を inversive差分体， を Riccati拡大，すなわちRiccati方程式の解2/が生 

成する差分拡大で，2/は X 上超越的であると仮定する. L を td L/尺 = 1 なる中間差分 

体，すなわちL/尺は差分拡大で尺(2/)の差分部分体とする.するとL は X 上 Riccati方 

程式の解によって生成される.実際，体論におけるLiirothの定理によりL = 尺レ）なる 

z G 尺(2/) \ K が存在する.尺(2/)は inversiveであるからL もそう.よってz は尺上 

Riccati方程式の解である.

微分の場合にも同様の結果がある.微分体尺上のRiccati方程式は

Dy =  ay2 4- +  c (a, b , c E K )

の形式をもつ.微分拡大仄(2/)/尺の尺と異なる微分部分体は尺上のRiccati拡大であ 

る.Liirothの定理によりjL = 尺 ⑷ な る 2 e _ft：(y) \尺が存在し，D2 e K (z) である. K  

は X (y) において代数的に閉じているから，X (y),瓦は尺上線形無関連であり，したがっ 

て X (2/) n X ⑷ = K ⑷ で あ る .と こ ろ で 没 ）は : ^上 Fuchs拡大であるから，中間体 

X ⑷ /F も Fuchs拡大である（[14]を參照).

D z =  a z2 +  +  7 (a , /3,7 € K )

と書くことができる.すでに述べたように，右辺は尺(2) に属すべきで，その係数はすべて 

K に属する.

尺を代数的閉微分体，l /K を微分拡大で，尺上線形斉次微分方程式の解讥 ，...，yn に 

よ っ て 生 成 さ れ る と す る . で あ る . M を中間微分体で，尺上超越次数 

1 をもつとする.このとき，さらにCW =  CWならばM/X は Riccati拡大である.

証明は概略つぎの通り.l /X が Fuchs拡大であることからM/尺 もそうであることが 

わかる• CM =  CWより，M の種数は1 以下となるが，種数 1 の場合，M は尺上 

Weiersrass拡大で，それは線形的ではあり得ない.

この命題の差分版はまだ明確に記述できる段階にない.同様の結果を得るためには 

periodic elementsに関するなんらかの条件が必要であるようだ.



2.3 Riccati 方程式 31

さらに微分の場合，つぎが成り立つ.

《 尺を代数的閉微分体，X (2/)/Xを Riccati拡大とする.

D y =  ay2 +  by 七  c (a ,b ,c G K )

中間微分体M は/T上 Riccati拡大であった.もしどのa G X も！)〇： =  aa2 +  6a +  c を 

みたすことがなければ，X (2/) =  M が成り立つ.》

証明には1変数代数関数体の理論が必要である（たとえば[14]を參照).つぎの差分版 

の証明と同様であることに注意する.

尺は代数的閉体で inversive差分拡大とし，L/尺 を差分拡大で，簡単のためL =  Z；と 

仮定する.

定 理 ry e L を X 上 Riccati方程式

r y  =  A(y)

の解とし，任意のn に対して，方程式丁、 =  4(n)(y) は 瓦 U {〇〇}に解をもたないと仮定 

する.中間差分体jK"(77) C M C L は inversiveかつ [M : K (ry)] <  +〇〇をみたすと仮定 

する.このときA/ = 尺(r?)である.

証 明 M #  X として矛盾を導く.尺(7/)上M の分岐する素因子全体を$ と記す. M の 

素因子P に対して素因子tP を付値を用いて

vTp (r x )  =  yp {x )  (x G M )

によって定義する.X (r?)の素因子に対しても同様に定義する.すると，制限とt を作用さ 

せることとは交換可能である.P - > r P は双射である.実際，P / Q とする.あるz e 丑 

で 即 ⑷ と 0 でレq〇k) <  0 なるものが存在する. t を作用させれば，

i/tP (t x ) >  0, vtq {t x ) <  0

を得るが，これはrP 一 であることを示す.全射であることはあきらか. 屯なら 

ば，P の分岐指数をe とすると，ある t e 尺 ⑷ で 即 ⑷ = e なるものが存在する. 

z/TP(竹）= e で あ る か ら で あ る . $ は有限集合であるから，ある自然数n と素因 

子 で 丁  =  P なるものが存在する.この主張は，方程式Tny =  4(n)(2/)が 

尺 U{oo} において解をもつことを意味する.これは定理の仮定に反する.

命 題 r/i,%  G L をそれぞれK 上 Riccati方程式
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の 解 と す る .と も に ，iterated equationsは i^ U {oo} に 解 を も た な い と す る •こ の と き ， 

も し 仍 ，772 が ^:上 代 数 的 に 従 属 す る な ら ば ，尺(爪）：= X (i72) である.

なぜならば ， M =  は定理の条件をみたすので，

M  =  K (m ) =  K (m )

で あ る .こ の 命 題 は す こ し 修 正 す れ ば ，一般化できそうである.

2 . 4 付置環型拡大

前 節 で 西 岡 斉 治 [16]の 結 果 に 関 連 し た 事 項 を 紹 介 し た .こ こ で は [16]で 示 さ れ た 2 つの 

定 理 と そ の 応 用 [15]を 紹 介 す る .証 明 は 複 雑 な の で 省 略 す る が ，原論文を参照してもらい 

たい.

差 分 拡 大 L/K はつぎの性質をもつ差分拡大列

K  =  K 〇c  Kx c  ■ ■ ■ C K n- i  c K n =  L

が存在するとき，付 置 環 型 拡 大 と い わ れ る .各 i ( 1 <  i 乞 n) に対してつぎが成立する.

⑴ 私 /欠 ゝ ぺ は 代 数 拡 大 ，または

( 2 )私 ,私 ィ は と も に inversiveで ，私 / 凡 ィ は 1 変数代 数 関 数 体 で あ り ，あ る 】•仝 〇で 

WO c  ( 9 をみたす付置環をもつ.

inversivenessに よ っ て ⑶ の C を等号としてもよい.

さ て [ 上 Riccati方程式

を考える.

とおく.

ry =  A{y), A

b^ \

州 )

定 理 6(〇c(り # 0 ( 1 を 仮 定 す る .も し ，あるたで

rky = Â k\y)

が あ る 付 置 環 型 拡 大 L/尺 の 中 で 解 を も つ な ら ば ，ある/ < 1 で

kiy = Â ki\y)
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が 尺 上 代 数 的 な 解 を も つ .す な わ ち 解 は L の 代 数 閉 包 に お け る 允 の 代 数 的 閉 包 瓦 に 属  

する.

定 理 K を inversive, あるたでわ(fc)c(fc) _  0 , そ し て = 乂 ⑷ (y) が jRT上代数的解を 

有 す る と 仮 定 す る ./を r j  =  4 ( / ) の X 上 超 越 的 解 で あ る と す る .こ の と き 1 =尺 ( / )  

はつぎをみたす.

( 1 )  1/ は inversive である.

(2) L / X は 1 変数代数関数体である.

(3) L/尺 の 付 置 環 0 で rfcO C 0 なるものが存在する.

⑷ L/尺は付置環型拡大である .

こ の 2 定 理 は 微 分 の 場 合 に お け る Riccati方程式に関する事実の類似である.

さて，ii： =  C (a:)， =  と す る •形 式 べ き 級 数 体 C ((a〇)に t を延長しておく. 

Rudin-Shapiro数列はつぎのように与えられる.

2 つの形式的べき級数を

ブ1 = X I a れ’ ， ム= / i ( - ェ)

によって定義する .それらは線形差分方程式

を満足する• /ニ 八 /ム と お け ば

r f  = A(f), A =

が成立する.

Baum-Sweet数列はつぎのように与えられる.

2 つの形式的べき級数を

9i = y^bnxn, g2 = rgi

によって定義する .これらは線形差分方程式
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を満足する.
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K. Mahlerは超越数論の研究において差分方程式によって定義される閨数を考察した. 

そ れ は Mahler関 数 と よ ば れ る .上 記 の /ト ム ，仍 ，ぬ は Mahler閨数の好例である ..

定 理 [15] Mahler関 数 /し ム ，ぬ ，p2 は 任 意 の 付 置 環 型 拡 大 I /尺上代数的に独立である .

2.5 Clairaut 方程式

こ こ で は Kalmkin间 の 結 果 を 紹 介 す る .は じ め に Clairaut型 微 分 方 程 式 に つ い て .微 分  

の場合 ， Raffy [19]がすでに同様の結果を得ている.

n^ 1 (~x)k dh+ky 
h ^  k\ dxh+k

とするとき， （一般化された） Clairaut型代数的微分方程式は

厂(之0,之1，. . . ，Z n — 1 ) = 〇

で 与 え ら れ る .F は み 達 に 関 し て 複 素 数 体 上 n 変 数 既 約 多 項 式 で あ る と す る .こ れ は 识  

達 に 間 し て も X 上既約である.

2/を C (a〇上 P =  0 の一般解としよう.

d ny ^ x - ( - x) ^ 1 dh+ky (~x)k dh+k+1y (-x )n- h- 1 dnV
dx (k — 1)! dxh+ti k\ dxh+k+l (n —  h — 1)\ dxn

であるから，_F(2：〇, ...， = 0 を微分して

v^ 1 ( - x)71̂ - 1 OF  
dxn ^  (n - / i - l ) ! ^ ^ 0,' " ,Zn_1

= 0

よ っ て =  0 , そ し て =  0 を得る .さらに

V =
E X

ず k

である.

差 分 で は 少 し 事 情 が 異 な る .尺 を 差 分 体 ，

K {Y } =  K [Y0l Y i,...], y〇 =  Y, Yk =  r lf t - i(1 <  A：)

を差分多項式環とし，尺 に は

Sx = 1, <5 =  r — 1
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なる元:c が存在すると仮定する . C =  は代数閉体であると仮定する.

に対し

(：)
di a — 1)* • • (<2 —  /c +  1) 

た！ ， G )
に よ っ て 尺 の 元 を 定 義 す る .つ ぎ が 成 り 立 つ .

(：)
a - 1' 

. k

a - 1 '

た一1

さ て n を自然数とし
n—  1

fe=/i

と お く .逆 に 各 沪 Y し た が っ て Ykを之た（0 幺 た ミ n _ 1 ) の線形結合によって表わすこ 

とができ る .と く に ，公式

t ( ：) (
h=0 x v

によって

- x
k —  h d

Y

= 0  (k >  0): 1 ( ん= 0 )

n-l / \

Zk

を 得 る .上 記 の 公 式 は ，任 意 の 自 然 数 m に対して

£〇 ( k —  h ‘

が 成 立 す る こ と か ら 明 ら か .に 閨 し て は

0 ( k >  0 ) , l ( k  =  0)

•X —

k= h ' k ~ h

—x — 1 

0

=  s hY +  ' y

n—1
5hY ^

ノ k~h~\~l

n 1  ̂ x ^ s kY  +

— X  —

k —  h -> { T u ) )，一 " ノパ汴+ ( ニ : 1

X — 1

fc=/i+l
k —  h , vn —  h

6nY

よって

を得る.

SZh =  4>hSnY , e K
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い ま n を自然数，勿 ，… ，〜 ィ を 不 変 元 と し ，そ れ ら が 0 で な い C 上 n 変 数 多 項 式 F

F{z〇,zi , . . . ,zn-i) = 0

をみたすとする.

とするとき， ，...，ル - 〇 e 尺 { ! " }に対して

^(y) =  〇,

が 成 り 立 つ .ま た ，dny =  0 も 成 立 す る .$ ( y) =  0 を Clairaut方程式という .微分のとき  

とことなり，Clairaut方程式の解が俨 ?/ =  0 を満足するとは限らない.

たとえば方程式

y — xSy — (Sv)2 = 0

を 考 え る （cf. Boole [2]，p.15 9 ) . 差分すれば

- (x +  l)S2y -  82(y)T8y -  S(y)52y =  0,

よって

S2(y)(S2y + 25y + a: +  1)=0.

ん = ム ^/)，L をその代数的閉包とし

5(<5 +  2)y +  a; +  1 = 0

に よ っ て 方 程 式 の 解 を L の 中 に 見 出 す .実 際 ，こ の 等 式 に よ っ て Tfcy (fcと 2 ) を定義し， 

差 分 拡 大 K 〈y〉=  X (仏 を 得 る . も ち ろ ん で あ る . こ の 線 形 方 程 式 の 特  

殊 解 と し て y = — lx 2 が得られるが，Clairaut方程式の解として

y =  xSy +  (8y)2 =  - - x 2 +  —

を 得 る .こ れ は 「一般解」y =  c:r +  c2 (Jc =  0 ) に は 属 さ な い .ま た 「一般解」の包絡線に 

もなっていない .この解を一般解というわけにはいかないのである .

2.6 O K H定理

尺 を 標 数 0 の微分体，L//T を微分拡大， を X の定数体とする . C は代数閉体と仮定 

する.
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Ostrowskiの 定 理 と Kolchinの定理は微分体での成果であるが，Hardouinがガンマ一 

関 数 に 関 す る H61derの 定 理 を 差 分 Galois理論に基づいた証明を得るため，差分化したも 

の で あ る .小 川 原 [18]は .微 分 加 群 を 使 う こ と に よ っ て 簡 単 な 証 明 を 与 え た .こ こ で は ， 

彼の差分代数的議論を微分のものに変換して，Ostrowski-Kolchin-Hardouinの 定 理 （微 

分版）を証明しよう.

疋 理  ，.. .，尤饥 ， ， ..•， G >£/ は

Dxi = UiXi, Dyj = Vj, Ui, Vj e K (1 < i < m , 1 < j < n)

を み た す と 仮 定 す る .も し ，れ ，...，:rm，仍 ，...，2M e が X (7L 上代数的に従属するなら 

ば，っ ぎ の （1 ) ま た は （2)が成立する.

( 1 ) ( 0 )ー ⑷  €  Zm , re €  で

D x =  X ̂ 2, ̂ iui

なるものが存在する.

⑶ （0 ) バ ホ C '  2/ e K で

DV =  Y^ livi
i=l

なるものが存在する.

証 明 体 拡 大 L と し て 尺 上 有 限 生 成 と し て よ い . こ の と き も C7 上有限生成である. 

定理の証明のために，ま ず が ATCl 上代数的従属であると仮定する . m を最小 

にとる . このとき， において

m
>  "aidxi/xi =  0 (ai e L)
i=l

が な り た つ .こ こ で am = 1 である ./:D を作用させて

m— 1

D (ai)dxi/xi =  0,

i=l

m の 最 小 性 よ り 叫 e CL を 得 る .Cl,...,cr G CL を Q 上線形独立なものとし，整 数 ny 

を 用 い て 叫 = 几 り ら と 表 す こ と が で き る . あ る 叫 : /• は 〇でない .これによって

m r m r m
0 =  ^ 2  〇ddxi/Xi =  ^  Cj ̂  riijdxi/xi =  ^  Cjdzj/z j, Zj =  JT x^Z3
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を 得 る . ら は Q 上 線 形 独 立 で あ る か ら 各 勺 は 尺 (7L 上代数的である.のろ _ = ら• 5]>り 识  

に 注 意 .周 知 の よ う に ，こ の と き 2 e 尺 (7L , (fci) e Zm で

D z  — 之〉 : ( ^ i ) ^  〇

なるものが存在する.

つぎに;n ,… ，:rm は 尺 CL 上代数的独立で，A ，… ， ，ぬ ，… ，yn は 尺 CL 上代数的 

従属であると仮定する . n を 最 小にとる . このとき， において

CLidxi/xi +  bhdyh =  0

/l=l

が 成 立 す る .た だ し ，心 = 1 と す る . を 作 用 さ せ れ ば

m n— 1

〉 : D (ai)dxi/xi +  ^  D (bh)dyh =  0

i=l h=l

を 得 る .よ っ て ， _Daj = の、 = 0 す な わ ち G を得る .前述のように

ci,… ，cr €  を Q 上線形独立なものとし， =  5 ^ = 1 れ勿ら, nij e Z と表せば，上式は

r n m

53 CjdZj 1 Zj 十 ^53 bhl/h =  Zj = Xi 3 
j=l h— 1 i=l

と な る . 故 に / : 抓 は 上 代 数 的 で あ る . / は

D f  =  Y ,bh y h e K C L
h~l

を み た す .周 知 の よ う に w； e K C l で

D w =  ̂ 2  h v h
h=l

なるものが存在する.

CL は C 上有限生成であるから，形 式 べ キ 級 数 体 C (⑷ )，汉 = 0に 埋 め 込 む こ と が 出  

来 る .し た が っ て X C L c 尺 (⑴ ）と み な す .実 際 ，K ，CL は C 上線形無関連であるから, 

このことは保証される.

D z =  z ^ kiUi

において,
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を 代 入 す れ ば :r =  ap に対して

Dx =  x 芝^ kiUi
i=l

が 成 立 す る .こ れ で （1 ) を得た.

(2 ) に つ い て は つ ぎ の 通 り . 上 述 か ら で

71

Dw = bhvh 
h=l

な る も の が 存 在 す る . = l である . w e 尺 (⑴ ） ， k  e ⑴ ）であるから

W = bh = y^j !3hutu

と表すことができる./^ 0  =  1 である . y =  0；〇とすると

n

Dy =  y ^ (3h〇vh
h=l

を得る.これで定理の証明を終える.

差 分 版 を 証 明 ぬ き で 引 用 す る .尺 を 差 分 体 ，L/尺 を 差 分 拡 大 ，（7 =  CWを 尺 の 不 変 部  

分体とする. C は代数閉体と仮定する.

O-IC-H 疋理 ，•. •，x饥 ，2/i，...，ジれ 6 X/ は

TXi =  UiXi, ryj =  yj + vj: u“ Vj e K  ( l < i  < m , 1 < j  < n)

を み た す と 仮 定 す る .も し ，：n ,... ,xm，ぬ ， . . . ， e L が X 上代数的に従属するならば, 

つ ぎ の （1 ) ま た は （2 ) が成立する.

( 1 )  (0) #  (ん）€  Zm , x €  K  で

T X  =  X

なるものが存在する.

(2) ( 0 )作 ） e C '  2/ e K  で

丁y =  y +  l  (HVi
i

なるものが存在する.
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2.7 Poinca#  の定理

尺 を 代 数 閉 体 ，只 /尺 を 一 変 数 代 数 関 数 体 ， T e Aut ( 用 で = 尺 な る も の と す る . 素  

因 子 P に対して，素 因 子 T P をつぎによって定義する.

uTp {r x ) =  uP (x )

P TjP は 双 射 で あ る （第 2 . 2節定理の証明を参照).

任 意 の 因 子 =  に 対 し て と 定 義 す る . A が正因子なら

ば 7V Iも 正 因 子 で あ る .ま た :r e 1U こ対して r〇r) =  (rx) で あ る .実 際  

(x) =  D P 即 ⑷ / 5 であるから

t (x) =  ^  vp{x ) r P  =  vTp {r x ) r P  =  (rrr)
P tP

各 因 子 A に 対 し て が 成 立 す る . 実 際 ，（x) +  A 仝 0 とすると 

(tx) +  t̂ 2 〇 で あ る か ら tL(A) c L (r4 ) を 得 る . 1 を考えれば逆の包含関係を 

得る.

定 理 尺 を 差 分 体 ，只 / 尺 を 1 変数代数閨数体で，inversive差分拡大とする .このときも  

し 只 /尺 の 種 数 P が 2 以 上 ならば，只は周期元によって生成される .

証 明 t は Weierstrass点 全 体 の 置 換 を 与 え る .よ っ て あ る r で rr は す べ て の W点を 

不動にする . P を'Weierstrass点で，n ざ p を dim I/(n_P) =  2 な る も の と す る .1，2 を 

L(nP) の X -基 底 と す る .T k e L (nP) よ り パ 之 = 似 +  6 と な る a，6 e K ，a # 0 が存 

在 す る .Q を P と異なる'Weierstrass点とすると，あ る a e K で —  a) > 0 とな 

る .Q iを 第 3 の Weierstrass点とし，レ (z —  〇；!) >  0  (a i e K ) としよう. a；_ a：i とと 

る こ と が で き る .な ぜ な ら [i? :尺(2 )] = n であるから， — a) >  0 と な る 点 は  

高 々 p 個 し か な い .一 方 Weierstrass点 の 個 数 は 少 な く と も 2p +  2 個 で あ る .よ っ て 残  

り分+ 1 個 以 上 の 点 か ら 所 要 の Weierstrass点を採用することができる . Tr〇! =  aQ： +  6, 

パ〇：1 = a a i +  6 が 成 立 す る .そ こ で

z —  a
u = -------

a i —  a

と お け ば rrw =  w を 得 る .n と互いに素な，あ る 整 数 m で，dimjL((m — 1)jP) く 

出1111/(771户 ）な る も の が あ る .そ こ で |；€ 1 ^ 1 / ?) \ 1 /((爪一 1)/5)を と れ ば ，丑 = 欠 ( 1 ^ )  

で あ る . パ は P の 位 相 に 関 し て 連 続 で あ る こ と に 注 意 し よ う .素 元 レ を む ニ ら 71なる 

よ う に と る .パ 乜 =む よ り 1 ^ ( ( ^ ?) ) に お い て 7 ^ /5 =  ^ ^ 71 = 1 を 得 る . す る と  

ニ レ で あ る . び = パ n とすれば， = レ で ，？；は 上 線 形 斉 次 方 程 式

F (v) =  akv +  aicrk~1v +  • • • +  =  0
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をみたす . v e 尺((ら)）を ^ > に関して展開する.

〇〇

v =  ^ 2  ^it%p
i=—rn

各 係 数 A は F (A ) =  0 を み た す .そ こ で V =  {a： €  K 丨F (:r) =  0 } とおけば，これは 

M = レ € 尺 |び :r =  rr} 上 線 形 空 間 で ,そ の 次 元 d は た を 超 え な い . V の M-上基底を 

7 i，...，7d とすると，
d

v =  WiJi
i=l

な る 表 示 を 得 る .こ こ で 咐 €  M ((ip) ) ,ぴ 叫 = 斯 で あ る . 斯 は び J7 i(〇幺もJ <  °0お 

よ び ぴ ー （0 <  c〇 に よ っ て 表 わ さ れ る .よ っ て 邶 G 丑 で あ る こ と が わ か り ，

只 = /C M が結論される.

定 理 は _R/K が quasi-inversiveで あ っ て も 成 立 す る .実 際 ，こ の と き Hurwitzの公式 

よ り inversiveになるからである.
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