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independent vectors of log-output vectors. Singular values of log-softmax

drop at 402, and it indicates the softmax bottleneck occurs on these

datasets. On the other hand, singular values of other functions decrease

smoothly. It indicates that the number of linearly independent log-output

vectors of these functions are larger than 402. . . . . . . . . . . . . . . . 75





ix

表目次

1.1 Notation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 Important abbreviations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3.1 Dataset statistics. The 2nd-4th columns are number of tokens of each

dataset. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2 Comparison of success rates on language modeling. Top: PTB, bottom:

WT2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.3 Comparison of success rates on music data modeling. . . . . . . . . . . . 44

3.4 Comparison of perplexities on language modeling. Top: PTB, bottom:

WT2. Valid. and perp. denote validation and perplexity, respectively. . . 45

3.5 Comparison of negative log-likelihood on music data modeling. Valid. and

NLL denote validation and negative log-likelihood, respectively. . . . . . 45

3.6 Computation time for language modeling on PTB (delta 0.2, threshold 5) 48

4.1 Perplexities of language models on PTB. Valid means validation, and w/o

finetune means the results before finetune. dynamic eval. means dynamic

evaluation [5]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.2 Perplexities of language models on WT2. Valid means validation, and w/o

finetune means the results before finetune. dynamic eval. means dynamic

evaluation [5]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.3 Numbers of linearly independent vectors of log-outputs (The rank of Â). 74
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1

第 1章

序論

本論文は

• 時系列のための深層学習モデル gated recurrent unit（GRU）の学習の安定化

• Softmaxの表現能力に関する解析と，高い表現力を持つ出力関数の提案

を目的とした研究成果をまとめたものである．

1.1 背景

通信機器やセンサのコモディティ化とこれらのデバイスの通信規格の標準化を背景に，

internet of things（IoT）市場が活性化している．IoTによって非常に多くのデバイスがイン

ターネットにつながる．インターネットと接続されるデバイスの数は，2013 年時点で約 158

億個，2020年には 530億個まで増大すると推定されている．このように非常に多くのデバイ

スがインターネットに接続されると，音声や動画像，センサデータといった多量のデータが流

通する．このように市場に流通するデータは複数の特徴量を持った高次元データであり，前後

関係を持つような時系列データであることが期待される．そのため，こうした高次元で時系列

のビッグデータに対する分析技術を適用したサービス創出が期待される．

近年，ビッグデータ分析技術の中で注目されている技術が深層学習（deep learning）であ

る．深層学習は画像や音声認識，自然言語処理において人を超える，または人と近い精度を達

成できるとして注目を集めている [6–9]．すでに画像検索や音声検索，機械翻訳などで深層学

習は実用化されている．

今後の IoT 市場において重要となる時系列データを扱う深層学習のモデルは recurrent

neural network（RNN）である [10]．RNNはニューラルネットワークのノードの出力を次の

時刻のノードの入力とすることで，過去の状態を記憶するニューラルネットワークであり，時

系列データの解析に適している．そのため RNNは音声認識や自然言語処理，センサデータの
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解析などに用いられるが [9, 11, 12]，過去の情報を使用しないフィードフォワード型のニュー

ラルネットワークより学習が難しい．またニューラルネットワークは多くの非線形変換，線形

変換を行うため，モデルの挙動がブラックボックスであり，学習する際には多数のパラメータ

を試行錯誤的にチューニングして使用しなければならない．そのためデータ解析者の経験や勘

を必要としており，データ解析者不足が深層学習を使ったサービス創出の問題の一つとなって

いる．さらに深層学習のモデルは多数のパラメータを持っており，このパラメータ数が学習や

推論に必要な計算量を増大させる．そのため，この計算コストがサービスの開発や展開に大き

な障害となる．

1.2 本論文の位置づけと目的

本論文ではニューラルネットワークを使用する際に必要な経験や勘を削減し，計算コストを

増やすことなく高精度な深層学習を，より使用しやすくするような技術の確立を目的とする．

まず，時系列データの解析に用いられる RNNについて，学習の難しさを解決する技術を提

案する．RNNの学習には，主に back propagation through time（BPTT）が用いられるが，

BPTTを利用した RNNの学習は，勾配消失や勾配爆発という現象により困難である [13, 14]．

勾配消失は過去の情報が長期に渡って依存するような時系列データの学習の精度を悪化させ

る．この問題は long short-term memory（LSTM）や，LSTMを簡素化した gated recurrent

unit（GRU）というモデル構造によって軽減されている [15, 16]．一方，勾配爆発は学習中に

勾配が非常に大きな値をとり学習を破綻させてしまう問題であり，勾配クリッピングと呼ばれ

るヒューリスティックな方法で回避される [13]．しかし勾配クリッピングは試行錯誤的にパラ

メータをチューニングする必要があり，経験と勘を必要とする．そこで本論文では，勾配消失

を解決するモデル GRUの挙動を解析することで勾配爆発の原因を調査し，GRUの勾配爆発

を回避し，学習を安定化する技術を確立する．

次に，深層学習を使った離散分布に従うデータのモデリングに対して，深層学習の出力関数

の解析を通して，モデルの出力の数とモデルの持つ状態の数の関係の一部を明らかにする．深

層学習を使ったクラス分類や言語モデルなどの離散確率を扱う多くのタスクにおいて，ニュー

ラルネットワークの出力に用いられる活性化関数は softmax である [9, 11, 16–20]．しかし

[21]で softmaxが離散分布の取りうる値の数が大きいようなデータ（例えば語彙数の大きな言

語データ）を深層学習によってモデリングする際の精度のボトルネックとなりうることが示さ

れた（これは softmax bottleneckと呼ばれる）．本論文では，softmax bottleneckを softmax

の対数の値域を解析することで再解釈し，データの高精度なモデリングに望ましい出力関数の

特性を提示する．これにより，softmaxに代わる新たな出力関数 sigsoftmaxを提案する．既

存技術では softmax bottleneck の解消に，試行錯誤の必要な調整パラメータや追加パラメー

タによる追加の計算量が必要であったが，sigsoftmax は試行錯誤と計算量を増やすことなく
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Chapter 1

Introduction

Chapter 2

Background

Chapter 3

Preventing gradient 
exploding in GRU

Chapter 4

Investigation of 
representation capacity 

of softmax

Chapter 5

Conclusions

Fig. 1.1 Overview of this thesis.

解消できる．

以上の技術により，言語モデルのような取りうる値の数が大きな時系列データの解析におい

て，試行錯誤を低減し高精度なモデリングを達成する．

1.3 本論文の構成

本論文の構成を Fig. 1.1に示す．

第 2 章では，本論文の背景となる深層学習の基礎技術を紹介し，関連研究について概説す

る．第 3章では，深層学習の中で RNNの一つである GRUについてそのダイナミクスを解析

し，GRUの学習を安定化するための勾配爆発を抑制する学習方法について説明する．前節で

述べた通り，勾配爆発によって GRUの学習は失敗してしまう．この勾配爆発は GRUの状態

の振る舞いが変化する点で生じるため，そのダイナミクスを解析し，振る舞いの変化点を導出

する．次に，その点を回避する学習方法とその計算量を削減する方法を提案し，実験によって

評価する．第 4章では，深層学習を使って離散分布をモデリングする際に必要な出力関数の特
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性について解析する．既存の出力関数は，出力の取りうる値の数に対して状態数が少ないとき

に真の確率分布を表現できないことが示されている．しかし，その原因は明らかではなく，こ

れを改善する出力関数は提案されていなかった．本論文の解析によって既存の活性化関数は，

指数関数で構成されているため上記のような限界があることが明らかとなる．そして，その解

消法として指数関数とシグモイド関数（sigmoid）で構成される活性化関数を提案する．提案

した活性化関数と複数の活性化関数を実験的に評価し，提案法の有効性を示す．最後に，第 5

章では，本論文の結論をまとめる．

本論文で用いる記号を Table 1.1にまとめる．また，本論文で用いる略記を Table 1.2にま

とめる．
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Table 1.1 Notation.

Notation Description

(x,y) Data points: x is usually input, and y is output

h State vector of recurrent neural networks

θ Parameter vector

W Weight matrix

f(·) Activation function

C Loss function

σi i-th largest singular value

sigm Sigmoid function

Table 1.2 Important abbreviations.

Abbreviation Full name

DNN Deep neural network

RNN Recurrent neural network

GRU Gated recurrent unit

BPTT Back propagation through time

SGD Stochastic gradient descent

ReLU Rectified linear unit

MoS Mixture of softmax

MoSS Mixture of sigsoftmax

SVD Singular value decomposition
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第 2章

研究背景

2.1 深層学習の基礎

データ解析の多数のアプリケーションで深層学習が用いられている．例えば深層学習に注目

を集めるきっかけとなった画像認識 [19, 22, 23]や機械翻訳 [20, 24]，音声認識 [9, 25]などで，

深層学習の精度の高さを発揮している．深層学習のモデルである深層ニューラルネットワーク

（deep neural networks: DNN）とはニューラルネットワークを複数層重ねた数理モデルであ

る．各層の計算は

xl+1 = fl(Wlxl + bl) (2.1)

である．ただし，l 層の入力を xl ∈ Rdl×1，出力を xl+1 ∈ Rdl+1×1 とした．fl は活性化関数

と呼ばれる非線形変換である．Wl ∈ Rdl+1×dl と bl ∈ Rdl+1×1 は学習によって最適化される

重み行列とバイアスと呼ばれるパラメータである．この線形変換と非線形変換の組み合わせを

L回行って最終的な出力 y = fL(xL)を生成する．入力 x0 から順に各層の変換を計算して出

力 y を計算することを順伝播（forward propagation）と呼ぶ．この計算を続けて行う深層学

習のモデルを Fig. 2.1に示す．Fig. 2.1(a)に示すように 1層毎の計算を長方形と矢印で表現

し，これを 4層（L = 4）積んだモデルが Fig. 2.1(b)である．モデルの構造はタスクによって

異なり，例えば画像認識においては畳み込みニューラルネットワーク（convolutional neural

network: CNN）と呼ばれる特殊な重みの構造が用いられ，時系列データのモデリングでは後

述する recurrent neural network（RNN）がよく用いられる．

2.1.1 DNNの活性化関数

ニューラルネットワークで活性化関数としてよく用いられる非線形関数を紹介する．

式 (2.1)において活性化関数 fl を恒等写像とし，線形変換のみによって構成されたニューラル

ネットワークは線形分離不可能なデータを表現できない．非線形関数を用いることでニューラ
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(a) One-layer neural network. (b) Multi-layer neural net-

work.

Fig. 2.1 Illustration of deep neural networks. Each box corresponds to one layer,

i.e., a linear transformation and a nonlinear activation function. x∗ is input, and y

is output. W∗ and b∗ are weight matrices and biases, respectively. f: is activation

function.

ルネットワークは万能近似能力を持ち，任意の関数を任意の精度で表現できるようになる．主

な活性化関数とその導関数を Fig. 2.2 に示す．図の上段は活性化関数の入力 xに対する出力

を，下段は入力 xに対する導関数の出力を示しており，左から rectified linear unit (ReLU)，

sigmoid，tanh，そして softplusである．それぞれについて以下で説明する．

(a) Rectified linear unit (ReLU) [26]

ReLUは

f(x) = max(x, 0) (2.2)

である．これはランプ関数とも呼ばれる．入力が負のときは 0，正の入力に対しては恒等写像

となる．これにより，原点以外における，その微分が

df(x)

dx
=

{
1, if x > 0

0, if x < 0
(2.3)
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(d) Softplus

Fig. 2.2 Activation functions (top) and their derivatives (bottom).

となり，正の入力に対して微分が常に 1になる．これにより後述する勾配計算において勾配の

過度な増大や減少を抑えることができる．ReLUは x = 0で微分不可能となるが，深層学習で

は一般に df(x)/dx ≈ 0として計算する．ReLUの原点における劣微分は ∂f(0) = [0, 1]なの

で 0 ∈ ∂f(0) は f の劣勾配である．なおフィードフォワード型のニューラルネットワークと

比べ，RNNでは ReLUを使用することが少ない．

(b) Sigmoid

Sigmoidは

f(x) = sigm(x) =
1

1 + exp(−x)
(2.4)

である．Sigmoidの微分は 1以下の小さな値となり勾配を小さくするため，フィードフォワー

ド型の DNNではあまり用いられないが，RNNではよく用いられる．

(c) Hyperbolic tangent

tanhは

f(x) = tanh(x) =
exp(x)− exp(−x)

exp(x) + exp(−x)
(2.5)

である．これも sigmoidと同様にフィードフォワード型の DNNではあまり用いられないが，

RNNではよく用いられる．
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(d) Softplus

Softplusは

f(x) = log(1 + exp(x)) (2.6)

である．これは limx→+∞ f(x)/x = 1，limx→−∞ f(x) = 0 となり，ReLU を滑らかな関数

で近似したものとみなすことができる．その他に ReLU の亜種として leaky ReLU[27] や

PReLU[28]などの活性化関数が提案されているが，本論文では使用しないため割愛する．

2.1.2 深層学習の学習方法

深層学習の教師あり学習について説明する．教師あり学習では，事前に教師データと呼ばれ

るデータをモデルに学習させ，学習済みモデルを用いてクラス分類や言語モデルといった推論

を行う．深層学習の教師あり学習とは目的関数を Je とすると，一般に次の最適化によってパ

ラメータを求めることである．

min
θ

Je = min
θ

1

N

N∑
j=1

C(x(j),y(j);θ). (2.7)

ただし，θはW などのモデルのすべてのパラメータを並べたベクトルであり，x(j) と y(j) は

それぞれ j 番目の教師データの入力と出力である． C(x(j),y(j);θ)は後述する負の対数尤度

などの損失関数であり，N はデータ数である．

データ数 N が非常に大きな大規模データを扱う深層学習において，式 (2.7)の最適化は確

率的勾配降下法（stochastic gradient descent: SGD）によって解かれる．SGDはランダムに

サンプリングされたミニバッチと呼ばれるデータの集合に対する勾配の平均にしたがってパラ

メータを反復更新する．τ 回目のパラメータ更新は

θ(τ) = θ(τ−1) − η∇θ
1

|Dτ |
∑

(x(j),y(j))∈Dτ

C(j)， (2.8)

で与えられる．ただし，Dτ はランダムにサンプリングされたミニバッチで |Dτ | はそのサイ
ズを表し，η は SGDの学習率，C(j) = C(x(j),y(j);θ)である．ミニバッチのサンプリングは

一般にデータ全体を選ぶまで重複しないようにサンプリングされる．このミニバッチ 1つに対

する勾配更新を 1反復，ミニバッチとしてデータ点がすべて一度ずつ更新に使用されることを

1エポックと数えて，事前に決めたエポック数か停止条件を満たすまで学習させるのが DNN

を使った一般的な学習である．

勾配の計算は微分の連鎖律によって各層の微分の積をとることで行われるが，この計算は

ニューラルネットワークでは逆誤差伝搬（back propagation）と呼ばれる．例えば，l 層のパ
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ラメータ（l = 1, . . . , L）を θl とし，状態を xl = fl−1(xl−1,θl−1)，損失関数を C とする．

このとき θl に関する C の勾配は

∇θl
C =

∂C

∂xL

∂xL

∂xL−1

∂xL−1

∂xL−2
. . .

∂xl+2

∂xl+1

∂xl+1

∂θl
=

∂C

∂xL

L−1∏
i=l+1

∂xi+1

∂xi

∂xl+1

∂θl
(2.9)

となる．なお xl+1 = fl(Wlxl + bl)とすると，
∂xl+1

∂xl
は

∂xl+1

∂xl
=

∂fl(Wlxl + bl)

∂xl
= DlWl (2.10)

となる．ただし，

Dl =



[f ′
l (Wlxl + bl)]1 0 · · · 0

0 [f ′
l (Wlxl + bl)]2 0 · · ·

...
...

. . .

0
0 · · · 0 [f ′

l (Wlxl + bl)]dl+1

 (2.11)

であり，f ′(·)は f(·)の導関数である．よって，式 (2.9)は

∇θl
C =

∂C

∂xL

(
L−1∏
i=l+1

DiWi

)
∂xl+1

∂θl
(2.12)

となる．この計算を Fig. 2.3に示した．図のように，まず x0 から y まで順伝播で出力を計算

したのち，それらの微分を逆方向に計算して積をとっていく．式 (2.12)のように，勾配計算

は活性化関数の導関数と重み行列の複数の積からなるため，これらの値が DNNの学習におい

て重要である．

深層学習において，式 (2.7)の最適化の目的関数 Je は一般に非凸関数である．そのため，大

域的な最適解を得ることは困難であり，SGDは局所最適解か鞍点などで停止すると考えられ

ている．よって，深層学習では一般に最適性条件を満たす解を求めることはせずに，後述する

early stoppingや固定の反復数を実施することなどを停止条件としている．このようなヒュー

リスティックな学習方法であっても，深層学習は高性能を示すことが経験的に知られており，

これに関してどの局所解も性能が高いとする研究 [29]や，過剰にパラメータがあるときに大域

的な最適解に SGDが収束する [30]などの研究が進められている．

2.1.3 汎化性能と過学習

深層学習を含む機械学習の学習の目的は，確率分布 pD に従うデータ x,y，損失関数 C に

対して，以下の目的関数 Jg

Jg = EpD
[C(x,y,θ)] (2.13)
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Fig. 2.3 Illustration of back propagation. Blue arrows correspond to back propaga-

tion, and black arrows correspond to forward propagation. In back propagation, a

derivative of each layer is computed and propagated from output to input.

を最小化するモデルのパラメータ θ を求めることである．式 (2.13) の目的関数 Jg は汎化誤

差と呼ばれる．EpD
はデータの母集団に対する期待値をとる演算であるが，実際には母集団

の確率分布 pD は得られない．そこで，前述のとおり，用意した N 個の標本（training data）

(x(j),y(j))に対してサンプル平均をとった目的関数

Je =
1

N

N∑
j=1

C(x(j),y(j);θ) (2.14)

の最小化を行う．式 (2.14)の目的関数 Jeは訓練誤差と呼ばれる．しかし式 (2.13)と式 (2.14)

の違いから，有限個の training data に対する式 (2.14)の最小化，は式 (2.13)の損失関数を

増大させる可能性がある．すると，training data を学習したモデルを使って，新しく pD か

らサンプルされたデータに対して推論を行うと誤差が大きくなる．このような現象は過学習

（overfitting）と呼ばれ，特に自由度の高いモデルほど training dataに過学習し汎化誤差が大

きくなる．深層学習のモデルは一般に数百万個以上のパラメータを持つ自由度の高いモデルで

あるため，過学習しやすく，これを防ぐために次のような技術が提案されている．

(a) Dropout

汎化性能を上げるためにニューラルネットワークによく用いられる技術が dropoutである．

これはニューラルネットワークの出力を確率的に選定する技術である [31]．入力を x とする
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と，dropoutは

f(x) = q ⊙ x (2.15)

である．ただし，q の各要素 qi は

qi ∼ Bernoulli(p) (2.16)

である [32]．また，⊙は要素ごとの積で，Bernoulli(p)は確率 pで 1を，確率 1− pで 0をと

るベルヌーイ分布である（0 ≤ p ≤ 1）．p は事前に設定する．確率 p で次の層へニューラル

ネットの入力を伝達し，確率 1− pで出力を 0として入力を伝達させない．このようにして学

習したモデルを用いて推論を行う際にはすべての入力に pを乗じて

f(x) = px (2.17)

とし期待値計算としてすべての入力を伝達させる．ただし，DNNのフレームワークによって

は学習時に dropoutの入力を 1/pxとすることで，推論時には f(x) = p/px = xとする実装

上の工夫がなされている．

(b) 重み減衰

汎化誤差を小さくする方法の 1つとして重み減衰（weight decay）もよく用いられる．これ

は L2 正則化とも呼ばれ，パラメータを求める最適化の目的関数を

Jw =
1

N

N∑
j=1

C(x(j),y(j);θ) +
ν

2
||θ||22 (2.18)

とする．第 2項を正則化項と呼び，ここで ν は正則化の重みを決める係数で，|| · ||2 は L2 ノ

ルムである．Jw の θ に関する勾配を計算すると，

∇θ

 1

N

N∑
j=1

C(x(j),y(j);θ) +
ν

2
||θ||22

 = ∇θ
1

N

N∑
j=1

C(x(j),y(j);θ) + νθ (2.19)

となり，パラメータの更新ではパラメータの大きさに ν を乗じたものを減算するような更新と

なり，パラメータが小さな値に制約される．パラメータの探索空間が小さく制約されることに

より，過学習が抑えられて汎化誤差が小さく抑えられる．正則化項としては他に L1 ノルムを

用いた L1 正則化があり，これはスパースな解が得られることから，モデルの軽量化などの目

的で用いられる．
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(c) ハイパーパラメータチューニングについて

深層学習をはじめとして機械学習のモデルやアルゴリズムには，多数のハイパーパラメータ

が存在する．ハイパーパラメータとは学習によって最適化される他のパラメータの分布に影響

を与え，試行錯誤的に調整しなければならないパラメータを指す [33]．例えば深層学習におい

ては，ニューラルネットワークのユニット数（隠れベクトルの長さ）や層の数，上記の dropout

や正則化項の重み ν などを試行錯誤的に決定しなければならない．この試行錯誤を行うため

の指標が必要であるが，学習データの損失を小さくするように調整すると，前述のとおり過学

習してしまい，実際の未知データに合わない汎化性能の低いモデルとなる．過学習を避け，汎

化性能が向上するよう調整するためには，学習に使用するデータ以外のデータに対して評価す

る必要がある．そこで用いられるデータに検証用のデータが用意されていることがあり，それ

を validation data と呼び，それに対する損失を validation loss と呼ぶ．ただし，validation

dataに対して過学習することも考えられるため最終的なモデルの評価にはパラメータチュー

ニングにも使用しない test dataが使用される．

この validation lossを用いた汎化性能向上の方法として early stoppingが提案されている．

これは学習の途中で過学習を起こして validation loss が上昇する場合に validation loss が最

も低かったモデルを使用する方法である．

2.1.4 学習アルゴリズム

深層学習の基本的な学習のアルゴリズムの擬似コードを Algorithm 2.1 に示し，その擬

似コードについて説明する．まず，重み行列やバイアスなどのパラメータを初期化する

（Algorithm 2.1内の line 1）．この初期化では，一般に乱数で生成した値を使用し，その乱数

の設定方法には [34] や [35] などで提案された方法が用いられる．ただし，RNN では状態の

遷移に関わる行列の初期化として直交行列を用いる方法が提案されている [16, 36]．次に，各

エポックにおいて，重複がないようにデータからミニバッチをサンプルする（line 4）．そして

ミニバッチに対する損失関数のパラメータに関する勾配を計算して，パラメータの更新を行う

（line 5）．最後に，事前に設定した全エポック数 E が実行されるか，validation lossが上昇す

るなどの停止条件が満たされたら学習を終了する（line 7, 8）．ハイパーパラメータチューニ

ングを行う際にはこれを複数のパラメータ設定でそれぞれ実行し，最終的な validation lossが

最も良いモデルを選択する．
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Algorithm 2.1: Training of deep neural networks

1: Initialize parameters θ

2: for epoch ∈ 1, . . . ,E do

3: for τ ∈ 1, . . . , N/|D| do
4: Sample a minibatch Dτ

5: θ(τ) = θ(τ−1) − η∇θ
1

|Dτ |
∑

(x(j),y(j))∈Dτ
C(θ,x(j),y(j))

6: end for

7: if θ satisfies the stop condition then

8: Return θ

9: end if

10: end for

Fig. 2.4 Illustration of a one-layer RNN. State transition is represented by right

arrows. At each time step, an input data point and previous state is applied into an

RNN, and current state is computed by using them.

2.2 Recurrent neural network

RNNは出力を次の時刻のノードの入力とするようなニューラルネットワークであり，これ

により過去の状態を記憶し，前後関係に依存のある時系列データのモデリングに適した構造で

ある．単純な RNNの状態更新は，時刻 tの状態を ht ∈ Rn×1 とすると

ht = f(Wxxt + Whht−1 + b) (2.20)

と表現される．ただし，W∗は入力と状態それぞれに対する重み行列で f は活性化関数である．

1時刻前の状態 ht−1 が入力されることで，時系列データの前後関係の依存関係を表現するこ

とができる．RNNの状態遷移を Fig. 2.4に示す．この図のように，RNNは各時刻の状態遷移

を左から右へ展開して表現される．RNNの学習においても，フィードフォワード型のニュー
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Fig. 2.5 Illustration of back propagation through time.　 Blue arrows correspond to

back propagation, and black arrows correspond to forward propagation. In BPTT,

a derivative of each time step is computed and propagated from output to input and

from the current state to the past state.

ラルネットワークと同様に微分の連鎖律による SGDが用いられる．時刻 t（t = 1, . . . , T）に

おける損失関数を ct とし，全体の損失関数を C =
∑T

t=1 ct とすると，

∇θl
C =

T∑
t=1

∇θl
ct (2.21)

となる．簡単のため 1層の RNNとし，時刻 tの状態 ht+1 = f(Wxxt+1 + Whht + b)とし，

いまWh に関する勾配を考えると

∇Wh
ct =

∂ct
∂ht

∂ht

∂Wh
=

∂ct
∂ht

( ¯∂ht

∂Wh
+

∂ht

∂ht−1

∂ht−1

∂Wh

)
=

∂ct
∂ht

( ¯∂ht

∂Wh
+

∂ht

∂ht−1

(
∂h̄t−1

∂Wh
+

∂ht−1

∂ht−2

∂ht−2

∂Wh

))
=

∂ct
∂ht

(
t∑

τ=1

t−1∏
i=τ

∂hi+1

∂hi

¯∂hτ

∂Wh

)
(2.22)

となる．ただし，∂h̄t/∂Whは ht−1を定数とみなしたときのWhによる htの微分である．以

上のように，勾配計算が時間に渡って積をとるため back propagation through time (BPTT)

と呼ばれる．BPTTを Fig. 2.5に示す．図のように勾配計算が時間方向に伝播される．RNN

の時間方向への逆誤差伝搬は計算量が大きいため，数十から百程度の適当な時間ステップ数で

逆誤差伝搬を打ち切る truncated BPTTが用いられる．
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Fig. 2.6 Illustration of a multi-layer RNN. RNNs are stacked to obtain an accurate model.

RNNもフィードフォワード型と同様に精度を向上させるために，RNNを複数層重ねて

h1,t = f1(Wxxt + Whh1,t−1 + b)

h2,t = f2(Wxh1,t + Whh2,t−1 + b)

...

hL,t = fL(WxhL−1,t + WhhL,t−1 + b) (2.23)

としてよく用いられる（Fig. 2.6）． ただし，RNNの場合は数十層重ねることは少なく，数層

程度であることが多い．その他に逆方向，すなわち未来から過去へ向かって状態を更新する

RNNと組み合わせる bidirectional RNNや各時刻の状態を重みづけする attentionなどの構

造が提案されているが，本論文の目的への関連が少ないため割愛する．

2.2.1 モデル構造

RNNの主なモデル構造として Elman型，Jordan型の RNNについて簡単に説明し，本論

文で主に扱う GRUについては詳しく説明する．

(a) Elman型，Jordan型の RNN

RNN の中で最も単純で simple RNN や vanilla RNN と呼ばれるモデルが Elman 型の

RNNと Jordan型の RNNである．ただし，これらのモデルは後述する LSTMや GRUに性

能が劣るため，本論文では使用しない．
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Fig. 2.7 Illustration of GRU. The update gate z controls the effect of input x on

state h, and the reset gate r controls the effect of state h on a new candidate of state

h̃.

(b) Long short term memory（LSTM）

時系列データは，時間ステップの離れた長期的な依存関係と短期的な依存関係が存在し，そ

のような複雑な依存関係を表現するためにはモデルは適切に情報の保持，あるいは忘却をしな

ければならない．LSTMはこの問題を解決するため，メモリーセル ct と呼ばれる状態を持ち，

これに忘却ゲート zt，入力ゲート it，出力ゲート ot と呼ばれる構造を持って

zt = sigm(Wzxxt + Wzhht−1 + bz) (2.24)

it = sigm(Wixxt + Wihht−1 + bi) (2.25)

ot = sigm(Woxxt + Wohht−1 + bo) (2.26)

ct = zt ⊙ ct−1 + it ⊙ tanh(Wcxxt + Wchht−1 + bc) (2.27)

ht = ot ⊙ tanh(ct) (2.28)

である．式 (2.27)では，sigmoidによって [0,1]の値をとる zt によって 1時刻前の ct−1 をど

れだけ保持するかが調整される．次に，it によってメモリーセルの更新量が調整される．最後

に，メモリーセルからの出力が出力ゲート ot によって調整されて状態 ht が決まる．この構造

によって勾配消失を解消して長期的な系列データの依存関係を表現することができる．

(c) Gated recurrent unit（GRU）

前述の LSTMによって時系列データを精度よく表現できるが，式 (2.24)-(2.28)は複雑で計

算量が大きい．そこで，より簡素な構造で長期記憶を実現するために GRUが提案された．過
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去の系列データの情報の保持，忘却のために GRUは状態を更新ゲート，リセットゲートと呼

ばれる 2つのゲートを使って調節する（Fig. 2.7）．時刻 tにおける更新ゲート zt ∈ Rn×1 は

zt = sigm(Wxzxt + Whzht−1)， (2.29)

である．ただし，xt ∈ Rm×1 は入力を，ht ∈ Rn×1 は状態を表す．Wxz ∈ Rn×m と

Whz ∈ Rn×n は重み行列であり，sigm(·)は要素ごとの sigmoidである．

一方，リセットゲート rt ∈ Rn×1 は

rt = sigm(Wxrxt + Whrht−1)， (2.30)

である．ここでWxr ∈ Rn×m とWhr ∈ Rn×n は重み行列である．状態 ht は

ht = zt ⊙ ht−1 + (1− zt)⊙ h̃t， (2.31)

によって更新される．ただし，1はすべての要素が 1のベクトルであり，⊙は要素ごとの積を
表す．式 (2.31)をみると，更新ゲート zt が 1時刻前の状態 ht−1 と要素ごとに積をとられて

いる．zt の要素は 0から 1の値をとるため，zt が 1に近いと状態の更新がされず，0に近い

と新しい状態 h̃t に更新される．この新しい状態の候補 h̃t は

h̃t = tanh(Wxhxt + Whh(rt ⊙ ht−1))， (2.32)

で計算される．ただし，tanh(·)は要素ごとの hyperbolic tangentでWxh ∈ Rn×m とWhh ∈
Rn×n は重み行列である．式 (2.32)においてもリセットゲート rt と ht−1 の積がとられてお

り，同様に次の状態をどの程度，過去の状態に依存させるかを調節している．なお本論文で

GRUのバイアスはすべて 0であるものとする．状態 ht の初期値は一般にすべて 0，h0 = 0

とする．そのため ht が 0になると GRUが過去の情報をすべて忘却したことに対応する．

2.2.2 RNNの勾配爆発

勾配爆発は動的システムの安定性の変化によって生じると言われている．本項では非線形シ

ステムと安定性について簡単に説明し，勾配爆発との関係について述べる．そして既存研究で

ある勾配クリッピングについて説明する．

(a) 動的システムと勾配爆発

式 (2.20)の単純な RNNや式 (2.28)の LSTM，式 (2.31)の GRUといった RNNは一般に

次の非線形な動的システム

ht = f(ht−1,θ), (2.33)
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とみなすことができる．ただし，ht は t時刻の状態ベクトルで θはパラメータ，f は非線形関

数である．もし状態がある時刻 t∗ において ht∗ = f(ht∗ ,θ)を満たすと，外部から入力が与え

られない限り状態は変化せず，そのような点 h∗ は平衡点と呼ばれる．状態が平衡点 h∗ 近傍

で平衡点に収束するか離れるかは f と θ に依存し，これは安定性と呼ばれる重要な特性であ

る [37]．もし初期値 h0 が ||h0 − h∗|| < εを満たす状態 ht に対して limt→∞ ||ht − h∗|| = 0

となるような定数 εが存在するとき，平衡点 h∗ は漸近安定と呼ぶ．一方，h∗ が安定*1でなけ

れば，この平衡点は不安定である．安定性や状態 ht の平衡点近傍での振る舞いは θ の滑らか

な変化で大きく変化する．この現象は分岐と呼ばれ ，分岐を起こすパラメータ点は分岐点と

呼ばれる [37]．

[13, 38, 39]は分岐によって勾配爆発が生じて，RNNの学習が失敗することを示した．SGD

によってパラメータが更新され分岐点に達すると，状態の振る舞いが急激に変化する．この不

連続な振る舞いの変化によって損失関数がこの点において不連続となる．その結果として分岐

点で勾配が非常に大きな値となり（勾配爆発），勾配に基づく SGDによる学習は失敗する．

ここで勾配爆発のもう 1つの解釈について説明する．式 (2.22)を再掲する：

∇Wh
ct =

∂ct
∂ht

(
t∑

τ=1

t−1∏
i=τ

∂hi+1

∂hi

¯∂hτ

∂Wh

)
． (2.22)

式 (2.22)のように，勾配計算にはヤコビ行列の積
∏t−1

i=τ ∂hi+1/∂hi が含まれる．この積が指

数関数的に勾配を小さくする現象を勾配消失と呼び，LSTMとGRUはこれを防ぐためにゲー

ト構造を持つ．一方，指数関数的に勾配を大きくする現象が勾配爆発といえる．分岐とこの解

釈との関係を簡単に述べる．まず，平衡点近傍で局所的に安定で ∂hi+1/∂hi の最大固有値が

1より小さいとき，この平衡点近傍の状態は平衡点に収束し，
∏t−1

i=τ ∂hi+1/∂hi が増大しない．

この平衡点において ∂hi+1/∂hi の最大固有値が 1より大きくなる，つまり平衡点が不安定化

する分岐が生じると，この平衡点近傍にいた状態のヤコビ行列の最大固有値が 1より大きくな

ることから，勾配が指数関数的に増大する．よって安定なまま分岐しない，つまり分岐が生じ

なければその平衡点近傍で勾配爆発は生じないといえる．

なお，単純な RNN：ht = f(Wxxt + Whht−1 + b)であれば，この計算は

t−1∏
i=τ

∂hi+1

∂hi
=

t−1∏
i=τ

∂f(Wxxi+1 + Whhi + b)

∂hi
=

t−1∏
i=τ

(DiWh)． (2.34)

*1 安定にはリアプノフ安定などの漸近安定以外の安定が含まれるが，これらについては本論文では割愛する
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Algorithm 2.2: Gradient clipping

1: g ← ∇θCDτ

2: if ||g|| ≥ threshold then

3: g ← threshold

||g||
g

4: end if

となる．ただし，

Di =



[f ′(Wxxi+1 + Whhi + b)]1 0 · · · 0

0 [f ′(Wxxi+1 + Whhi + b)]2 0 · · ·
...

...
. . .

0
0 · · · 0 [f ′(Wxxi+1 + Whhi + b)]n

 (2.35)

である．[40] では，Wh をユニタリ行列に制約し，最大特異値を 1 に制約することで∏t−1
i=τ (DiWh) が増大しないようにする．しかし，実データのモデリングにはこの制約が

強すぎることが示されている [41]．

(b) 勾配クリッピング（gradient clipping）

勾配爆発による学習の破綻を防ぐため，勾配クリッピングが提案された [13]．勾配クリッピ

ングでは事前に設定した閾値を，勾配のノルム ∇θ1/|Dτ |
∑

(x(j),y(j))∈Dτ
C(x(j),y(j);θ)が超

えた場合に，ノルムが閾値以下となるようにクリップする．その擬似コードを Algorithm 2.2

に示す．この方法は理論的な保証はないが，試行錯誤的に閾値を決めることで学習が進むこと

が経験的に知られている．

ここで GRUに対して勾配クリッピングを行うときの計算量を考える．αを GRU層以外の

パラメータ数として，重み行列Wh∗ のサイズ n×n，Wx∗ のサイズ n×mから全パラメータ θ

の要素数は 3(n2 + mn) + αであり，勾配クリッピングの計算量は O(n2 + mn + α)となる．

2.2.3 RNNに対する dropout

Dropoutを RNNへ適用する場合，時間方向への情報の伝播が重要であるため工夫が必要で

ある．[1]では時間方向への情報の伝播の阻害を防ぐため，時間方向への状態遷移には dropout

を適用しない方法を提案している．この方法を Fig. 2.8 で示す．図の破線部分には dropout

を適用しない．一方，[2]では，dropoutで 0にマスクされるニューラルネットのユニットを

時間にわたって共通させる方法を提案している．Fig. 2.9にこの方法を示す．図では dropout

のマスクを共通する計算を色を共通することで示した．本論文では，第 3章の GRUの安定化

で前者の方法を，第 4章の softmaxの改良において後者の方法を用いて評価する．
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Fig. 2.8 Connections applied dropout in [1]. Solid lines correspond to connections

applied dropout, and dashed lines correspond to connections not applied dropout.

Fig. 2.9 Connections applied dropout in [2]. The same color connections share the

same dropout masks.

2.2.4 各時刻のデータが離散分布に従う時系列データのモデリング

本項では RNNなどの深層学習を使ったデータのモデリングについて説明する．まず，離散

分布を表現するために使用される softmaxを説明する．次に，RNNを使った時系列データの

モデリング方法について説明する．最後に，具体的に言語データに RNNを適用した際のモデ

リングの詳細について説明する．
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(a) Softmax

Softmax を出力とする深層学習のモデルについて簡単のためクラス分類を例に説明する．

入力 xとそれに対するM 個のクラスを y ∈ RM，モデルのパラメータを θとする．深層学習

によるクラス分類では，最終層の入力を h(x) ∈ Rd，最終層の重みをWM×d とすると，xが

i番目のクラスである確率のモデルを，

pθ(yi|x)=[fs(Wh(x))]i =
exp([Wh(x)]i)∑
mexp([Wh(x)]m)

(2.36)

として softmax関数 fs を使って表現する．ただし，[fs(·)]i は fs(·)の i番目の要素である．

式 (2.36) ではWh(x) の各要素が指数関数で変換された後，全要素の和で割られることで

fs(Wh(x))の各要素が [0,1]，かつ和が 1となり確率を表現できる．また，指数関数が単調増

加の関数であるため，予測ラベルのみを必要とするときは，softmax関数に通す前のWh(x)

の中の最も大きいものを選べばよい．

こうしたモデルの学習では，損失関数として負の対数尤度 −log(pθ(yi|x))を用いてこれを

最小化するようにモデルを学習する．前述したように，この対数尤度の最小化は SGD が用

いられるため，勾配の性質が重要であり [13, 26, 42]，softmaxを用いる利点の 1つは負の対

数尤度を損失関数としたときの勾配の計算が減算で計算しやすいことである [17, 33]．実際に

z = Wh(x)として softmaxの出力の対数をとった log-softmaxの勾配を計算すると

∂ [logfs(z)]i
∂zj

=

{
1− [fs(z)]j , if j = i,

− [fs(z)]j , if j ̸= i,
(2.37)

となり，出力の減算で表現できる．一般に対数 log(z)の微分は 1/z となり z が小さいとゼロ

割りを起こしうるが，式 (2.37)は除算を含まず数値的に安定である．

(b) Softmaxの導出

[17]では勾配が減算になることから，softmaxは自然な出力関数と説明されている．もう 1

つの解釈として，softmaxは次のような仮定から導出される [33]．最終層の状態 hについて，

クラス（または出力ラベル）yi が与えられた条件付き確率を

p(h|yi) = exp {A(θi) + B(h,ϕ) + θih} (2.38)

とする．これは指数型分布族と呼ばれる確率分布であり，例えば正規分布やベルヌーイ分布な

どが指数型分布族に含まれる．θ と ϕ はパラメータで，A，B は既知の関数とされる．ただ

し，ϕは iによらないと仮定する．
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一方，hが与えられたときのラベル yi の条件付き確率を考えると，ベイズ則より

P (yi|h) =
p(h, yi)

p(h)

=
p(h, yi)∑
m p(h, ym)

=
p(h|yi)P (yi)∑
m p(h|ym)p(ym)

(2.39)

となる．ここで，式 (2.39)に式 (2.38)を代入して整理すると

P (yi|h) =
exp(wT

i h + bi)∑
m exp(wT

mh + bm)
(2.40)

となる．ただし，

wi = θi (2.41)

bi = A(θi) + lnP (yi) (2.42)

である．以上のように最終層の隠れ層の状態 hが yi が与えられたときに指数型分布族に従う

と仮定すると，softmaxは自然に導出できる．指数型分布族は解析などに優れた性質を持つが

すべての確率分布が指数型とは限らず，深層学習の中で非線形関数で複雑に変換された後の最

終層の状態 hが指数型分布族に従うとは限らない．また，ϕが yi に依存しないことも仮定し

ている．よって，softmaxが必ずしもデータを表現するのに適した出力関数とは限らない．

(c) RNNによる時系列データのモデル

RNNによる時系列データのモデリングを考える．時系列データ Y = (Y1, . . . , YT ) が与え

られたとすると．この時系列データの同時確率 P (Y )は

P (Y ) = P (YT |YT−1, YT−1, . . . , Y1)P (YT−1, YT−1, . . . , Y1)

= P (YT |YT−1, YT−1, . . . , Y1)P (YT−1|YT−2, . . . , Y1) . . . P (Y2|Y1)P (Y1)

=
T∏

t=1

P (Yt|Y<t)

=
T∏

t=1

P (Yt|Xt) (2.43)

のように分解できる．ただし，Yt の値はM 個の離散値 i = 1, . . . ,M をとるとする．ここで，

Xt = Y<t = (Y1, . . . , Yt−1)をコンテキストと呼ぶこととする．さらに対数をとると，

logP (Y ) = log

(
T∏

t=1

P (Yt|Xt)

)
=

T∑
t=1

logP (Yt|Xt) (2.44)
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となる．時刻 tの RNNの入力を xt，状態を ht，出力を yt，パラメータを θ∗ として

ht = f(ht−1,xt,θh) (2.45)

yt = g(ht,θy) (2.46)

とする．ただし，Yt を離散値とするため，yt の出力は最後，softmax関数などを通して各要

素が [0,1]，和が 1であるとする．このとき [yt]i = Pθ(Yt = i|Xt)として系列データをモデリ

ングする．入力 xt = Yt−1 とすれば，ht と xt によってコンテクスト Xt を RNNが記憶でき

ると考えられる．学習時は負の対数尤度

−
T∑

t=1

logP (Yt|Xt) = −
T∑

t=1

log[yt]it (2.47)

を最小化して学習する．ただし，it = Yt である．

(d) 言語モデル

自然言語処理で文や文書も系列データとみなすことができるが，これらの生成確率モデルを

言語モデルと呼ぶ [43]．言語モデルには，各系列 Yt が単語を表すような単語レベルの言語モ

デルと，文字を表す文字レベルの言語モデルがある．それぞれM 個の語彙があるとすると，

各単語（あるいは各文字）に 1からM の数値を割り当てれば前述の系列データのモデリング

として言語モデルを定式化できる．このときM 次元のベクトル x ∈ RM を用意し，i番目の

単語に対して

xj =

{
1, if j = i

0, otherwise
(2.48)

として 0 と 1 からなるベクトル（one-hot vector と呼ぶ）を割り当てる方法がよく用いられ

る．このような入力を用いると，i番目の単語はモデルの第 1層の線形演算Wxによって

Wx =
[
w1 . . . wi−1 wi wi+1 . . . wM

]


0
...
0
1
0
...
0


= wi (2.49)

として重み行列W の i 番目の列ベクトルに対応する．このように学習によって単語に対応

したベクトルを得ることを埋め込み（embedding）と呼び，この重み行列による層Wx は

embedding layerと呼ばれる．言語モデルにおいて第 1層の重み行列と最終層の重み行列は同
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じく単語を表す行列と考えられることから，これらの重み行列と共通させる tied-weightと呼

ばれる方法が提案されている [44]．この場合，第 1層と最終層の状態の長さを同じにする必要

がある．

言語モデルの評価指標には，パープレキシティ（perplexity）がよく使用される．これは負

の対数尤度の平均を指数関数に入れた

perplexity = exp

(
− 1

N

N∑
i

log(P (Yi))

)
(2.50)

である．ただし，P (Yi)は i番目のデータで正解ラベルの確率を表す．本論文では perplexity

が小さいほど精度が高い性能の良いモデルであるとする．

2.3 関連研究

ここでは，本論文の目的である “時系列のための深層学習モデル gated recurrent unitの学

習の安定化”と “softmaxの表現能力に関する解析と高い表現力を持つ出力関数の提案”につ

いて，その関連研究を概説する．

2.3.1 RNNの学習の安定化に関連する研究

勾配クリッピング以外の勾配爆発を防ぐ方法として，[45]は勾配爆発を防ぐために，RNNの

ダイナミクスを状態が安定となるように制約する学習法を提案した．また [46] はリアプノフ

関数から安定となる学習率を求める学習法を提案している．しかし，これらの方法は Jordan

型や Elman型の単純な RNNを対象とした学習方法であり，GRUのような複雑で長期記憶可

能なモデルに対して直接適用することは難しい．さらに，これらの方法では平均二乗誤差を損

失関数として仮定しているが，本論文で提案する方法は損失関数を限定しない．前節で述べた

BPTTによって分岐が生じて勾配爆発が発生することは [38]によって示され，また，勾配爆

発の起こらない BPTT に代わる real-time recurrent learning (RTRL) という学習法を提案

した．しかし，RTRLは nを状態数，uを出力ユニット数とすると各反復ごとに O((n + u)4)

という大きな計算量を必要とする [47]．前述の通り，勾配爆発と勾配消失を防ぐために RNN

の重み行列をユニタリ行列に制約する方法 [40]が提案されているが，実問題にはこの制約が強

すぎることが示されている [41]．[48]は RNNの再帰的な結合に対する重み行列を特異値分解

後のユニタリ行列と対角行列の形でパラメータを割り当て学習させる方法を提案した．

単純な RNNのダイナミクスに関してはさまざまな解析が行われているが [49–53]，GRUの

ような最近のモデルに対する解析はまだまだ少ない．[54] は ReLU を使った RNN のダイナ

ミクスを解析し，[55] は実験的に LSTMと GRUがカオス的な振る舞いを起こすことを示し

て安定な新しいモデルを提案している．[56]では LSTMや GRUの重みと状態の局所的な安
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定性との関係について解析されている．

本論文では GRU の重み行列の最大特異値（スペクトルノルム）を制約する．そのような

スペクトルノルムを制約した学習法の研究が convolutional neural network などのフィード

フォワード型のニューラルネットに対して行われており，このことにより画像認識の汎化性能

やロバスト性の向上，generative adversarial networksの学習が安定することが報告されてい

る [57–60]．

2.3.2 深層学習の出力関数に関する研究

これまで softmax 関数に代わる出力関数はいくつか提案されている [61–63]．[61] では

spherical softmax と Taylor softmax が提案されている．しかし，これらの関数は出力の数

が大きいときに softmax の性能を超えないことが実験的に示されている．また，spherical

softmax は数値的な安定性から注意深く調整しなければならないハイパーパラメータを持ち

[61]，Taylor softmax は softmax の近似であるため，softmax と同様に softmax bottleneck

を解消できない．[62] は秘密計算を使った機械学習のために ReLU で構成された出力関数

を提案している．しかし，この関数はゼロ割による数値計算の不安定性がある．そのほかに

softmaxの計算を効率化するような研究が複数あるが [64–67]，これらは表現能力を向上する

ことを目的にしていない．

表現能力を向上させる関数として [68]では学習可能な単調増加関数を提案している．また，

[69]では表現能力の高い mixture of softmaxに対して，より計算量の小さい mixtapeという

層を提案している．しかし，本論文の目的はパラメータを増やすことなく，表現能力を比較す

ることであるため，学習するパラメータを持つこれらの研究については本論文内では比較し

ない．
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第 3章

GRUの勾配爆発を防ぐ学習方法

本章では，勾配爆発を抑制して gated recurrent unit（GRU）を学習する方法を提案する*1．

勾配爆発は，小さなパラメータ変化によって recurrent neural network（RNN）の状態のダイ

ナミクスが劇的に変化する分岐（bifurcation）によって生じる．そこで GRUのダイナミクス

を解析し，分岐点の一つを明らかにする．この分岐点を回避するため，GRUの重み行列に制

約をつけた学習法を提案し，さらにそれを効率的に行う手法を考案する．RNNの性能評価に

よく用いられる言語と音楽のモデリングの実験でこれを評価し，この手法によって勾配爆発が

抑えられること，精度が同等以上であることを確認する．

3.1 はじめに

第 2章で述べたように，勾配の積による勾配消失や勾配爆発という現象によって backprop-

agation through time（BPTT）を使った RNNの学習は困難である [13, 14]．勾配が小さく

なり過去の情報が伝えられなくなる勾配消失を回避するために，単純なモデルとし GRUが提

案された [16]．一方，勾配爆発は勾配が非常に大きな値となる現象であり，これが生じるとパ

ラメータが非常に大きな値となり学習が失敗してしまう．そこで勾配のノルムがある閾値を超

えた場合に，勾配の大きさを小さくする勾配クリッピング（gradient clipping）が提案された

[13]．これは簡単でタスクによらず使用できるが，ヒューリスティックな方法なので閾値を試

行錯誤的に調整しなければならない．

そこで本章では，勾配爆発が生じる原因である平衡点の安定性の変化について，GRUのモ

デルを解析し，安定的に学習できるアルゴリズムを提案する．

*1 本章は電子情報通信学会和文論文誌 D (Copyright c⃝2019 IEICE) に含まれる “Gated recurrent unit の
局所安定化による勾配爆発の抑制”[3]および NeurIPS2018発表論文 “Preventing Gradient Explosions in

Gated Recurrent Units”[70] に基づく．本章の一部データは電子情報通信学会和文論文誌 D において発表
され，また電子情報通信学会の許可のもと論文 [3] から再利用されている．
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3.2 局所安定化による勾配爆発の抑制

第 2章で述べたように分岐が勾配爆発を生じさせる．この節では GRUのダイナミクスの解

析を通して，分岐を回避し勾配爆発を防ぐ方法を提案する．

3.2.1 状態を安定に制約し勾配爆発を防ぐ学習法

まず，提案する学習法を特異値に関する制約付き最適化問題として定式化する．簡単のため

一層の GRUの学習法を説明し，その後，複数層の場合に拡張する．

(a) 一層 GRU

2.4節で示した一層の GRUは

zt = sigm(Wxzxt + Whzht−1)，

rt = sigm(Wxrxt + Whrht−1)，

ht = zt ⊙ ht−1 + (1− zt)⊙ h̃t，

h̃t = tanh(Wxhxt + Whh(rt ⊙ ht−1))，

と記述できる．ただし，xt ∈ Rm×1 は入力を，ht ∈ Rn×1 は状態を表す．zt ∈ Rn×1 は更新

ゲート，rt ∈ Rn×1 はリセットゲート，h̃t は新しい状態の候補である．W∗ は重み行列であ

り，sigm(·)は要素ごとの sigmoidである．

通常の GRUの学習は

min
θ

1

N

N∑
j=1

C(x(j),y(j);θ)，

のような最適化問題として定式化されるが，勾配爆発を防ぐために一層の GRUの学習を次の

制約付き最適化問題

min
θ

1

N

N∑
j=1

C(j)，s.t. σ1(Whh) < 2， (3.1)

で行う方法を提案する．ただし，σi(·)は行列の i番目に大きな特異値であり．σ1(·)はスペク
トルノルムと呼ばれる．式 (3.1)の最適化は次の定理で示すように GRUを局所的に安定に保

ち，この平衡点の安定性の変化による勾配爆発を防ぐことができる：

定理 3.1. もし σ1(Whh) < 2ならば，一層の GRUの平衡点 h∗ = 0は安定である．
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この定理は式 (3.1)による学習法が，平衡点 h∗ = 0の安定性を変化させないことを示して

いる．そのため提案法は h∗ の安定性の変化による勾配爆発を起こさない．この定理を証明す

るために，次の 3つの補題を用いる：

補題 3.1. 一層の GRUは h∗ = 0に平衡点を持つ．

証明. 入力 xt = 0 と状態 ht−1 = 0 をそれぞれ式 (2.29) と (2.30) に代入すると，更新ゲー

トが zt = 1/2 となり，リセットゲートは rt = 1/2 となる．次に，xt = 0 と ht−1 = 0，

rt = 1/2を式 (2.32)に代入すると，h̃t = 0となる．最後に，ht−1 = 0と zt = 1/2，h̃t = 0

を式 (2.31)に代入すると，新たな状態が ht = 0となり，したがって，ht−1 = ht = 0が成り

立つため，GRUは平衡点 h∗ = 0を持つ．

補題 3.2. I を n×nの単位行列，λi(·)を i番目に絶対値の大きな固有値，J = 1/4Whh+1/2I

とする．もしスペクトル半径*2 |λ1(J)|が |λ1(J)| < 1であるならば，入力のない一層のGRU

は，ht = 0近傍で次のように線形近似できる：

ht = Jht−1 (3.2)

このとき平衡点 h∗ = 0は安定である．

証明. 局所的な安定性は平衡点近傍で線形化したシステムの安定性の解析によって判断できる

[37]．入力がないとき，テイラー展開 [71]によって h∗ = 0で線形化した GRUは

ht =Jht−1 (3.3)

となる．ただし，J は ht の，ht−1 = 0と xt = 0における ht−1 に関するヤコビ行列であり，

J =
∂ht

∂ht−1

∣∣∣∣
ht−1=0,xt=0

=
1

4
Whh +

1

2
I (3.4)

である．式 (3.3)から

ht = J th0 (3.5)

が成り立つ．J t はその固有値の t乗に依存し，式 (3.5)は J の固有値が線形化した GRUの

振る舞いを決めることを示す．ハートマン＝グロブマンの定理より，双曲的な平衡点近傍の振

る舞いは線形化したシステムの振る舞いで近似可能である [37]．|λ1(J)| < 1であれば h∗ = 0

は双曲的な平衡点であるため，一層の GRUは式 (3.3)で近似可能である．したがって安定性

はスペクトル半径 |λ1(J)|によって決まり，|λ1(J)| < 1であれば，

lim
t→∞

||ht − h∗|| = lim
t→∞

||ht|| = lim
t→∞

||J th0|| = 0

*2 スペクトルノルムが最大特異値であるのに対し，スペクトル半径とは固有値の絶対値の最大値である．
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が初期状態 h0 が十分に h∗ = 0に近いすべての ht に成り立つ．よって，h∗ = 0は安定であ

る．

補題 3.2 は∣∣∣∣λ1(
1

4
Whh +

1

2
I)

∣∣∣∣ < 1 (3.6)

という条件を用いれば，平衡点の安定性を変化させないことができることを示している．この

制約は固有値に対する制約であり，半正定値計画問題などで解くことも考えられるが，深層学

習において制約の範囲での学習率の探索などは計算量が大きく困難であるため，既存の制約付

き最適化を適用することは難しいと思われる．そこで，次の補題により式 (3.1)のような特異

値制約とする：

補題 3.3. もし，σ1(Whh) < 2であるならば，∣∣∣∣λ1

(
1

4
Whh +

1

2
I

)∣∣∣∣ < 1 (3.7)

が成り立つ．

証明. M を (n×n)の行列，cをスカラとすると，M + cI の固有値は λi(M)+ cとなるため，∣∣∣∣λ1

(
1

4
Whh +

1

2
I

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣14λ1 (Whh) +
1

2

∣∣∣∣
が成り立つ．また，三角不等式から∣∣∣∣14λ1 (Whh) +

1

2

∣∣∣∣ ≤ 1

4
|λ1(Whh)|+ 1

2

が成り立つ．固有値と特異値についてWeylの不等式

k∑
i=1

|λi(M)| ≤
k∑

i=1

σi(M)

がすべての k = 1, 2, . . . , nに成り立つ．したがって，

|λ1(Whh)| ≤ σ1(Whh)

であり，

1

4
|λ1(Whh)|+ 1

2
≤ 1

4
σ1(Whh) +

1

2

が成り立つ．よって，σ1(Whh) < 2であれば，

1 >
1

4
σ1(Whh) +

1

2
≥ 1

4
|λ1(Whh)|+ 1

2
≥
∣∣∣∣λ1

(
1

4
Whh +

1

2
I

)∣∣∣∣
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が成り立つ．よって σ1(Whh) < 2のとき，∣∣∣∣λ1

(
1

4
Whh +

1

2
I

)∣∣∣∣ < 1

が成り立つ．

補題 3.1～3.3を用いると，定理 3.1は次のように証明できる：

証明. 補題 3.1より，平衡点 h∗ = 0が一層の GRU に存在する．この平衡点は補題 3.2より，∣∣∣∣λ1

(
1

4
Whh +

1

2
I

)∣∣∣∣ < 1

のとき安定であり，補題 3.3より σ1(Whh) < 2 であれば，∣∣∣∣λ1

(
1

4
Whh +

1

2
I

)∣∣∣∣ < 1

が成り立つ．よって σ1(Whh) < 2であれば，一層の GRU の平衡点 h∗ = 0は安定な平衡点

である．

補題 3.1は 1層の GRUが平衡点を持つことを示し，補題 3.2はその平衡点を安定に保つ条

件を示す．補題 3.3は固有値に関する制約の代わりに特異値を使用できることを示し，これら

の補題によって定理 3.1が証明された．この定理は提案法が平衡点の不安定化による勾配爆発

を防ぐことを示している．

提案法で注目する平衡点は h∗ = 0である．この平衡点は通常，状態の初期値として設定さ

れる値であり，第 2章で説明したように，0にリセットされることで GRUは完全に過去の情

報を忘却する．もし h∗ = 0 が安定であれば，0 近傍の状態が漸近的に 0 に収束する．これ

は，入力なしに十分に時間がたてば，GRUが過去の情報を完全に忘却できることを示してい

る．一方，|λ1(J)| > 1のとき，0の平衡点は不安定となる．これは ht が自動的に 0となる

ことがなく，人為的にリセットしなければ GRUが過去の情報を完全に忘却できないことを示

している．また [55] は状態が 0に収束する安定な RNNのモデルが LSTMや GRUなどに匹

敵する性能を達成することを示しており， GRUを h∗ = 0が安定となるように学習すること

は有効であると考えられる．
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(b) 多層 GRU

提案法を多層 GRUに拡張する．L層の GRUを

h1,t = f1(h1,t−1,xt)

h2,t = f2(h2,t−1,h1,t)

...

hL,t = fL(hL,t−1,hL−1,t) (3.8)

とする．ただし，hl,t ∈ Rnl×1 は長さ nl の l層の状態であり，fl は l層のGRUである．1層

の GRUと同様に ht = [hT
1,t, . . . ,h

T
L,t]

T = 0 は平衡点であり，次の補題が成り立つ．

補題 3.4. もし l = 1, . . . , Lについて，∣∣∣∣λ1

(
1

4
Wl,hh +

1

2
I

)∣∣∣∣ < 1

であれば，多層に接続した GRUの平衡点 h∗ = 0は安定である．

証明. 一層のGRUと同様に ht = [hT
1,t, . . . ,h

T
L,t]

T = 0は平衡点であり，ht−1 = 0と xt = 0

におけるそのヤコビ行列
∂ht

∂ht−1
は，

J =



∂h1,t

∂h1,t−1
O . . . O

∂h2,t

∂h1,t−1

∂h2,t

∂h2,t−1
O . . .

...

...
. . .

. . .
∂hL−1,t

∂h1,t−1

∂hL−1,t

∂h2,t−1
. . .

∂hL−1,t

∂hL−1,t−1
O

∂hL,t

∂h1,t−1

∂hL,t

∂h2,t−1
. . .

∂hL,t

∂hL−1,t−1

∂hL,t

∂hL,t−1


(3.9)

となる．この行列はブロック下三角行列である．そのブロック対角行列，非対角行列はそれ

ぞれ

∂hl,t

∂hl,t−1
= Al，

∂hl,t

∂hl−d,t−1
=

d∑
p=0

[
p−1∏
k=0

(Bl−k)Al−p

−p+d−1∏
q=0

(Bl−p−q)

]
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で与えられる．ただし，

Al =
1

4
Wl,hh +

1

2
I

Bl =
1

2
Wl,xh

であり，Wl,hh とWl,xh は l層の GRUの重み行列である．ブロック下三角行列の固有値はそ

の対角行列の固有値に一致し，J の固有値は l = 1, . . . , Lの ∂hl,t/∂hl,t−1 の固有値から求め

られる．したがって，スペクトル半径は

|λ1(J)| = max
l

∣∣∣∣λ1

(
1

4
Wl,hh +

1

2
I

)∣∣∣∣ (3.10)

となる．結果として，すべての l = 1, . . . , Lに対して，∣∣∣∣λ1

(
1

4
Wl,hh +

1

2
I

)∣∣∣∣ < 1

であれば，

|λ1(J)| = max
l

∣∣∣∣λ1

(
1

4
Wl,hh +

1

2
I

)∣∣∣∣ < 1

が成り立つ．

一層の GRUと同様に補題 3.3より σ1(Wl,hh) < 2のとき∣∣∣∣λ1

(
1

4
Wl,hh +

1

2
I

)∣∣∣∣ < 1

が成り立つので，提案法を

min
θ

1

N

N∑
j=1

C(j), s.t. σ1(Wl,hh) < 2, σ1(Wl,xh) ≤ 2 for l = 1, . . . , L (3.11)

とする．ここで σ1(Wl,xh) ≤ 2という制約を加えたのは，入力によって状態が平衡点 h∗ = 0

の吸引領域を出ないように制約するためである．式 (3.11) の学習法によって多層の GRUを

安定に保った学習ができる．

3.2.2 提案法による学習のアルゴリズム

式 (3.1) の最小化問題を解くためには {Whh|Whh ∈ Rn×n, σ1(Whh) < 2} を満たす領域
（実行可能集合）で解を探索しなければならない．そこで，stochastic gradient descent（SGD）

を修正し，

θ
(τ)
−Whh

= θ
(τ−1)
−Whh

− η∇θCDτ (θ)

W
(τ)
hh = Pδ(W

(τ−1)
hh − η∇Whh

CDτ (θ)) (3.12)
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としてパラメータを更新する方法を提案する．ここで CDτ
(θ)は 1/|Dτ |

∑
(x(j),y(j))∈Dτ

C(j)

であり，θ
(τ)
−Whh

はW
(τ)
hh を除くすべてのパラメータである．式 (3.12)において Pδ(·)は次の

手順で計算する：

最大特異値を制約した学習アルゴリズム� �
Step 1. Ŵ

(τ)
hh :=W

(τ−1)
hh −η∇Whh

CDτ
(θ)を次式のように特異値分解する．

Ŵ
(τ)
hh = UΣV T (3.13)

Step 2. 閾値 (2− δ)以上の特異値を閾値に置換する．

Σ̄ = diag(min(σ1, 2−δ), . . .min(σn, 2−δ)) (3.14)

Step 3. W
(τ)
hh を U と V，Σ̄により再構築する．

W
(τ)
hh ← UΣ̄V T (3.15)� �

この手順によってWhh は (2 − δ) 以下のスペクトルノルムを持つことが保証される．δ を

0 < δ < 2となるように設定すれば，提案法の σ1(Whh)が 2より小さいという制約が満たさ

れる．Pδ(·)は SGDによってパラメータが実行可能集合の外に出た場合に，実行可能集合に

戻すアルゴリズムであり，次の補題に示すように実行可能集合への最適な射影である [72]．

補題 3.5. Pδ(·)によって得られるW
(τ)
hh は，最適化問題

min
W

(τ)
hh

||Ŵ (τ)
hh −W

(τ)
hh ||

2
F , s.t. σ1(W

(τ)
hh )≤2−δ

の解である．ここで || · ||F はフロベニウスノルムである．

証明. 2つの正方行列M ∈ Rq×q とK ∈ Rq×q に対して

q∑
i=1

{σi(M)− σi(K)}2 ≤ ||M −K||2F (3.16)

が成り立つ [73]．式 (3.16)から，

||Ŵ (τ)
hh −W

(τ)
hh ||

2
F ≥

n∑
i=1

{σi(Ŵ
(τ)
hh )− σi(W

(τ)
hh )}2 ≥

s∑
i=1

{σi(Ŵ
(τ)
hh )− (2− δ)}2 (3.17)

が得られる．ただし sは (2− δ)より大きな特異値の数である．
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一方，提案法によってそのフロベニウスノルムは

||Ŵ (τ)
hh −W

(τ)
hh ||

2
F = ||UΣV T −UΣ̄V T||2F = ||U(Σ− Σ̄)V T||2F

= tr(V (Σ− Σ̄)UTU(Σ− Σ̄)V T) = tr(V (Σ− Σ̄)2V T)

= tr(V TV (Σ− Σ̄)2) = tr((Σ− Σ̄)2)

=
s∑

i=1

{σi(Ŵ
(τ)
hh )− (2− δ)}2

である．ただし，tr(·)は行列のトレースである．これは

min
W

(τ)
hh

||Ŵ (τ)
hh −W

(τ)
hh ||

2
F , s.t. σ1(W

(τ)
hh ) ≤ 2− δ

の下界を達成している．したがって，このときのW
(τ)
hh はその最適化問題の解である．

補題 3.5は，提案法がフロベニウスノルムの最小の変化でパラメータWhh を実行可能集合

に戻すことを示し，このことから Pδ(·)が損失関数の最小化に与える影響は小さい．
提案法の最適性はフロベニウスノルムに限らず，次で示すようにトレースノルムの意味でも

最適である．まず，行列A,B ∈ Rm×n の特異値には

k∑
i

|σi(A)− σi(B)| ≤
k∑
i

σi(A−B) for k = 1, 2, . . . ,min(m,n) (3.18)

という関係がある．いま，Ŵ
(τ)
hh ,W

(τ)
hh について式 (3.18) の左辺を考える．全特異値につい

て σ1(W
(τ)
hh ) ≤ 2− δ より

|σi(Ŵ
(τ)
hh )− σi(W

(τ)
hh )| ≥ max(0, σi(Ŵ

(τ)
hh )− (2− δ)) (3.19)

が成り立つ．よって，

k∑
i

|σi(Ŵ
(τ)
hh )− σi(W

(τ)
hh )| ≥

k∑
i

max(0, σi(Ŵ
(τ)
hh )− (2− δ)) (3.20)

である．よって，

k∑
i

max(0, σi(Ŵ
(τ)
hh )− (2− δ)) ≤

k∑
i

|σi(Ŵ
(τ)
hh )− σi(W

(τ)
hh )|

≤
k∑
i

σi(Ŵ
(τ)
hh −W

(τ)
hh ) for k = 1, . . . , n (3.21)

となる．
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ここで提案法を使うと

k∑
i

|σi(Ŵ
(τ)
hh )− σi(W

(τ)
hh )| =

k∑
i

max(0, σi(Ŵ
(τ)
hh )− 2− δ) (3.22)

となる．また，提案法において

σi(Ŵ
(τ)
hh −W

(τ)
hh ) =σi(U(Σ− Σ̄)V T)

=σi(Ŵ
(τ)
hh )− σi(W

(τ)
hh ) (3.23)

が成り立ち，σi(Ŵ
(τ)
hh ) ≥ σi(W

(τ)
hh )より

k∑
i

max(0, σi(Ŵ
(τ)
hh )− (2− δ)) =

k∑
i

σi(Ŵ
(τ)
hh −W

(τ)
hh ) for k = 1, . . . , n (3.24)

となる．よって，提案法は行列間の差の特異値の和（トレースノルム）を最小化している．

なお，提案法は学習率の設定法によらないため，深層学習でよく用いられる学習率の調整方

法 Adam [74] などともに使用することも可能である．Fig. 3.1 に提案法の概要図を示す．図

で示すように，制約を満たす領域にあるW τ−1
hh を勾配によって更新した Ŵ τ

hh が制約を満た

さない場合，||W τ
hh − Ŵ τ

hh||F が最も小さく制約を満たす点に Ŵ τ
hh を更新する．これを繰り

返して学習させるのが提案法である．

3.3 提案法の計算量の低減化

nを状態 ht のサイズとすると，特異値分解には O(n3)の計算量が必要である．nが数百程

度に設定され，数万回以上のパラメータ更新を行う GRUの学習においてこの計算量は実用の

障害となる．そこで，本節では提案法の計算量を低減化する方法を与える．まず，Pδ(·)の計
算方法について再考する．式 (3.13)-(3.15)は

W
(τ)
hh = Ŵ

(τ)
hh −

s∑
i=1

[
σi(Ŵ

(τ)
hh )− (2−δ)

]
uiv

T
i (3.25)

とみなすことができる．ただし，sは (2− δ)より大きな特異値の数であり，ui と vi は i番目

の左右の特異ベクトルである．式 (3.25) は提案法が計算しなければならない特異値，特異ベ

クトルが σi(Ŵ
(τ)
hh ) > 2− δ を満たす s個のみでよいことを示している．これを利用して計算

コストを減らすため上から s個の特異値，特異ベクトルを計算できる高速な特異値分解 [75]を

用いる．以後，この一部の特異値，特異ベクトルを求める方法を truncated SVDと呼ぶ．こ

の方法は s個の特異値を O(n2 log(s))時間で計算可能である．ただし SGDを使ってパラメー

タを更新している中で，何個の特異値が条件 (2− δ)より大きいかを事前に得ることは難しく
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Wτ−1
hh

σ1(Whh) ≤ 2 − δ

Ŵτ
hh

Wτ
hh

Ŵτ+1
hh

Wτ+1
hh | |Wτ

hh − Ŵτ
hh | |F

Fig. 3.1 Illustration of proposed method. A blue region represents a feasible set of

the proposed constrained optimization problem. First, W τ−1
hh is updated to Ŵ τ

hh by

using gradient as shown by a blue arrow. Next, Ŵ τ
hh is projected into the feasible

set by using SVD; i.e., Ŵ τ
hh is updated to W τ

hh as shown by a yellow arrow. These

two steps are iterated until the stop condition is satisfied.

truncated SVDで指定する sがわからない．そのため σi(Ŵ
(τ)
hh ) > 2− δである特異値の数を

見積もらなければならない．そこで SGDで更新する前のパラメータの特異値とパラメータの

更新量を使い，次の補題による上界を使って sを効率的に見積もる．

補題 3.6. Ŵ
(τ)
hh の特異値は

σi(Ŵ
(τ)
hh ) ≤ σi(W

(τ−1)
hh ) + |η|||∇Whh

CDτ
(θ)||F (3.26)

によって上から抑えられる．

証明. 2つの正方行列M ∈ Rq×q とK ∈ Rq×q に対して，

σi+j−1(M + K) ≤ σi(M) + σj(K)と σ1(K) ≤ ||K||F

が成り立つ [73]． これより

σi(M + K) ≤ σi(M) + σ1(K) ≤ σi(M) + ||K||F

が成り立つ．したがって，

σi(Ŵ
(τ)
hh ) = σi(W

(τ−1)
hh − η∇Whh

CDτ
(θ)) ≤ σi(W

(τ−1)
hh ) + σ1(−η∇Whh

CDτ
(θ))
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であり，これは

σi(W
(τ−1)
hh ) + σ1(−η∇Whh

CDτ
(θ))=σi(W

(τ−1)
hh ) + |η|σ1(∇Whh

CDτ
(θ))

≤σi(W
(τ−1)
hh ) + |η|||∇Whh

CDτ (θ)||F

となる．

式 (3.26)の上界を使うことにより，更新前のパラメータの特異値と勾配がわかれば，(2− δ)

より大きな特異値の数 sの値を推定できる．なお，この上界の計算量は ∇Whh
CDτ (θ)のサイ

ズが (n× n)であり，τ ステップで σi(W
(τ−1)
hh )が既に得られているため，O(n2)である．前

回の更新で特異値の計算をしなかったものについては，この上界をそのまま適用できないが，

例えば (τ −K)ステップから (τ − 1)ステップまで過去の特異値を計算しなかった場合は，

σi(W
(τ−K−1)
hh )+

K∑
k=0

|η|||∇Whh
CDτ−k

(θ)||F (3.27)

として σi(Ŵ
(τ)
hh )の上界を計算できる．なお，もともとの制約が σ1(W

(τ)
hh ) < 2であることか

ら，sを σi(Ŵ
(τ)
hh ) > 2 − δ の代わりに σi(Ŵ

(τ)
hh ) ≥ 2を満たす特異値の数とすると，さらに

速度を向上できる．以上より，提案法は毎ステップ O(n2)で sの大きさを見積もることがで

きる．そして sが 1以上のときだけ，O(n2log(s))の計算量で特異値分解を行う．

3.4 提案法の擬似コード

提案法の全体の学習の擬似コードを Algorithm 3.1 に示す．まず通常の学習と同様にパラ

メータを初期化する．その後，データをサンプリングしてミニバッチを作り，勾配に従ってパ

ラメータを更新する（line 3-4）．次に，特異値分解をW τ に適用し，制約を満たさないパラ

メータを置換する（line 5-7）．これを停止条件を満たすまで繰り返す．

次に，低計算量のアルゴリズムを Algorithm 3.2に示す．ここで，i番目の特異値の上界を

σ̄i とする．まず重み行列の初期値W (0) に対して特異値分解を行い，この結果より (2− δ)よ

り大きな特異値のおよその数 sと特異値の上界の値を初期化する（line 1-3）．次に，通常の学

習と同様にミニバッチに対してパラメータの更新を行う（line 5, 6）．上界を計算するための

c = |η|||∇W 1/|D|τ
∑

(x,y)∈Dτ
C(θ,x,y)||F を計算し（line 7, O(n2)の計算量），各特異値の

上界を更新，同時に上界が 2を超える個数 sを計算する (line 8-12)．最後に，sが 1より大き

い場合，上から s個の特異値分解を適用し，それに基づき重み行列W (τ) から特異ベクトルを

減算して制約を満たすように修正する（line 14-17, O(n2 log(s))の計算量）．なお，(2− δ)よ

り大きな特異値の個数 sは正確ではないため，式 (3.25)と異なり 0と σi(W
(τ))− (2− δ)の

大きさを比較して (2− δ)より大きな特異値に対応する特異ベクトルのみ減算している．これ

を validation lossが下がらなくなるなどの停止条件を満たすまで繰り返す．
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Algorithm 3.1: Training of GRU with local stability constraints

1: Initialize parameters θ

2: for τ ∈ 1, . . . , T do

3: Sample a minibatch Dτ = {(xi,yi)}B

4: θ(τ) = θ(τ−1) − η∇θ
1

|D|τ
∑

(x,y)∈Dτ
C(θ,x,y)

5: Apply SVD to W
(τ)
hh as W

(τ)
hh = UΣV T

6: Σ̄ = diag(min(σ1, 2− δ), . . . ,min(σn, 2− δ))

7: W τ
hh = UΣ̄V T

8: if θ satisfies the stop condition then

9: Return θ

10: end if

11: end for

3.5 実験

3.5.1 実験条件

提案法を評価するため，言語モデリングの実験と音楽のモデリングの実験を行った．GRU

を学習させ，学習の成功率と validation dataに対する損失の平均と分散を評価した．学習の

成功は，初期化したモデルに対する検証損失を各エポック終了後の検証損失が一度も超えるこ

となく全エポック終了することとした．各実験条件は以下のとおりである．

(a) Language modeling

本実験では Penn Treebank (PTB) [76] とWikiText-2 dataset (WT2) [77] という 2つの

データセットを用いて言語モデリングの実験を行った．これらのデータセットは RNN の性

能評価に広く用いられている．各データの単語数や語彙数を Table 3.1にまとめた．PTBは

trainingと validation，test setにわかれ，それぞれ約 930k，74k，80k 単語である．語彙数

は 10kとし，語彙にない単語については特別な単語＜ UNK＞を割り当てた．一方，WT2は

trainingが約 2100k 単語，validationが 220k 単語，そして testが 250k 単語からなり，語彙

数は 33,278単語である．

実験条件は既存研究の [1]に基づいて設定した．モデルの一層目を 650 × 10, 000のバイア

スなしの線形層（これは embedding layerと呼ばれる）とした．提案法で入力の値が大きすぎ

ると平衡点近傍から状態が離れてしまうことが考えられるので一層の出力に 0.01倍した．次
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Algorithm 3.2: The proposed projection with low-complexity.

1: Apply SVD to W
(0)
hh , and obtain σi(W

(0)
hh ).

2: Initialize parameters s as s = |{σi|σi ≥ 2− δ}|
3: Initialize upper bound σ̄i as σ̄i = σi(W

(0)
hh ) for i = 1, . . . , n

4: for τ ∈ 1, . . . , T do

5: Sample a minibatch Dτ = {(xi,yi)}B

6: θ(τ) = θ(τ−1) − η∇θ
1

|D|τ
∑

(x,y)∈Dτ
C(θ,x,y)

7: c = |η|||∇Whh

1
|D|τ

∑
(x,y)∈Dτ

C(θ,x,y)||F
8: for i ∈ 1, . . . , n do

9: σ̄i = σ̄i + c

10: if σ̄i ≥ 2 then

11: s = i

12: end if

13: end for

14: if s > 0 then

15: Apply truncated SVD to W
(τ)
hh to obtain σi, ui, vi for i = 1, . . . , s

16: W
(τ)
hh = W

(τ)
hh −

∑s
i=1 max{

[
σi(W

(τ)
hh )− (2− δ)

]
, 0}uiv

T
i

17: end if

18: if θ satisfies the stop condition then

19: Return θ

20: end if

21: end for

Table 3.1 Dataset statistics. The 2nd-4th columns are number of tokens of each dataset.

Dataset Training dataset Valid. dataset Test dataset Vocabulary size

PTB 929,589 73,760 82,430 10,000

WT2 2,088,628 217,646 245,569 33,278

の層は 650ユニットの GRU層とし，出力に softmaxを用いた．50 %の dropoutを GRUの

再帰的な結合を除く各層に適用した [1]．学習には予備実験において Adamと RMSpropの性

能が SGDに劣ったため，SGDを用いた．

まず，重み行列の初期化としてWhh を除くすべての行列を正規分布 N (0, 1/650)から生成

した．Whh は乱数生成した行列を特異値分解し，得られた特異ベクトルを用いることで直交
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行列となるように初期化した [16, 36]．ミニバッチの大きさを 20，SGD の学習率は 1 とし，

最初の 10 エポックの後は毎ステップ 1.1 で除算して 75 エポックまで学習させた．なお，学

習時には再帰的な結合の途中で逆誤差伝搬を打ち切る truncated BPTTを使用し，35時間ス

テップで打ち切った．提案法において δ を [0.2, 0.5, 0.8, 1.1, 1.4] としてそれぞれ学習させ

た．一方，勾配クリッピングでは [13]の勾配のノルムの平均に注目するというヒューリスティ

クスにしたがって平均を調べたところ PTBが約 10，WT2が約 7であったので，それをもと

に PTBでは閾値を [5, 10, 15, 20]，WT2では [3.5, 7.0, 10.5, 14]とした．各エポックの後に

validationデータに対する損失（以後，validation lossと呼ぶ）を評価し，75エポックの間で

最も小さな validation lossとなったモデルを用いて testデータで評価した．

(b) Polyphonic music modeling

この実験では，音楽のMIDIデータに対して過去のノート番号*3から次に出てくるノート番

号を予測する実験を行った．なお，言語モデリングと異なりノート番号は各時刻で複数出力さ

れる．データセットには 1200のフォークミュージックで構成される Nottingham データセッ

ト [78]を用いた．なお，データセットは PTBと同様に trainingと validation，test setに分

かれる．実験条件は [79]をもとに設定した．各時刻のノート番号を 93次元のバイナリベクト

ルで表現した．モデルの一層目をバイアスなしの 200 × 93の線形層とし，言語モデルと同様

に出力に 0.01倍した．2層と 3層を 200ユニットの GRU 層とし，出力はロジスティック関

数とした．50 %の dropoutを GRUの再帰的な結合をのぞく各層に適用した．

学習は言語モデルと同様に SGDを使用し，初期化はWhh を除くすべての行列を正規分布

N (0, 10−4/200) から生成し，Whh は同様の手順で直交行列となるように初期化した．ミニ

バッチの大きさを 20，BPTTの打ち切りを 35とし，SGDの学習率は 0.1として 10エポッ

ク連続して validation loss の低下がみられないとき 1.25 で除算した．この手順で学習率が

10−4 以下となるまで学習させた．提案法は δ を [0.2, 0.5, 0.8, 1.1, 1.4] とし，勾配クリッピ

ングは勾配のノルムの平均が約 30 であったため [15, 30, 45, 60] とした．各エポックの後に

validation dataに対する損失を評価し，最も小さな validation lossとなったモデルを用いて

test dataで評価した．

3.5.2 成功率と精度

Table 3.2と 3.3 に言語モデルと音楽モデル，それぞれにおいて提案法と勾配クリッピング

においてそれぞれのパラメータに対する学習成功率を示す．まず，提案法と勾配クリッピング

の学習の成功率を比較すると，Table 3.2の言語モデリングの結果において勾配クリッピング

*3 鍵盤の鍵の番号であり，鍵盤の中央の Cを 60として 0から 127まで番号を割り振ったもの．
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Table 3.2 Comparison of success rates on language modeling. Top: PTB, bottom: WT2.

Proposed method Gradient clipping

δ 0.2 0.5 0.8 1.1 1.4 Threshold 5 10 15 20

Success rate 100 % 100 % 100 % 100 % 100 % Success rate 100 % 40 % 0 % 0 %

δ 0.2 0.5 0.8 1.1 1.4 Threshold 3.5 7 10.5 14

Success rate 100 % 100 % 100 % 100 % 100 % Success rate 100 % 0 % 0 % 0 %

Table 3.3 Comparison of success rates on music data modeling.

Proposed method Gradient clipping

δ 0.2 0.5 0.8 1.1 1.4 Threshold 15 30 45 60

Success rate 100 % 100 % 100 % 100 % 100 % Success rate 100 % 100 % 100 % 100 %

は勾配のノルムの平均 10（PTB）や 7（WT2）に閾値を設定しても学習が失敗した．そのた

め勾配クリッピングは学習の成功に試行錯誤が必要である．一方，提案法はどのような δ を用

いても学習が成功しており，試行錯誤の軽減が期待できる．次に，Table 3.3の音楽のモデリ

ングの結果を比較すると，勾配クリッピング，提案法ともに学習が成功している．

次に，精度の比較として，言語モデリングと音楽のモデリングにおいて validation dataと

test dataに対する損失の平均と標準偏差をそれぞれ Table 3.4と 3.5に示す．Table 3.4の勾

配クリッピングの言語モデリングの結果を見ると，PTBでは閾値を 10とした結果が最も小さ

い．しかし，閾値 10は学習が半分以上失敗するパラメータであり，既存方法の学習が不安定

であることを示す．Table 3.5 の音楽のモデリングでは閾値を 60 に設定すると非常に標準偏

差が大きく，前述したように学習の失敗はないが，高精度なモデルを得るためには試行錯誤が

必要である．提案法は，Table 3.4と 3.5より，どちらの実験においても δ = 0.2の損失が最

も低く勾配クリッピングより高い精度が得られた．このように，提案法は制約により解空間が

小さくなっているにも関わらず，GRUの性能が向上したのは状態が安定であるためと考えら

れる．例えば [80] において安定化した RNN が複数のタスクで性能が向上することが示され

ている．また [14]では安定な平衡点近傍に状態があるとき，ノイズに対してロバストになるこ

とが指摘されており，GRUの LSTMに対する優位点であるノイズにロバストという利点 [81]

が提案法により強調されたと考えられる．

3.5.3 δ の大きさと状態の収束

Table 3.5より，δを 1.1あるいは 1.4に設定すると GRUの性能が落ちる．これは δが大き

いほど状態の平衡点への収束速度が上がり，長期的な依存関係をとらえられなくなるためであ
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Table 3.4 Comparison of perplexities on language modeling. Top: PTB, bottom:

WT2. Valid. and perp. denote validation and perplexity, respectively.

Proposed method Gradient clipping

δ 0.2 0.5 0.8 1.1 1.4 Threshold 5 10 15 20

Valid. perp. 102.0±0.3 102.8±0.3 103.7±0.2 105.2±0.2 107.0±0.4 Valid. perp. 109.3±0.4 103.1±0.4 N/A N/A

Test perp. 97.6±0.4 98.4±0.3 99.0±0.4 100.3±0.2 102.1±0.2 Test perp. 106.9±0.4 100.4±0.5 N/A N/A

δ 0.2 0.5 0.8 1.1 1.4 Threshold 3.5 7 10.5 14

Valid. perp. 130.4±0.7 130.9±0.9 132.0±0.4 134.0±0.6 135.0±0.6 Valid. perp. 140±1 N/A N/A N/A

Test perp. 121.6±0.5 122.0±0.5 123.0±0.8 124.1±0.6 124.9±0.2 Test perp. 134±1 N/A N/A N/A

Table 3.5 Comparison of negative log-likelihood on music data modeling. Valid. and

NLL denote validation and negative log-likelihood, respectively.

Proposed method Gradient clipping

δ 0.2 0.5 0.8 1.1 1.4 Threshold 15 30 45 60

Valid. NLL 3.46±0.05 3.47±0.07 3.59±0.1 4.58±0.2 4.64±0.2 Valid. NLL 3.57±0.01 3.61±0.2 3.88±0.2 5.26±3

Test NLL 3.53±0.04 3.53±0.04 3.64±0.2 4.56±0.2 4.62±0.2 Test NLL 3.64±0.04 3.64±0.2 3.89±0.2 5.36±3

ると考えられる．提案法においてWhh のスペクトルノルムは (2 − δ)以下である．これはス

ペクトル半径 |λ1(J)| の上界であり，|λ1(J)| は線形化した GRU (式 (3.2)) の収束性を決め

る．そのため ht = 0近傍の状態は δ が 2に近いほど速く平衡点に収束すると考えられる．

実際に状態の収束性を確認するため，簡単なシミュレーションを行った．提案法のそれぞ

れ δ = 0.2, 0.8, 1.4で学習したモデルの GRU層に時刻 1で正規分布 N (0, 0.01I)に従うノイ

ズを入力として加え，その後，入力を与えずに状態を時間変化させて各時刻の状態のノルム

||ht||2 を計算した．また特定の入力に対する結果とならないように同様の実験を 50回行った．

各時刻の状態ベクトルの l2 ノルムを 50回の試行に対して平均した結果を Fig. 3.2に示す．

図より，提案法の GRUは状態のノルムが 0に指数関数的に収束して h = 0が安定であると

ともに，δ が大きくなるに従いその収束が速くなっている．よって，提案法は δ の値によって

状態の収束性を調整できる．収束が速いほど過去のノイズの影響が小さくなりロバストである

と考えられるが，一方で GRUが過去の情報を長期間にわたって記憶できなくなる．こうした

特性を考慮してノイズの多いデータには大きな δ を，長期間の依存性があるデータには小さな

δ を使用する．なお，同様の実験を勾配クリッピングで学習したモデルで行ったところ，勾配

のノルムはほとんど変化せず約 4.7となり，提案法と比べ非常に大きな値となった．

以上のように，提案法の調整パラメータはモデルへの影響が解釈しやすく，また，0 < δ < 2

という範囲に制限されている．一方で，勾配クリッピングの閾値はモデルにどのような影響を

与えるかの解釈が困難であり，その範囲も制限されず調整が難しい．
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Fig. 3.2 l2 norms of state vectors of GRU vs time steps. We did not apply any

inputs and update state vectors after we applied input into GRU at time step of one

(Copyright c⃝2019 IEICE, [3] Fig. 1). The norms state vector converges to zero, and

its convergence speed increased along with decreasing of δ.

3.5.4 勾配とスペクトル半径の関係

提案法は状態の平衡点の安定性の変化が勾配爆発を引き起こすという仮説のもとで，状態を

安定に制約している．本項ではこの仮説を検証するため，学習の最初の 500反復の間の安定性

を決める J のスペクトル半径の時間変化と勾配のノルムの時間変化（勾配クリッピングの結

果はクリップ前の勾配）を Fig. 3.3に示す．Fig. 3.3 (a)は閾値 5の勾配クリッピングを使用

した学習の結果で，Fig. 3.3 (b)は δ を 0.2に設定した提案法の学習の様子である．なお，勾

配のノルムは最大が 1となるように正規化しており，正規化前の提案法の値は勾配クリッピン

グと比べ非常に小さい．Fig. 3.3 (a)より，勾配のノルムは平衡点が不安定化するスペクトル

半径が 1を超えるときに非常に大きな値をとっている．また，勾配が大きくなったのちに，ス

ペクトル半径は 1以下となっており，勾配爆発が生じた際の勾配の方向がスペクトル半径を小

さくする方向に動いている．一方，提案法は Fig. 3.3 (b) より明らかなように，Whh のスペ

クトルノルムを制約することにより，スペクトル半径が 1よりも小さくなるように制約されて

おり，勾配爆発を起こさずに学習が進んでいる．
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(a) Gradient clipping (閾値 5).

(b) Proposed method (delta of 0.2).

Fig. 3.3 Gradient exploding in language modeling experiments (Copyright c⃝2019,

[3] Fig. 2). Norms of gradient are normalized to [0,1] for the clarity. When a spectral

radius exceeds one, the gradient norm becomes extremely large values in gradient

clipping (a). On the other hand, since the spectral radius does not exceed one, the

gradient norm does not become large values in proposed method (b).
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Table 3.6 Computation time for language modeling on PTB (delta 0.2, threshold 5)

Run time (s)

Naive SVD Truncated SVD gradient clipping

5.02× 104 4.55× 104 4.96× 104

3.5.5 計算量の評価

(a) 計算時間の比較

PTBの言語モデルの実験において計算時間を比較した結果を Table 3.6に示す．この表は

提案法に通常の特異値分解（naive SVD）と truncated SVDを用いてそれぞれ学習させた計

算時間，そして勾配クリッピングの計算時間である．表より，naive SVD を用いた提案法が

勾配クリッピングと同程度の計算量であり，truncated SVDを用いた提案法が最も速かった．

2.2.2項で述べたように勾配クリッピングでは，モデル全体のパラメータに対する勾配のノル

ムを計算するため，言語モデルにおいて語彙数に依存した入出力層の大きなパラメータ数が計

算時間に影響をあたえる．一方，提案法は GRUの状態ベクトルのサイズのみに依存し，さら

に 3.3節のように制約を超える特異値が存在しなければ高速に計算できる．結果として提案法

と勾配クリッピングの計算時間は同程度となった．

(b) 特異値計算の必要な sの比較

Truncated SVDを使った提案法で，特異値を求める個数 sの学習中の変化を Fig. 3.4に示

す．これは前述の計算時間の実験と同じ PTBの言語モデルの結果である．sは 1反復毎に計

算するが，わかりやすさのためにこれをエポック毎に平均して各エポックの平均の sを図示し

た．図より，学習の初期においてほぼすべての特異値の計算が必要であった．しかし，学習が

進むと学習率 η が小さくなることと勾配が小さくなることの 2 つの要因によって，上界に使

う |η|||∇Whh
CDτ

(θ)||F の値が小さくなり，sの大きさは小さくなった．その結果，学習後半

に勾配クリッピングより効率的に学習が可能で勾配クリッピングより速く学習が終わった．ま

た δ の値による sの違いを比較すると，低計算量による方法は特異値を更新する際は (2 − δ)

以下となるように更新し，一方で上界を使った sの推定には (2− δ)ではなく 2としているた

め（Algorithm 3.2の line 10），δ が大きいほど計算量が削減される．
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Fig. 3.4 Number of singular values s computed by truncated SVD against epochs.

s was averaged in each epoch. s decreased along with the progress of training.

(c) よりタイトな上界による sの推定

補題 3.6では sを推定するための上界として

σi(Ŵ
(τ)
hh ) ≤ σi(W

(τ−1)
hh ) + |η|||∇Whh

CDτ
(θ)||F

という関係を用いた．しかしこの補題の証明中に示したように

σi(Ŵ
(τ)
hh ) ≤ σi(W

(τ−1)
hh ) + |η|σ1(∇Whh

CDτ (θ)) ≤ σi(W
(τ−1)
hh ) + |η|||∇Whh

CDτ (θ)||F

という関係があるから，σi(W
(τ−1)
hh ) + |η|σ1(∇Whh

CDτ
(θ))の方がよりタイトな上界となる．

それにもかかわらず，ここまでの評価でフロベニウスノルムを用いた理由は簡単に並列計算可

能で GPUとの相性もよいと考えられるためである．ここではさらなる発展として，このタイ

トなスペクトルノルム σ1(∇Whh
CDτ

(θ))を使った上界による sを評価した．δ = 0.2とした

ときの学習中のそれぞれの上界による sの推定値を Fig. 3.5に示す．図より，スペクトルノル

ムを用いた上界がよりタイトなため s の大きさがフロベニウスノルムに基づく方法より小さ

い．そのため，特異値計算にかかるコストを小さく抑えることができる．一方で，上界の計算

に必要な時間はスペクトルノルムの方が大きいことを確認した．学習全体の計算時間ではフロ

ベニウスノルムに基づく方法が 5.4× 104 秒，スペクトルノルムに基づく方法が 4.9× 104 秒

となり，スペクトルノルムに基づく上界の方が優れていた*4．上界の計算時間はフロベニウス

*4 こちらは 3.5.5(a)と同じ計算環境を用意することができなかったため，フロベニウスノルムに基づく方法の計
算時間が 3.5.5(a)の結果より大きい．



50 第 3章 GRUの勾配爆発を防ぐ学習方法

10 20 30 40 50 60 70
Epoch

0

200

400

600

A
ve

ra
ge
s

Bound by Frobenius norm
Bound by σ1

Fig. 3.5 Comparison estimated s using upper bound based on a Frobenius norm

with those using upper bound based on a spectral norm. δ was set to 0.2. Since the

upper bound based on the spectral norm is tighter than the upper bound based on

the Frobenius norm, red line is always smaller than blue line.

ノルムの方が短いことから，学習全体の速度に関しては実験データや計算環境に依存するが，

この方法も有効である．

3.6 まとめ

本章では GRUの状態の振る舞いを解析し，勾配爆発を防ぐ新たな学習法を提案した．言語

モデルと音楽モデルの実験において提案法が勾配クリッピングと同程度の計算時間で勾配爆発

を抑制し，さらに勾配クリッピングより高い精度を達成できることを示した．勾配クリッピン

グは試行錯誤的にその閾値を調整する必要があるが，閾値がモデルに与える影響は不明瞭であ

り，またその調整の範囲も限定されていない．一方，提案法の δ も多少の調整を必要とする

が，その効果は長期記憶性能と関係して解釈しやすく，またその範囲も 0 < δ < 2に限定され

るために GRUを使ったモデル構築にかかる試行錯誤を削減できる．ただし，入力の存在を考

慮していないため，入力によって状態が平衡点の吸引領域から出ないように十分小さい必要が

あり，その入力に関する条件は今後の課題である．
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第 4章

Softmaxの表現能力に関する解析と高
い表現力を持つ出力関数の提案

本章では，既存の出力関数 softmaxより表現能力の高い出力関数を提案する*1．まず，離散

値をとる時系列データであって，言語モデルのような取りうる値の数が大きなデータを表現す

るために必要な出力関数の特性を考察する．次に，この特性を満たす新たな出力関数を提案す

る．最後に，提案方法と既存の出力関数およびいくつかの代替関数の候補について実験的に性

能を評価する．

4.1 はじめに

深層学習ではタスクによってさまざまなモデルが使用されるが，クラス分類や言語モデルな

どの離散確率を扱う多くのタスクにおいて，使用される出力関数は softmaxである [9, 11, 16–

20]．これは出力ベクトルの全要素の和が 1，各値が [0, 1]の範囲をとるような非線形関数であ

り，これにより深層学習の出力を各次元に対する確率として見なすことができる．

しかし [21]で softmaxが深層学習のモデルの表現能力のボトルネックとなりうることが示

された．これは softmax bottleneck と呼ばれている．これは，深層学習のモデルの最終層の

ユニット数が出力の数から 1を引いた値より小さいとき，softmaxを使ったモデルでは表現で

きない確率分布があるというものである．特に，言語モデルに softmaxを出力とする深層学習

モデルを用いる場合，状態のユニット数が数百であるのに対して出力数は語彙数に対応した数

万という値になるため，softmax bottleneckが顕在化すると考えられる．[21]では，softmax

*1 本章は電子情報通信学会和文論文誌 D (Copyright c⃝2020 IEICE) に含まれる “Softmax Bottleneck の再
解釈とそれを解消する出力関数の評価”[4] および NeurIPS2018 発表論文 “Sigsoftmax: Reanalysis of the

softmax bottleneck”[82] に基づく．本章の一部データは電子情報通信学会和文論文誌 D において発表され，
また電子情報通信学会の許可のもと論文 [4] から再利用されている．
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bottleneck を解決する方法として，softmax を混合した mixture of softmax（MoS）を提案

している．しかしMoSは追加のパラメータによって計算量が多くなり，また混合数を調整し

なければならず softmaxに代わる出力関数とはいえなかった．

本章では，softmax bottleneckを解決する出力関数を提案し，言語モデルの実験によって評

価する．まず，softmaxの対数である log-softmaxの値域から softmax bottleneckを再考し，

log-softmaxの値域が含まれる空間の次元を解析して，改めて softmax bottleneckを示す．こ

の解析を基にそれを解消する新たな出力関数として，それぞれ sigmoid，softplus，rectified

linear unit（ReLU）から構成される出力関数と sigmoidと指数関数の積をとった sigsoftmax

を提案する．言語モデルの実験によって，softmaxとこれらの出力関数および混合した出力関

数の性能を評価する．

4.1.1 Softmax bottleneck

Softmax bottleneck について説明するため，2.2.4 項で示した recurrent neural network

（RNN）による言語モデルを考える．コーパスとして Y = (Y1, . . . , YT ) が与えられたとす

ると，その同時確率 p(Y ) は P (Y ) =
∏

t P (Yt|Y<t) =
∏

t P (Yt|Xt) と分解できる．ここ

で Xt = Y<t = (Y1, . . . , Yt−1) をコンテキストと呼ぶ．クラス分類と同様に P (Yt|Xt) を

softmaxで表現する．自然言語 Lが有限で N 個のコンテキストとそれに対する条件付き確率

の集合 L = {(x1, P
∗(Y |x1)), . . . , (xN , P ∗(Y |xN ))}で表現できると仮定すると，言語モデル

の目的は，分布のモデル Pθ(Y |X)を真の確率分布 P ∗(Y |X)と一致させることである．以上

の仮定のもとで，softmax bottleneck [21]では，N 個のコンテキストに対する h(xN )を並べ

た行列

Hθ =


h(x1)T

h(x2)T

...
h(xN )T

 (4.1)

と重み行列W および各単語の真の確率の対数をとって並べた行列，

A =


logP ∗(y1|x1), logP ∗(y2|x1), . . . logP ∗(yM |x1)
logP ∗(y1|x2), logP ∗(y2|x2), . . . logP ∗(yM |x2)

...
...

. . .
...

logP ∗(y1|xN ), logP ∗(y2|xN ), . . . logP ∗(yM |xN )

 (4.2)

を考える．いま，softmax に入る前の隠れベクトル h(x) が d 個の要素を持つベクトル

h(x) ∈ Rd であるとすると，softmax bottleneckは次の定理で与えられる．

定理 4.1 (Softmax bottleneck [21]). d < rank(A)− 1であれば，モデルにいかなる万能近似



4.2 ボトルネックを解消する関数 53

可能性を持つ関数 U と，いかなるパラメータ θ を用いても，Pθ(Y |x) ̸= P ∗(Y |x)となる文脈

xが存在する．

この定理より，出力層の状態ベクトル hの長さ dが真の確率の対数のランクより小さいと，

真の確率を softmaxを用いたモデルが表現できないことがわかる．言語モデルではM が語彙

数に相当してとりうる値の数が数万であるのに対し，計算量などの問題から dはしばしば数百

次元に設定するため，このボトルネックが顕在化すると考えられる．なお [21]における，この

定理の証明を付録 Aに示す．

4.1.2 Mixture of softmax

Softmax bottleneck を解消するために，混合 softmax (MoS) が提案されている．MoS で

はK 個の softmaxを混合し，

Pθ(yi|x)=
K∑

k=1

π(x, k)
exp([Wh(x, k)]i)∑
mexp([Wh(x, k)]m)

(4.3)

とする．ただし，π(x, k) は k 番目の softmax に対する重み（
∑K

k=1 π(x, k) = 1）であり，

h(x, k)はその k 番目の要素に対応する隠れベクトルである. h′(x) を出力層の入力となる隠

れベクトルとすると，重みと h(x, k)はそれぞれ

π(x, k) =
exp(wT

π,kh
′(x))∑K

k′=1 exp(wT
π,k′h′(x))

(4.4)

h(x, k) = tanh(Wh,kh
′(x)) (4.5)

として計算される．MoSによって近似されたAのランクが任意の値を取りうるため，softmax

bottleneckを解消できるとされている [21]．

しかし，MoSはK という試行錯誤的に調整しなければならないハイパーパラメータと重み

Wh,k と wπ,k という追加のパラメータを持ち，新たな重みに対する勾配計算により，計算量

が増加するため，softmaxの代替となる出力関数とはいえない．

4.2 ボトルネックを解消する関数

4.2.1 Log-softmaxからの解釈

[21]は softmaxが表現能力のボトルネックとなりうることを示したが，その原因を陽に示し

てはいなかった．そこで，softmax bottleneckの原因を明らかにするため，log-softmaxの値

域から softmax bottleneckを再解釈する．
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第 2 章で述べたように，softmax による学習は負の対数尤度の最小化で行われるため，

log-softmax が学習に用いられる．log-softmax は softmax の出力に対数をとったもので

あり，

[log(fs(z))]i = log

(
exp(zi)∑
m exp(zm)

)
= zi − log

(∑
m

exp(zm)

)
(4.6)

である．これをベクトルで表現すると，

log (fs(z)) = z − log

(∑
m

exp(zm)

)
1 (4.7)

となる．ただし，1 は全要素が 1 のベクトルである．Softmax が真の確率を表現するために

は，真の確率の対数をとったものと一致するために十分に log-softmax の値域が大きくなけ

ればならない．いま，隠れベクトル h が Rd の任意のベクトルをとれるとし，d ≤ M とす

る．また，重みW ∈ RM×d がフルランクでランク d だとする．すると，softmax の入力ベ

クトルの空間 S (z ∈ S) は d 次元のベクトル空間となる*2．このとき log-softmax の値域

{log(fs(z))|z ∈ S}に対して次の定理が成り立つ．

定理 4.2. S ⊆ RM を d 次元ベクトル空間とし，z ∈ S を log-softmax の入力とすると，

log-softmaxの値域 {log(fs(z))|z ∈ S}は，たかだか (d + 1)次元ベクトル空間の部分集合で

ある．

証明. S ⊆ RM は d 次元ベクトル空間であり，その d 個の基底を用いて S =

{
∑d

l=1 k
(l)u(l)|k(l) ∈ R} である．ただし，u(l) ∈ RM は線形独立なベクトルであ

り，k(l) はその係数である．式 (4.7) から u(l) と k(l) を用いると，log-softmax の値域

{log(fs(z))|z ∈ S}は

{log(fs(z))| z ∈ S} =

{
d∑

l=1

k(l)u(l) − c

(
d∑

l=1

k(l)u(l)

)
1|k(l) ∈ R

}
(4.8)

となる．ただし，

c

(
d∑

l=1

k(l)u(l)

)
= log

(
M∑

m=1

exp(

[
d∑

l=1

k(l)u(l)

]
m

)

)

*2 h が任意のベクトルではない場合，データ点 x の集合を X とすると，{h(x)|x ∈ X} ⊆ Rd であり，
{Wh(x)|x ∈ X} は d 次元以下の部分空間の部分集合となりうる．またW がフルランクではない場合も d

次元以下の部分集合となりうる．しかしどちらの場合においても d次元の部分空間の部分集合である．
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である．これは d個の線形独立なベクトル u(l) と 1の線形結合である．そのため{
d∑

l=1

k(l)u(l) − c

(
d∑

l=1

k(l)u(l)

)
1|k(l) ∈ R

}
⊆

{
d∑

l=1

k(l)u(l) + k(d+1)1|k(l) ∈ R

}
(4.9)

が成り立つ．ただし，{
∑d

l=1 k
(l)u(l) + k(d+1)1|k(l) ∈ R}は u(l) と 1が張る空間である．Y

をベクトル空間 {
∑d

l=1 k
(l)u(l) + k(d+1)1|k(l) ∈ R}とすると，Y の次元は

dim(Y ) =

{
d + 1, if 1 /∈ S

d, if 1 ∈ S
(4.10)

となり，Y は dか (d+ 1)次元の RM の部分空間である. 式 (4.9) と (4.10)より，log-softmax

の出力は (d + 1)次元のベクトル空間に存在する．

式 (4.7)のより log-softmaxは入力ベクトル zと 1の線形結合である．この線形結合によっ

て増える線形独立なベクトルの数は，元の入力ベクトルの線形独立なベクトルの数からたかだ

か 1である．よって，log-softmaxの出力の線形独立なベクトルの数はたかだか (d + 1)であ

り，(d+ 1)次元の部分空間の部分集合である．d = 1，M = 3としたときの図を Fig. 4.1に示

す．図では青曲線が真の確率分布がとりうる範囲を示しており，これは 3次元上の曲線となっ

ている．一方，softmaxの対数の出力の範囲は黒曲線であり，平面上の曲線となっている．

定理 4.2より，もし真の確率の対数が (d+1)次元より大きな空間に広がっていると，softmax

ではその確率すべてを表現できない．前述したように，この原因は log-softmax が z と 1の

線形結合であるためであり，これは log(exp(z)) = z となるためである．log(g(z)) が非線形

関数となるような関数を用いると，線形結合ではなくなり，(d + 1)次元より大きな空間に出

力の対数が広がる．そこで新たな活性化関数について考える．

4.2.2 出力関数に求められる性質

前項では softmax で使われる関数を指数関数以外の非線形関数にすることで softmax

bottleneck を解消しうることを示した．ここではその非線形関数に求められる性質について

述べる．新しい出力関数 f(·)を

[f(z)]i =
[g(z)]i∑
m [g(z)]m

(4.11)

とする．この新しい関数は非線形関数 g(z) と正規化のための除算で構成されている．Soft-

max の代替として，f(z) とその g(z) は以下のすべての性質を満たしていることが望ま

しい．
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Fig. 4.1 Inputs space {z|z ∈ S} and the range of outputs of log-softmax for d = 1.

We can see that log-softmax is curve on the plane {k1z+k21|k1, k2 ∈ R}, and it can-

not match the true probabilities log(P∗) in three dimensional space (Copyright c⃝2020

IEICE, [4] Fig. 1).

1. log(g(z))の非線形性:

4.2.1 項で述べたように, log(exp(z)) が z であるため，softmax は表現能力のボトル

ネックになる．log(g(z))が線形の関数である限り，{log(f(z))|z ∈ S}は (d+ 1)次元

ベクトル空間の部分集合であるため，ボトルネックの解消には log(g(z)) が非線形でな

ければならない．

2. 数値的な安定性:

深層学習では勾配に基づく最適化が行われる．[f(z)]i の zj に関する微分は

∂log([f(z)]i)

∂zj
=

1

[f(z)]i

∂ [f(z)]i
∂zj

(4.12)

となる．ここで，[f(z)]i による除算が存在する. [f(z)]i は入力に対して誤ったラベル

を出力するような学習初期において小さな値をとりうるため，ゼロ割りを発生させる可

能性がある．そこで代替関数は softmax のように除算を含まずに勾配計算できること

が望ましい.

3. 非負性:

式 (4.11)において出力が [0, 1]に制限されるためには g(z)の全要素が非負（もしくは

非正）でなければならない．そのため g(z)は非負の関数とする，すなわち，[g(z)]i ≥ 0.
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4. 単調増加性:

Softmaxは argmaxの平滑化バージョンとしても知られており，この性質を満たすため

には g(z)は単調増加である必要がある [17, 83]. g(z)が単調増加であれば，最も確率

の大きい要素を softmaxを計算せずに，z の各要素の比較により求められる．

4.2.3 Softmax bottleneckを解消する出力関数

深層学習でよく使用される非線形関数を用いて softmax bottleneck を解消することができ

る出力関数と，その性質について以下に述べる．

(a) ReLUに基づく出力関数

ReLU(z) = max(0, z) を使った出力関数は，

[f(z)]i =
ReLU(zi)∑
m ReLU(zm)

(4.13)

である．ReLUによる関数の性質について以下に示す．

1. log(g(z))の非線形性：

[log(ReLU(z))]i =

{
log(zi), if zi > 0

−∞, if zi ≤ 0

2. 数値的な安定性：

ReLUからなる関数の微分は

∂log [f(z)]i
∂zj

=



1

ReLU(zi)

∂ReLU(zi)

∂zj

− 1∑
m ReLU(zm)

∂ReLU(zi)

∂zj
, if i = j

− 1∑
m ReLU(zm)

∂ReLU(zj)

∂zj
, if i ̸= j

であり，ReLU による除算を含み，ReLU が 0 となりやすいから，数値的に不安定で

ある．

3. 非負性：[g(z)]i = max(zi, 0) ≥ 0

4. 単調増加性: z1 ≤ z2 ⇒ max(z1, 0) ≤ max(z2, 0)
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(b) Sigmoidに基づく出力関数

Sigmoid: sigm(z) =
1

1 + exp(−z)
を使った出力関数は，

[f(z)]i =
sigm(zi)∑
m sigm(zm)

(4.14)

である．この関数は次のように所望の性質を満たす．

1. log(g(z))の非線形性：log(sigm(z)) = z − log(1 + exp(z))

2. 数値的な安定性：

∂log [f(z)]i
∂zj

=

{
(1− [f(z)]j)(1− sigm(zj)), if i = j

− [f(z)]j (1− sigm(zj)), if i ̸= j

この計算は除算を含まないという特徴をもつ．

3. 非負性：[g(z)]i = sigm(zi) ≥ 0

4. 単調増加性: z1 ≤ z2 ⇒ sigm(z1) ≤ sigm(z2)

(c) Softplusに基づく出力関数

Softplus g(z) = log(1 + exp(z)) を使った出力関数は，

[f(z)]i =
log(1 + exp(zi))∑
m log(1 + exp(zm))

(4.15)

である．この関数は以下の性質を持つ．

1. log(g(z))の非線形性：log(log(1 + exp(z)))

2. 数値的な安定性：

Softplusからなる関数の微分は

∂log [f(z)]i
∂zj

=


sigm(zj)(1− [f(z)]j)

log(1 + exp(zj))
, if i = j

− sigm(zm)∑
m log(1 + exp(zm))

, if i ̸= j

であり，この計算は i = jのときに log(1+exp(zj))による除算が含まれている．ただし，

sigm(zj) = 1/(1+exp(−zj))がかかっており，これは 1/((1+exp(−zj))log(1+exp(zj))

となるため，zj → −∞で 1となる．しかし，予備実験で評価したところ，学習中に損

失関数が発散して数値的に不安定となることを観測した．これは log(1 + exp(zj))の除

算の数値計算による問題と思われる．計算順序等によって学習を安定化させることがで



4.2 ボトルネックを解消する関数 59

きる可能性はあるが，本論文では後述するように，小さな定数を分母に加えることで学

習を安定化して実験で評価する．

3. 非負性：[g(z)]i = log(1 + exp(zi)) ≥ 0

4. 単調増加性: z1 ≤ z2 ⇒ log(1 + exp(z1)) ≤ log(1 + exp(z2))

以上では深層学習によく使用される関数の中では，ReLUは勾配計算が不安定となりうるこ

と，sigmoidは所望の性質をすべて満たすことを示した．しかし，sigmoidはその最大値が 1

よりも小さく，これによって表現力が制限される可能性がある．また，これらの関数は非線形

な関数であるため，値域の含まれる空間の次元だけで値域の大小を比較することはできない．

つまり，softmax bottleneckを解消することができても，出力の値域が高次元に広がるが，そ

の集合の大きさは softmax の値域より小さくなる可能性があるため，実際のところ表現能力

が向上しているかわからない．そこで上記の性質を満たしてボトルネックを解消しつつ，そし

て softmaxと値域の大きさを直接比較可能な出力関数を提案する．

4.2.4 Sigsoftmaxの提案

提案する sigsoftmaxは次の通りである．

定義 4.1. Sigsoftmaxは，

[f(z)]i =
exp(zi)sigm(zi)∑

m exp(zm)sigm(zm)
(4.16)

で与えられる．

(a) Sigsoftmaxの性質

Sigsoftmaxがボトルネックを解消し，所望の性質を満たすことを示す．4.2.1項の softmax

と同様に log-sigsoftmaxの値域を調べる．Sigmoidの対数は，

log(sigm(z)) = log(
1

1 + exp(−z)
) = z − log(1 + exp(z))

なので，log-sigsoftmaxは

log(f(z)) = 2z − log(1 + exp(z)) + c′(z)1 (4.17)

となる．ただし，c′(z) = log(
∑

m exp(zm)sigm(zm))である．log(1+ exp(z))は softplusで

あり，非線形関数である [18]. Log-sigsoftmaxが非線形関数で構成されているため，出力ベク

トルは (d + 1)以上の線形独立ベクトルを持ちうる．そのため次の定理が成り立つ．
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定理 4.3. S ⊆ RM を d 次元ベクトル空間とし， z ∈ S を log-sigsoftmaxの入力とする．こ

のとき，log-sigsoftmaxの値域 {log(f(z))|z ∈ S}が d + 1次元のベクトル空間に包含されな

いような d及び S が少なくとも一つある．

証明. 背理法によって証明する．もし定理 4.3 が成り立たないならば log-sigsoftmax の値域

{log(f(z))|z ∈ S} はすべて (d + 1) 次元のベクトル空間の部分集合である．この命題は定

理 4.3 の否定であるため，これの反例を示すことで定理 4.3 を証明する．反例として S が 1

次元のベクトル空間（つまり d = 1）とし，S = {ku|k ∈ R}で u = [1, 2, 0]T であるとする．

この条件において，定義より log-sigsoftmaxの出力は

log(f(z)) =

2k
4k
0

−
 log(1 + exp(k))

log(1 + exp(2k))
log2


− log

(
1 + 2sigm(k)exp(k) + 2sigm(2k)exp(2k)

2

)
1 (4.18)

となる．S = {ku|k ∈ R}から 3つの出力 z1 = [0, 0, 0]T, z2 = [1, 2, 0]T, z3 = [−1,−2, 0]T を

選び，その出力について調べる．Log-sigsoftmaxの値域は

log(f(z1))=−log31 (4.19)

log(f(z2))=

2− log(1 + exp(1))
4− log(1 + exp(2))

−log2

−log

(
1 + 2sigm(1)exp(1) + 2sigm(2)exp(2)

2

)
1

(4.20)

log(f(z3))=

−2− log(1 + exp(−1))
−4− log(1 + exp(−2))

−log2


− log

(
1 + 2sigm(−1)exp(−1) + 2sigm(−2)exp(−2)

2

)
1 (4.21)

である．線形独立性を調べるために

α1log(f(z1)) + α2log(f(z2)) + α3log(f(z3)) = 0 (4.22)

の解を調べる．もしその解がただ一つ α1 = α2 = α3 = 0, log(f(z1)), log(f(z2)) であれば
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log(f(z3))は線形独立である．式 (4.22) のそれぞれの要素は次の連立方程式となる：

−α1log3 + α2

{
2− log(1 + exp(1))−log(

1 + 2sigm(1)exp(1) + 2sigm(2)exp(2)

2
)

}
+ α3 {−2− log(1 + exp(−1))

−log(
1 + 2sigm(−1)exp(−1) + 2sigm(−2)exp(−2)

2
)

}
= 0 (4.23)

−α1log3 + α2

{
4− log(1 + exp(2))− log(

1 + 2sigm(1)exp(1) + 2sigm(2)exp(2)

2
)

}
+ α3 {−4− log(1 + exp(−2))

−log(
1 + 2sigm(−1)exp(−1) + 2sigm(−2)exp(−2)

2
)

}
= 0 (4.24)

−α1log3 + α2{−log(2)− log(
1 + 2sigm(1)exp(1) + 2sigm(2)exp(2)

2
)}

+ α3 {−log2

−log(
1 + 2sigm(−1)exp(−1) + 2sigm(−2)exp(−2)

2
)

}
= 0 (4.25)

式 (4.25)から

α1 =
α2

log(3)

{
−log(2)− log(

1 + 2sigm(1)exp(1) + 2sigm(2)exp(2)

2
)

}
+

α3

log3

{
−log2− log(

1 + 2sigm(−1)exp(−1) + 2sigm(−2)exp(−2)

2
)

}
(4.26)

が成り立つ．式 (4.26)を式 (4.23)と式 (4.24)に代入すると{
α2{2− log(1 + exp(1)) + log(2)}+ α3{−2− log(1 + exp(−1)) + log(2)} = 0 (4.27)

α2{4− log(1 + exp(2)) + log(2)}+ α3{−4− log(1 + exp(−2)) + log(2)} = 0 (4.28)

が得られる．式 (4.27)より

α2 = α3
{2 + log(1 + exp(−1))− log(2)}
{2− log(1 + exp(1)) + log(2)}

(4.29)

が成り立ち，式 (4.29)を式 (4.28)へ代入すると

α3

[
{2 + log(1 + exp(−1))− log(2)}{4− log(1 + exp(2)) + log(2)}

{2− log(1 + exp(1)) + log(2)}
+{−4− log(1 + exp(−2)) + log(2)}]=0 (4.30)

が成り立つ．式 (4.30)の解は α3 = 0ただ一つであり，よって，α1 = α2 = α3 = 0である．

式 (4.22) は，α1 = α2 = α3 = 0のときのみ成り立つ．したがって，log(f(z1)), log(f(z2))

と log(f(z3))は線形独立であり，すなわち d + 1 = 2にもかかわらず出力ベクトルは 3つ線
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形独立となる．よって，log-sigsoftmax の値域は (d + 1) 次元以上の線形独立の空間であり，

log-sigsoftmaxの値域は (d+ 1)次元のベクトル空間の部分集合ではない．これは，次の命題，

「Log-sigsoftmax のすべての出力空間 {log(f(z))|z ∈ S} は，(d + 1) 次元のベクトル空間の

部分空間である」に矛盾しており，よって，log-sigsoftmax の値域は (d + 1)次元のベクトル

空間の部分空間とは限らない．

定理 4.3は sigsoftmaxが softmaxのボトルネックを解消しうることを示している．すなわ

ち，たとえ真の確率の対数のベクトルが (d + 1)個より多くの線形独立なベクトルを持つとし

ても sigsoftmaxベースのモデルは真の確率に一致しうる．

定理 4.3の結果は，少なくとも一つは softmax bottleneck を解消する可能性がある入力を

示したが，より一般に成り立つ結果として，次の定理が成り立つ．

定理 4.4. S ⊆ RM を 1次元のアフィン空間とし， z ∈ S を log-sigsoftmaxの入力とする．

このとき，log-sigsoftmax の出力ベクトルが張る空間 span{log(f(z))|z ∈ S}が RM となる

ような S が存在する．

証明. まず，f̃ と g を

log(f̃(z)) = 2z − log(1 + exp(z))

=

 g(z1)
...

g(zM )


と定義する．f̃ を使うと，log-sigsoftmaxは

log(f(z)) = log(f̃(z)) + c′z1 (4.31)

である．一方，1次元のアフィン空間 S を

S = {z = xa + b1|x ∈ R}

とする．ただし，a ∈ RM は各要素が排反，つまり，i ̸= j に対して ai ̸= aj とする．また，

b ∈ R は b ̸= 0 で g(n)(b) ̸= 0 とする．ただし，g(n) は g の n 階の微分である．g(z) には

softplus が含まれており，softplus の微分が C∞ 級の関数である sigmoid であることから g

は無限回微分可能である．そして，n ≥ 3で nが奇数のとき g(n)(0) = 0となる．このとき，
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ロンスキアンW (x)は

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g(a1x + b) g(a2x + b) · · · g(aMx + b)

d
dxg(a1x + b)

. . .
...

...
...

dM−1

dM−1x
g(a1x + b) · · · · · · dM−1

dM−1x
g(aMx + b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g(a1x + b) g(a2x + b) · · · g(aMx + b)

a1g
′(a1x + b)

. . . aMg′(aMx + b)
...

...

aM−1
1 g(M−1)(a1x + b) · · · · · · aM−1

M g(M−1)(aMx + b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
となり，x = 0のとき

W (0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g(b) g(b) · · · g(b)

a1g
′(b)

. . . aMg′(b)
...

...

aM−1
1 g(M−1)(b) · · · · · · aM−1

M g(M−1)(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g(b) 0 · · · 0

0 g′(b) 0
...

...
. . . 0

0 · · · 0 g(M−1)(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
a1 a2 · · · aM
...

. . . · · ·
...

aM−1
1

. . . · · · aM−1
M

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

M−1∏
j=0

g(j)(b)
∏

1≤i<j≤M

(aj − ai) ̸= 0

が成り立つ．ただし，行列積の行列式が行列式の積となること，対角行列の行列式が対角

成分の積であること，ヴァンデルモンドの行列式，そして g(j)(b) ̸= 0，ai ̸= aj を使った．

W (0) ̸= 0より，ロンスキアンの性質から，g(a1x + b), . . . , g(aMx + b)は R上の線形独立な
関数である．よって，logf̃(z)の張る空間，span

{
logf̃(z)|z ∈ S

}
を考えると，

span
{

logf̃(z)|z ∈ S
}

= span
{

logf̃(xa + b1)|x ∈ R
}

= span
{

(g(aix + b))
M
i=1 |x ∈ R

}
は，g(aix + b)の線形独立性から

span
{

logf̃(xa + b1)|x ∈ R
}

= RM (4.32)

となる．また，p /∈ span{log(f(z))|z ∈ S}なる pが存在すると仮定すると，式 (4.32)より，

p ∈ RM = span
{

logf̃(xa + b1)|x ∈ R
}

(4.33)
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である．このとき，式 (4.31) より p /∈ span
{

logf̃(z) + c′(z)1|z ∈ S
}
であり，かつ p ∈

span
{

logf̃(z)|z ∈ S
}
より，p ∈ span{1}である．しかし，

logf(b1) = logf̃(b1) + c′(b1)1

= {g(b) + c′(b1)}1 ̸= 0 (4.34)

となる bをとることが可能であり，b1 ∈ S より，p /∈ span{logf(z)|z ∈ S}に矛盾する．よっ
て，このような pは存在せず，span{logf(z)|z ∈ S} = RM であることが示された．

定理 4.4 は，一般に，softmax 関数に入力される前の層がバイアス項を持っているため，

d = 1でバイアス項がある場合，つまり z = hw+ b1であるときには，softmax bottleneckを

解消する可能性があることを示している．さらに条件を満たすアフィン空間が含まれるような

2次元以上の線形空間 S があることから*3，d ≥ 2であれば，M 次元の空間に log-sigsoftmax

の出力は存在し，softmax bottleneckを解消できる可能性があることを示す．

しかしながら，softmaxと sigsoftmaxは共に非線形関数であるため，前述の通り値域の含

まれるベクトル空間の次元のみを基準に表現能力を比較するのは難しい．そこで直接 2つの値

域を比較すると，次の定理が成り立つ．

定理 4.5. z ∈ S を sigsoftmax f(·) と softmax fs(·)の入力とする．もし S が d次元ベクト

ル空間で 1 ∈ S であるとすると, softmax の値域は sigsoftmax の値域の閉包 {f(z)|z ∈ S}
に含まれる．すなわち

{fs(z)|z ∈ S} ⊆ {f(z)|z ∈ S}. (4.35)

証明. 1 ∈ S であるとすると，S は

S =

{
d−1∑
l=1

k′(l)u′(l) + k′(d)1

∣∣∣∣∣ k′(l) ∈ R

}

とかける．ここで u′(l) (l = 1, . . . , d − 1) と 1 は線形独立なベクトルである．また，S の

任意の要素は
∑d−1

l=1 k′(l)u′(l) + k′(d)1 となり，よって z =
∑d−1

l=1 k′(l)u′(l) + k′(d)1 である．

Softmaxの入力として z =
∑d−1

l=1 k′(l)u′(l) + k′(d)1を代入すると

[fs(z)]i =
exp

([∑d−1
l=1 k′(l)u′(l)

]
i

+ k′(d)
)

∑M
m=1 exp

([∑d−1
l=1 k′(l)u′(l)

]
m

+ k′(d)
)=

exp
([∑d−1

l=1 k′(l)u′(l)
]
i

)
∑M

m=1 exp
([∑d−1

l=1 k′(l)u′(l)
]
m

)
(4.36)

*3 Tij := {z ∈ RM |zi = zj} のような部分空間か，もしくはそれに含まれる部分空間である場合は条件を満た
すアフィン空間が含まれない．
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であり，よって softmaxの値域は{
fs

(
d−1∑
l=1

k′(l)u′(l) + k′(d)1

)∣∣∣∣∣ k′(l)∈R
}

=

 exp
([∑d−1

l=1 k′(l)u′(l)
]
i

)
∑M

m=1 exp
([∑d−1

l=1 k′(l)u′(l)
]
m

)
∣∣∣∣∣∣ k′(l)∈R


(4.37)

である．一方，z =
∑d−1

l=1 k′(l)u′(l) + k′(d)1 を sigsoftmax に代入すると，sigsoftmax の出

力は

[f(z)]i =
exp

([∑d−1
l=1k

′(l)u′(l)
]
i

)
sigm

([∑d−1
l=1k

′(l)u′(l)
]
i
+ k′(d)

)
∑

mexp
([∑d−1

l=1k
′(l)u′(l)

]
m

)
sigm

([∑d−1
l=1k

′(l)u′(l)
]
m
+ k′(d)

) (4.38)

となる．ここで，k′(l) を l = 1, . . . , d − 1について固定し，k′(d) → +∞ とすると，v が固定

されているとき limk→+∞sigm(v+k)=1であるため，

lim
k′(d)→+∞

exp
([∑d−1

l=1 k′(l)u′(l)
]
i

)
sigm

([∑d−1
l=1 k′(l)u′(l)

]
i

+ k′(d)
)

∑
m exp

([∑d−1
l=1 k

′(l)u′(l)
]
m

)
sigm

([∑d−1
l=1 k′(l)u′(l)

]
m
+ k′(d)

)
=

exp
([∑d−1

l=1 k′(l)u′(l)
]
i

)
∑

m exp
([∑d−1

l=1 k′(l)u′(l)
]
m

) (4.39)

である．式 (4.39)より sigsoftmaxの値域は， exp
([∑d−1

l=1 k′(l)u′(l)
]
i

)
∑M

m=1 exp
([∑d−1

l=1 k′(l)u′(l)
]
m

)
∣∣∣∣∣∣ k′(l) ∈ R

 ⊆ {f(z)|z ∈ S} (4.40)

となる．式 (4.37) と (4.40) より，sigsoftmax の値域の閉包に softmax の値域が含まれる．

よって，{fs(z)|z ∈ S} ⊆ ¯{f(z)|z ∈ S}が成り立つ．

定理 4.5は，もし 1 ∈ S であれば，sigsoftmaxが softmaxの出力を任意の精度で近似でき

ることを示している. 1 ∈ S という仮定は，クラス分類ではすべてのクラスに対して同じ確率，

すなわち pθ(yi|x) = 1/M for all i，を出力できることを示している．たとえ 1 /∈ S であって

も，スカラのパラメータ bを導入して，

[f(z + b1)]i =
exp(zi)sigm(zi + b)∑

m exp(zm)sigm(zm + b)

とすると同様の性質を持つ．Softmax が真の確率に一致するときは b が十分に大きくなれば

softmaxを sigsoftmaxで近似できる．以上より，sigsoftmaxは softmaxのボトルネックを解

消し，かつ表現力が大きくなることを示した．

Sigsoftmaxは 4.2.2 項で述べた性質を満たす．
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定理 4.6. Sigsoftmaxは次の性質を持つ．

1. log(g(z))の非線形性: log(g(z)) = 2z − log(1 + exp(z))

2. 数値的な安定性:

∂log [f(z)]i
∂zj

=

(1− [f(z)]j)(2− sigm(zj)), i = j

− [f(z)]j (2− sigm(zj)), i ̸= j

3. 非負性: [g(z)]i = exp(zi)sigm(zi) ≥ 0.

4. 単調増加性: z1 ≤ z2 ⇒ exp(z1)sigm(z1) ≤ exp(z2)sigm(z2)

証明. まず，

[g(z)]i = exp(zi)sigm(zi) =
exp(zi)

1 + exp(−zi)
=

exp(2zi)

1 + exp(zi)

より，log(g(z)) = 2z − log(1 + exp(z)) が成り立つ．log(1 + exp(z)) は softplusと呼ばれ

る非線形関数であるため，log(g(z))は非線形関数である．次に，d(exp(z)(/dz = exp(z)と

d(sigm(z))/dz = sigm(z)(1− sigm(z))が成り立つため，

∂log [f(z)]i
∂zj

=
1

[f(z)]i

∂ [f(z)]i
∂zj

=
1

[f(z)]i

{
1∑M

m=1 exp(zm)sigm(zm)

∂exp(zi)sigm(zi)

∂zj

−
[f(z)]i∑M

m=1exp(zm)sigm(zm)

∂
∑M

m=1exp(zm)sigm(zm)

∂zj

}

=

{
(1− [f(z)]j)(2− sigm(zj)), i = j

− [f(z)]j (2− sigm(zj)), i ̸= j
(4.41)

さらに，exp(z) ≥ 0 と sigm(z) ≥ 0 より，exp(z)sigm(z) ≥ 0 が成り立つ．最後に，

exp(z)sigm(z)の微分はすべての z に対して

dexp(z)sigm(z)

dz
=

exp(z) + 2

(1 + exp(−z))2
≥ 0

であるため，exp(z)sigm(z)は単調増加である．
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(b) Mixture of sigsoftmax

Sigsoftmaxは softmaxに代わる関数なので softmaxと同様に混合し，mixture of sigsoft-

max (MoSS)とできる．これは

Pθ(yi|x) =
K∑

k=1

π(x, k)
exp([Wh(x, k)]i)sigm([Wh(x, k)]i)∑

m exp([Wh(x, k)]m)sigm([Wh(x, k)]m)
(4.42)

であり，π(x, k)も同様に sigsoftmaxで

π(x, k) =
exp(wT

π,kh
′(x))sigm(wT

π,kh
′(x))∑K

k′=1 exp(wT
π,k′h′(x))sigm(wT

π,k′h′(x))
(4.43)

とする．実験ではこの他に，mixture of softmaxの softmaxを sigmoidに置き換えたmixture

of sigmoid，ReLU に置き換えた mixture of ReLU，そして softplus に置き換えた mixture

of softplusを用意し，それぞれ性能を評価する．

(c) 実装上の工夫について

定理 4.5の証明にあったように，softmaxは分母と分子に同じ値が入ると相殺するという特

徴がある．また z の値が大きいと
∑

m exp(zm)の値が非常に大きくなり，計算が不安定にな

りうる．以上のことから，log-softmaxの実装はフレームワークによっては

[fs(z)]i =
exp(zi −mini zi)∑
m exp(zm −mini zi)

(4.44)

log(fs(z)) = z −min
i

zi1− log
∑
m

exp(zm −min
i

zi)1 (4.45)

としている．Sigsoftmaxにおいても数値計算上の安定化のため，これをもとにして

[f(z)]i =
sigm(zi)exp(zi −mini zi)∑

m sigm(zm)exp(zm −mini zi)
(4.46)

log(f(z)) = 2z −min
i

zi1− log(1 + exp(z))− log(
∑
m

exp(zm −min
i

zi)sigm(zm))1

(4.47)

とした．ここで，sigsoftmaxは任意の定数 cに対して，

[f(z)]i =
exp(zi)sigm(zi)∑

m exp(zm)sigm(zm)
=

exp(zi − c)sigm(zi)∑
m exp(zm − c)sigm(zm)

(4.48)

であることを利用した．



68 第 4章 Softmaxの表現能力に関する解析と高い表現力を持つ出力関数の提案

Fig. 4.2 Image of output. The number of possible labels is set to three, and thus, a

set of possible probabilities is a two-dimensional simplex that is shown by gray plane.

4.3 人工的な入力を使った softmax bottleneckの確認

Softmax bottleneck を確認するために，人工データをつかって確認した．まず，とりうる

離散値が 3つであるM = 3とし，1次元のベクトル空間（直線）を入力空間とした．3次元

空間上の 1次元の入力（ベクトルのスカラ倍）を乱数生成し，これを softmax，sigmoidから

なる関数，softplusからなる関数, ReLUからなる関数, sigmoidにそれぞれ入力し，その出力

と対数出力を可視化した．結果を Fig. 4.2と 4.3に示す．

Fig. 4.2の灰色の三角形は 3次元の離散分布がとりうる範囲を示している．3次元の離散分

布のとりうる範囲は各要素が 0以上 1以下で，和が 1となるため，2次元の単体となり三角形

となる．この上にそれぞれの出力は曲線を描いている．対数をとった Fig. 4.3 を見ると，確

かに softmax はある 2次元の平面上に曲がった曲線を描いている．一方，その他の出力はこ

の平面ではなく，3次元空間上で曲がった曲線である．入力を学習ではなく乱数で生成したた

め，表現能力の比較をすることは困難であるが，sigmoidからなる出力関数の出力の範囲は今

回生成した入力に対しては他と比較して小さな範囲にとどまっている，これは sigmoidの出力

が [0,1]の範囲に限定されるためと考えられる．
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Fig. 4.3 Image of log-output. Logarithm of possible probabilities become a curved

plane. The image of log-softmax is a curved line on a flat plane, and images of other

functions are curved lines in a curved plane.

4.4 単語レベルの言語モデリングの実験による評価

4.4.1 実験条件

Softmax bottleneck を解消する出力関数の性能を評価するために，言語モデルの実験を

行った．Sigsoftmax と softmax，g を ReLU とした関数と sigmoid，softplus とした関数で

比較し，これらの混合モデルであるMoSとMoR（mixture of ReLU），MoSig（mixture of

sigmoid），MoSp（mixture of softplus），MoSSも比較する．使用したデータセットは，先行

研究 [5, 21, 84] にならい，Penn Treebank dataset (PTB) [11, 76] と WikiText-2 dataset

(WT2) [77] とした. PTB と WT2 の詳細は 3.5.1 項に示したが，それぞれの語彙数 M は

PTBが 1万単語であり，WT2は 33,278である．WT2は語彙数，単語数ともに PTBより大

きなデータセットであるため，WT2のモデリングは PTBより大きな表現能力を必要とする．

結果に表現力以外の要素（最適化性能など）ができるだけ影響をなくすため，実験条件は本

研究を報告した [82] の時点で最も高い精度を達成した条件とするため，先行研究 [5, 21, 84]

の実験条件をそのまま使用した．これに従い，使用するモデルは 3 層の long short-term
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memory（LSTM）とした．また，より公平な比較を行うため，[5, 21, 84] の実験コード*4

を使用し，ニューラルネットのユニット数，最適化手法などの実験条件をすべて同じとし

た．ただし，学習の反復回数にあたるエポック数のみ，検証データに対する損失（validation

loss）を収束させるために 2 倍とした．学習ののち，学習済みモデルを再度 1 から再学習さ

せる finetune と dynamic evaluation を適用してそれぞれのステップでの結果を比較した．

Dynamic evaluationはニューラルネットワークを基にした言語モデルにおいて，評価のとき

に過去の系列を用いて適応的にモデルを更新しながら評価する方法である．これを複数回実験

しその検証データと testデータに対する perplexityの平均と標準偏差を求めた．以下，詳細

な実験条件である．

(a) 活性化関数の実験条件

Softmaxと sigsoftmax，ReLU，sigmoid，そして softplusを用いた関数を比較するため，3

層の LSTMを先行研究 [84]にならって学習させた. [5, 84] で用意されている実験コードを使

用した．*5 [84] は彼らのコードの中でいくつかのパラメータを，原著論文より良い結果を得る

ためにチューニングしている. 公平な評価をするために，[84]のコードを (i) 各関数との入れ

替え，(ii) 複数の乱数シードの使用，そして (iii) エポック数を 2倍にするという変更のみ加

えた．ReLUと softplusは数値的に不安定となりうるため，

[f(z)]i =
g(zi) + ε∑M

m=1 g(zm) + ε
(4.49)

として，分母分子に ε = 10−8 を加えた．

実験条件は [84]と同じにした．LSTMのユニット数は 1150とし，埋め込みサイズ dは 400

とした．重み行列は一様分布 U(−0.1, 0.1) を使って最終層は初期化し，そのほかは一様分布

U(−1/
√
H, 1/

√
H)によって初期化した．ただし，H は隠れユニットの数である．

すべてのモデルは a non-monotonically triggered variant of averaged SGD (NT-ASGD)

[84] によって学習し，学習率は 30 とした．また，gradient clipping を用い，その閾値を

0.25 とした．Dropout connect [84] を，word vectors と LSTM 間の出力，最後の LSTM

層の出力，そして，最終層に使用し，その dropout rate はそれぞれ (0.4, 0.25, 0.4, 0.1) を

PTB に使用し， (0.65, 0.2, 0.4, 0.1) をWT2 に使用した．バッチサイズは PTB に 20 を，

WT2 に 80 を使用した．学習のエポック数は PTB に対し 1000 としWT2 に対して 500 と

した．学習後，finetune として ASGD を停止基準を満たすまで行った．学習には random

*4 https://github.com/salesforce/awd-lstm-lm(ただし，[84] のコードは良い結果を得るために，その著
者によって元の論文からさらにパラメータが調整されている．);

https://github.com/benkrause/dynamic-evaluation; https://github.com/zihangdai/mos
*5 https://github.com/salesforce/awd-lstm-lm;

https://github.com/benkrause/dynamic-evaluation

https://github.com/salesforce/awd-lstm-lm
https://github.com/benkrause/dynamic-evaluation
https://github.com/zihangdai/mos
https://github.com/salesforce/awd-lstm-lm
https://github.com/benkrause/dynamic-evaluation
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backpropagation through time (BPTT)を使い，その長さは N (70, 5)を 0.95の確率で使用

し，残り 0.05 の確率で N (35, 5) を使用した．Activation regularization (AR) と temporal

activation regularization (TAR) を RNNの最終層に使用した．それぞれの係数は 2 と 1 と

した．

Finetune のあとに，dynamic evaluation [5] を使用した．このステップにおいて， [5] に

よって用意されたハイパーパラメータチューニングを行った．学習率 η は [3 × 10−5, 4 ×
10−5, 5×10−5, 6×10−5, 7×10−5, 1×10−4]から選び，decay rate は [1×10−3, 2×10−3, 3×
10−3, 5× 10−3]からチューニングした．ϵ は 0.001とし，バッチサイズは 100とした．

以上の実験条件は [5, 84]の時点で最も高い精度を達成したものである．上記の手順を 10回

行い，validation perplexityの最小の値の平均と test perplexityの平均を計算した．

(b) 混合モデルに対する実験条件

3層の LSTMを既存研究 [21]に従って学習させた．こちらも [21]*6によって用意された実

験コードを用いて，(i) MoSから各混合モデルへの交換, (ii) 複数乱数シードの変更を行った．

モデルを学習させたあと，finetuneさせて dynamic evaluationを行った．

上記の通り，実験条件は [21] を用いた. この実験において LSTM 層のユニット数は PTB

では [960, 960, 620]，埋め込み層のサイズは 280 とした．WT2 では LSTM のユニット数

は [1150, 1150, 650]とし，埋め込み層のサイズは 300とした．混合数はどちらのデータセッ

トにおいても 15 とした．重みの初期化は活性化関数の比較と同じである．どちらのデータ

セットにおいても word level variational dropout を dropout rate0.10で使用し，recurrent

weight dropoutを dropout rate0.5で使用，そして context vector level variational dropout

を dropout rate0.30 で使用した．さらに，PTB では embedding level variational dropout

を dropout rate0.55 で使用し，hidden level variational dropout を dropout rate0.225 で

使用した．WT2 では embedding level variational drop out を dropout rate0.40 で使用し

hidden level variational drop out を dropout rate0.225で使用した．最適化方法は活性化関

数の比較と同様である．

Dynamic evaluationステップでは学習率を 0.002 とし，バッチサイズは 100 を両方のデー

タセットに使用した．PTBでは ϵ を 0.001とし decay rate を 0.075とした．WT2では ϵを

0.002とし decay rate を 0.02とした．

以上の実験条件は [21] の時点で最も高い精度を達成したものである．上記の手順を 5回行

い， validationの最小の平均と test perplexityの平均を計算した．

*6 https://github.com/zihangdai/mos

https://github.com/zihangdai/mos
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Table 4.1 Perplexities of language models on PTB. Valid means validation, and w/o

finetune means the results before finetune. dynamic eval. means dynamic evaluation

[5].

softmax g:ReLU g:sigmoid g:softplus sigsoftmax

Valid. w/o finetune 61.1±0.4 (1.85±0.2)×103 60.7±0.2 61.0±0.2 61.0±0.2

Test w/o finetune 58.8±0.4 (1.54±0.2)×103 58.5±0.2 58.5±0.1 58.4±0.2

Valid. 59.2±0.4 (1.51±0.1)×103 58.7±0.4 59.3±0.3 59.2±0.4

Test 57.0±0.6 (1.24±0.08)×103 56.4±0.2 56.6±0.2 56.6±0.4

Valid.+dynamic eval. 51.2±0.5 (4.91±5)×103 49.2±0.4 49.5±0.2 49.7±0.5

Test +dynamic eval. 50.5±0.5 (2.78±8)×105 48.9±0.3 49.1±0.1 49.2±0.4

MoS MoR MoSig MoSp MoSS

Valid. w/o finetune 58.4±0.2 78.4±0.5 64.3±0.2 63.3±0.2 58.4±0.3
Test w/o finetune　 56.3±0.3 71.6±0.7 61.6±0.2 60.9±0.2 56.2±0.2

Valid. 56.8±0.2 71.9±0.4 63.3±0.2 62.1±0.3 56.9±0.1

Test 54.7±0.08 66.2±0.4 60.3±0.3 59.4±0.2 54.6±0.2

Valid.+dynamic eval. 48.6±0.2 57.6±2 50.5±0.4 49.1±0.2 48.3±0.1
Test +dynamic eval. 55.5±0.3 50.0±0.4 48.0±0.1 48.8±0.2 47.7±0.07

4.4.2 実験結果

PTB と WT2 に対する validation perplexity と test perplexity を Table 4.1 と 4.2 にま

とめる．Table 4.1より，PTBでは sigmoidを使用した関数の perplexityが最も小さい．し

かしながら，Table 4.2 では，WT2 のデータに対して sigmoid による関数の perplexity は

softmax より大きい．これは sigmoid の最大値が 1 に制限されるという性質により，大きな

データに対して sigmoidを使ったモデルの表現能力が不足するためと考えられる．Softplusは

dynamic evaluation後の性能は高いが，学習後，finetune後のWT2のデータでの perplexity

が softmaxより大きい．これは softplusが softmax bottleneckを解消できる表現能力の高さ

により dynamic evaluationで過去の系列により適応した結果，perplexityが減少したと考え

られる．一方で，sigsoftmaxは学習後，finetune後，dynamic evaluationのどのステップに

おいても softmax 以上か同等の性能を示し，特に dynamic evaluation では PTB，WT2 共

に softmax より小さな perplexity となっている．さらに，混合モデル間では sigsoftmax を
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Table 4.2 Perplexities of language models on WT2. Valid means validation, and w/o

finetune means the results before finetune. dynamic eval. means dynamic evaluation

[5].

softmax g:ReLU g:sigmoid g:softplus sigsoftmax

Valid. w/o finetune 68.0±0.2 (8.74±0.7)×102 72.8±0.3 71.0 ±0.3 67.8±0.1
Test w/o finetune 65.2±0.2 (7.97±0.7)×102 69.7±0.3 67.6 ±0.2 65.0±0.2

Valid. 67.4±0.2 (6.48±0.1)×102 70.8±0.1 68.8±0.3 67.4±0.2
Test 64.7±0.2 (5.93±0.08)×102 68.2±0.1 65.8±0.2 64.2±0.1

Valid.+dynamic eval. 45.3±0.2 (1.79±0.8)×103 45.7±0.1 44.9±0.2 44.9±0.1
Test +dynamic eval. 43.3±0.1 (2.30±2)×104 43.5±0.1 42.6±0.2 42.9±0.1

MoS MoR MoSig MoSp MoSS

Valid. w/o finetune 65.9±0.5 92.5±1 73.6±0.5 70.9±0.1 65.1±0.2
Test w/o finetune 63.3±0.4 87.2±1 70.0±0.3 67.4±0.1 62.5±0.3

Valid. 64.0±0.3 88.9±1 69.5±0.2 68.5±0.2 63.7±0.3
Test 61.4±0.4 83.9±1 66.4±0.1 65.3±0.1 61.1±0.3

Valid.+dynamic eval. 42.5±0.1 58.8±2 44.33±0.05 43.2±0.07 42.1±0.2
Test +dynamic eval. 40.8±0.03 55.2±2 42.10±0.08 41.12±0.08 40.3±0.2

混合したMoSSが他を混合したモデルより perplexityが小さい．本論文で使用した実験条件

は [21, 84] において，softmax と MoS に最適化されていたものを使用したにもかかわらず，

softmaxを超える性能に達したため sigsoftmaxは softmaxより性能が高いといえる．

4.4.3 線形独立性の評価

Log-softmaxの値域が (d+1)次元の部分空間の部分集合であること，log-sigsoftmaxなどの

その対数に非線形性をもつ関数の値域が (d+1)次元以上の空間に含まれることを示すため，各

関数の出力に対数をとったベクトルの線形独立性を評価する．まず，得られたモデルに対して

testデータを入力し，各時刻の出力の対数 log(Pθ(yt|xt))，例えば，log-softmax，を計算した．

次に，これらのベクトルをまとめた行列 Â = [log(Pθ(y1|x1)), . . . , log(Pθ(yT |xT ))] ∈ RM×T

を作成した．ただし，T は testデータの単語数である．PTBではM と T がそれぞれ 10,000

と 82,430であり，WT2では 33,278と 245,570 である．

最後に，Â のランクを調べた．このランクが線形独立なベクトルの本数に対応する．ラン

ク計算には数値誤差を含むため [21, 85] で使用されている基準を使用した．得られたランク
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Table 4.3 Numbers of linearly independent vectors of log-outputs (The rank of Â).

softmax g:ReLU g:sigmoid g:softplus sigsoftmax

PTB 402 8243 542 1279 4640

WT2 402 31400 463 593 5465

MoS MoR MoSig MoSp MoSS

PTB 9980 9999 9977 9980 9986

WT2 12093 30698 9021 10568 19834

を Table 4.3に示す．またランクの計算に使用した特異値の結果を Fig. 4.4に示す．これらの

表より，log-softmaxは 402個の線形独立なベクトルを含む．実験では隠れユニット数を 400

としバイアスベクトルを加えたため，入力空間 S の次元 d は最大 401 である．定理 2 から

log-softmaxの出力は最大 d + 1 = 402個の線形独立なベクトルしか持たないので，定理通り

の結果が得られた．一方，sigsoftmaxと ReLU，sigmoid，softplusを使った関数は 402に制

限されない. そのため，これらの関数は softmax bottleneckを解消している. ReLUを使った

関数はランクが高いが, 4.2.2項で述べたように数値的に不安定であり，Table 4.1と 4.2で示

したように効果的に学習できていない．MoSSの線形独立なベクトルの本数はMoSのものよ

り大きく，MoSSの表現能力はMoSより大きい可能性が高い.

なお Fig. 4.4より，明らかに特異値が下がっているのは softmaxと ReLUのみである．ラ

ンク計算の数値誤差は大きく，Table 4.3他のランクの計算精度は不明である．しかしながら，

少なくとも sigsoftmaxの特異値は他と比べて大きく，定理 4.4のとおり，M 個の線形独立な

ベクトルが得られた可能性が高い．
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(a) The singular values of Â for PTB.
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(b) The singular values of Â for WT2.

Fig. 4.4 The singular values of Â. The rank of Â corresponds to the number of

independent vectors of log-output vectors. Singular values of log-softmax drop at

402, and it indicates the softmax bottleneck occurs on these datasets. On the other

hand, singular values of other functions decrease smoothly. It indicates that the

number of linearly independent log-output vectors of these functions are larger than

402.
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Table 4.4 Bit-per-characters of character-based language models on text8.

Softmax Sigsoftmax

Valid 1.49 1.48

Test 1.56 1.56

4.5 文字レベルの言語モデリング

ここまで，単語レベルの言語モデルで出力関数を評価した．これは単語レベルの言語モデル

は softmax bottleneckが生じるといわれるためである．しかし，このデータセットによる評

価だけでは sigsoftmaxの性能向上が softmax bottleneck の解消によるものか確かではない．

そこで，softmax bottleneckが生じない文字レベルの言語モデルの実験を行った．データセッ

トには text8を使用した [86]. 文字レベルの言語モデルはM が dより小さいため，前節の単

語レベルの言語モデルの実験と異なり softmax bottleneck が顕在化しない．そのため，この

実験を通して sigsoftmaxと softmaxの結果があまり違いがない場合，単語レベルの言語モデ

ルの sigsoftmaxの性能の高さが softmax bottleneckの解消にあったと判断できる．

モデルとして 1 層 1024 ユニットの LSTM を使用し，学習には学習率 η を 0.001 とした

Adam を使用した．バッチサイズを 100 とし，BPTT を 200 ステップで打ち切った，text8

が 26 個の小文字のアルファベットと空白からなるため，M は 27 であり M は d より小さ

かった．

Table 4.4 に文字レベルの言語モデルの結果をまとめる．表より，sigsoftmax の結果は

softmax と違いがほとんどない．この実験は前述のとおりM < d で softmax bottleneck が

生じないため，この結果は単語レベルの言語モデルの sigsoftmaxの性能の高さはボトルネッ

クの解消によるものであることを示唆する．

4.6 One Billion Word dataset

さらなる有効性の確認のため One Billion Wordという，より大きなデータセットで単語レ

ベルの言語モデルの実験を行った [87].

4.6.1 実験条件

One Billion Wordは 0.8 億単語，語彙数 800× 103 個というこれまで使用したデータセッ

トと比べて非常に大きいデータセットである．そのため，より表現力の高いモデルが求めら
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Table 4.5 Test perplexities of language models of One Billion Word dataset.

Adaptive softmax Adaptive sigsoftmax

Test 33.80±0.04 33.62±0.05

れるのに加え，より効率的なモデルを用いる必要がある．Sigsoftmaxは softmaxの代替関数

であるので，softmaxのために提案された計算効率化方法と組み合わせることが可能であり，

本論文では適応的なアプローチ [64]を使用した．Softmaxの適応的なアプローチを adaptive

softmax，sigsoftmaxの適応的なアプローチを adaptive sigsoftmaxと呼ぶことにする．この

方法の調整パラメータであるカットオフは [4000, 40000, 200000]に設定した．モデルは 2層

の 2048ユニットの LSTMsとし，学習率 η = 20の SGDを使って 5エポック学習した．2回

目のエポック以降は各エポックのあとに学習率を 2で除算した．単語の埋め込みサイズは 256

とし，0.01の dropoutを使用し，バッチサイズを 128とした．閾値 0.25の勾配クリッピング

を使用し，BPTTは 20ステップで打ち切った．

4.6.2 実験結果

Table 4.5 に One Billion Word の結果をまとめる．表より adaptive sigsoftmax のパープ

レキシティは adaptive softmaxより小さい．よって，非常に膨大なデータセットに対しても

sigsoftmaxは使用可能であり，効率的なアプローチも一緒に利用できる．

4.7 まとめ

本章では softmax による表現能力のボトルネックを log-softmax の値域から示し，それを

解消する出力関数について評価した．その結果として softmax bottleneck を解消する関数と

して sigmoidや ReLU，softplusを使用することができるが，その性能は問題の規模や使用方

法に依存することがわかった．Sigsoftmaxは，所望の性質を満たしつつ softmax bottleneck

を解消し，softmaxを任意の精度で近似することができるため，実験においても softmax以上

の性能か最低でも同等の性能が得られることがわかった．2.2.4項では softmaxが hの分布を

仮定することで導かれることを示したが，sigsoftmax やその他の出力関数がどのような仮定

のもとで導出されるかは今後の課題である．
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第 5章

結論

本論文では離散分布に従う時系列データのモデリングにおいて，使いやすく高精度に

recurrent neural network（RNN）を用いるための以下の 2つについて述べた．

1. Gated recurrent unit（GRU）について，学習時の勾配爆発を抑制して学習を安定化す

る方法を提案し，その有効性を実験で検証した．

2. 既存の出力関数である softmax の表現能力の限界とその原因を調査し，それを解消す

る sigmoidと指数関数からなる sigsoftmaxを提案し，有効性を実験で示した．

5.1 本論文による成果

第 2章では深層学習の基礎についてまとめた．まず，深層学習の基本的なモデル構造や学習

方法について概説し，RNN と RNN を使った時系列データのモデリングについて説明した．

最後に，本論文の関連研究について述べた．

第 3章では，時系列データのモデリングに有効な RNNのモデル構造の一つである GRUに

ついて，より安定的に学習することが可能な技術を提案した．まず，GRUの状態の振る舞い

について解析し，一つの平衡点の安定性と分岐点について明らかにした．また，この解析をさ

らに複数層重ねた GRUに拡張し，同様に平衡点とそれが安定である条件を明らかにした．解

明された安定性の条件に基づき，その平衡点を安定に保つ学習方法を特異値に関する制約付き

の最適化問題に定式化した．そして，この制約付き最適化問題を深層学習のような大規模デー

タ，大規模モデルで解くための方法を提案し，さらに特異値制約付きの最適化問題の計算量を

削減する学習方法を提案した．提案法の有効性を評価する実験として，言語データのモデリン

グと音楽データのモデリングを行った．実験によって，提案法は既存方法である勾配クリッピ

ングより学習が成功しやすく，かつ精度も向上できることを明らかにした．提案法の学習速度

についても，既存方法と同程度かより高速になることを示した．
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第 4 章では離散値をとるデータのモデリングに用いられる深層学習の出力関数である

softmax について，表現力の解析し，softmax より表現力の高い出力関数である sigsoftmax

を提案した．まず，表現能力の限界を調査するために，softmaxの対数である log-softmaxの

値域を解析した．その結果として，log-softmaxの値域は，たかだか入力の空間の次元 +1次

元の空間の部分集合であることを明らかにした．これが表現力のボトルネックの原因である．

次に，この原因を解消するための出力関数を複数個提示し，その性質について概説した．最

後に，所望の性質を満たす新たな出力関数である sigsoftmaxを提案し，sigsoftmaxがボトル

ネックを解消する可能性があること，そして陽に softmax の出力を近似した出力ができるこ

とを示した．Sigsoftmax の有効性を評価する実験として，単語を一つのデータとしてみた言

語モデルの実験，文字を一つとしてみた言語モデルの実験，そして約 10億単語の巨大な言語

モデル実験を行った．その結果として，単語レベルの言語モデルではボトルネック解消により

sigsoftmax を使うことで精度向上が可能であり，文字レベルの言語モデルではボトルネック

が顕在化しないため，sigsoftmaxと softmaxが同程度であった．出力の対数をとったベクト

ルの線形独立性を調べると，log-softmaxは入力の空間の次元 +1だけ線形独立なベクトルを

持つことが確かめられた．一方で，log-sigsoftmaxは入力の空間の次元 +1よりも大きな数の

線形独立なベクトルを持ち，softmaxが表現力のボトルネックとなる問題を解消できることが

確かめられた．

5.2 今後の発展性

本論文では勾配爆発を防ぐという目的のもとで，GRUの状態の振る舞いを解析し，一つの

平衡点の安定性について解析した．この解析の発展として GRUや LSTMの状態の振る舞い

をより広範に解析した研究が進んでいる [56, 88]．こうした研究を通じてブラックボックスな

部分が多い深層学習モデルの解釈性が向上し，モデルが学習した時系列データの特徴を，より

詳しく理解できるようになると期待される．

また，本論文では安定性の制約のために重み行列の最大特異値を制約する方法とその低計算

量化を提案した．この最大特異値（スペクトルノルム）は，GANの学習安定性 [59]や畳み込

みニューラルネットワークの汎化性能の向上 [89]，そして深層学習モデルのノイズや攻撃に対

するロバスト性の向上 [58, 90, 91] などの目的においても制約される．そのため，この低計算

量の最大特異値の制約のもとでの学習方法は，これらの目的にも広く適用可能である．

本論文の GRUの振る舞いの解析では入力の影響を考慮していない．また，バイアス項のな

い GRUのモデルを対象とした．入力があると，状態が必ずしも一つの平衡点の吸引領域にと

どまるとは限らず，またバイアスがあると平衡点の値が変化する．これらを考慮した GRUの

解析と安定な学習方法の提案は今後の課題である．

一方，とりうる値が大きい離散分布をモデリングするための出力関数については，本論文で
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は言語モデルによって評価した．しかし，提案した sigsoftmaxは自然言語や時系列データに

限らず画像認識などにおいても利用可能である．一般に画像認識では出力の数が中間層の状態

の数より小さいことが多いため，softmaxのボトルネックが顕在することは少ない．しかし携

帯端末などの限られたリソースのもとで，軽量なモデルを必要とするアプリケーションも多数

存在し，そのようなケースにおいて状態数を制限した小さな画像認識モデルが用いられること

が予想される．このようなユースケースにおいても提案の sigsoftmaxは高い性能を示すと期

待される．

本論文では出力の対数が存在する空間の次元を扱ったが，これは非線形関数の表現能力の解

析としては必要条件であり，十分ではない．より一般的には，出力関数がモデリングする多様

体について，その次元などを解析することが必要である．真の確率分布にどういった仮定をお

けば，sigsoftmaxが優れているといえるのか，例えば softmaxのように最終層の状態にどのよ

うな確率分布が仮定されるのか，最適化のしやすさ，汎化性能に違いがあるかなどの softmax

bottleneck 以外の性質の調査は今後の課題である．なお，このボトルネックの解消する出力

関数についての研究はその後も続けられており [68, 69]，例えば [68]ではパラメータを持つ単

調関数を使用することでより大きな表現能力を持つ出力関数を提案している．
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付録 A

softmax bottleneckの証明

本付録では [21]内の定理 4.1の証明を引用する．まず，式 (4.2)について，その行ベクトル

をシフトした行列の集合

F (A) =
{
A + ΛJN,M | Λは対角行列でありΛ ∈ RN×M

}
(A.1)

を考える，ただし，JN×M は N ×M のすべて 1の行列である．この行ベクトルごとのシフ

トは，任意の実数を行列 Aの各列ベクトルに加える操作といえる．この F (A)について次の

2つの性質が成り立つ．

性質 A.1 ([21]中の Property 1). 任意の行列A′ は，A′ ∈ F (A)であるとき，およびその場

合に限り，Softmax(A′) = P∗である．ただし，Softmax(·)は行ベクトルごとの softmaxと

する．

証明. 任意の A′ ∈ F (A) について，これに Softmax を適用したものを PA′(Y |X) とする．

A′ の i行 j 列は A′
i,j = Ai,j + Λi,i である．このとき，

PA(yj |xi) =
exp A′

i,j∑
m exp A′

i,m

=
exp (Ai,j + Λi,i)∑
m exp (Ai,m + Λi,i)

=
exp Ai,j∑
m exp Ai,m

= P ∗ (yj |xi)

(A.2)

となる．一方，任意のA′′ ∈ {A′′|Softmax(A′′) = P∗}について

PA′′(yj |xi = PA(yj |xi) (A.3)

が成り立つ．また任意の i，j，mについて

PA′′(yj |ci)
PA′′(ym|ci)

=
exp A′′

i,j

exp A′′
i,m

=
expAi,j

expAi,m
=

PA(yj |xi)

PA(ym|xi)
(A.4)

が成り立ち，

A′′
i,j −Ai,j = A′′

i,m −Ai,m (A.5)



94 付録 A softmax bottleneckの証明

となる．これはAの各行ベクトルに任意の実数を与えてA′′ が得られることを表し，

A′′ = A + ΛJN×M (A.6)

となる対角行列 Λが存在し，A′′ ∈ F (A)である．

性質 A.2 ([21] 中の Property 2). 任意の A1 ̸= A2 ∈ F (A) について，|rank(A1) −
rank(A2)| ≤ 1が成り立つ．

証明. F (A)の定義より，A1 = A + Λ1JN×M，A2 = A + Λ2JN×M である．よって

A1 = A2 + (Λ1 −Λ2)JN×M (A.7)

となる．いま S を A2 が含む線形独立の行ベクトルの最大の集合とし，eN をサイズ N のす

べて 1のベクトルとする．A1 の i番目の行ベクトル a1i は同様に A2 の i番目の行ベクトル

a2i を使って

a1i = a2i + (Λ1i,j − Λ2i,j)eN (A.8)

となる．a2i が S に含まれる線形独立なベクトルの線形結合となることから，a1i は S ∪{eN}
内のベクトルの線形結合となる．よって，

rank(A1) ≤ rank(A2) + 1 (A.9)

であり，同様に，

rank(A2) ≤ rank(A1) + 1 (A.10)

である．したがって，

|rank(A1)− rank(A2)| ≤ 1 (A.11)

である．

性質 A.1から次の補題が簡単に導かれる．

補題 A.1 ([21]中 Lemma 1). モデルのパラメータ θが与えられたとき，Pθ(Y |X) = P ∗(Y |X)

となるとき，およびその場合に限り，HθW
T ∈ F (A)である．

以上から定理 4.1は次のように証明される．

証明. 補題 A.1 より，任意の X ∈ L に対して Pθ(Y |X) = P ∗ (Y |X) が成り立つならば，

HθW
T ∈ F (A) が成り立つ．結果として A′ = HθW

T なる行列 A′ ∈ F (A) が存在する．

Hθ のサイズは (N × d)であり，W は (M × d) であることから，

d ≥ rank(A′) ≥ min
A′′∈F (A)

rank(A′′) (A.12)
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が成り立つ．もし，d ≥ minA′′∈F (A) rank(A′′) であれば，行列 A′ は A′ = H ′bmW ′T，

ただし，H ′ ∈ RN×d．W ′ ∈ RM×d と分解できる．このとき万能な関数 U が存在すれ
ば Hθ = H ′，W = W ′ が得られ，Pθ(Y |X) = P ∗ (Y |X) が成り立つ．一方，性質 A.2

より minA′′∈F (A) rank(A′′) = rank(A) − 1 であるから，逆に d < rank(A) − 1 のとき，

Pθ(Y |X) ̸= P ∗ (Y |X)となる X が存在する．
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