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g 計量テンソルの行列式

K1,K2,K3,M 積分形支配方程式の係数

Lx,Lyz 微分演算子行列

N 補間関数

Q [U kU ]

u 変位ベクトル

δu 仮想変位

u0 uの第一次近似解

u1 uの第二次近似解

w0 wの第一次近似解

w1 wの第二次近似解

X 複素振幅

x0 ϵ0 オーダーの伝播距離

x1 ϵ1 オーダーの伝播距離

δϵ 仮想ひずみ

ϵ 微小量

θ, θ
′

実数値位相

θ0 初期位相

κL 縦波減衰係数

κT 横波減衰係数

λi 第一 Lame定数の虚部

λ̂i λi/ϵ

λr 第一 Lame定数の実部

µi 第二 Lame定数の虚部

µ̂i µi/ϵ

µr 第二 Lame定数の実部

σ 応力テンソル

10
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第 4章

A,B,C 2次の非線形材料定数

a a-modeの実数値振幅

b b-modeの実数値振幅

Ca1, Ca2 非線形ガイド波における a-modeの振幅方程式の係数

Cb1, Cb2 非線形ガイド波における b-modeの振幅方程式の係数

CNL1, CNL2, CNL3, O(ϵ2)における非線形応力

CNL4, CNL5, CNL6

Dj 非線形ガイド波における j-modeの振幅方程式の係数

ka a-modeの波数

kb b-modeの波数

TNL 非線形応力テンソル

TNLij 非線形応力テンソルの ij 成分

v 粒子速度ベクトル

X0 実数振幅の基本波の初期値

Xa a-modeの複素振幅

Xb b-modeの複素振幅

γ a-modeと b-modeの位相差

θa a-modeの実数値位相

θb b-modeの実数値位相

κ 振幅方程式の係数と媒介変数 ξ を用いて算出できる定数

ν 振幅方程式の係数から算出できる定数

ξ 媒介変数

ξ1, ξ2, ξ3 媒介変数 ξ で表した方程式の解

η 振幅方程式の係数と媒介変数 ξ を用いて算出できる定数

ρ 位相整合条件からの離調パラメータ (detuning parameter)

ρ̂ ρ/ϵ

ωa a-modeの周波数

ωb b-modeの周波数

第 5章

Am 作用素

ast a-modeの伝播距離に対する定常実数振幅

bst b-modeの伝播距離に対する定常実数振幅

F 加振力

11



記号表

f 加振振幅

pa a-modeの複素振幅の実部

past 伝播距離に対する定常な a-modeの複素振幅の実部

pb b-modeの複素振幅の実部

pbst 伝播距離に対する定常な b-modeの複素振幅の実部

qa a-modeの複素振幅の虚部

qast 伝播距離に対する定常な a-modeの複素振幅の虚部

qb b-modeの複素振幅の虚部

qbst 伝播距離に対する定常な b-modeの複素振幅の虚部

γ1 a-modeと b-modeの位相差

γ2 加振と b-modeの位相差

γ1st 伝播距離に対して定常な a-modeと b-modeの位相差

γ2st 伝播距離に対して定常な加振と b-modeの位相差

∆ [∆pa ∆qa ∆pb ∆qb]
T

∆pa a-modeの伝播距離に対して定常な振幅の実部の微小摂動

∆pb b-modeの伝播距離に対して定常な振幅の実部の微小摂動

∆qa a-modeの伝播距離に対して定常な振幅の虚部の微小摂動

∆qb b-modeの伝播距離に対して定常な振幅の虚部の微小摂動

σ 加振波数と b-modeの波数の離調パラメータ (detuning parameter)

σ̂ σ/ϵ

12
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第 1章

緒論

1.1 超音波探傷法

非破壊検査 (Non-Destructive Testing: NDT)とは，検査対象を破壊することなく，対象の表面

および内部の欠陥検出や物性評価を行う技術である．対象の内部検査が可能な手法には，超音波探

傷法と放射線探傷法の二種類があり，なかでも超音波探傷法は比較的簡易な装置で検査を実行でき

る．超音波探傷法には，反射波（や透過波）を用いる手法 [1]，散乱波を用いる手法 [2]，またそれ

らの周波数成分情報を用いる手法 [3]などがある．いずれの手法も点的な計測となり，発電プラン

ト等の大型構造物に対して実行するには多大の時間と労力を要する．

特に，長大・大型構造物に対する検査時間の短縮，検査の簡易化を実現しうる非破壊検査技術

（Structure Health Monitoring: SHM）として，超音波探傷法のなかでもガイド波を用いた手法

(Guided Wave Testing: GWT)に関する研究が盛んに行われている．ガイド波とは，試料内に入

力されたバルク波（P波と S波）が試料表面で反射およびモード変換を行い，合成波として試料長

手方向に低減衰で伝播する超音波の一種である．ガイド波は，通常のバルク波と異なり，境界条件

によって伝播形態が定まる弾性波であり，伝播速度が周波数に依存する分散性を有する．また，あ

る周波数に対し複数のモードが発生しうるため，複雑な伝播挙動を示す [4]．

また，探傷精度の向上を目指す超音波探傷法として，非線形超音波を用いた手法に関する研究が

盛んに行われている．非線形超音波法には，超音波が入射されても，反射波が発生せず，透過し

てしまう閉口き裂を透過した波に含まれる非線形成分を受信し，閉口き裂の有無を判別する手法

[5]-[7]や，疲労損傷による非線形材料定数の変化により生じる受信超音波の非線形成分の変化を測

定し，疲労き裂を初期段階で発見する手法 [8]-[10]などがある．いずれの手法も劣化やき裂の進展

による微小な非線形性の変化を検出する能力が期待されている．他にも近年工業利用が盛んな複合

材の剥離の検出にも適用が期待されている [11]-[15]．

近年，ガイド波法と非線形超音波法の両長所を有する手法として，累積的高調波と呼ばれる現象

を用いた探傷法が注目されている．累積的高調波法とは内部共振的現象を利用し，非線形共振によ

り生じる高調波モードの振幅情報を用いて，閉口き裂のような境界面非線形性の検出 [16], [17]や，

非線形材料定数の変化 [18]-[20] を効率的に測定する手法である．一般的な振動系における内部共
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振とは，非線形多自由度系において，モード間の固有振動数比が整数に近いときに発生する共振現

象である [21]．一方で，累積的高調波は，固有振動数比ではなく，モード間の周波数と波数が同じ

整数比を有する場合に発生する共振的な現象であると報告されている [22]．しかし，累積的高調波

の発生条件や動力学的解釈は厳密に明らかではなく，発生条件の特定についても盛んに研究が行わ

れている [23]-[28]．

1.1.1 ガイド波に関する研究

ガイド波を用いた非破壊検査は，配管 [29]や鉄道のレール [30]のような長大・大型構造物への

適用が期待されている．平板や円柱のような単純な断面構造を有する対象については，伝播モード

と分散特性について理論解析的に求めることができる．ガイド波は，固有関数 (変位分布)の形状

によって伝播モードが分類されており，円柱ガイド波の縦モード (Longitudinal-mode: L-mode)，

曲げモード (Flexural-mode: F-mode)，ねじれモード (Torsional-mode: T-mode) はそれぞれ板

波の対称モード (Symmetric-mode: S-mode)，反対称モード (Antisymmetric-mode: A-mode)，

せん断モード (Shear Horizontal-mode: SH-mode)に対応する [4]．また，ガイド波が欠陥等に入

射され生じる反射波と透過波の強度は，入射波の伝播モードと周波数に依存すると報告されている

[31]．この周波数依存性は，欠陥の形状や大きさに依存する共振現象に起因すると報告されている

[32]．したがって，ガイド波を用いた非破壊検査では，入力周波数を走査し，欠陥形状，欠陥位置

を伝播モードとその伝播速度を用いて特定するため，伝播モードと分散特性の理解が必要不可欠で

ある．

複雑な断面構造を有する対象の伝播モードと分散特性を理論解析的に得ることは難しく，有限

要素法 (the Finite Element Method: FEM)や半解析的有限要素法 (the Semi-Analytical Finite

Element Method: SAFE)[33]などの数値解析手法を用いて求める．有限要素法を用いたガイド波

の数値的解析に関して，伝播モードの精度とメッシュの分割数，時間ステップの関係について明ら

かにされている [34]．半解析的有限要素法は，試料長手方向（伝播方向）の進行波を仮定すること

で，有限要素分割を断面方向のみに低次元化して実行し，解析的に弱形式の支配方程式を変形する

ことで，分散方程式を一般化固有値問題に帰着させる手法である．したがって，半解析的有限要素

法は，空間の低次元化に加えて，時間発展を解かずに分散特性を解析可能なガイド波の解析に適し

た計算コストの小さい手法である．半解析的有限要素法では断面方向において有限要素分割を行う

ので，任意断面形状 [33]や積層構造 [35]の解析が容易であり，接触など非線形境界条件の影響を

考慮した解析 [36], [37]も可能である．また一般化固有値問題を解くことで得られる固有ベクトル

の直交性を用いることで，群速度分散曲線を位相速度分散曲線と同精度で容易に計算できるという

メリットもある [4]．

14
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1.1.2 減衰ガイド波に関する研究

導波体内を伝播するガイド波のエネルギーは導波体内に留まり，放射による散逸の効果がほぼな

いため，ガイド波は長距離伝播性を持つ [4]．しかし実際には，導波体の持つ粘性によりガイド波

は伝播距離に応じて減衰する．この粘性減衰の効果を考慮した解析を行う際には，構造減衰を導入

し，Lame定数や縦波速度，横波速度を複素数に拡張する．構造減衰の効果は一般的な振動系で用

いられる粘性減衰とは異なり，周波数に陽に依存せず，歪みに比例する虚定数として定式化され

る．その結果，求まるガイド波の波数が複素数となり，その虚部が減衰係数に相当する．ガイド波

にはある周波数に対して複数の伝播モードが存在しうり，分散性を有するため，減衰係数は伝播

モードと周波数に依存する形で導出される [38]-[41]．伝播モードと周波数に依存する減衰係数の導

出は，特定の伝播モードのガイド波の伝播可能距離を予測するのに重要な役割を果たす．

一般に平板に伝播するガイド波の一つである Lamb波の分散特性を表す分散方程式（Rayleigh-

Lamb equations）は，ある周波数に対して波数についての 1元非線形代数方程式として与えられ

る [4]．対して，減衰の効果を考慮した Lamb波の分散方程式は，ある周波数に対して波数と減衰

係数についての 2元連立非線形代数方程式となり，求解には Newton法などの解が数値的初期値に

依存する手法が用いられる [38]．したがって，従来の理論解析手法では特定の伝播モードに注目し

て，周波数に対する減衰係数の変化は容易に求められない．また，数値解析手法として，構造減衰

を導入した有限要素法を用いて減衰係数を求める手法 [42],[43]や，構造減衰を導入した半解析的有

限要素法を用いて複素数領域で一般化固有値問題を解き，複素固有値から減衰係数曲線を得る手法

[44],[45]が提案されている．半解析的有限要素法を用いて得られる減衰係数は固有ベクトルとの組

み合わせとして算出されるため，有限要素法を用いて得られる減衰係数とは異なり，ある減衰係数

がどの周波数，どの伝播モードに対応するのかが容易に判別でき，時間発展を解かないため数値減

衰の影響を受けない．

1.1.3 累積的高調波に関する研究

累積的高調波は，以下の 3つの条件を満たすモードの組み合わせが存在するとき，内部共振的現

象により伝播距離に応じて振幅が増大する高調波であるとされている [22]．

(1) 位相整合 (Phase matching)

(2) モード間のエネルギー流速が 0でない

(3) 群速度整合 (Group velocity matching)

de Lima-Hamilton [22] は，the straightforward expansion と呼ばれる一般的な摂動法を用い

て，理論解析的に累積的高調波の生じる条件として，(1), (2)の必要性を示し，摂動仮定の範囲内

での伝播挙動を明らかにした．Matsuda-Biwa [46]は (1)の条件から周波数のずれと高調波振幅の

伝播距離依存性について数値的に解き，高調波振幅は位相整合条件からのずれに依存した周期的

変化をすることを明らかにした．また，Matsuda-Biwa [47] や Xiang ら [48] は，(3) の条件を満

15



第 1 章 緒論

たす必要性を示した．さらに，Müllerら [20]や Chillara-Lissenden [49]は，(2)の条件を満たす

Lamb波は基本波 S-mode，高調波 S-modeの組み合わせか，基本波 A-mode，高調波 S-modeの

組み合わせであることを固有関数の偶奇性より示した．加えて，Liuら [50]は 3次の非線形性まで

考慮した解析を行い，(2)の条件を満たす基本波と高調波の組み合わせを固有関数の偶奇性から明

らかにした．Dengら [24],[25]は (1), (2), (3)を満たす条件下で，累積的高調波の発生を実験的に

検証した．

Bermesら [18]や Pruellら [19]は，累積的高調波を用いて，実験的に非線形材料定数の測定を

行った．Soleimanpour-Ng [16]は，剥離による衝突振動の非線形性から生じる累積的高調波を用

いて，複合材の剥離の検出を行った．Shanら [17]は，検査対象の持つ非線形成分ではなく，探触子

と接触媒質が持つ 2次の非線形成分から高調波が発生しうることを示した．Hasanian-Lissenden

[51]は，探触子を含む装置由来の非線形成分と，試料由来の材料や幾何学的な非線形成分を分離す

るため，非線形共振現象の一つである結合共振的な現象を利用した非線形ガイド波の累積性に注目

し，その有効性を示した．Jingpinら [52]も結合共振的現象を利用し，非線形連成の原因となる微

小き裂の検出法を提案した．また，Packoら [53]は試料の持つ微小な非線形項が分散特性に及ぼす

影響を摂動法の一種である a Lindstedt-Poincare approachを用いて理論解析的に明らかにした．

1.2 研究目的

　本節では，まず，先行研究における累積的高調波と呼ばれる非線形ガイド波の解析における問

題点と非破壊検査に応用する際に生じる問題点を指摘する．次にその問題点を解決するために用

いる手法の前提知識となる諸研究を紹介し，解決手法について述べる．最後に本研究の目的をまと

める．

1.2.1 累積的高調波に関する問題点

(1) 内部共振的現象により発生し，伝播距離に依存した高調波の振幅変化の情報を用いて，欠陥

検出や非線形材料定数の変化の測定等を行う際には，微小な非線形性による非線形共振現象なの

で，同程度の影響を持つ微小な減衰の効果は無視できない．累積的高調波と呼ばれる非線形ガイド

波は自由振動的内部共振現象であるため，減衰の効果により非線形ガイド波の伝播距離は有限であ

ると考えられる．しかし，減衰の効果を考慮した非線形ガイド波の解析例がなく，解析を行う必要

がある．

(2) 先行研究における累積的高調波の理論解析には，摂動法を適用するために伝播距離と高調波

モードの振幅が微小であるという仮定がされている．しかし，ガイド波の特徴である長距離伝播性

を生かし，非破壊検査に応用するためには，長い伝播領域での解析が必要である．さらに，十分に

大きな高調波振幅の伝播距離依存性も明らかにし，適用範囲を拡張する必要がある．

(3) 先行研究における累積的高調波の理論解析は高調波振幅の伝播距離依存性のみに注目してお

り，基本波の伝播距離依存性については考慮されていない．しかし，高調波モードの振幅が伝播距
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離に応じて増大するのは，基本波からエネルギーが供給されるためであると考えられ，基本波モー

ドと高調波モードの非線形連成問題として解析を行う必要がある．

(4) 非線形ガイド波により生じる有限の過渡的な高調波の振幅情報からでは，欠陥検出や非線形

材料定数の変化の測定が困難である可能性がある．さらに，累積的高調波を用いた手法で注目する

2次高調波の振幅情報には，内部共振的現象だけでなく，探触子を含む装置由来の非線形成分が含

まれること [7], [51]が知られている．したがって，試料由来の材料の非線形成分や幾何学的非線形

成分を，探触子を含む装置由来の高調波成分から分離する必要がある．

1.2.2 累積的高調波の伝播距離依存性と永年項による摂動法の破綻

先行研究において，摂動法を用いた結果，高調波モードの振幅 b の伝播距離依存性は以下のよう

に見積もられた [22]．

b(x) =
fvola + fsura

4Pab
x (1.2.1)

ここで，fvola は非線形力に起因して生じる体積力，fsura は非線形力に起因して生じる表面力，Pab

は運動量流束を表す．fvola + fsura は非線形項の合力を表し，Pab は基本波モード (a-mode) と高

調波モード (b-mode)間における運動量の移行し易さを表す．ここで，Eq (1.2.1)は永年項と呼ば

れ，伝播距離 xと共に発散する解である．したがって，従来の解析手法で得られた高調波モードの

振幅は，長い伝播領域で，伝播距離に比例した永年項が生じたことにより，摂動展開が破綻する．

したがって，従来の解析手法では短い伝播領域での解析に留まっている．

1.2.3 多重尺度法を用いた非線形振動に関する研究

一般に内部共振とは，非線形多自由度振動系において，モード間の固有振動数比が約整数になる

ときに発生する非線形共振現象である．他にも高調波，分数調波共振 [21]，結合共振 [54]，係数励

振 [55]，オートパラメトリック励振 [56]のような非線形共振現象も知られている．これらのような

非線形共振現象は，微小な非線形の効果が長い時間をかけて動力学的効果を及ぼすこと [21]が知ら

れており，理論解析手法の一つして，時間方向に複数の尺度を用意し，解析を行う多重尺度法 [57]，

[58]がある．多重尺度法は，特異摂動法の一種であり，弱非線形系の動力学に数理的な知見を与え

る解析手法 [59]である．

本研究で解析対象とする非線形ガイド波は，微小な非線形の効果が，長い伝播距離をかけて振幅

に影響を与えると考えられる．そこで，非線形振動系と同様に多重尺度法を用いて，伝播方向に複

数の尺度を用意し，非線形ガイド波の動力学を長い伝播距離尺度の振幅変化を表す振幅方程式を導

出することで明らかにする．

非線形ガイド波における非線形共振現象は，時間領域ではなく，空間領域で生じる．そのため，

本論文では，「～的」と表記している．具体例として，内部共振的現象によって生じる非線形ガイ

ド波を内部共振的ガイド波と記す．
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1.2.4 目的と解決方法

ガイド波の理論解析に多重尺度法を適用する際，伝播特性が境界条件で定まるガイド波の特徴

と，ある周波数に対して複数の伝播モードが発生しうるガイド波の特徴が問題となる．本研究で

は，まず，ガイド波の支配方程式である弾性体の運動方程式と境界条件を用いて伝播モードの直交

性を導出する．さらに，支配方程式の自己随伴性を示し，可解条件を導出する．

次に，1.2.1節で述べた問題点 (1)-(4)を解決する方法を記す．

(1)の問題を解決するために，減衰の効果を導入する．構造減衰を導入したガイド波の支配方程

式に多重尺度法 [59]を適用し，減衰ガイド波の分散曲線と減衰係数曲線を導出する．さらに，本手

法による解析の妥当性を半解析的有限要素法 [43]を用いて検証する．次に，材料の非線形性と幾何

学的非線形性の効果を導入し，減衰の効果を含めた内部共振的ガイド波の振幅が，伝播距離に対し

て有限の過渡的な変化をすることを示す．さらに，非線形材料定数の変化と内部共振的現象によっ

て生じる高調波の振幅変化の相関を明らかにする．

(2)の問題は，微小な高調波振幅と微小な伝播距離の仮定から生じており，この仮定は摂動法の

破綻を防ぐための仮定である．したがって，特異摂動法の一種である多重尺度法 [59]を適用するこ

とで解決される．

(3)の問題は多重尺度法を適用すると，基本波モード，高調波モードの永年項を生じさせる項と

して，非線形連成の効果が表れ，解決できる．

(4)の問題を解決するために，伝播距離に対して定常な振幅が生じる非線形共振現象を応用する

方法を提案する．具体的には，強制振動的非線形共振現象が生じるモデルを提案し，解析を行い，

伝播距離に対して定常な非線形共振現象による振幅が生じることを示す．これは，減衰力，加振

力，非線形力が釣り合うような非線形現象により生じる振幅を測定することを意味する．さらに，

試料由来の材料の非線形成分や幾何学的非線形成分を，探触子を含む装置由来の高調波成分から分

離し易い分調波モードを励振させる非線形現象として，本研究では，オートパラメトリック励振現

象の応用を提案する．

オートパラメトリック励振 [60]とは，(i)2自由度以上で連成した系であり，(ii)準自明解を有し，

(iii)励振領域で準自明解が不安定になる (iv)主系が副系を励振する機械システムの励振現象であ

る．つまり，分調波の自明解を非線形共振現象により不安定化させ，伝播距離に対して定常な分数

調波の非自明解を励起させるモデルである．

1.3 構成

以下に本論文の構成を記す．

第 1章では，本研究の背景と目的を示した．

第 2章では，ガイド波の理論解析に多重尺度法を適用する際に用いる重要な性質である伝播モー

ドの直交性と自己随伴性を示した．
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第 3章では，減衰の効果を考慮したガイド波について，伝播モードの直交性と多重尺度法を適用

し，分散曲線と減衰係数曲線を導出した．また，半解析的有限要素法を用いて導出した分散曲線と

減衰係数曲線と比較し，本手法の妥当性を示した．

第 4章では，累積的高調波と呼ばれる内部共振的ガイド波について，伝播モードの直交性と多重

尺度法を適用し，複数モード間の非線形連成に基づくエネルギー授受を考慮した，伝播距離に対す

る基本波と高調波の振幅変化を明らかにした．さらに，減衰の効果による内部共振的ガイド波の伝

播形態の変化について解析を行い，基本波モード，高調波モード共に伝播距離は有限であることを

示した．加えて，非線形材料定数の変化と高調波の振幅変化の相関を明らかにした．従来の累積的

高調波を用いた非線形材料定数の測定手法の問題点を指摘し，改善手法を提案した．また，提案し

た内部共振的ガイド波を用いた非線形材料定数の変化の測定における問題点を指摘した．

第 5章では，第 4章で示した従来手法，提案手法の問題点を解決し，非線形材料定数の変化の測

定を非線形ガイド波を用いて容易に行うため，非線形共振現象による伝播距離に対して定常な振

幅応答を得る手法を提案した．具体的には，オートパラメトリック励振的ガイド波を発生させるモ

デルを考え，非線形共振現象によって生じる伝播距離に対して定常な分調波モードの振幅を，伝播

モードの直交性と多重尺度法用いて理論解析的に示し，安定な分調波の定常振幅解の存在を示し

た．さらに，提案手法を用いた非破壊検査法の精度を理論解析的に検証した．

第 6章では，各章で得られた内容を総括し，本研究の成果を要約した．
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第 2章

ガイド波の伝播モードの直交性

一般に等方弾性体内を伝播する波動の支配方程式は，アインシュタインの縮約記号を用いて，以

下のように表せる．

−ρdui,tt + (λ+ µ)uj,ji + µui,jj + ρdfi = 0 (2.0.1)

ここで，λ, µは Lame定数，ρdは密度，uiは変位ベクトル，fiは外力ベクトルである．Eq. (2.0.1)

はNavierの式と呼ばれる等方弾性体の運動方程式である．本章では，ガイド波の一種である Lamb

波について，伝播モードの直交性を示す．解析に用いる平板のモデル図を Fig. 2.1に示す．Lamb

波は y方向に変位を持たず，一様な現象が生じると仮定し，Eq. (2.0.1)に uy = 0，∂/∂y = 0を代

入する．伝播方向は x，厚さ方向は z とし，ux = u，uz = w とする．また，ガイド波の伝播モー

ドの分散特性は境界条件によって決定される．一般的に解析では以下に示す応力フリーの境界条件

が採用される．

ti|z=±h = σjinj |z=±h = 0 (2.0.2)

ここで，ti は応力ベクトル，z = ±hは平板の境界座標，σji は応力テンソル，nj は j 方向の単位

ベクトルを示す．

x

z

h

-h

Figure 2.1 Schematic of two-dimensional model.
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2.1 支配方程式

Lamb波の支配方程式と境界条件は，

−ρd
∂2u

∂t2
+ (λ+ µ)

(
∂2u

∂x2
+

∂2w

∂x∂z

)
+ µ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂z2

)
= 0 (2.1.1)

−ρd
∂2w

∂t2
+ (λ+ µ)

(
∂2u

∂x∂z
+
∂2w

∂z2

)
+ µ

(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂z2

)
= 0 (2.1.2)

[
µ

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)]
|z=h = 0 (2.1.3)

[
µ

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)]
|z=−h = 0 (2.1.4)

[
λ

(
∂u

∂x
+
∂w

∂z

)
+ 2µ

∂w

∂z

]
|z=h = 0 (2.1.5)

[
λ

(
∂u

∂x
+
∂w

∂z

)
+ 2µ

∂w

∂z

]
|z=−h = 0 (2.1.6)

となる．ここで，Eqs. (2.1.1)-(2.1.6)は代表長さ h，代表速度 cT =
√
µ/ρd を用いて無次元化さ

れた微分方程式とみなす．本論文では代表長さと代表速度として，全章を通して同様の代表尺度を

用いる．

ガイド波とは，試料長手方向に伝播する進行波であり，解析においては，以下に示す変位を満た

す波動に対応する．

u = U
′

xΦx(z) exp {i(kx− ωt)}+ c.c. (2.1.7)

w = U
′

zΦz(z) exp {i(kx− ωt)}+ c.c. (2.1.8)

ここで，k は波数，ω は角周波数，U
′

i は振幅ベクトル，Φi(z) (i = x, z)は固有関数を表し，c.c.

は複素共役を意味する．

2.2 位相速度分散曲線

本節では位相速度の導出を行う．まず，Eqs. (2.1.7), (2.1.8)における固有関数を以下のように

仮定する．

Φx(z) = exp (ikαz) (2.2.1)
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Φz(z) = exp (ikαz) (2.2.2)

Eqs. (2.2.1), (2.2.2)を Eqs. (2.1.7), (2.1.8)に代入し，整理すると以下の式が導出される．

u = U
′

x exp {ik(x+ αz − cpt)}+ c.c. (2.2.3)

w = U
′

z exp {ik(x+ αz − cpt)}+ c.c. (2.2.4)

ここで，αは x方向と z方向の波数の比であり，cp ≡ ω/kは位相速度を表す．Eqs. (2.2.3), (2.2.4)

を Eqs. (2.1.1), (2.1.2)に代入し以下の関係式を得る．

k2
[
ρc2 − (λ+ 2µ)− µα2 −(λ+ µ)α

−(λ+ µ)α ρc2 − (λ+ 2µ)α2 − µ

] [
U

′

x

U
′

z

]
= 0 (2.2.5)

Eq. (2.2.5)が非自明な U
′

i を有する αn とそれに対応する零空間 (核空間) [px pz]を用いて，Eqs.

(2.2.3), (2.2.4)は以下のように書き直せる．

u =
∑
n

pxn exp {ik(x+ αnz −
ω

k
t)}+ c.c.

= = UxΦx(z) exp {i(kx− ωt)}+ c.c. (2.2.6)

w =
∑
n

pzn exp {ik(x+ αnz −
ω

k
t)}+ c.c.

= = UzΦz(z) exp {i(kx− ωt)}+ c.c. (2.2.7)

Eqs. (2.2.3), (2.2.4) を境界条件 (Eqs. (2.1.3)-(2.1.6)) に代入し，非自明な Ui を有する角周波数

ω と波数 k の条件とそれに対応する零空間を求める．この非自明解を有する ω と k の条件式を分

散方程式と呼び，この方程式を満たす ω，k，零空間が Lamb波として伝播する角周波数，波数，

固有関数に対応する．位相速度 cp は角周波数に依存し，Lamb波は分散性を有しうることが分か

る．この ω-cp をプロットした図を位相速度分散曲線と呼ぶ．特に，Fig. 2.1に示すような平板に

伝播する Lamb波の分散方程式はそれぞれ以下の分散方程式を満たす A-mode(反対称モード)と

S-mode(対称モード)に分離できる [4]．

tan (qh)

tan (ph)
+

(q2 − k2)2

4k2pq
= 0 (2.2.8)

tan (qh)

tan (ph)
+

4k2pq

(q2 − k2)2
= 0 (2.2.9)

ここで，p =
√
(ω/cL)2 − k2, q =

√
(ω/cT )2 − k2 である．cL は縦波速度，cT は横波速度であ

り，以下のように算出できる [63]．

cL =

√
λ+ 2µ

ρd
(2.2.10)
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cT =

√
µ

ρd
(2.2.11)

Eqs. (2.2.8), (2.2.9) はある ω に対して，k についての非線形代数方程式である．Eqs. (2.2.8),

(2.2.9)を満たす ω，k より得られた位相速度分散曲線を Figs. 2.2, 2.3に示す．ここで，ある周波

数において，速度が遅い順にそれぞれ S0, S1, · · ·，A0, A1, · · ·と番号を付け，各モードを呼称す
る．Fig. 2.4に例として，S0-mode, S1-mode, A0-mode, A1-modeの固有関数を示す．この固有

関数は変位分布に相当し，Φx = Ux，Φz = Uz に対応する．また，本研究では，一般的な金属材

料の中で比較的ヤング率の小さいアルミニウムを解析対象とする．計算に用いた物性値と板厚を

Table 2.1に示す．
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Figure 2.2 Phase velocity dispersion curves of A-mode.
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Figure 2.3 Phase velocity dispersion curves of S-mode.
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S1-modeS0-modeA1-modeA0-mode

z

h

-h

Figure 2.4 Eigenfunctions of S0-mode, S1-mode, A0-mode and A1-mode. Red lines show

Φx with respect to each mode. Blue lines show Φz with respect to each mode.

Table 2.1 Parameters used for calculation of dispersion curves and eigenfunctions.

ρd [kg/m
3] cL [km/s] cT [km/s] 2h [mm] λ [GPa] µ [GPa]

2700 6.3 3.1 1.0 40 27

2.3 群速度分散曲線

周波数に幅を持って励起されたガイド波はうなりを発生し，波動のエネルギーはうなりの速度で

伝播する．このうなりの速度を群速度 (エネルギー速度)と呼び，以下のように算出される．

簡単のため，等振幅 Ag で，わずかに異なる二つの周波数 ω1, ω2 と波数 k1, k2 を有する進行波の

重ね合わせを考える．

u(x, t) = Ag cos(k1x− ω1t) +Ag cos(k2x− ω2t) (2.3.1)

Eq. (2.3.1)を三角関数の和積の公式を用いて変形すると以下のようになる．

u(x, t) = 2Ag cos

(
∆k

2
x− ∆ω

2
t

)
cos(kavx− ωavt) (2.3.2)

ここで，kav = (k1 + k2)/2，∆k = k2 − k1 であり，同様に ωav = (ω1 + ω2)/2，∆ω = ω2 − ω1

ある．Eq. (2.3.2)は平均波数 kav と平均周波数 ωav を持った進行波 cos(kavx− ωavt)の振幅が，

2Ag cos

(
∆k

2
x− ∆ω

2
t

)
(2.3.3)

で変調していると解釈できる．この振幅変調を変形して，

2Ag cos

{
∆k

2

(
x− ∆ω

∆k
t

)}
(2.3.4)
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とすれば，この振幅変調は速度

∆ω

∆k
(2.3.5)

で伝播する．二つの異なる波の有する周波数と波数が非常に近い場合

cg =
dω

dk
(2.3.6)

となり，ガイド波の群速度は Eq. (2.3.6)と表せる．Figs. 2.5, 2.6に A-mode，S-modeの群速度

分散曲線を示す．
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Figure 2.5 Group velocity dispersion curves of A-mode.
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Figure 2.6 Group velocity dispersion curves of S-mode.
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2.4 伝播モードの直交性

Figs. 2.2, 2.3より，ある周波数 ω に対して複数の伝播モードが励起される周波数帯が存在する

ことが確認できる．本節では，同じ周波数 ω で励起される任意の 2 つの伝播モード，a-mode と

b-mode，の直交性を考える．j-mode (j = a, b) の変位は，波数 kj と固有関数 Φjx(z)，Φjz(z)，

振幅 Aj を用いて以下のように表せる．

uj = AjΦjx exp {i(kjx− ωt)}+ c.c. (2.4.1)

wj = AjΦjz exp {i(kjx− ωt)}+ c.c. (2.4.2)

ここで，a-modeと b-modeは，Eqs. (2.1.1)-(2.1.6)を満たす非自明解であり，Aa, Ab は非零であ

る．まず，a-modeにおける Eq. (2.1.1)に Φbx(z)を掛け，a-modeにおける Eq. (2.1.2)に Φbz(z)

を掛け，辺々引き，z = −hから z = hまで積分し，部分積分を行い，整理すると

Aa

∫ h

−h

{
ρdω

2ΦaxΦbx + (λ+ µ)

(
−k2aΦaxΦbx − ikaΦax

dΦbz

dz

)
+µ

(
−k2aΦaxΦbx +Φax

d2Φbx

dz2

)}
dz

−Aa

∫ h

−h

{
ρdω

2ΦazΦbz + (λ+ µ)

(
−ikaΦaz

dΦbx

dz
+Φaz

d2Φbz

dz2

)
+µ

(
−k2aΦazΦbz +Φaz

d2Φbz

dz2

)}
dz

=Aa

{
−ika(λ+ µ)[ΦazΦbx − ΦaxΦbz]

h
−h − µ

[
dΦax

dz
Φbx − dΦbx

dz
Φax

]h
−h

+(λ+ 2µ)

[
dΦaz

dz
Φbz −

dΦbz

dz
Φaz

]h
−h

}
(2.4.3)

となる．同様に，a-modeと b-modeを入れ替えて得られた式に Aa/Ab を掛け，Eq. (2.4.3)から

引き，整理すると

(kb − ka)

{∫ h

−h

(λ+ 2µ)(kb + ka)ΦaxΦbx + i(λ+ µ)

(
Φaz

dΦbx

dz
− Φax

dΦbz

dz

)
− µ(ka + kb)ΦazΦbzdz

}
=

− ika(λ+ µ)[ΦazΦbx − ΦaxΦbz]
h
−h − µ

[
dΦax

dz
Φbx − dΦbx

dz
Φax

]h
−h

+ (λ+ 2µ)

[
dΦaz

dz
Φbz −

dΦbz

dz
Φaz

]h
−h

(2.4.4)
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となる．Eq. (2.4.4)の右辺を境界条件 Eqs. (2.1.3)-(2.1.6)を用いて整理すると以下の式を得る．

(kb − ka)

[ ∫ h

−h

{
(λ+ 2µ)(kb + ka)ΦaxΦbx + i(λ+ µ)

(
Φaz

dΦbx

dz
− Φax

dΦbz

dz

)
− µ(ka + kb)ΦazΦbz

}
dz + [iµΦaxΦbz − iλΦazΦbx]

h
−h

]
= 0 (2.4.5)

Eq. (2.4.5)より以下の関係式が導出される．∫ h

−h

{
(λ+ 2µ)(kb + ka)ΦaxΦbx + i(λ+ µ)

(
Φaz

dΦbx

dz
− Φax

dΦbz

dz

)
− µ(ka + kb)ΦazΦbz

}
dz + [iµΦaxΦbz − iλΦazΦbx]

h
−h = αabδab (2.4.6)

ここで，δab はクロネッカーのデルタと呼ばれ以下の値を取る．

δab = 0 if a ̸= b (2.4.7)

δab = 1 if a = b (2.4.8)

また，a-modeにおけるEq. (2.1.1)に kbΦbx(z)を掛け，a-modeにおけるEq. (2.1.2)に kbΦbz(z)

を掛け，辺々引き，z = −hから z = hまで積分し，部分積分を行い，整理すると

Aa

∫ h

−h

{
kbρdω

2ΦaxΦbx + (λ+ µ)

(
−k2akbΦaxΦbx − ikakbΦaz

dΦbx

dz

)
+µ

(
−k2akbΦaxΦbx + kbΦax

d2Φbx

dz2

)}
dz

−Aa

∫ h

−h

{
kbρdω

2ΦazΦbz + (λ+ µ)

(
−ikakbΦax

dΦbz

dz
+ kbΦaz

d2Φbz

dz2

)
+µ

(
−k2akbΦazΦbz + kb

d2Φbx

dz2
Φaz

)}
dz

=Aa

{
−ikakb(λ+ µ)[ΦazΦbx − ΦaxΦbz]

h
−h − µkb

[
dΦax

dz
Φbx − dΦbx

dz
Φax

]h
−h

+kb(λ+ 2µ)

[
dΦaz

dz
Φbz −

dΦbz

dz
Φaz

]h
−h

}
(2.4.9)
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となる．同様に，a-modeと b-modeを入れ替えて得られた式に Aa/Ab を掛け，Eq. (2.4.9)から

引き，整理すると

(kb − ka)

[∫ h

−h

{
ρdω

2ΦaxΦbx + (λ+ 2µ)kakbΦaxΦbx + µ
d2Φbx

dz2
Φax

}
dz

−
∫ h

−h

{
ρdω

2ΦazΦbz + (λ+ 2µ)
d2Φbz

dz2
Φaz + µkakbΦazΦbz

}
dz

]

= − ikakb(λ+ µ)[ΦazΦbx − ΦaxΦbz]
h
−h − µkb

[
dΦax

dz
Φbx − dΦbx

dz
Φax

]h
−h

+ kb(λ+ 2µ)

[
dΦaz

dz
Φbz −

dΦbz

dz
Φaz

]h
−h

(2.4.10)

となる．Eq. (2.4.10)右辺を境界条件 Eqs. (2.1.3)-(2.1.6)を用いて整理すると以下の式を得る

(kb − ka)

[ ∫ h

−h

{
ρdω

2ΦaxΦbx + (λ+ 2µ)kakbΦaxΦbx + µ
d2Φbx

dz2
Φax

}
dz

−
∫ h

−h

{
ρdω

2ΦazΦbz + (λ+ 2µ)
d2Φbz

dz2
Φaz + µkakbΦazΦbz

}
dz

+ [iµkbΦaxΦbz − iλkbΦazΦbx]
h
−h

]
= 0 (2.4.11)

Eq. (2.4.11)より以下の関係式が導出される．∫ h

−h

{
ρdω

2ΦaxΦbx + (λ+ 2µ)kakbΦaxΦbx + µ
d2Φbx

dz2
Φax

}
dz

−
∫ h

−h

{
ρdω

2ΦazΦbz + (λ+ 2µ)
d2Φbz

dz2
Φaz + µkakbΦazΦbz

}
dz

+ [iµkbΦaxΦbz − iλkbΦazΦbx]
h
−h = βabδab (2.4.12)

Eqs. (2.4.6), (2.4.12)と Eqs. (2.1.1), (2.1.2)より

(−kbαab + βab)δab = 0 (2.4.13)

である．Eqs. (2.4.6), (2.4.12), (2.4.13)より波数領域での伝播モードの直交性が示された．

2.5 随伴作用素

本節では，Eqs. (2.1.1)-(2.1.6) を微分作用素を用いて表し，その微分作用素の自己随伴性を示

す [61], [62]．2.4 節と同様に，同じ周波数 ω で励起される任意の 2 つの伝播モード，a-mode と

b-mode，について解析を行う．Eqs. (2.1.1), (2.1.2)を行列表記で書き直し，進行波を仮定し，x
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方向の演算を行うと以下の関係式を得る．([
ρdω

2 0
0 ρdω

2

]
+

[
−(λ+ 2µ)k2 0

0 −µk2
]

+

[
0 i(λ+ µ)k

i(λ+ µ)k 0

]
∂

∂z
+

[
µ 0
0 λ+ 2µ

]
∂2

∂z2

)
U = 0 (2.5.1)

Eq. (2.5.1)を係数行列 l, l0, l1, l2 と固有関数 ϕを用いて書き直すと以下のようになる．(
l+ k2l0 + kl1

∂

∂z
+ l2

∂2

∂z2

)
ϕ = 0 (2.5.2)

ここで，係数行列はそれぞれ以下のようになる．

l =

[
ρdω

2 0
0 ρdω

2

]
(2.5.3)

l0 =

[
−(λ+ 2µ) 0

0 −µ

]
(2.5.4)

l1 =

[
0 i(λ+ µ)

i(λ+ µ) 0

]
(2.5.5)

l2 =

[
µ 0
0 λ+ 2µ

]
(2.5.6)

同様に，Eqs. (2.1.3)-(2.1.6)を行列表記で書き直すと以下の関係式を得る．([
0 iλk
iµk 0

]
+

[
µ 0
0 λ+ 2µ

]
∂

∂z

)
U = 0 at z = ±h (2.5.7)

Eq. (2.5.7)を係数行列 b0, b1 と固有関数 ϕを用いて書き直すと以下のようになる．(
kb0 + b1

∂

∂z

)
ϕ = 0 at z = ±h (2.5.8)

ここで，係数行列はそれぞれ以下のようになる．

b0 =

[
0 iµ
iλ 0

]
(2.5.9)

b1 =

[
µ 0
0 λ+ 2µ

]
(2.5.10)

2階微分作用素 Lと 1階微分作用素B をそれぞれ以下のように定義する．

L = l(z) + k2l0(z) + kl1(z)
∂

∂z
+ l2(z)

∂2

∂z2
(2.5.11)

B = kb0(z) + b1(z)
∂

∂z
(2.5.12)
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L が自己随伴作用素となる条件を以下に示す．まず，a-mode と b-mode は非自明解であるので，

Eqs. (2.5.11), (2.5.12)を同時に満たす同次解として固有関数 ϕa, ϕb は以下の関係式を満たす．

L(ϕa) = lϕa + k2al0ϕa + kal1
∂ϕa
∂z

+ l2
∂2ϕa
∂z2

= 0 (2.5.13)

B(ϕa) = kab0ϕa + b1
∂ϕa
∂z

= 0 at z = ±h (2.5.14)

L(ϕb) = lϕb + k2b l0ϕb + kbl1
∂ϕb
∂z

+ l2
∂2ϕb
∂z2

= 0 (2.5.15)

B(ϕb) = kbb0ϕb + b1
∂ϕb
∂z

= 0 at z = ±h (2.5.16)

ここで，L(ϕa)と ϕb の内積を行い，部分積分を適用し，整理する．

< ϕb,L(ϕa) > =

∫ h

−h

ϕHb L(ϕa)dz

=

∫ h

−h

[
ϕHb lϕa + k2aϕ

H
b l0ϕa + kaϕ

H
b l1

∂ϕa
∂z

+ ϕHb l2
∂2ϕa
∂z2

]
=

∫ h

−h

[
ϕHb

(
l+ k2al0 − ka

∂l1
∂z

+
∂2l2
∂z2

)
+
∂ϕHb
∂z

(
−kal1 + 2

∂l2
∂z

)
+
∂2ϕHb
∂z2

l2

]
ϕadz

+

[
ϕHb

(
kal1 − l2b

−1
1 b0 − ∂l2

∂z

)
ϕa +

∂ϕHb
∂z

(−l2)ϕa

]h
−h

= 0 (2.5.17)

ここで，⃝H はエルミート転置を表す．Eq. (2.5.17) が自己随伴となる条件 (< ϕb,L(ϕa) >=<

L∗(ϕb), ϕa >を満たす条件)は以下のようになる．

ka = kb (2.5.18)[
l+ k2al0 − ka

∂l1
∂z

+
∂2l2
∂z2

]H
= l+ k2b l0 (2.5.19)[

−kal1 + 2
∂l2
∂z

]H
= kbl1 (2.5.20)

l2
H = l2 (2.5.21)[

kal1 − kal2b
−1
1 b0 − ∂l2

∂z

]H
= ±kbb0 (2.5.22)

−l2
H = ±b1 (2.5.23)

ここで，係数行列 l, l0, l1, l2, b0, b1 は定数なので，Eqs. (2.5.18)-(2.5.23) の必要十分条件は

ka = kb である．したがって，ka = kb のときに境界条件 Eqs. (2.5.14), (2.5.16)より，以下の自
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己随伴関係がある．

< ϕb,L(ϕa) >=< L∗(ϕb), ϕa > +ϕHb B(ϕa)|h−h =< L∗(ϕb), ϕa > (2.5.24)

< L∗(ϕb), ϕa >=< ϕb,L(ϕa) > + [B(ϕb)]
H
ϕa|h−h =< ϕb,L(ϕa) > (2.5.25)

Eqs. (2.5.24), (2.5.25)より，ka = kb の条件下において，ϕa, ϕb は以下の関係式を満たす．

[B(ϕb)]
H
ϕa|h−h = −ϕHb B(ϕa)|h−h (2.5.26)

Eq. (2.5.26)は以下のように書き直せる．

< L∗(ϕb), ϕa >=< ϕb,L(ϕa) > −ϕHb B(ϕa)|h−h (2.5.27)

2.6 可解条件

以下に示す非同次微分方程式が解を持つ条件を示す．

L(ψ) = F exp {i(kfx− ωf t)} (2.6.1)

B(ψ) = G exp {i(kfx− ωf t)} at z = ±h (2.6.2)

kf = ka, ωf = ωa を満たすとき，Eq. (2.5.27)より，F ,Gは以下の関係式を満たす．

< L∗(ϕa), ψ >=< ϕa,F > −ϕHa G|h−h = 0 (2.6.3)

Eq. (2.6.3)を可解条件と呼ぶ．

2.7 結論

本章では，ガイド波の基本的な性質を説明し，具体的に以下の成果を得た．

(1) Lamb波において，伝播モードの波数領域における直交性を解析的に示した．

(2) 支配方程式を微分作用素を用いて表し，その微分作用素の自己随伴性を用いて，非同次微分方

程式の可解条件を導出した．
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第 3章

減衰ガイド波

本章では，減衰の効果を考慮したガイド波について，分散曲線と減衰係数曲線を導出する．解析

モデルは 2章と同様な Fig.2.1を用いる．

3.1 支配方程式と多重尺度法

減衰の効果を考慮するため構造減衰を導入する．構造減衰は，振動系における一般的な粘性減衰

とは異なり，減衰力は周波数に陽に依存せず，歪みに比例する減衰力を作用させる．したがって，

剛性に相当する弾性係数を複素数とし，虚部に起因する効果が減衰の効果として振る舞う．本章で

は，Eqs. (2.1.1)-(2.1.6)における Lame定数を複素数に拡張する．また，本章における計算に用い

る各種物性値を Table 3.1に示す．複素 Lame定数は cL, cT , κL, κT を用いて以下のように算出で

きる．

Table 3.1 Parameters used for calculation of attenuating guided waves.

ρd [kg/m
3] cL [km/s] cT [km/s] κL [Np/λ] κT [Np/λ] 2h [mm] ϵ [-]

2700 6.3 3.1 0.00025 0.00025 1.0 0.0010

λr = Re

[
ρdcL

(
1 + i

κL
2π

)−2

− 2ρdcT

(
1 + i

κT
2π

)−2
]

(3.1.1)

λi = Im

[
ρdcL

(
1 + i

κL
2π

)−2

− 2ρdcT

(
1 + i

κT
2π

)−2
]

(3.1.2)

µr = Re

[
ρdcT

(
1 + i

κT
2π

)−2
]

(3.1.3)
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µi = Im

[
ρdcT

(
1 + i

κT
2π

)−2
]

(3.1.4)

Eqs. (3.1.1)-(3.1.4)に Table 3.1の値を代入し得られる複素 Lame定数を Table 3.2に示す． 複

Table 3.2 Parameters used for calculation of attenuating guided waves.

λr [GPa] µr [GPa] λi [MPa] µi [MPa]

40 27 -3.2 -4.0

素 Lame定数を用いた支配方程式と境界条件は以下のようになる．

− ρd
∂2u

∂t2
+ {λr + µr + i(λi + µi)}

(
∂2u

∂x2
+

∂2w

∂x∂z

)
+ (µr + iµi)

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂z2

)
= 0 (3.1.5)

− ρd
∂2w

∂t2
+ {λr + µr + i(λi + µi)}

(
∂2u

∂x∂z
+
∂2w

∂z2

)
+ (µr + iµi)

(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂z2

)
= 0 (3.1.6)

[
(µr + iµi)

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)]
|z=h = 0 (3.1.7)

[
(µr + iµi)

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)]
|z=−h = 0 (3.1.8)

[
(λr + iλi)

(
∂u

∂x
+
∂w

∂z

)
+ 2(µr + iµi)

∂w

∂z

]
|z=h = 0 (3.1.9)

[
(λr + iλi)

(
∂u

∂x
+
∂w

∂z

)
+ 2(µr + iµi)

∂w

∂z

]
|z=−h = 0 (3.1.10)

Eqs. (3.1.5)-(3.1.10)は 2章と同様の代表尺度 (代表長さ h，代表速度 cT =
√
µ/ρd)を用いて無次

元化された微分方程式とみなす．ここで，Eqs. (3.1.5)-(3.1.10)に多重尺度法を適用する．微小量

ϵ (ϵ ≪ 1)を用いて，λi = ϵλ̂i，µi = ϵµ̂i と複素 Lame定数の虚部の大きさを見積もる．さらに，

伝播距離に対して，x0 = x，x1 = ϵxと 2つの尺度を用意する．x0 は短い伝播距離の尺度，x1 は

長い伝播距離の尺度を表す．伝播距離に対して複数の尺度を用意するのは，ガイド波にとって，減

衰の効果は長い距離伝播することで現れる効果であるためである．また，変位 u，w をそれぞれ以

下のように漸近展開する．

u = ϵu0 + ϵ2u1 + · · · (3.1.11)
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w = ϵw0 + ϵ2w1 + · · · (3.1.12)

Eqs. (3.1.11), (3.1.12)は，代表長さ h(板厚)の大きさに対して，ガイド波の変位が微小であるこ

とを示す．ここで，伝播方向 xに対する偏微分演算子は以下のようになる．

∂

∂x
=

∂

∂x0
+ ϵ

∂

∂x1
= Dx0 + ϵDx1 (3.1.13)

同様に，他の偏微分演算子を ∂/∂k = Dk と表すとする．Eqs. (3.1.11)-(3.1.13) を Eqs. (3.1.5)-

(3.1.10)に代入し，ϵのべき乗ごとに分類した支配方程式と境界条件を以下に示す．

O(ϵ1)

−ρdD2
t u0 + (λr + µr)(D

2
x0u0 +Dx0Dzw0) + µr(D

2
x0u0 +D2

zu0) = 0 (3.1.14)

−ρdD2
tw0 + (λr + µr)(DzDx0u0 +D2

zw0) + µr(D
2
x0w0 +D2

zw0) = 0 (3.1.15)

[µr(Dzu0 +Dx0w0)] |z=h = 0 (3.1.16)

[µr(Dzu0 +Dx0w0)] |z=−h = 0 (3.1.17)

[λr(Dx0u0 +Dzw0) + 2µrDzw0] |z=h = 0 (3.1.18)

[λr(Dx0u0 +Dzw0) + 2µrDzw0] |z=−h = 0 (3.1.19)

O(ϵ2)

− ρdD
2
t u1 + (λr + µr)(D

2
x0u1 +Dx0Dzw1) + µr(D

2
x0u1 +D2

zu1)

= − (λr + µr)(2Dx0Dx1u0 +DzDx1w0)− 2µrDx0Dx1u0

− i(λ̂i + µ̂i)(D
2
x0u0 +DzDx0w0)− iµ̂i(D

2
x0u0 +D2

zu0) (3.1.20)

− ρdD
2
tw1 + (λr + µr)(DzDx0u1 +D2

zw1) + µr(D
2
x0w1 +D2

zw1)

= − (λr + µr)DzDx1u0 − 2µrDx0Dx1w0

− i(λ̂i + µ̂i)(DzDx0u0 +D2
zw0)− iµ̂i(D

2
x0w0 +D2

zw0) (3.1.21)

[µr(Dzu1 +Dx0w1)]|z=h = [−µrDx1w0 − iµ̂i(Dzu0 +Dx0w1)] |z=h (3.1.22)

[µr(Dzu1 +Dx0w1)]|z=−h = [−µrDx1w0 − iµ̂i(Dzu0 +Dx0w1)] |z=−h (3.1.23)

[λr(Dx0u1 +Dzw1) + 2µrDzw1] |z=h

=
[
−λrDx1u0 − iλ̂i(Dx0u0 +Dzw0)− 2iµ̂iDzw0

]
|z=h (3.1.24)

[λr(Dx0u1 +Dzw1) + 2µrDzw1] |z=−h

=
[
−λrDx1u0 − iλ̂i(Dx0u0 +Dzw0)− 2iµ̂iDzw0

]
|z=−h (3.1.25)
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Eqs. (3.1.14)-(3.1.19)の解である u0, w0 は，x0, x1, z, tの従属変数である．変数分離を実行する

と，u0, w0 は

u0 =
∑
j

Uj(x1)Φjx(z) exp {i(kjx0 − ωt)}+ c.c. (3.1.26)

w0 =
∑
j

Wj(x1)Φjz(z) exp {i(kjx0 − ωt)}+ c.c. (3.1.27)

と表せ，振幅が長い伝播距離で変化する進行波である．ここで，kj , ω, Φjx, Φjz は Eqs. (3.1.14)-

(3.1.19)を満たす非自明解を持ちうる j-modeの波数，周波数とそれに対応する各方向の固有関数

である．

3.2 可解条件と振幅方程式

Eqs. (3.1.26), (3.1.27)を Eqs. (3.1.20)-(3.1.25)に代入し整理すると，右辺はそれぞれ見かけの

加振項として捉えられ，Eqs. (3.1.20)-(3.1.25)は非同次微分方程式とみなせる．j-modeの永年項

を生じさせる項は exp {i(kjx− ωjt)}を含む項に相当し，Eq. (3.1.20)について以下に示す．

f1j(z)= −2ikj(λr + 2µr)
dUj(x1)

dx1
Φjx(z)− (λr + µr)

dWj(x1)

dx1

dΦjz(z)

dz

+ik2j (λ̂i + 2µ̂i)Uj(x1)Φjx(z) + kj(λ̂i + µ̂i)Wj(x1)
dΦjz(z)

dz

−iµ̂iUj(x1)
d2Φjx(z)

dz2
(3.2.1)

同様に，Eqs. (3.1.21)-(3.1.25)における j-modeの永年項を生じさせる項はそれぞれ以下のように

なる．

f2j(z)= −(λr + µr)
dUj(x1)

dx1

dΦjx(z)

dz
− 2ikjµr

dWj(x1)

dx1
Φjz(z)

+kj(λ̂i + µ̂i)Uj
dΦjx(z)

dz
− i(λ̂i + 2µ̂i)Wj

d2Φjz(z)

dz2
+ ik2j µ̂iWjΦjz(z) (3.2.2)

g1j(h) = −µr
dWj(x1)

dx1
Φjz(h)− iµ̂i{Uj(x1)

dΦjx(h)

dz
+ ikjWj(x1)Φjz(h)} (3.2.3)

g2j(h) = −µr
dWj(x1)

dx1
Φjz(−h)− iµ̂i{Uj(x1)

dΦjx(−h)
dz

+ ikjWj(x1)Φjz(−h)} (3.2.4)

g3j(h) =−λr
dUj(x1)

dx1
Φjx(h) + kj λ̂iUj(x1)Φjx(h)

−i(λi + 2µi)Wj(x1)
dΦjz(h)

dz
(3.2.5)

39



第 3 章 減衰ガイド波

g4j(h) =−λr
dUj(x1)

dx1
Φjx(−h) + kj λ̂iUj(x1)Φjx(−h)

−i(λi + 2µi)Wj(x1)
dΦjz(−h)

dz
(3.2.6)

Eqs. (3.1.20)-(3.1.25)において，j-modeの永年項生じさせる項となるのは，Eqs. (3.2.1)-(3.2.6)

のみであり，波数の異なる伝播モードの効果は永年項を生じさせる効果として現れない．したがっ

て，Eq. (2.6.3)を用いて，j-modeの可解条件は以下のように表せる．

Φjx(h)g1j(h)− Φjx(−h)g2j(−h)− Φjz(h)g3j(h) + Φjz(−h)g4j(−h)

=

∫ h

−h

Φjx(z)f1j(z)dz −
∫ h

−h

Φjz(z)f2j(z)dz. (3.2.7)

Eqs. (3.2.1)-(3.2.6)を Eq. (3.2.7)に代入することで，x1 に関する微分方程式である j-modeの振

幅方程式を得る．ここで，固有関数 Φjx, Φjz は複素数関数を用いて表されているので，以下のよ

うに実数関数に変数変換する．以降，j-modeを表す下付き文字 j を省略し，式変形を行う．The

partial wave technique [4]を用いて，変位は以下のように複素振幅 X を用いて表せられる．

U(x1)Φx(z) = X(x1)ϕx(z) exp {iθ
′
}+ c.c. (3.2.8)

W (x1)Φz(z) = X(x1)ϕz(z) exp (iθ
′
+ i

π

2
) + c.c. (3.2.9)

Eqs. (3.2.8), (3.2.9)で示すように変位 u，wは位相差が π/2である．さらに，Eqs. (3.2.8), (3.2.9)

を用いて，以下のような複素振幅方程式を得る．

C1
dX

dx1
= C2X (3.2.10)

ここで，

C1 =µrϕx(h)ϕz(h)− µrϕx(−h)ϕz(−h)− λrϕx(h)ϕz(h) + λrϕx(−h)ϕz(−h)

−2(λr + 2µr)k

∫ h

−h

ϕ2xdz − (λr + µr)

∫ h

−h

ϕx
dϕz
dz

dz

+(λr + µr)

∫ h

−h

dϕx
dz

ϕzdz − 2µrk

∫ h

−h

ϕ2zdz (3.2.11)

C2 = − µ̂iϕx(h)
dϕx(h)

dz
+ µ̂ikϕx(h)ϕz(h) + µ̂iϕx(−h)

dϕx(−h)
dz

− µ̂ikϕx(−h)ϕz(−h)− λ̂ikϕx(h)ϕz(h)− (λ̂i + 2µ̂i)ϕz(h)
dϕz(h)

dz

+ λ̂ikϕx(−h)ϕz(−h) + (λ̂i + 2µ̂i)ϕz(−h)
dϕz(−h)

dz

− (λ̂i + 2µ̂i)k
2

∫ h

−h

ϕ2xdz − (λ̂i + µ̂i)k

∫ h

−h

ϕx
dϕz
dz

dz + µ̂i

∫ h

−h

ϕx
d2ϕx
dz2

+ (λ̂i + µ̂i)k

∫ h

−h

dϕx
dz

ϕzdz + (λ̂i + 2µ̂i)

∫ h

−h

d2ϕz
dz2

ϕzdz − µ̂ik
2

∫ h

−h

ϕ2zdz (3.2.12)
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である．Eqs. (3.2.11), (3.2.12)より，C1 は複素 Lame定数の実部，C2 は複素 Lame定数の虚部

に依存することが分かる．さらに，複素振幅を以下のように実数振幅表記する．

X(x1) =
1

2
ax1) exp {iθ(x1)} (3.2.13)

Eq.. (3.2.10)の振幅方程式は，

d

dx1

[
1

2
a(x1) exp {iθ(x1)}

]
=

C2

2C1
a(x1) exp {iθ(x1)} (3.2.14)

と書き直せ，以下のように分離できる．

da(x1)

dx1
=
C2

C1
a(x1) (3.2.15)

a(x1)
dθ(x1)

dx1
= 0 (3.2.16)

Eqs. (3.2.15), (3.2.16)を解くと

a(x1) = a0 exp

(
ϵ
C2

C1
x

)
(3.2.17)

θ(x1) = θ0(= const) (3.2.18)

u = ϵu0 +O(ϵ2) =
∑
j

ϵ

2
aj(x1) exp θj(x1) + c.c.+O(ϵ2) (3.2.19)

となる．ここで，一般に C2/C1は負である．j-modeの a0, ϕx, ϕz, C1, C2を a0j , ϕjx, ϕjz, C1j , C2j

と表記する．ここで，Eqs. (3.2.17)-(3.2.19)を用いて，u, wは

u = ϵ
∑
j

a0j cos θ0j exp

(
ϵ
C2j

C1j
x

)
ϕjx(z) exp {i(kjx− ωjt)}+ c.c.+O(ϵ2)

= ϵ
∑
j

a0j cos θ0jϕjx(z) exp

{
i

(
kj − iϵ

C2j

C1j

)
x− ωjt)

}
+ c.c.+O(ϵ2) (3.2.20)

w = ϵ
∑
j

−a0j sin θ0j exp
(
ϵ
C2j

C1j
x

)
ϕjz(z) exp {i(kjx− ωjt)}+ c.c.+O(ϵ2)

= ϵ
∑
j

−a0j sin θ0jϕjz(z) exp
{
i

(
kj − iϵ

C2j

C1j
)x− ωjt

)}
+ c.c.+O(ϵ2) (3.2.21)

と表せ，減衰ガイド波が理論解析的に導出でき，減衰係数は −ϵC2j/C1j で表せる．ここで，Eqs.

(3.2.15), (3.2.16)はばね質量ダンパ系の振幅方程式と力学的に相似 [59]であり，C1j は j-modeの

伝播距離に対する振幅の変化し難さを表し，C2j は減衰力の大きさを表す係数である．
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3.3 分散曲線と減衰係数曲線

Eqs. (3.2.20), (3.2.21)より，位相速度は，Eqs. (3.1.15)-(3.1.19)の非自明解を有する条件から

求まり，Figs. 3.1, 3.2に示す，位相速度分散曲線で表記される．Figs. 3.1, 3.2は，Figs. 2.2, 2.3

が示す減衰の効果を無視した位相速度分散曲線とほぼ一致する．これは κL, κT により λr, µr がほ

ぼ変化しないことを意味する．

Eqs. (3.2.11), (3.2.12)より，本章で注目する減衰係数は伝播モードと周波数に依存することが

分かる．Figs. 3.3, 3.4に A-modeと S-modeの伝播モードと入力周波数に対応する減衰係数曲線

を示す．減衰係数は入力周波数と伝播モードに対して単調に変化せず，減衰係数曲線導出の重要性

が分かる．
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Figure 3.1 Phase velocity dispersion curves of A-mode obtained by mode orthogonality and MMS.
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Figure 3.2 Phase velocity dispersion curves of S-mode obtained by mode orthogonality and MMS.
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Figure 3.3 Attenuation coefficients of A-mode obtained by mode orthogonality and MMS.

45



第 3 章 減衰ガイド波
A

tt
en

u
at

io
n
 c

o
ef

fi
ci

en
t 

[-
]

Frequency-Thickness [-]

S0-mode

S1-mode

S2-mode

0.0000
0.0

Figure 3.4 Atteuiation coefficients of S-mode obtained by mode orthogonality and MMS.
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3.4 半解析的有限要素法による検証

本節では，伝播モードの直交性と多重尺度法を用いて導出した分散曲線，減衰係数曲線 (Figs.

3.1-3.4)を，半解析的有限要素法を用いて導出する分散曲線，減衰係数曲線と比較し，本手法の妥

当性を検証する．

3.4.1 半解析的有限要素法の定式化

まず，半解析的有限要素法の定式化を行う．仮想仕事の原理を用いて支配方程式 Eqs. (3.1.5)-

(3.1.6)を書き直すと以下のようになる．∫
Γ

δuT tdΓ =

∫
V

δuT (ρdü)dV +

∫
V

δϵTσdV (3.4.1)

σは応力テンソル，C は複素剛性テンソル，ϵはひずみテンソルであり，C は成分に複素 Lame定

数を有する．ここで，長手方向の進行波（調和振動）を仮定し，時間 tと長手方向 xについて変数

分離する．ここで，有限要素分割を断面方向 (z 方向)に適用する．離散化された変位ベクトルは補

間関数N(z)，各節点における変位ベクトル U を用いて，以下のように書ける．

u ≃ N(z)U exp {i(kx− ωt)} (3.4.2)

Eq. (3.4.1)に Eq. (3.4.2)を代入し，Eqs. (3.1.7)-(3.1.10)を考慮し，自由境界条件における支配

方程式を簡略化して書き直すと，

[K1 − ω2M + ik(K2 −KT
2 ) + k2K3]U = 0 (3.4.3)

となる．ここで，

K1 =
∑∫

S

NTLT
yzCLyzN

√
gdS (3.4.4)

K2 =
∑∫

S

(NTLT
yzCLxN −NTLT

xCLyzN)
√
gdS (3.4.5)

K3 =
∑∫

S

NTLT
xCLxN

√
gdS (3.4.6)

M =
∑∫

S

ρdN
TN

√
gdS (3.4.7)

であり，Lx,Lyz は微分演算子を行列表記したもの， g は計量テンソルの行列式，ρd は密度であ

る．ここで，Lx,Lyz は以下に示す成分を持つ．

Lx =


1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 1 0


∂

∂x
(3.4.8)
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Lyz =


0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 1 0
1 0 0
0 0 0


∂

∂z
(3.4.9)

ここで，Eq. (3.4.3)は ω に対する k の 2次の固有値問題である．ここで，2次の固有値問題は 1

次の一般化固有値問題に変形することができ [64]，([
0 K1 − ω2M

K1 − ω2M i(K2 −KT
2 )

]
− k

[
K1 − ω2M 0

0 −K3

])[
U
kU

]
=

[
0
0

]
(3.4.10)

となる．Eq. (3.4.10)は以下のように書き直せる．

(A− kB)Q = 0 (3.4.11)

ここで，

A =

[
0 K1 − ω2M

K1 − ω2M iK2

]
(3.4.12)

B =

[
K1 − ω2M 0

0 −K3

]
(3.4.13)

Q =

[
U
kU

]
(3.4.14)

である．したがって，半解析的有限要素法では，分散方程式を一般化固有値問題に帰着できる．

3.4.2 半解析的有限要素法による分散曲線と減衰係数曲線

Eq. (3.4.11)の一般化固有値問題を解くことで，ある ω に対する固有値 k と固有ベクトル Qを

求めることができる．複素 Lame定数を用いると，Eq. (3.4.3)のK1, K2, K3 は複素数となり，固

有値 k(= kr + iki)も複素数領域で求まる [43]．したがって，ω を走査することで，半解析的有限

要素法を用いて位相速度分散曲線と減衰係数曲線は導出できる．得られた位相速度分散曲線と減衰

係数曲線を，伝播モードの直交性と多重尺度法を用いて導出した位相速度分散曲線と減衰係数曲線

に重ねた図を Figs. 3.5, 3.6に示す．本節では，理論解析と同様な Tab. 3.1に示す材料定数を用い

て数値解析を行う．ここで，断面方向に 50分割し，2次の補間関数を用いる．

Figs. 3.5, 3.6より，多重尺度法を用いて導出した位相速度分散曲線と減衰係数曲線は，従来の数

値解析的な手法である半解析的有限要素法による結果と良好に一致し，本手法は妥当であることが

示された．
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Figure 3.5 Comparison of phase velocities obtained by two different methods. The black

dots indicate results obtained by mode orthogonality and MMS. The red dots indicate

results obtained by SAFE.
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Figure 3.6 Comparison of attenuation coefficients obtained by two different methods.

The black dots indicate results obtained by mode orthogonality and MMS. The red dots

indicate results obtained by SAFE.
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3.5 従来手法と提案手法の比較

本節では減衰係数曲線の導出における従来の理論解析手法，数値解析手法と提案手法の相違点に

ついて述べる．いずれの手法においても，Lame定数等の材料定数を複素数に拡張することで減衰

の効果を考慮し，算出される複素数領域における波数の虚部を減衰係数とする．

減衰の効果を無視した一般的な分散方程式は，ある実数の周波数に対する実数の波数を未知数と

した 1元非線形代数方程式として得られる．これに対し，従来の理論解析手法では，ある実数の周

波数に対する複素数の波数を未知数とした 2元連立非線形代数方程式として分散方程式が導出され

る．したがって，Newton法などの解が数値的初期値に依存する数値的解法が用いられ，近似解の

精度はこの数値的解法で決定される．

本節では，従来の数値解析手法として半解析的有限要素法について述べる．半解析的有限要素法

では，長手方向への進行波を仮定し，断面方向を有限要素分割することで，支配方程式が一般化固

有値問題に帰着され，固有値の虚部が波数の虚部，すなわち減衰係数に相当する．したがって，半

解析的有限要素法の近似解の精度は，断面方向の有限要素分割に大きく依存する．

従来手法に対し提案手法は，複数の伝播距離の尺度を導入し，変位を漸近展開し，O(ϵ1)で第 1

次近似解を導出し，O(ϵ2), · · · で表される第 2次以降の近似解が修正項として導出されるものであ

る．ここで，O(ϵ2), · · · の微分方程式が解を持つ条件から，複数の伝播距離の尺度で観測できる変
化を考慮した近似解を得る．したがって，提案手法で得られる近似解の精度は，導入する複数の尺

度の大きさの比に依存する．本研究では，複素数に拡張された材料定数の虚部は実部に対して小さ

な値であり，長い伝播距離の尺度での現象を支配していると考えるため，複素数に拡張された材料

定数の実部と虚部の比率が近似解の精度を決定するとも言える．

従来の理論解析手法，半解析的有限要素法，提案手法の相違点をまとめた図を Fig. 3.7に示す．
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2

Newton

1

1

Figure 3.7 Comparison between conventional methods and the proposed method to

calculate attenuation coefficients.
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3.6 結論

本章では，減衰の効果を複素 Lame定数を用いて表し，減衰ガイド波の位相速度分散曲線と減衰

係数曲線を伝播モードの直交性と多重尺度法を用いて求め，以下の結論を得た．

(1) O(ϵ1)の支配方程式と境界条件から分散特性とそれに対応する固有関数が求まり，修正項とし

て働く O(ϵ2) の支配方程式と境界条件の可解条件から減衰係数の情報を有する振幅方程式が求め

られることを示した．

(2) 伝播モード毎に求まる減衰係数曲線を分散特性と固有関数を用いて導出し，提案手法は数値的

初期値依存性がなく，特定の伝播モードに注目した減衰係数曲線が算出可能な汎用性の高い理論解

析的な手法であることを示した．

(3) 半解析的有限要素法を用いて導出した位相速度分散曲線と減衰係数曲線と，提案手法を用いて

導出した位相速度分散曲線と減衰係数曲線は良好に一致し，提案手法の妥当性が示された．

53



54

第 4章

内部共振現象に起因して発生するガイ
ド波

本章では，減衰の効果に加えて，幾何学的非線形力，材料の非線形力の効果を考慮した累積的高

調波と呼ばれる内部共振的現象によって生じるガイド波について，伝播モードの直交性と多重尺度

法を用いて解析する．解析モデルは Fig. 2.1 に示された同様のモデルを解析対象とする．本章で

は，解析対象は超弾性体であるものと仮定し，Landau-Lifshitz modelを用いて非線形効果を導入

する [4]．

4.1 支配方程式と多重尺度法

幾何学的非線形の応力テンソル成分と材料の非線形の応力テンソル成分をまとめて TNL と表記

し，2次の非線形性まで考慮した支配方程式と境界条件を以下に示す．TNL の具体的な成分と導出

方法は付録 Bに示す．本章における計算に用いる各種物性値を Tab. 4.1に示す．

Table 4.1 Parameters used for calculation of internally resonant guided waves.

ρd [kg/m
3] cL [km/s] cT [km/s] κL [Np/λ] κT [Np/λ]

2700 6.3 3.1 0.00025 0.00025

A [GPa] B [GPa] C [GPa] 2h [mm] ϵ [-]

-350 -158 -100 1.0 0.001

−ρd
∂2u

∂t2
+ {λr + µr + i(λi + µi)}

(
∂2u

∂x2
+

∂2w

∂x∂z

)
+ (µr + iµi)

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂z2

)
+
∂TNLxx

∂x
+
∂TNLxz

∂z
= 0 (4.1.1)
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−ρd
∂2w

∂t2
+ {λr + µr + i(λi + µi)}

(
∂2u

∂x∂z
+
∂2w

∂z2

)
+ (µr + iµi)

(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂z2

)
+
∂TNLzx

∂x
+
∂TNLzz

∂z
= 0 (4.1.2)

[
(µr + iµi)

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
+ TNLzx

]
|z=h = 0 (4.1.3)

[
(µr + iµi)

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
+ TNLzx

]
|z=−h = 0 (4.1.4)

[
(λr + iλi)

(
∂u

∂x
+
∂w

∂z

)
+ 2(µr + iµi)

∂w

∂z
+ TNLzz

]
|z=h = 0 (4.1.5)

[
(λr + iλi)

(
∂u

∂x
+
∂w

∂z

)
+ 2(µr + iµi)

∂w

∂z
+ TNLzz

]
|z=−h = 0 (4.1.6)

ここで，3.1節と同様な複数の伝播距離の尺度を用意し，変位の漸近展開を行い，多重尺度法を適

用する．その結果，O(ϵ1)は Eqs. (3.1.14)-(3.1.19)と同形になり，O(ϵ2)は以下のようになる．こ

こで，CNL1-CNL6 は TNL から求まる変位とひずみの 2時の非線形関数である．

O(ϵ2)

− ρdD
2
t u1 + (λr + µr)(D

2
x0u1 +Dx0Dzw1) + µr(D

2
x0u1 +D2

zu1)

= − (λr + µr)(2Dx0Dx1u0 +DzDx1w0)− 2µrDx0Dx1u0

− i(λ̂i + µ̂i)(D
2
x0u0 +DzDx0w0)− iµ̂i(D

2
x0u0 +D2

zu0)− CNL1 − CNL2 (4.1.7)

− ρdD
2
tw1 + (λr + µr)(DzDx0u1 +D2

zw1) + µr(D
2
x0w1 +D2

zw1)

= − (λr + µr)DzDx1u0 − 2µrDx0Dx1w0

− i(λ̂i + µ̂i)(DzDx0u0 +D2
zw0)− iµ̂i(D

2
x0w0 +D2

zw0)− CNL3 − CNL4 (4.1.8)

[µr(Dzu1 +Dx0w1)] |z=h = [−µrDx1w0 − iµ̂i(Dzu0 +Dx0w0)− CNL5] |z=h (4.1.9)

[µr(Dzu1 +Dx0w1)] |z=−h = [−µrDx1w0 − iµ̂i(Dzu0 +Dx0w0)− CNL5] |z=−h (4.1.10)

[λr(Dx0u1 +Dzw1) + 2µrDzw1] |z=h =[
−λrDx1u0 − iλ̂i(Dx0u0 +Dzw0)− 2iµ̂iDzw0 − CNL6

]
|z=h (4.1.11)

[λr(Dx0u1 +Dzw1) + 2µrDzw1] |z=−h =[
−λrDx1u0 − iλ̂i(Dx0u0 +Dzw0)− 2iµ̂iDzw0 − CNL6

]
|z=−h (4.1.12)
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4.2 累積的高調波発生条件

累積的高調波が発生するとき，a-mode(基本波モード) に対して，以下の 3 つの条件を満たす

b-mode(高調波モード)が存在する必要があると報告されている [22]．

(1) 位相整合 (Phase matching)

(2) エネルギー流束が 0でない

(3) 群速度整合 (Group velocity matching)

(1)の位相整合条件は，a-modeと b-modeの周波数と波数が以下の 2式を満たすことを意味す

る．これは内部共振的現象が生じる条件である．

ωb = 2ωa (4.2.1)

kb = 2ka (4.2.2)

(2)の条件は，以下に定義される運動量流束 Pba が Pba ̸= 0を満たし，非線形力 fvola + fsura ̸= 0

を満たすことを意味する [65]．

Paa = −1

4

∫
Ω

{(
v∗
a

2

σb

2
+

vb

2

σ∗
a

2

)
· nx

}
dΩ (4.2.3)

ここで，vj は j-mode の粒子速度ベクトル (v = ∂u/∂t) を表し，σj は j-mode の応力テンソル

を表し，nx は伝播方向の単位ベクトル，A∗ は Aの複素共役を表す．Pba ̸= 0は，断面 Ωを貫く

エネルギーが，a-mode から b-mode にエネルギーが移行しうることを示し，fvola + fsura ̸= 0 は

a-modeの振幅に起因する非線形力が b-modeを励起させる力として作用することを示す．

(3)の条件は，a-mode，b-modeの群速度が一致し，a-mode，b-mode間でのエネルギー授受を

行いながら共に伝播する条件である [47], [48]．

4.3 位相整合条件

本章では，伝播モードの直交性と多重尺度法を適用する際に，4.2節における (1)の位相整合条

件からの微小なずれを波数領域で考え，以下に示す関係を位相整合条件とする．

ωb = 2ωa (4.3.1)

kb = 2ka + ρ = 2ka + ϵρ̂ (4.3.2)

ここで，ρは離調パラメータ (detuning parameter)と呼ばれ，Eqs. (4.2.1), (4.2.2)を満たす位相

整合条件からの微小なずれを表す．ここで，ρ≪ 1，ϵ≪ 1である．

本章で注目する (1)位相整合条件を満たす a-modeと b-modeを Fig. 4.1の分散曲線上に示す．

また，この a-modeと b-modeは (3)群速度整合条件も満たしている．ここで，Fig. 4.1で示され

た 0 < ω < 4πの周波数帯において，2次の非線形性により内部共振現象が発生する (1)-(3)の条件
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全てを満たす組み合わせは a-modeと b-modeの組み合わせのみである．Fig. 4.1に示す a-mode

と b-modeの波数，周波数，位相速度，群速度の値を Table 4.2に示す．

Frequency-Thickness [-]

P
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e 

v
el

o
ci

ty
 [
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Frequency-Thickness [-]
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o
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 [
-]

a-mode
b-mode

Figure 4.1 Dispersion curves of phase velocity and group velocity with phase matching

points indicated by red and blue dots.

Table 4.2 Wavenumbers and frequencies of the phase matching points.

ka [-] ωa [-] kb [-] ωb [-] cp [-] cg [-]

2.0 0.62 4.0 1.2 1.9 1.6

4.4 可解条件と振幅方程式

本章では，Eqs. (3.1.26), (3.1.27) で示される O(ϵ1) の解の中で，a-mode と b-mode のみが発

生し，エネルギーは a-mode と b-mode 間のみに存在すると仮定する．Eqs. (4.1.7)-(4.1.12) に

O(ϵ1)における a-modeと b-modeの解を代入し，u1, w1 の非同次微分方程式を得る．Eq. (2.6.3)

を用いて，得られた非同次微分方程式の可解条件より，a-mode，b-modeの複素振幅方程式は以下

のように導出される．

iCa1
dXa

dx1
= iDaXa + iCa2X̄aXb exp (iρ̂x1) (4.4.1)

iCb1
dXb

dx1
= iDbXb + iCb2X

2
a exp (−iρ̂x1) (4.4.2)

Xa は a-modeの複素振幅，Xb は b-modeの複素振幅，Ca1, Ca2, Da, Cb1, Cb2, Db は材料定数と

a-modeと b-modeの周波数，波数，固有関数で算出できる定数であり，具体的な式は付録 Cに示

す．Cj1 (j = a, b) は 3 章における C1j と一致し，Dj は C2j に一致する．したがって，Cj1 は，

伝播距離に対する振幅変化のし難さを表し，Dj は減衰の効果を表す．Cj2 は振幅方程式の非線形
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項の係数であり，非線形連成の大きさを表す．3.2節と同様に，Eqs. (4.4.1), (4.4.2)を実数関数表

記に書き換えると以下のようになる．

da

dx1
=

Da

Ca1
a+

Ca2

2Ca1
ab cos γ (4.4.3)

a
dθa
dx1

= − Ca2

2Ca1
ab sin γ, (4.4.4)

db

dx1
=

Db

Cb1
b+

Cb2

2Cb1
a2 cos γ (4.4.5)

b
dθb
dx1

=
Cb2

2Cb1
a2 sin γ, (4.4.6)

このとき，

Xa =
1

2
ae−iθa (4.4.7)

Xb =
1

2
be−iθb (4.4.8)

γ = 2θa − θb + ρ̂x1 (4.4.9)

であり，γ は a-modeと b-modeの位相差に相当する．Eqs. (4.4.4), (4.4.6)より θa, θb を取り除い

た以下の関係式を得る．

b
dγ

dx1
= −Ca2

Ca1
b2 sin γ − Cb2

2Cb1
a2 sin γ + ρ̂b (4.4.10)

以降，解くべき振幅方程式は Eqs. (4.4.3), (4.4.5), (4.4.10)で示される振幅 a，bと位相差 γ の x1

に関する微分方程式である．Eqs. (4.4.3), (4.4.5), (4.4.10)は 2自由度非線形系の内部共振の自由

振動を表す振幅方程式と力学的に相似であり，内部共振的ガイド波は自由振動的内部共振現象とみ

なせる．

4.5 内部共振的ガイド波の発生条件

本節では，伝播モード直交性と多重尺度法を用いた解析により得た内部共振的ガイド波の発生条

件に関わる物理的解釈を述べる．

(1) 位相整合条件

Eqs. (4.3.1), (4.3.2)に示される位相整合条件は，非線形連成の効果が特定のモードの永年項を

生む項として生じる条件に相当する．具体的には，付録 B で示すように CNL1-CNL6 の一部が

O(ϵ2)において，a-modeや b-modeの永年項を生じさせる項として働く．これは非線形連成効果

により，特定のモードが励起することを示している．
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(2) エネルギー流束が 0でない

エネルギー流束は非線形連成によるモード間のエネルギー授受の大きさを表す．本章におけるエ

ネルギー授受の効率は，Cj1, Cj2(j = a, b)で決定される．先行研究と比較すると，Pba は Cb1 に

対応し，fvola + fsura は Cb2X
2
a に対応する [22]．先行研究では，O(ϵ2)において，fvola , fsura を加

振項とみなし，b-modeの特異解を算出した．本研究では，伝播モードの直交性を用いて O(ϵ2)が

可解である条件から O(ϵ1)の解の長い伝播距離に対する依存性を導出する．その結果，a-modeと

b-modeの連成問題として，振幅方程式が得られる．

(3) 群速度整合

2.2 節で示したように，ガイド波は群速度で伝播する．よって，群速度整合を満たさないと，

a-modeと b-modeが異なる速度で伝播し，(1), (2)の条件を満たしていても，継続的にエネルギー

の授受を行うことができなくなる．したがって，群速度整合は継続的に非線形連成の効果によるエ

ネルギー授受が生じる条件に相当する．

4.6 振幅の伝播距離依存性

4.6.1 減衰無 (Da = 0, Db = 0)

減衰の効果を無視することは，Eqs. (3.1.1)-(3.1.4)に κL = κT = 0を代入した Lamb定数を用

いることに相当し，Eqs. (4.4.3), (4.4.5), (4.4.10)は Da = Db = 0を満たす方程式となる．した

がって，Eqs. (4.4.3), (4.4.5), (4.4.10)は，以下のように書き直せる．

da

dx1
=

Ca2

2Ca1
ab cos γ, (4.6.1)

db

dx1
=

Cb2

2Cb1
a2 cos γ, (4.6.2)

b
dγ

dx1
= −Ca2

Ca1
b2 sin γ − Cb2

2Cb1
a2 sin γ + ρ̂b (4.6.3)

Eqs. (4.6.1)-(4.6.3)は a-modeと b-modeのみが伝播する条件下では，解析的に解くことができる

[21]．Fig. 4.1で示す a-mode, b-modeの 2モードのみが発生していると仮定すると，以下の関係

を満たす．

a2 + νb2 = E, (4.6.4)

ここで，ν = −Ca2Cb1/Ca1Cb2 であり，E は積分定数である．Eq. (4.6.4)は Eq. (4.6.1)に aを

掛け，Eq. (4.6.2)に νbを掛け，積分をすることで導出できる．解の特徴は，ρ̂ = 0, ρ̂ ̸= 0の条件

で異なり，Eqs. (4.6.1)-(4.6.3)はそれぞれ以下のように解ける [21]．詳しい導出は付録 Dで示す．

ρ̂ = 0のとき,

a =
√
Esech{κ(x−X0)} (4.6.5)
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b =

√
E

ν
tanh {κ(x−X0)} (4.6.6)

ρ̂ ̸= 0のとき,

a =
√
E{ξ3 − (ξ3 − ξ2)sn2[κ(x−X0); η]} (4.6.7)

b =

√
E

ν
{1− ξ3 + (ξ3 − ξ2)sn2[κ(x−X0); η]} (4.6.8)

ここで，ξi(i = 1, 2, 3) は Eqs. (4.6.1)-(4.6.3) に変数変換を適用し得られる媒介変数 ξ を用いた

方程式の解に相当し, κ, η は媒介変数 ξi と振幅方程式の係数により求まる定数であり，X0 は

伝播距離 x = 0 での振幅の初期値に対応する．Eqs. (4.6.5)-(4.6.8) に示すように，ρ̂ = 0 にお

いては a-mode, b-mode の振幅の伝播距離依存性は双曲関数を用いて表せ，ρ̂ ̸= 0 においては

a-mode, b-mode の振幅の伝播距離依存性はヤコビの楕円関数を用いて表すことができる．Eqs.

(4.6.5)-(4.6.8)を用いて，それぞれの ρ̂における a-mode, b-modeの振幅の伝播距離依存性を有次

元で Figs. 4.2-4.4に示す．

Figs. 4.2-4.4より，ρ̂ = 0では，a-modeから b-modeへエネルギーが一方的に移動するが，ρ̂ ̸= 0

では，エネルギーは a-modeと b-modeの間を周期的に移動し合う．また，ρ̂が大きくなるにつれ，

エネルギー変換効率は下がり，エネルギーの移動周期は短くなる．これは ρ̂によって，ξi が変化す

ることに起因する．詳しくは付録 Dに示す．実際には，ρ̂ = 0を満たす入力を選択的に行うことは

困難であり，ρ̂ ̸= 0となる [21]．したがって，減衰を無視した内部共振的ガイド波において，伝播

エネルギーは a-mode と b-mode の間を周期的に移動する．また，ρ̂ に関わらず高調波 (b-mode)

の振幅は伝播距離に対して線形に変化しない．

4.6.2 減衰有 (Da ̸= 0, Db ̸= 0)

減衰の効果を考慮した内部共振的ガイド波の振幅の伝播距離依存性は，Eqs. (4.4.3), (4.4.5),

(4.4.10)を x1 に関して解くことで分かる．Eqs. (4.4.3), (4.4.5), (4.4.10)は非線形微分方程式であ

り，理論解析的に解くことが困難であるため，4次のルンゲクッタ法を用いて数値的に解く．Figs.

4.2-4.7との比較のため，4.6.1節で用いた ρ̂と同様の値を用いて求めた a-modeと b-modeの振幅

の伝播距離依存性を Figs. 4.8-4.12に示す．

Figs. 4.8-4.12より，a-modeと b-modeの振幅は共に，十分な伝播距離で減衰していくことが分

かる．また，Figs. 4.2-4.8，Figs. 4.4-4.10を比較し，減衰の効果が高調波 (b-mode)の取りうる最

大振幅を小さく抑えていることが分かる．また，高調波 (b-mode)の振幅が伝播距離に関して，最

初の極大値に増大していく変化は減衰の効果に関わらず，線形ではない．Fig. 4.13に ρ̂の値に対

する高調波振幅の極大値の変化を表すグラフを示す．また，Fig. 4.14に ρ̂の値に対する高調波振

幅の極大値を取る伝播距離の変化を表すグラフを示す．したがって，Figs. 4.13, 4.14より，ρ̂の値

によって高調波振幅の極大値とその極大値を取る伝播距離は複雑に変化することが分かる．

Eqs. (4.4.3), (4.4.5), (4.4.10)より，d/dx1 = 0を満たす定常振幅解は自明な ast = bst = 0の
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みであり，a-mode, b-modeの振幅はいずれ 0に収束する．
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Figure 4.2 Modal amplitudes depending on propagation length with absence of damping

under ρ = 0.
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Figure 4.3 Modal amplitudes depending on propagation length with absence of damping

under ρ = 10−3.
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Figure 4.4 A zoomed modal amplitude of a-mode depending on propagation length with

absence of damping under ρ = 10−3.
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Figure 4.5 Modal amplitudes depending on propagation length with absence of damping

under ρ = 10−2.
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Figure 4.6 A zoomed modal amplitude of a-mode depending on propagation length with

absence of damping under ρ = 10−2.
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Figure 4.7 A zoomed modal amplitude of b-mode depending on propagation length with

absence of damping under ρ = 10−2.
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Figure 4.8 Modal amplitudes depending on propagation length with presence of damp-

ing under ρ = 0.
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Figure 4.9 Modal amplitudes depending on propagation length with presence of damp-

ing under ρ = 10−3.
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Figure 4.10 Zoomed modal amplitudes depending on propagation length with presence

of damping under ρ = 10−3.
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Figure 4.11 Modal amplitudes depending on propagation length with presence of damp-

ing under ρ = 10−2.
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Figure 4.12 A zoomed modal amplitude of b-mode depending on propagation length

with presence of damping under ρ = 10−2.
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Figure 4.13 Peak amplitudes of b-mode depending on ρ [/m].

73



第 4 章 内部共振現象に起因して発生するガイド波

Wavenumber detuning, ρ [/m]

P
ro

p
ag

at
io

n
 l

en
g
th

, 
x 

[m
]

without damping effects
with damping effects

0.000 0.010

Figure 4.14 Propagation length for the amplitudes of b-mode reaches the peak depending

on ρ [/m].
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4.6.3 従来の非線形材料定数の測定方法

従来の摂動法を用いた累積的高調波 (内部共振的ガイド波)の解析では，高調波の振幅は伝播距

離に対して線形に増大すると結論付けられた．しかし，多重尺度法を用いた解析の結果，高調波の

振幅は伝播距離に対して線形に増大しないことを示した．

1.1章に示したように，非線形超音波を非破壊検査へ応用する際に，疲労損傷の初期段階を非線

形材料定数の変化から捉える手法がある．累積的高調波を用いた非破壊検査では，非線形材料定数

の変化を伝播距離に対する高調波振幅の変化率を測定することで見積もる手法が提案されている

[18], [19]．本節では，伝播モードの直交性と多重尺度法を用いて得られた高調波の伝播距離依存性

を高調波発生点付近で線形近似し，従来の非線形材料定数の変化の測定精度を予測する．したがっ

て，非線形材料定数の変化に対して，高調波発生点付近での伝播距離に対する高調波振幅の変化率

の変化を確認する．さらに，いくつかの離調パラメータに対する高調波発生点付近での伝播距離に

対する高調波振幅の変化率の変化を確認する．また，減衰の効果による変化も確認する．

Eqs. (4.4.3), (4.4.5), (4.4.10) をいくつかの条件で 4 次のルンゲクッタ法を用いて解いて得ら

れた伝播距離に対する a-mode(基本波モード) と b-mode(高調波モード) の振幅の変化を Figs.

4.15-4.18に示す．Figs. 4.15, 4.16には非線形材料定数の変化に対する振幅の伝播距離依存性を各

離調パラメータ毎に示す．Figs. 4.15, 4.16より，非線形材料定数の変化に対して，高調波発生点

付近での伝播距離に対する高調波振幅の変化率の変化は有意であることがわかる．さらに，Fig.

4.17に減衰の効果を無視した振幅の伝播距離依存性，Fig. 4.18に減衰の効果を考慮した振幅の伝

播距離依存性を各離調パラメータ毎に示す．Figs. 4.17, 4.18より，減衰の効果と ρ̂の変化の効果

は，高調波発生点付近での伝播距離に対する高調波振幅の変化率に大きな影響を与えないことがわ

かる．しかし，Figs. 4.15-4.18より，高調波発生点付近での伝播距離に対する高調波振幅の変化率

と，伝播モードの直交性と多重尺度法を用いて算出した高調波振幅の伝播距離依存性が等しいとみ

なせる伝播距離は非常に短いことが分かる．高調波発生点付近での伝播距離に対する高調波振幅の

変化率を，高調波振幅の伝播距離に対する変化から精度よく測定するためには，高調波発生点の近

傍で測定する必要があり，長距離伝播性を有するガイド波の利点を損なうと考えられる．したがっ

て，非線形材料定数の変化に敏感な情報を用いて検査を行う新たな手法の考案が必要である．
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Figure 4.15 Amplitudes of higher modes depending on propagation length and change

of material nonlinearities under ρ = 0. The black dash line indicates the amplitude

gradient of the higher mode at the originating point for material nonlinearities A=-350

[GPa], B=-158 [GPa], C=-100 [GPa]. The red dash line indicates that for A=-700 [GPa],

B=-316[GPa], C=-200 [GPa]. The black and red solid lines indicate the amplitudes of

the higher mode depending on propagation length obtained by mode orthogonality and

MMS, corresponding to respectful nonlinearities.
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Figure 4.16 Amplitudes of higher modes depending on propagation length and change

of material nonlinearities under ρ = 10−3. The black dash line indicates the amplitude

gradient of the higher mode at the originating point for material nonlinearities A=-350

[GPa], B=-158 [GPa], C=-100 [GPa]. The red dash line indicates that for A=-700 [GPa],

B=-316[GPa], C=-200 [GPa]. The black and red solid lines indicate the amplitudes of

the higher mode depending on propagation length obtained by mode orthogonality and

MMS, corresponding to respectful nonlinearities.
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Figure 4.17 Amplitudes of higher modes depending on propagation length and damping

effects under ρ = 0. The black dash line indicates the amplitude gradient of the higher

mode at the originating point without damping effects. The red dash line indicates

that with damping effects. The black and red solid lines indicate the amplitudes of

the higher mode depending on propagation length obtained by mode orthogonality and

MMS, corresponding to respectful damping effects.
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Figure 4.18 Amplitudes of higher modes depending on propagation length and damping

effects under ρ = 10−3. The black dash line indicates the amplitude gradient of the

higher mode at the originating point without damping effects. The red dash line indicates

that with damping effects. The black and red solid lines indicate the amplitudes of the

higher mode depending on propagation length obtained by mode orthogonality and MMS,

corresponding to respectful damping effects.
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4.7 非線形材料定数の変化に対する最大高調波振幅の変化

Figs. 4.15-4.18より，伝播距離に対する最大高調波振幅の変化が非線形材料定数の変化に対して

敏感である．したがって，本節では，内部共振的ガイド波を非破壊検査へ応用する際に，非線形材

料定数の変化を非線形共振現象により生じる伝播距離に対する高調波の最大振幅の変化として捉え

る手法を提案する．非線形材料が変化したとき，高調波振幅の伝播距離依存性の変化を，4次のル

ンゲクッタ法で Eqs. (4.4.3), (4.4.5), (4.4.10)を解くことで明らかにし，非線形材料定数の変化に

伴う伝播距離に対する高調波の最大振幅の変化を見積もる．

Figs. 4.19, 4.20に非線形材料定数比に対する高調波の最大振幅を，各離調パラメータ毎に示す．

この高調波の最大振幅とは，Figs. 4.8-4.12に示す黒丸に対応する．ここで，初期条件は無次元で

a(0) = 10, b(0) = 0，有次元で a(0)=5 µm, b(0)=0 µmとした．Figs. 4.19, 4.20より，非線形材

料定数の変化に対し，高調波の最大振幅の変化は線形ではないことが分かる．非線形連成の効果は

幾何学的非線形性と材料の非線形性により生じるが，非線形材料定数の変化は材料の非線形性の

変化のみである点が要因として挙げられる．また，Figs. 4.19, 4.20は各非線形材料定数に対する

高調波振幅の最大値をプロットしているが，Figs. 4.13, 4.14に示すように，最大振幅値を取る伝

播距離は各条件により異なる．したがって，伝播距離に対して高調波の最大振幅を測定するために

は，伝播方向に対して複数の探触子を要する．

本節における提案手法は，定性的に非線形材料定数の変化を捉えることが従来手法よりも容易で

あるが，Fig. 4.21に示す概念図のように，伝播方向に複数の探触子を要し，探触子数が十分でな

いと，高調波の最大振幅を見誤り，誤差原因となり得る．
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Figure 4.19 The maximal amplitudes of the higher modes under ρ = 0 depending on

changes of nonlinearities.
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Figure 4.20 The maximal amplitudes of the higher modes with ρ = 10−3 depending on

changes of nonlinearities.
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Figure 4.21 Schematic of the nondestructive testing system used by internally resonant

guided waves.
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4.8 結論

本章では，伝播モードの直交性と多重尺度法を用いて，伝播方向に複数の尺度を用意し，長い伝

播領域における内部共振的ガイド波の解析を可能にした．本解析手法によって，内部共振的ガイド

波の伝播特性は，従来の摂動法を用いて導出された累積的高調波の伝播特性とは定性的に異なる現

象であることを明らかにした．具体的な結論を以下に記す．

(1) 内部共振的ガイド波の発生条件を先行研究における累積的高調波の発生条件と比較し，本章で

用いた解析手法により得られる振幅方程式から分かる物理的解釈を与え，内部共振的ガイド波の伝

播特性は自由振動的内部共振現象と力学的に相似であることを明らかにした．

(2) 減衰の効果を無視し，完全な位相整合条件を満たす場合 (ρ = 0)，a-mode(基本波モード)から

b-mode(高調波モード)へエネルギーが一方的に移動し，a-modeと b-modeの振幅は伝播距離に関

して双曲関数を用いて表せられる．

(3) 減衰の効果を無視し，完全な位相整合条件から微小なずれがある場合 (ρ ̸= 0), a-mode と

b-mode の間をエネルギーが周期的に移動し合い，a-mode と b-mode の振幅は伝播距離に関して

ヤコビの楕円関数を用いて表せられる．

(4) (2)で示すような状態を満たす入力は困難であり，現実的には (3)で示すような状態を取る．

(5) 位相整合条件からの離調パラメータの増大に伴い，エネルギー変換効率は減少し，エネルギー

が両モード間を移動する周期は短くなる．

(6) 減衰の効果により，a-modeと b-modeの振幅は共に有限の伝播距離で減衰し，0に収束する．

(7) 従来の内部共振的ガイド波を用いた非線形材料定数の測定方法の問題点を指摘し，比較的有効

な非線形材料定数の測定方法を提案した．
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本章では，内部共振的ガイド波を用いた非線形材料定数の測定法の問題点を解決するモデルの提

案とその解析を行う．内部共振的ガイド波を非破壊検査に応用する際に次の問題がある．

(1) 探触子を含む装置が入力周波数の整数倍の非線形周波数成分を与え，内部共振的ガイド波の高

調波成分と装置に由来する入力非線形成分の分離が難しく，測定誤差が生じる．

また，4章で明らかにした内部共振的ガイド波を用いて，非線形材料定数を測定する際に以下の問

題がある．

(2) 減衰の効果により，基本波，高調波はともに伝播距離に制約があり，複雑な伝播距離依存性を

有するため，高調波の振幅情報から非線形材料定数の変化の定量的な測定が難しい．

(3) 非線形材料定数の変化を高調波発生点付近での伝播距離に対する高調波振幅の変化率を用いて

測定する手法は，高調波発生点付近に複数の探触子を要し，ガイド波の長距離伝播性を生かせない

探傷法である．

(4) 4章で提案した高調波の最大振幅情報を利用する手法も測定精度が探触子間距離に依存する．

問題点 (1)は，高調波ではなく，分調波に注目することで解決できる．分調波とは入力周波数の

整数分の 1 の周波数成分で励起される振動（波動）であり，共振的な現象でのみ発生しうる．ま

た，問題点 (2)-(4)を解決するために，伝播距離に対して定常振幅が生じるモデルを提案する．定

常振幅は，自由振動的内部共振的現象ではなく，強制振動的内部共振的現象で発生しうる．した

がって，本章では，強制振動的内部共振的ガイド波が発生するモデルを考案する．本章で注目する

分調波を非線形共振現象によって励振させる現象は，オートパラメトリック励振的であるので，以

下オートパラメトリック励振的ガイド波と呼ぶ [60]．

2自由度非線形系においてオートパラメトリック励振現象が生じる振幅方程式と力学的に相似な

非線形ガイド波の振幅方程式が得られるモデルとして，具体的には，加振力，減衰力，非線形力が

つり合うような振幅方程式に加振の効果が生じるモデルを考案する．そのためには，永年項を生む

項に加振の効果が生じる必要があるので，加振は波数，周波数を要する．さらに，非線形共振現象

で分調波を発生させるため，加振の波数，周波数は 4章における b-modeを励振させるように設定
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し，以下 b-modeを基本波モード，a-modeを分調波モードと呼ぶ．

5.1 支配方程式と多重尺度法

本章におけるモデルを Fig. 5.1に示す．本章で計算に用いる物性値は Table 4.1に示す 4章と同

様な物性値を用いる．

支配方程式を以下に示す．

x

z
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F

Figure 5.1 Proposed analytical model for autoparametrical resonant guided waves.

−ρd
∂2u

∂t2
+ {λr + µr + i(λi + µi)}

(
∂2u

∂x2
+

∂2w

∂x∂z

)
+ (µr + iµi)

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂z2

)
+
∂TNL11

∂x
+
∂TNL12

∂z
= 0 (5.1.1)

−ρd
∂2w

∂t2
+ {λr + µr + i(λi + µi)}

(
∂2u

∂x∂z
+
∂2w

∂z2

)
+ (µr + iµi)

(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂z2

)
+
∂TNL21

∂x
+
∂TNL22

∂z
= 0 (5.1.2)

[
(µr + iµi)

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
+ TNL21

]
|z=h = −F |z=h (5.1.3)

[
(µr + iµi)

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
+ TNL21

]
|z=−h = 0 (5.1.4)

[
(λr + iλi)

(
∂u

∂x
+
∂w

∂z

)
+ 2(µr + iµi)

∂w

∂z
+ TNL22

]
|z=h = 0 (5.1.5)

[
(λr + iλi)

(
∂u

∂x
+
∂w

∂z

)
+ 2(µr + iµi)

∂w

∂z
+ TNL22

]
|z=−h = 0 (5.1.6)

Eqs. (5.1.1), (5.1.2), (5.1.4)-(5.1.6) は節 4.1 の Eqs. (4.1.1), (4.1.2), (4.1.4)-(4.1.6) と一致し，

Eq. (5.1.3) は Eq. (4.1.3) に加振の効果が付与されている．ここで，Fig. 5.1 に示す加振力は複

素数領域で F = ϵ2f exp {i(kfx− ωf t)}とする．また，ϵ2 は振幅方程式に加振の効果が生じるよ
うに大きさを設定することに対応する．f は加振振幅，kf は加振波数，ωf は加振周波数である．
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Eqs. (5.1.1)-(5.1.6)は Fig. 5.1に示すように平板の境界上部のみを加振しているモデルである．

3.1節，4.1節と同様に伝播距離に複数の尺度を用意し，変位の漸近展開を行い，多重尺度法を

適用する．4 章と同様に，O(ϵ1) は Eqs. (3.1.14)-(3.1.19) と同形になる．O(ϵ2) は Eqs. (4.1.7)-

(4.1.12)の Eq. (4.1.9)に加振の効果 f exp {i(kfx− ωf t)}が付与された形となり，以下に示すよ
うになる．

O(ϵ2)

− ρdD
2
t u1 + (λr + µr)(D

2
x0u1 +Dx0Dzw1) + µr(D

2
x0u1 +D2

zu1)

= − (λr + µr)(2Dx0Dx1u0 +DzDx1w0)− 2µrDx0Dx1u0

− i(λ̂i + µ̂i)(D
2
x0u0 +DzDx0w0)− iµ̂i(D

2
x0u0 +D2

zu0)− CNL1 − CNL2 (5.1.7)

− ρdD
2
tw1 + (λr + µr)(DzDx0u1 +D2

zw1) + µr(D
2
x0w1 +D2

zw1)

= − (λr + µr)DzDx1u0 − 2µrDx0Dx1w0

− i(λ̂i + µ̂i)(DzDx0u0 +D2
zw0)− iµ̂i(D

2
x0w0 +D2

zw0)− CNL3 − CNL4 (5.1.8)

[µr(Dzu1 +Dx0w1)] |z=h= [−µrDx1w0 − iµ̂i(Dzu0 +Dx0w0)− CNL5

−f exp {i(kfx− ωf t)}] |z=h (5.1.9)

[µr(Dzu1 +Dx0w1)] |z=−h = [−µrDx1w0 − iµ̂i(Dzu0 +Dx0w0)− CNL5] |z=−h (5.1.10)

[λr(Dx0u1 +Dzw1) + 2µrDzw1] |z=h =[
−λrDx1u0 − iλ̂i(Dx0u0 +Dzw0)− 2iµ̂iDzw0 − CNL6

]
|z=h (5.1.11)

[λr(Dx0u1 +Dzw1) + 2µrDzw1] |z=−h =[
−λrDx1u0 − iλ̂i(Dx0u0 +Dzw0)− 2iµ̂iDzw0 − CNL6

]
|z=−h (5.1.12)

5.2 位相整合条件

非線形共振現象により分調波を発生させるため，オートパラメトリック励振的ガイド波の加振

波数，加振周波数は b-modeを励振させるように設定する．ここで，a-mode，b-modeは 4.3節の

Fig. 4.1で示した 2モードであり，(1)位相速度と (3)群速度がほぼ一致し，(2)非線形連成が生じ

る組み合わせである．本章では，以下に示すように 4.3節の位相整合条件に加えて，加振波数と加

振周波数が b-modeを励起させるために以下の関係を満たすとする．ここで，σ は ρと同様に離調

パラメータと呼ばれ，b-modeと加振波数の微小なずれを表し，σ ≪ 1，ϵ≪ 1である．

ωb = 2ωa (5.2.1)

ωf = ωb (5.2.2)
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kb = 2ka + ρ = 2ka + ϵρ̂ (5.2.3)

kf = kb + σ = kb + ϵσ̂ (5.2.4)

5.3 可解条件と振幅方程式

4.4節と同様に，O(ϵ1)の解として，a-modeと b-modeのみが発生しているとし，Eqs. (5.1.7)-

(5.1.12) に代入し，可解条件から複素振幅方程式を導出すると，Eq. (4.4.2) に加振の効果

f exp {i(kfx− ωf t)}を付与した形になり，以下のように表せる．

iCa1
dXa

dx1
= iDaXa + iCa2X̄aXb exp (iρ̂x1) (5.3.1)

iCb1
dXb

dx1
= iDbXb + iCb2X

2
a exp (−iρ̂x1) + iϕbx(h)f exp (iσ̂x1) (5.3.2)

3.2節, 4.4節と同様に Eqs. (5.3.1), (5.3.2)を実数関数表記に書き換えると以下のようになる．

da

dx1
=

Da

Ca1
a+

Ca2

2Ca1
ab cos γ1 (5.3.3)

a
dθa
dx1

=
Ca2

2Ca1
ab sin γ1 (5.3.4)

db

dx1
=

Db

Cb1
− 2ϕbx(h)

Cb1
f cos γ2 +

Cb2

2Cb1
a2 cos γ1 (5.3.5)

b
dθb
dx1

=
2ϕbx(h)

Cb1
f sin γ2 −

Cb2

2Cb1
a2 sin γ1 (5.3.6)

ここで，

γ1 = 2θa − θb + ρ̂x1 (5.3.7)

γ2 = θb + σ̂x1 (5.3.8)

であり，Eqs. (5.3.4), (5.3.6)を用いて，θa, θb を取り除くと，以下の振幅方程式を得る．

da

dx1
=

Da

Ca1
a+

Ca2

2Ca1
ab cos γ1 (5.3.9)

db

dx1
=

Db

Cb1
b+

Cb2

2Cb1
a2 cos γ1 +

2ϕbx(h)

Cb1
f cos γ2 (5.3.10)

b
dγ2
dx1

= σ̂b− Cb2

2Cb1
a2 sin γ1 +

2ϕbx(h)

Cb1
f sin γ2 (5.3.11)
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a
d

dx1

(
γ2 + γ1

2

)
=
σ̂ + ρ̂

2
a+

Ca2

2Ca1
ab sin γ1 (5.3.12)

ここで，γ1 は a-mode と b-mode の位相差，γ2 は b-mode と加振の位相差を表す．Eqs. (5.3.9)-

(5.3.12)は 2自由度非線形系の強制振動的内部共振現象を表す振幅方程式と力学的に相似な振幅方

程式であり，オートパラメトリック励振現象が生じうる方程式である．

5.4 定常振幅解析

本節では，伝播距離に対して，非線形共振現象による有限な定常振幅の存在を示す．伝播距離に

対する定常振幅 ast, bst は Eqs. (5.3.9)-(5.3.12)において，d/dx1 = 0を満たす解に対応し，以下

の連立代数方程式を満たす．

Da

Ca1
ast +

Ca2

2Ca1
astbst cos γ1st = 0 (5.4.1)

Db

Cb1
bst +

Cb2

2Cb1
a2st cos γ1st +

2ϕbx(h)

Cb1
f cos γ2st = 0 (5.4.2)

σ̂bst −
Cb2

2Cb1
a2st sin γ1st +

2ϕbx(h)

Cb1
f sin γ2st = 0 (5.4.3)

σ̂ + ρ̂

2
ast +

Ca2

2Ca1
astbst sin γ1st = 0 (5.4.4)

Eqs. (5.4.1)-(5.4.4) は明らかに ast = 0 を満たす解が存在し，bst = 0 を満たす解は存在しない．

これは加振を Eqs. (5.2.2), (5.2.4)に示すように b-modeのみを励振させるように設定しているた

めである．よって，Eqs. (5.4.1)-(5.4.4)を解くと，ast = 0を満たす準自明解

ast = 0 (5.4.5)

bst =
2ϕbx(h)

Cb1

√
1

( Db

Cb1
)2 + σ̂2

(5.4.6)

と，ast ̸= 0を満たす非自明解

ast =
2

Ca2Cb2

(
2Cb1DaDb + Ca1Cb1ρ̂σ̂ + Ca1Cb1σ̂

2

±
[
C2

b1 {−2DaDb + Ca1σ̂(ρ̂+ σ̂)}2

±Ca2

{
Ca1(D

2
b + C2

b1σ̂
2)

√
4D2

a

C2
a1

+ (ρ̂+ σ̂)2 + 4Ca2f
2ϕ2bx(h)

}] 1
2
)

(5.4.7)
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bst = ±2Ca1

Ca2

√(
Da

Ca1

)2

+
(σ̂ + ρ̂)2

4
(5.4.8)

が得られる．Eqs. (5.4.5)-(5.4.8)で示した ast, bst は振幅であるので正の実数値を取る．したがっ

て，ast が非自明解を持つためには，Eqs. (5.4.7)における ast が正の実数となる加振振幅 f，離

調パラメータ σ̂，ρ̂である必要がある．また，Eqs. (5.4.5)-(5.4.8)で示した ast, bst の大きさは f，

σ̂，ρ̂に依存し,

(1) 準自明解のみを持つ場合

(2) 準自明解に加え，非自明解を 1つだけ持つ場合

(3) 準自明解に加え，非自明解を複数持つ場合

があり，解の個数は変化する．ここで，Eqs. (5.2.3), (5.3.7)に示すように，ρ̂は 4章で示した内部

共振的ガイド波のエネルギー変換効率を支配するパラメータである．本章ではオートパラメトリッ

ク励振的現象に注目するので，最もエネルギー変換効率の良い ρ̂ = 0とし解析を行う．加振振幅 f

と加振と b-modeのずれを表す離調パラメータ σ̂ に対応する定常振幅を Eqs. (5.4.5)-(5.4.8)を用

いて導出し，有次元で Figs. 5.2, 5.3に示す．ここで，Figs. 5.2, 5.3において，実線は非自明解，

破線は準自明解を表す．また，Fig. 5.2は無次元離調パラメータを ρ̂ = 0とし，有次元加振振幅 f

に対する解の値を示す．また，Fig. 5.3には無次元振幅を f = 30とし，有次元離調パラメータ ρ

に対する解の値を示す．Fig. 5.2より，準自明解の基本波 (b-mode)振幅は加振振幅に伴い線形に

増加するのに対し，非自明解の基本波振幅は加振振幅に関わらず一定である．これは非線形連成に

よって，準自明解における基本波を励振させる加振のエネルギーが分調波モード (a-mode)を励振

させるエネルギーとして振る舞っているためである．また，Fig. 5.3より，離調パラメータが十分

小さい値でのみ，本系は非自明解を有しうることがわかる．さらに，Fig. 5.4に非自明解を取り得

る離調パラメータと加振振幅の条件を σ̂ − f 平面に示す．Fig. 5.4より，非自明解は十分に小さな

離調パラメータと十分に大きな加振振幅が与えられた際に生じうる解である．したがって，オート

パラメトリック励振的ガイド波は，加振波数が基本波 (b-mode)の波数に十分近く，加振振幅が十

分大きい場合にのみ発生する非線形共振に起因した分調波 (a-mode)励振現象である．
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Figure 5.2 Semitrivial solutions and nontrivial solutions depending on excitation am-

plitude f [GPa] under σ = 0. The red dash line indicates the semitrivial solutions of the

lower mode. The red solid line indicates the nontrivial solutions of the lower mode. The

blue dash line indicates the semitrivial solutions of the higher mode. The blue solid line

indicates the nontrivial solutions of the higher mode.
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Figure 5.3 Semitrivial solutions and nontrivial solutions depending on wavenumber de-

tuning between excitation and b-mode σ̂ [/m] under f = 30. The red dash line indicates

the semitrivial solutions of the lower mode. The red solid line indicates the nontrivial

solutions of the lower mode. The blue dash line indicates the semitrivial solutions of the

higher mode. The blue solid line indicates the nontrivial solutions of the higher mode.
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Figure 5.4 Existence region of only one nontrivial solution in σ̂ − f plane.
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5.5 安定性解析

定常振幅解が複数存在しうる条件下においては，どの定常振幅解を取るのかを判断する必要があ

る．本節では，理論解析的，数値解析的に定常振幅解の安定性を調べる．安定とは，ある定常振幅

解に摂動が加わった際に，その定常振幅解に摂動が収束することをいう．

5.5.1 理論解析的手法

理論解析的な安定性解析においては，複素振幅 Xa, Xb を以下のようにデカルト表記する．

Xa =
1

2
(pa + iqa) exp

(
i
σ̂ − ρ̂

2
x1

)
(5.5.1)

Xb =
1

2
(pb + iqb) exp (iσ̂x1) (5.5.2)

Eqs. (5.5.1), (5.5.2)を複素振幅方程式 Eqs. (5.3.1), (5.3.2)に代入し，以下の振幅方程式を得る．

dpa
dx1

=
σ̂ − ρ̂

2
qa +

Da

Ca1
pa +

Ca2

2Ca1
(papb + qaqb) (5.5.3)

dqa
dx1

= − σ̂ − ρ̂

2
pa +

Da

Ca1
qa +

Ca2

2Ca1
(paqb − qapb) (5.5.4)

dpb
dx1

= σ̂qb +
Db

Cb1
pb +

Cb2

2Cb1
(p2a − q2a) +

2ϕbx(h)

Cb1
f (5.5.5)

dqb
dx1

= −σ̂pb +
Db

Cb1
qb +

Cb2

Cb1
paqa (5.5.6)

定常振幅 past, qast, pbst, qbst は，Eqs. (5.5.3)-(5.5.6)において，d/dx1 = 0を満たし，以下の連立

代数方程式を満たす．

σ̂ − ρ̂

2
qast +

Da

Ca1
past +

Ca2

2Ca1
(pastpbst + qastqbst) = 0 (5.5.7)

− σ̂ − ρ̂

2
past +

Da

Ca1
qast +

Ca2

2Ca1
(pastqbst − qastpbst) = 0 (5.5.8)

σ̂qbst +
Db

Cb1
pbst +

Cb2

2Cb1
(p2ast − q2ast) +

2ϕbx(h)

Cb1
f = 0 (5.5.9)

σ̂pbst +
Db

Cb1
qbst +

Cb2

Cb1
pastqast = 0 (5.5.10)
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ここで，Eqs. (5.5.7)-(5.5.10)における past, qast, pbst, qbstは Eqs. (5.4.5)-(5.4.8)における ast, bst

に相当し，以下の関係がある．

ast =
√
p2ast + q2ast (5.5.11)

bst =
√
p2bst + q2bst (5.5.12)

Eqs. (5.5.3)-(5.5.6)の pa, qa, pb, qb に以下のような定常振幅からの微小摂動を代入する．

pa = past +∆pa (5.5.13)

qa = qast +∆qa (5.5.14)

pb = pbst +∆pb (5.5.15)

qb = qbst +∆qb (5.5.16)

past, qast, pbst, qbst は定数なので，微小摂動 ∆pa,∆qa,∆pb,∆qb の伝播距離に対する発展方程

式が導出できる．微小摂動が伝播距離に対して 0 に収束するとき安定な定常振幅，発散すると

き不安定な定常振幅と定義する．定常振幅からの微小摂動の伝播距離に対する発展方程式は，

∆pa,∆qa,∆pb,∆qb が微小であるので，高次の項を無視し，以下のような線形微分方程式とみな

せる．

d∆pa
dx1

≃
(
Da

Ca1
+

Ca2

2Ca1
pbst

)
∆pa +

(
σ̂ − ρ̂

2
+

Ca2

2Ca1
qbst

)
∆qa

+
Ca2

2Ca1
past∆pb +

Ca2

2Ca1
qast∆qb (5.5.17)

d∆qa
dx1

≃
(
− σ̂ − ρ̂

2
+

Ca2

2Ca1
qbst

)
∆pa +

(
Da

Ca1
− Ca2

2Ca1
pbst

)
∆qa

− Ca2

2Ca1
qast∆pb +

Ca2

2Ca1
past∆qb (5.5.18)

d∆pb
dx1

≃ Cb3

Cb1
past∆pa −

Cb3

Cb1
qast∆qa +

Db

Cb1
∆pb + σ̂∆qb (5.5.19)

d∆qb
dx1

≃ Cb3

Cb1
qast∆pa +

Cb3

Cb1
past∆qa − σ̂∆pb +

Db

Cb1
∆qb (5.5.20)
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Eqs. (5.5.17)-(5.5.20)を行列表記すると，

d

dx1
∆ ≃



Da

Ca1
+

Ca2

2Ca1
pbst

σ̂ − ρ̂

2
+

Ca2

2Ca1
qbst

Ca2

2Ca1
past

Ca2

2Ca1
qast

− σ̂ − ρ̂

2
+

Ca2

2Ca1
qbst

Da

Ca1
− Ca2

2Ca1
pbst − Ca2

2Ca1
qast

Ca2

2Ca1
past

Cb3

Cb1
past −Cb3

Cb1
qast

Db

Cb1
σ̂

Cb3

Cb1
qast

Cb3

Cb1
past −σ̂ Db

Cb1


∆ = Am∆

(5.5.21)

となり，∆ = [∆pa ∆qa ∆pb ∆qb]
T である．Eq. (5.5.21)は状態方程式と呼ばれ，行列 Am

は作用素と呼ばれる．Eqs. (5.5.7)-(5.5.10) を満たす past, qast, pbst, qbst の値を代入し，作用素

Am の固有値の符号から安定性判別を行う．ラウスの安定判別法を適用すると，作用素 Am の固

有値の実部の符号が全て負のとき，安定であり，1 つでも実部正の固有値が存在するとき，不安

定である．Figs. 5.5, 5.6に理論解析的安定性判別により得られた安定な定常振幅解を示す．Figs.

5.5, 5.6と理論解析により得られた準自明解，非自明解を示す Figs. 5.2, 5.3を比較すると定常振

幅解は，準自明解のみが存在する領域では準自明解が安定であり，準自明解と非自明解の両者が存

在する領域では，準自明解が不安定となり，非自明解が安定になることが確認できる．よって，本

現象は 1.2.4節で示したオートパラメトリック励振的現象とみなせる．したがって，Fig. 5.4に示

す非自明解が存在する f と σ̂ の条件を満たす領域において，安定に a-modeは励起させる．
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Figure 5.5 Stable steady amplitudes depending on excitation amplitude f [GPa] under

σ̂ = 0 obtained by the analytical method.
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Figure 5.6 Stable steady amplitudes depending on wavenumber detuning σ̂ [/m] under

f = 30 obtained by the analytical method.
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5.5.2 数値解析的手法

5.5.1節では，定常振幅解まわりの微小摂動∆を考え，微小摂動∆の伝播距離に対する発展方

程式から，定常振幅解の安定性を議論した．

本節では，Eqs. (5.5.3)-(5.5.6) を 4 次のルンゲクッタ法を用いて伝播距離に対して数値的に解

き，加振振幅 f と離調パラメータ σ̂ に対して，定常な振幅とみなせる収束した振幅値を安定な定

常振幅解とし，そのときの ast, bst をプロットする．

まず，Figs. 5.7, 5.8 に 4 次のルンゲクッタ法で解いた伝播距離に対する a-mode(分調波モー

ド) と b-mode(基本波モード) の振幅変化の例を示す．ここで，Fig. 5.7 の初期条件は，有次元

で a(0)=0 µm, b(0)=5 µm，f=0.5 GPaであり，Fig. 5.8の初期条件は，有次元で a(0)=0 µm,

b(0)=5 µm，f=1.5 GPa である．Figs. 5.7, 5.8 より，加振振幅の変化により伝播距離に対する

a-modeと b-modeの定常振幅が定性的に大きく変化することが分かる．

また，Figs. 5.9, 5.10に数値的に得られた安定な定常振幅値を示す．Figs. 5.9, 5.10を理論解析

的手法で得られた準自明解，非自明解を示す Figs. 5.2, 5.3と比較し，準自明解のみが存在する領

域では準自明解が安定な振幅解であり，非自明解が存在する領域では，準自明解が不安定となり，

非自明解が安定な定常振幅解となることが確認できる．これは理論解析に安定性解析を行った結果

Figs. 5.5, 5.6と一致する．したがって，5.5.1節で得た結果は妥当である．
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Figure 5.7 Transient amplitudes depending on propagation length under f=0.5 GPa

obtained by the numerical method.
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Figure 5.8 Transient amplitudes depending on propagation length under f=1.5 GPa

obtained by the numerical method.
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Figure 5.9 Stable steady amplitudes depending on excitation amplitude f [GPa] under

σ̂ = 0 obtained by the numerical method.
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Figure 5.10 Stable steady amplitudes depending on wavenumber detuning σ̂ [-] under

f = 30 obtained by the numerical method.

103



第 5 章 オートパラメトリック励振現象に起因して発生するガイド波

5.6 非線形材料定数の変化に対する定常振幅の変化

本節では，非線形材料定数の変化に対応する定常振幅解を Eqs. (5.4.5)-(5.4.8)を用いて理論解

析的に求める．具体的には，Tab. 4.1に示す非線形材料定数 (A,B,C)を 2倍，3倍とし，それぞ

れの非線形材料定数における加振振幅 f に対する定常振幅を Figs. 5.11, 5.12に示す．

Figs. 5.2, 5.11, 5.12より，ある加振振幅 f に対する分調波モード (a-mode)の定常振幅は非線

形材料定数の変化に対して単調な変化をしておらず，非破壊検査に用いる有意な情報でないと考え

られる．しかし，加振振幅 f に対する定常振幅解のグラフ Fig. 5.2と Figs. 5.11, 5.12より，非自

明解が生じる閾値 f が非線形材料定数が大きくなるほど，単調に小さくなることが確認でき，非破

壊検査において有意な情報の可能性がある．そこで，非線形材料定数の変化に対する非自明解が生

じる閾値 f を Fig. 5.13に示す．

4.7節の Figs. 4.19, 4.20で示した高調波の振幅の最大値の変化より Fig. 5.13で測定する加振振

幅 f の閾値の変化は緩やかであるが，伝播距離に対して定常な振幅を測定するため，伝播距離に

対して走査する必要がない．また，非線形材料定数の微小変化を測定するため，Fig. 5.13におけ

る 100%付近での微小な閾値の変化に注目することになり，感度は比較的良いと考えられる．さら

に，定常振幅に落ち着くのに十分な伝播距離でない領域での測定においても，分調波の周波数成分

の有無から，閾値 f の測定は可能である．分調波は非線形共振現象のみより生じるため，定常振幅

に至らない伝播距離であっても有意な情報として用いることが可能である．非破壊検査を実施する

際に，加振波数 (離調パラメータ)を調節するのは困難であるが，加振振幅 f を走査させるのは比

較的容易である．したがって，加振振幅 f を走査し，分調波の発生する閾値を測定し，非線形材料

定数を見積もる手法は有効であると考えられる．
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Figure 5.11 Semitrivial solutions and nontrivial solutions depending on excitation am-

plitude f [GPa] under σ = 0 and doubled nonlinearities A=-700 [GPa], B=-316[GPa],

C=-200 [GPa]. The red dash line indicates the semitrivial solutions of the lower mode.

The red solid line indicates the nontrivial solutions of the lower mode. The blue dash

line indicates the semitrivial solutions of the higher mode. The blue solid line indicates

the nontrivial solutions of the higher mode.
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Figure 5.12 Semitrivial solutions and nontrivial solutions depending on excitation am-

plitude f [GPa] under σ = 0 and trebled nonlinearities A=-1050 [GPa], B=-474 [GPa],

C=-300 [GPa]. The red dash line indicates the semitrivial solutions of the lower mode.

The red solid line indicates the nontrivial solutions of the lower mode. The blue dash

line indicates the semitrivial solutions of the higher mode. The blue solid line indicates

the nontrivial solutions of the higher mode.
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Figure 5.13 Threshold excitation amplitude f [GPa] of generated nontrivial solutions under σ = 0.
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5.7 結論

本章では，十分な伝播距離に対し定常振幅が生じるオートパラメトリック励振的ガイド波を発生

させるモデルを考案した．伝播モードの直交性と多重尺度法を用いて，オートパラメトリック励振

的ガイド波の解析を行い，以下の結論を得た．

(1) 平板の境界上部のみを長手方向に波動的な加振を与えることでオートパラメトリック励振的現

象が発生することを示した．

(2) 伝播モードの直交性と多重尺度法を用いて，非線形連成によるオートパラメトリック励振的ガ

イド波の定常振幅が安定に発生することを確認した．

(3) オートパラメトリック励振的ガイド波の定常振幅の大きさは，加振波数，加振振幅に依存し，

オートパラメトリック励振現象による非自明解の発生領域は加振波数，加振振幅に閾値が存在する

ことを明らかにした．

(4) 発生した定常振幅解の安定性を理論解析的，数値解析的に明らかにし，非自明解が生じうる加

振波数，加振振幅の領域では，オートパラメトリック励振的現象により，非自明解が安定的に発生

し，加振波数，加振周波数とは異なる加振の 2分の 1倍の波数，周波数を有し，伝播距離に対して

定常振幅を有する波動の発生に至るを示した．

(5) 非自明解が生じる加振振幅の閾値を用いて非線形材料定数の変化を測定する手法を提案した．

以上より，本章で提案したオートパラメトリック励振的ガイド波は、非線形材料定数の測定にお

いて，4章の内部共振的ガイド波の問題点を解消した改善手法であると言える．
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累積的高調波を含む非線形ガイド波を用いて，ガイド波の特徴である長距離伝播性を生かした非

破壊検査を行うには，長い伝播領域での動力学を理解する必要がある．本研究では，長い伝播領域

における減衰の効果を考慮した非線形ガイド波の動力学的伝播挙動を明らかにした．さらに，非線

形ガイド波を非破壊検査に用いる際に生じる問題点を指摘し，その解決策を提案した．

具体的には，伝播モードの直交性を用いて伝播モード間の非線形連成の効果を示し，多重尺度法

を用いて長い伝播領域における減衰の効果と非線形連成の効果を含めた伝播挙動を非線形動力学的

に明らかにした．以下に得られた結果を要約する．

6.1 結果の要約

第 2章では，ガイド波の分散特性と波数領域での伝播モード直交性を解析的に示した．伝播モー

ドの直交性は運動方程式と境界条件を用いて導出され，伝播モードごとのガイド波の動力学特性を

明らかにするものである．また，支配方程式を線形微分作用素を用いて表し，微分作用素の自己随

伴性を示した．この自己随伴性を用いて，非同次微分方程式であるガイド波の強制振動的問題にお

ける可解条件を導出した．

第 3章では，長い伝播領域におけるガイド波の減衰の効果を明らかにした．具体的には，構造減

衰を導入し，多重尺度法を用いて粘性減衰の効果による振幅の伝播距離依存性を示し，伝播モード

の直交性を用いて，各伝播モードの減衰係数を導出した．その結果，減衰係数は伝播モードと周波

数に依存することを示した．本手法は従来法と異なり，特定の伝播モードの減衰係数を理論解析的

に容易に算出できる利点を有する．

さらに，半解析的有限要素法を用いて，伝播モードの直交性と多重尺度法を用いた手法の妥当性

を示した．

第 4章では，累積的高調波と呼ばれる内部共振的ガイド波の長い伝播領域における伝播挙動の動

力学を明らかにした．具体的には，伝播モードの直交性と多重尺度法を用いて，基本波モード，高
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調波モードの振幅の伝播距離依存性を振幅方程式として導出した．得られた振幅方程式から減衰の

効果と非線形連成の効果を表す項を動力学的に示し，それぞれの項の効果を振幅方程式を解くこと

で明らかにした．

さらに，非線形材料定数を測定する従来の手法を理論解析的に検証し，問題点を指摘し，改善方

法を提案した．具体的には，伝播距離に対して線形に成長するとされていた内部共振現象による高

調波振幅は，伝播距離に対して，離調パラメータに依存した複雑な変化をしうること示した．した

がって，高調波振幅の変化率ではなく，高調波振幅の伝播距離に対する最大値を用いた非破壊検査

手法を提案した．また，内部共振的ガイド波を用いた非破壊検査では，伝播方向に複数の探触子を

設置する必要があることを示した．しかし，提案手法の測定精度は設置する探触子間距離に大きく

依存する．

第 5章では，第 4章で示した内部共振的ガイド波を用いた非破壊検査手法の問題点を抜本的に解

決するためにオートパラメトリック励振現象の応用を提案した．具体的には，伝播方向に波動的な

加振を与え，伝播距離に対して定常な振幅を有する分調波モードの励振情報から非線形材料定数の

測定を行う手法を提案した．本手法は，伝播距離に対して定常な振幅情報を用いることでガイド波

の長距離伝播性を生かし，分調波を用いることで高調波利用とは異なり，装置由来の高調波成分と

の分離を可能にした．

まず，ガイド波において，オートパラメトリック励振的現象が生じる領域の存在を伝播モード直

交性と多重尺度法を用いて示し，分調波が励振される条件として，加振と基本波の波数のずれおよ

び加振振幅に閾値があることを示した．

さらに，オートパラメトリック励振的ガイド波が生じる加振振幅の閾値を用いる非破壊検査手法

が，第 4章で示した問題点を解決することを示した．

6.2 総括

非線形ガイド波を用いた非破壊検査手法は高効率な検査かつ高精度な検査を両立できるとして注

目されており，動力学的な伝播挙動の解明が不可欠である．本研究では，ガイド波の伝播モードの

直交性を解析的に示し，各伝播モードに注目した動力学の解析を可能した．さらに，ガイド波の特

徴である長距離伝播性を生かした領域での検査を視野に入れ，長い伝播領域での動力学を明らかに

するために多重尺度法の適用を提案した．

本研究により，累積的高調波と呼ばれる内部共振的ガイド波の動力学的な伝播挙動が明らかにな

り，非線形ガイド波の非破壊検査応用に大きく寄与しうる成果を得た．さらに，オートパラメト

リック励振的ガイド波の励振領域の存在を示し，より良い非線形ガイド波の非破壊検査手法を提案

した．

提案手法は，長い伝播領域で適用可能であり，設置探触子間距離に測定精度は大きく依存せず，

装置由来の高調波成分を容易に分離可能な手法である．
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6.3 展望

6.3.1 検査対象

本研究では，金属材料の中で比較的大振幅の入力が容易なアルミニウムを解析対象としたが，無

次元方程式上で減衰の効果を表す項と非線形項の大きさが同程度であり，減衰の効果を無視した弾

性体の運動方程式における線形項と比較し微小である材料であれば，同様の解析が可能である．ま

た，第 2章で示した伝播モードの直交性は境界条件を介して直交する随伴関数を求めることで適用

可能となる．そのため，以下に示すような対象にも拡張可能であると考えられる．

・Lamb波ではないガイド波 (SH波，円柱ガイド波等)

・(非線形境界条件を含む)応力フリーではない境界条件

・異方性を有する材料

・積層構造を有する材料

6.3.2 ガイド波法

従来のガイド波法では，特定の伝播モードを励起させるために，その伝播モードが発生しうる周

波数帯で，その固有関数に近い加振力分布を有する入力を行う試行錯誤的な手法が取られている．

第 2 章で示した伝播モードの直交性を用いれば，以下に示す検査・評価を行う際の解析が可能に

なったと考えられる．

・特定の初期条件により発生する各伝播モードの振幅の理論解析

・特定の伝播モードを発生させるための，適切な加振周波数，加振方向の解析

・欠陥による境界条件の変化や材料定数の変化によって生じる透過波，反射波のモード変換を考慮

した理論解析

6.3.3 非線形ガイド波法

本研究では，2次の非線形性まで考慮した非線形ガイド波について解析を行ったが，先行研究で

は，3次の非線形性による内部共振的現象により生じる累積的な 3次高調波のみについて，固有関

数の偶奇性を用いて解析が報告されている [49], [50]．しかし，3次の非線形性は 2次高調波の振幅

方程式にも影響を及ぼす．例として，基本波モード (a-mode)と 2次の高調波モード (b-mode)に

おいて，XaX̄aXb を含む項は b-modeの永年項を生じさせる項として振る舞う．したがって，より

高次の非線形性が強く作用する系においては，高次の非線形性を考慮した非線形ガイド波の解析を

行う必要があると考えられる．

また，第 5章に示した通り，非線形ガイド波法を用いて，伝播距離に対して定常な振幅情報を非
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破壊検査・評価に利用する場合，伝播方向に複数の探触子を要する．そこで，複数の探触子を用い

ることで，より高効率・高精度な検査手法が存在しうる．

6.3.4 装置構築における留意点

第 4章に示した通り，従来の理論解析から予測される内部共振的ガイド波を用いた非線形材料の

測定法は，非常に短い伝播領域でしか定量的な検査を実行することはできない．

また，伝播モードの直交性と多重尺度法を用いた理論解析により得られた結果から，第 4章で提

案した内部共振的ガイド波を用いた非線形材料の測定法においても測定精度は設置する探触子間距

離に大きく依存する．

したがって，第 5章で提案したオートパラメトリック励振的ガイド波を用いた非線形材料の測定

法は有効であると考えられる．しかし，第 5章に示した通り，分調波モードが励起されるには加振

振幅，加振波数の閾値が存在する．つまり，伝播方向に設置する複数の探触子が励起する波動の波

数を，基本波の波数に非常に近く設定した上で，加振振幅を十分大きく与える必要がある．

第 5章で示したオートパラメトリック励振的ガイド波は，大域的な非線形材料定数の変化に対し

て適切に用いることが可能である一方で，局所的な変化を捉えることは難しい．しかし，定常状態

となった非線形ガイド波が，局所的な非線形材料定数の変化が生じた部位を通過する場合，定常振

幅が変化し，その変化を捉えることができれば局所的な変化を測定できる可能性はある．
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付録 A

周波数領域における離調パラメータを
考慮した内部共振的ガイド波

第 4章では，波数領域のみで，位相整合条件から微小なずれを考慮した内部共振的ガイド波につ

いて理論解析を行った．本節では，周波数領域での位相整合条件から微小なずれを考慮した内部共

振的ガイド波について理論解析を行う．

A.1 支配方程式と多重尺度法

支配方程式は Eqs. (4.1.1)-(4.1.6)と同様とし，複数の時間の尺度を用意し，多重尺度法を適用

する．ここで，伝播距離の尺度は xとし，時間の尺度は t0 = t，t1 = ϵtであり，ϵ≪ 1である．そ

の結果，各 ϵべき乗ごとの運動方程式はそれぞれ以下のようになる．

O(ϵ1)

−ρdD2
t0u0 + (λr + µr)(D

2
xu0 +DxDzw0) + µr(D

2
xu0 +D2

zu0) = 0 (A.1)

−ρdD2
t0w0 + (λr + µr)(DzDxu0 +D2

zw0) + µr(D
2
xw0 +D2

zw0) = 0 (A.2)

[µr(Dzu0 +Dxw0)] |z=h = 0 (A.3)

[µr(Dzu0 +Dxw0)] |z=−h = 0 (A.4)

[λr(Dxu0 +Dzw0) + 2µrDzw0] |z=h = 0 (A.5)

[λr(Dxu0 +Dzw0) + 2µrDzw0] |z=−h = 0 (A.6)

O(ϵ2)

− ρdD
2
t u1 + (λr + µr)(D

2
x0u1 +Dx0Dzw1) + µr(D

2
x0u1 +D2

zu1)

= 2ρdDt0Dt1u0 − CNL1 − CNL2 (A.7)
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− ρdD
2
tw1 + (λr + µr)(DzDx0u1 +D2

zw1) + µr(D
2
x0w1 +D2

zw1)

= 2ρdDt0Dt1w0 − CNL3 − CNL4 (A.8)

[µr(Dzu1 +Dx0w1)] |z=h = [−iµ̂i(Dzu0 +Dxw0)− CNL5] |z=h (A.9)

[µr(Dzu1 +Dx0w1)] |z=−h = [−iµ̂i(Dzu0 +Dxw0)− CNL5] |z=−h (A.10)

[λr(Dx0u1 +Dzw1) + 2µrDzw1] |z=h =[
−iλ̂i(Dxu0 +Dzw0)− 2iµ̂iDzw0 − CNL6

]
|z=h (A.11)

[λr(Dx0u1 +Dzw1) + 2µrDzw1] |z=−h =[
−iλ̂i(Dxu0 +Dzw0)− 2iµ̂iDzw0 − CNL6

]
|z=−h (A.12)

ここで，CNL1-CNL6 は，付録 Bに示す TNL から求まる変位の関数である．

A.2 位相整合条件

本章では，位相整合条件から微小なずれを，周波数領域で考え，以下に示す関係を位相整合条件

とする．

ωb = 2ωa + τ = 2ωa + ϵτ̂ (A.1)

kb = 2ka (A.2)

ここで，τ は ρと同様に離調パラメータ (detuning parameter)と呼ばれ，Eqs. (4.2.1), (4.2.2)を

満たす位相整合条件からの微小なずれを表す．ここで，τ ≪ 1，ϵ≪ 1である．

本章で注目する位相整合条件を満たす 2 モードは，第 4 章と同様に，Fig. 4.1 の分散曲線上に

示す a-modeと b-modeとする．したがって，内部共振現象が発生しうる 2モードについて解析を

行う．

A.3 可解条件と振幅方程式

Eqs. (A.1)-(A.6)で示される O(ϵ1)の解は以下のようになる．

u0 =
∑
j

Uj(t1)Φjx(z) exp {i(kjx− ωt0)}+ c.c. (A.1)

w0 =
∑
j

Wj(t1)Φjz(z) exp {i(kjx− ωt0)}+ c.c. (A.2)

第 4 章では，振幅は長い伝播距離，x1 に依存すると仮定したが，本章では，ゆっくりとした時

間，t1 に依存すると仮定する．さらに，第 4 章と同様に，Eqs. (A.1), (A.2) の中で，a-mode と
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b-modeのみが発生し，エネルギーは a-modeと b-mode間のみに存在すると仮定する．O(ϵ2)の

支配方程式に O(ϵ1) における a-mode と b-mode の解を代入し，u1, w1 の非同次微分方程式を得

る．Eq. (2.6.3)を用いて，得られた非同次微分方程式の可解条件より，a-mode，b-modeの複素振

幅方程式は以下のように導出される．

iMa
dXa

dt1
= iDaXa + iCa2X̄aXb exp (−iτ̂ t1) (A.3)

iMb
dXb

dt1
= iDbXb + iCb2X

2
a exp (iτ̂ t1) (A.4)

Xa は a-modeの複素振幅，Xb は b-modeの複素振幅であり，Ca2, Da, Cb2, Db は付録 Cに示す．

ここで，Ma, Mb は以下に示す値を取る．

Ma = −2ρdωa

∫ h

−h

(ϕ2ax − ϕ2az)dz (A.5)

Mb = −2ρdωb

∫ h

−h

(ϕ2bx − ϕ2bz)dz (A.6)

ここで，Eqs. (A.3), (A.4)は非自律系なので，Xa，Xb を以下の変数変換し，自律系に書き直す．

Xa = Ya (A.7)

Xb = Yb exp (iτ̂ t1) (A.8)

Eqs. (A.7), (A.8)を Eqs. (A.3), (A.4)に代入し，整理すると以下の複素振幅方程式を得る．

Ma
dYa
dt1

= DaYa + Ca2ȲaYb (A.9)

Mb
dYb
dt1

= (Db − iMbτ̂)Yb + Cb2Y
2
a (A.10)

Eqs. (A.9), (A.10)は連立非線形偏微分方程式なので，4次のルンゲクッタ法を用いて数値解析を

行う．また，本章における計算に用いる各種物性値を Tab. 4.1を用いる．

A.4 振幅の離調パラメータ依存性

本章では，Eqs. (A.9), (A.10)を t1 に関して数値的に解く．具体的には，複素振幅 Ya，Yb を以

下のようにデカルト表記し，Eqs. (A.9), (A.10)を以下のように実数振幅方程式に書き直す．

Ya =
1

2
(yar + iyai) (A.1)

Yb =
1

2
(ybr + iybi) (A.2)
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Ma
dyar
dt1

= Dayar +
Ca2

2
(yarybr + yaiybi) (A.3)

Ma
dyai
dt1

= Dayai +
Ca2

2
(−yaiybr + yarybi) (A.4)

Mb
dybr
dt1

= Dbybr + (Mbτ̂ − Cb1ρ̂)ybi +
Cb2

2
(y2ar − y2ai) (A.5)

Mb
dybi
dt1

= Dbybi + (−Mbτ̂ + Cb1ρ̂)ybr + Cb2yaryai (A.6)

第 4 章と同様に，減衰の効果を無視した場合と考慮した場合について，τ = 0 と τ = 10−3 の

離調パラメータにおける基本波振幅と高調波振幅の伝播時間依存性をそれぞれ，Figs. A.1-A.4に

示す．ここで，初期条件は無次元で a(0) = 10, b(0) = 0，有次元で a(0)=5 µm, b(0)=0 µmとし

た．Figs. A.1-A.4 は，Figs. 4.2-4.10 と定性的に同様な傾向を示す．周波数領域のずれを考慮し

た内部共振的ガイド波では，Ma，Mb が伝播時間に対する振幅変化のし難さを表す．Eqs. (A.9),

(A.10)と Eqs. (4.4.1), (4.4.2)は動力学的に相似な振幅方程式であり，定量的な相違点はMa，Mb

と Ca1，Cb1 に依るものである．
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Figure A.1 Modal amplitudes depending on propagation time with absence of damping

under τ = 0.
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Figure A.2 Modal amplitudes depending on propagation time with absence of damping

under τ = 10−3.
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Figure A.3 Modal amplitudes depending on propagation time with presence of damping

under τ = 0.

128



付録 A 周波数領域における離調パラメータを考慮した内部共振的ガイド波

Propagation time, t [ms]

A
m

p
li

tu
d

e 
[µ

m
]

a-mode
b-mode

Figure A.4 Modal amplitudes depending on propagation time with presence of damping

under τ = 10−3.
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付録 B

The Green-Lagrange strain tensor

連続体の変形について Lagrange座標で定式化を行う．まず，物体中の 2点間の座標を xi, xi+dxi

(i = x, y, z)とする．外力が作用すると物体が変形し，2点間の座標は ξi, ξi + dξi (i = x, y, z)と

なる．変形前後の 2点間距離は以下のように表せられる．

ds2x = dxidxi (B.1)

ds2ξ = dξidξi (B.2)

変形は xi 座標系から ξi 座標系への写像であるとみなせ，以下の関係式が成立する．

dxi =
∂xi
∂ξj

dξj (B.3)

dξi =
∂ξi
∂xj

dxj (B.4)

Eqs. (B.1)-(B.3)より，変形による 2点間距離は

ds2ξ − ds2x = (
∂ξk
∂xi

∂ξk
∂xj

− δij)dxidxj

= 2ϵijdxidxj (B.5)

となる．ここで，変位場を ui = ξi−xiと定義し，Greenのひずみテンソル ϵij(the Green-Lagrange

strain tensor)は以下のように導出できる．

ϵij =
1

2
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

+
∂uk
∂xi

∂uk
∂xj

) (B.6)

Eq. (B.6) における非線形性を幾何学的非線形と呼ぶ [66]．概念図を Fig. B.1 に示す．ここで，

Greenのひずみはベクトル表記を用いて，以下のように表せられる．

E =
1

2
(H +HT +HHT ) (B.7)
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ここで，H = ∇uであり，∇は勾配作用素，uは変位ベクトルである．超弾性体におけるひずみ-

応力関係はひずみエネルギー関数を用いて以下のように記述される．

T
′
=
∂W (E)

∂E
(B.8)

非線形超弾性体における 3次の非線形性を考慮したひずみエネルギー関数は以下のように表せられ

ると仮定する．

W (E) =
λ

2
(tr[E])2 + µtr[E2] +

A

3
tr[E3] +Btr[E]tr[E2] +

C

3
(tr[E])3 + · · · (B.9)

ここで，A,B,C は材料の非線形性を表す材料定数である．Eq. (B.8)を用いて，応力 T
′
は

T
′
= λtr[E]I + 2µE + C(tr[E])2 +Btr[E2]I + 2Btr[E]E +AE2 + · · · (B.10)

となる．Eq. (B.10)に Eq. (B.7)の関係を代入し，the second Piola-Kirchhoff stress T
′
から the

first Piola-Kirchhoff stress T に以下の関係式を用いて座標変換を実行する．

T = (I +H)T
′

(B.11)

得られた応力テンソル T を線形部 TL，非線形部 TNL に分離すると以下のようになる．

TL = λtr[H]I + µ(H +HT ) (B.12)

TNL =

{
λ

2
tr[HTH] + C(tr[H])2

}
I +Btr[H]HT

+
A

4
HTHT +

B

2
tr[H2 +HTH]I

+ (λ+B)tr[H]H +

(
µ+

A

4

)
(H2 +HTH +HHT ) (B.13)
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Figure B.1 Schematic of coordinate transformation caused by deformation.
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O(ϵ2) の支配方程式，境界条件に現れる非線形項 CNL1-CNL6 は O(ϵ1) の解を Eq. (B.13) と

Eqs. (4.1.1)-(4.1.6)に代入することで得られる．本研究では，O(ϵ1)の解として，a-mode, b-mode

のみが発生すると仮定し，伝播モードの直交性を用いて可解条件を導出する．そのため，以下に

a-mode, b-mode の永年項を生じさせる項の係数として現れる具体的な式を以下に示す．ここで，

Eqs. (4.1.7)-(4.1.12), (5.1.7)-(5.1.12)における CNLl は (l = 1, 2, · · · , 6)から算出される j-mode

の永年項を生じさせる項の係数を CjNLl(l = 1, 2, · · · , 6)と表記する．

CaNL1 =i

[
2

(
3

2
λ+ 3µ+A+ 3B + C

)
kakb(−ka + kb)ϕaxϕbx

+2

(
λ

2
+ µ+

A

4
+
B

2

)
(−ka + kb)

dϕax
dz

dϕbx
dz

+

(
µ+

A

2
+B

)(
kakb

dϕax
dz

ϕbz − k2b
dϕax
dz

ϕbz

+kakbϕaz
dϕbx
dz

− k2aϕaz
dϕbx
dz

)
+2

(
λ

2
+ µ+

A

4
+
B

2

)
kakb(ka − kb)ϕazϕbz

+

(
λ+

A

2
+ 2B

){
ka(−ka + kb)ϕax

dϕbz
dz

+ kb(−kb + ka)
dϕaz
dz

ϕbx

}
+2

(
λ

2
+B

)(
ka
dϕaz
dz

dϕbz
dz

− kb
dϕaz
dz

dϕbz
dz

)]
(B.14)

CaNL2 =i

[(
λ+ 2µ+

A

2
+B

){
−ka

(
dϕax
dz

dϕbx
dz

+ ϕax
d2ϕbx
dz2

)
+kb

(
dϕax
dz

dϕbx
dz

+
d2ϕax
dz2

ϕbx

)}
+

(
µ+

A

2
+B

)
kakb

(
dϕax
dz

ϕbz + ϕax
dϕbz
dz

+
dϕaz
dz

ϕbx + ϕaz
dϕbx
dz

)
+

(
λ+ 2µ+

A

2
+B

)(
d2ϕax
dz2

dϕbz
dz

+
dϕax
dz

d2ϕbz
dz2

+
dϕaz
dz

d2ϕbx
dz2

+
d2ϕaz
dz2

dϕbx
dz

)
+

(
µ+

A

2
+B

){
ka

(
dϕaz
dz

dϕbz
dz

+ ϕaz
d2ϕbz
dz2

)
−kb

(
dϕaz
dz

dϕbz
dz

+
d2ϕaz
dz2

ϕbz

)}]
(B.15)
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付録 B The Green-Lagrange strain tensor

CaNL3 =

(
µ+

A

2
+B

)(
−k2aϕax

dϕbx
dz

+ kakbϕax
dϕbx
dz

+kakb
dϕax
dz

ϕbx − k2b
dϕax
dz

ϕbx

)
+

(
λ+ 2µ+

A

2
+B

)
kakb (kaϕaxϕbz − kbϕaxϕbz

+kaϕazϕbx − kbϕazϕbx)

+

(
µ+

A

2
+B

)(
ka
dϕax
dz

dϕbz
dz

− kb
dϕax
dz

dϕbz
dz

+ka
dϕaz
dz

dϕbx
dz

− kb
dϕaz
dz

dϕbx
dz

)
+

(
2µ+

A

2
+B

)(
k2aϕaz

dϕbz
dz

−kakbϕaz
dϕbz
dz

− kakb
dϕaz
dz

ϕbz + k2b
dϕaz
dz

ϕbz

)
(B.16)

CaNL4 =2

(
λ

2
+B + C

)
kakb

(
dϕax
dz

ϕbx + ϕax
dϕbx
dz

)
+2

(
λ

2
+ µ+

A

4
+
B

2

)(
d2ϕax
dz2

dϕbx
dz

+
dϕax
dz

d2ϕbx
dz2

)
−2

(
λ

2
+ µ+

A

4
+
B

2

)
kakb

(
dϕaz
dz

ϕbz + ϕaz
dϕbz
dz

)
+(λ+ 2B + 2C)

(
ka
dϕax
dz

dϕbz
dz

+ kaϕax
d2ϕbz
dz2

− kb
d2ϕaz
dz2

ϕbx

−kb
dϕaz
dz

dϕbx
dz

)
−2

(
3

2
λ+ 3µ+A+ 3B + C

)(
d2ϕaz
dz2

dϕbz
dz

+
dϕaz
dz

d2ϕbz
dz2

)
+

(
µ+

A

2
+B

)(
−kb

d2ϕax
dz2

ϕbz − kb
dϕax
dz

dϕbz
dz

+ka
dϕaz
dz

dϕbx
dz

+ kaϕaz
d2ϕbx
dz2

)
(B.17)

CaNL5 =i

[(
µ+

A

2
+B

)(
−kaϕax

dϕbx
dz

+ kb
dϕax
dz

ϕbx

)
+

(
λ+ 2µ+

A

2
+B

)
kakb(ϕaxϕbz + ϕazϕbx)

+

(
µ+

A

2
+B

)(
dϕax
dz

dϕbz
dz

+
dϕaz
dz

dϕbx
dz

)
+

(
2µ+

A

2
+B

)(
kaϕaz

dϕbz
dz

− kb
dϕaz
dz

ϕbz

)]
(B.18)
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CaNL6 =2

(
λ

2
+B + C

)
kakbϕaxϕbx + 2

(
λ

2
+ µ+

A

4
+
B

2

)
dϕax
dz

dϕbx
dz

−2

(
λ

2
+ µ+

A

4
+
B

2

)
kakbϕazϕbz

+(λ+ 2B + 2C)

(
kaϕax

dϕbz
dz

− kb
dϕaz
dz

ϕbx

)
−2

(
3

2
λ+ 3µ+A+ 3B + C

)
dϕaz
dz

dϕbz
dz

+

(
µ+

A

2
+B

)(
−kb

dϕax
dz

ϕbz + kaϕaz
dϕbx
dz

)
(B.19)

CbNL1 = 2i

[
−
(
3

2
λ+ 3µ+A+ 3B + C

)
k3aϕ

2
ax

+

(
λ

2
+ µ+

A

4
+
B

2

)
ka

(
dϕax
dz

)2

−
(
µ+

A

2
+B

)
k2a
dϕax
dz

ϕaz +

(
λ

2
+ µ+

A

4
+
B

2

)
k3aϕ

2
az

−
(
λ+

A

2
+ 2B

)
k2aϕax

dϕaz
dz

−
(
λ

2
+B

)
ka

(
dϕaz
dz

)2
]

(B.20)

CbNL2 =i

[(
λ+ 2µ+

A

2
+B

)
ka

{(
dϕax
dz

)2

+ ϕax
d2ϕax
dz2

}

−
(
µ+

A

2
+B

)
k2a

(
dϕax
dz

ϕaz + ϕax
dϕaz
dz

)
+

(
λ

2
+ µ+

A

2
+B

)(
d2ϕax
dz2

dϕaz
dz

+
dϕax
dz

d2ϕaz
dz2

)
−
(
µ

2
+
A

2
+B

)
ka

{(
dϕaz
dz

)2

+ ϕaz
d2ϕaz
dz2

}]
(B.21)

CbNL3 =2

[
−
(
µ+

A

2
+B

)
k2aϕax

dϕax
dz

+

(
λ+ 2µ+

A

2
+B

)
k3aϕaxϕaz

−
(
µ+

A

2
+B

)
ka
dϕax
dz

dϕaz
dz

+

(
2µ+

A

2
+B

)
k2aϕaz

dϕaz
dz

]
(B.22)
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CbNL4 =− 2

(
λ

2
+B + C

)
k2aϕax

dϕax
dz

+ 2

(
λ

2
+ µ+

A

4
+
B

2

)
dϕax
dz

d2ϕax
dz2

+ 2

(
λ

2
+ µ+

A

4
+
B

2

)
k2aϕaz

dϕaz
dz

− (λ+ 2B + 2C)ka

(
dϕax
dz

dϕaz
dz

+ ϕax
d2ϕaz
dz2

)
− 2

(
3

2
λ+ 3µ+A+ 3B + C

)
dϕaz
dz

d2ϕaz
dz2

−
(
µ+

A

2
+B

)
ka

(
d2ϕax
dz2

ϕaz +
dϕax
dz

dϕaz
dz

)
(B.23)

CbNL5 =i

[(
µ+

A

2
+B

)
kaϕax

dϕax
dz

−
(
λ+ 2µ+

A

2
+B

)
k2aϕaxϕaz

+

(
µ+

A

2
+B

)
dϕax
dz

dϕaz
dz

−
(
2µ+

A

2
+B

)
kaϕaz

dϕaz
dz

]
(B.24)

CbNL6 = −
(
λ

2
+B + C

)
k2aϕ

2
ax +

(
λ

2
+ µ+

A

4
+
B

2

)(
dϕax
dz

)2

+

(
λ

2
+ µ+

A

4
+
B

2

)
k2aϕ

2
az − (λ+ 2B + 2C)kaϕax

dϕaz
dz

−
(
3

2
λ+ 3µ+A+ 3B + C

)(
dϕaz
dz

)2

−
(
µ+

A

2
+B

)
ka
dϕax
dz

ϕaz (B.25)
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付録 C

振幅方程式の係数

可解条件から導出される振幅方程式の係数は以下の式で表せられる．

Cj1 =µrϕjx(h)ϕjz(h)− µrϕjx(−h)ϕjz(−h)
−λrϕjx(h)ϕjz(h) + λrϕjx(−h)ϕjz(−h)

−2(λr + 2µr)k

∫ h

−h

ϕ2jxdz − (λr + µr)

∫ h

−h

ϕjx
dϕjz
dz

dz

+(λr + µr)

∫ h

−h

dϕjx
dz

ϕjzdz − 2µrk

∫ h

−h

ϕ2jzdz (C.1)

Dj =−µ̂iϕjx(h)
dϕjx(h)

dz
+ µ̂ikϕjx(h)ϕjz(h)

+µ̂iϕjx(−h)
dϕjx(−h)

dz
− µ̂ikϕjx(−h)ϕjz(−h)

−λ̂ikϕjx(h)ϕjz(h)− (λ̂i + 2µ̂i)ϕjz(h)
dϕjz(h)

dz
+ λ̂ikϕjx(−h)ϕjz(−h)

+(λ̂i + 2µ̂i)ϕjz(−h)
dϕjz(−h)

dz

−(λ̂i + 2µ̂i)k
2

∫ h

−h

ϕ2jxdz − (λ̂i + µ̂i)k

∫ h

−h

ϕjx
dϕjz
dz

dz

+µ̂i

∫ h

−h

ϕjx
d2ϕjx
dz2

+ (λ̂i + µ̂i)k

∫ h

−h

dϕjx
dz

ϕjzdz

+(λ̂i + 2µ̂i)

∫ h

−h

d2ϕjz
dz2

ϕjzdz − µ̂ik
2

∫ h

−h

ϕ2jzdz (C.2)

Cj2 =

∫ h

−h

[ϕjx(z){CjNL1(z) + CjNL2(z)}]dz

−
∫ h

−h

[iϕjz(z){CjNL3(z) + CjNL4(z)}]dz

−ϕjx(h)CjNL5(h) + ϕjx(−h)CjNL5(jh)

+iϕjz(h)CjNL6(h)− iϕjz(−h)CjNL6(−h) (C.3)



付録 C 振幅方程式の係数

ここで，Eq. (C.1)は Eq. (3.2.11)に対応し，Eq. (C.2)は Eq. (3.2.12)に対応し，j = a, bであ

る．4, 5章で示した通り，Cj1(j = a, b)は伝播距離に対する振幅の変化のし難さ，Dj は減衰の効

果，Cj2 は非線形連成の大きさをそれぞれ表す．
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付録 D

内部共振現象に起因した減衰の無いガ
イド波の伝播距離依存性の導出

Eq. (4.6.3)の微分方程式において，Eq. (4.6.2)を用いて，x1 と bの変数変換を行うと，

a2b cos γ
dγ

db
= −

{
2Ca2Cb1

Ca1Cb2
b2 + a2

}
sin γ +

2Cb2

Cb1
ρ̂b (D.1)

となる．ν = −Ca2Cb1/Ca1Cb2 の関係を用いて書き直すと以下の関係式を得る．

a2bd(sin γ) + 2ab sin γda+ a2 sin γdb− 2Cb1

Cb2
ρ̂bdb = 0 (D.2)

Eq. (D.2)は

d(a2b sin γ)− Cb1

Cb2
ρ̂d(b2) = 0 (D.3)

とも書き表せ，Eq. (D.3)を積分すると以下の方程式を得る．

a2b sin γ − Cb1

Cb2
ρ̂b2 = L (D.4)

ここで，Lは積分定数である．Eq. (D.4)は a, b, γ の 3変数のうち，a, bは Eq. (4.6.4)より媒介

変数 ξ を用いて 1変数で表すことができる．

a2 = Eξ (D.5)

νb2 = E(1− ξ) (D.6)

Eq. (4.6.1)と Eqs. (D.4)-(D.6)を用いて，γ を消去し，以下の ξ の微分方程式を得る．

C2
a1

C2
a2

(
dξ

dx1

)2

=E3ξ2(1− ξ)−
{
L+

Cb1E(1− ξ)

Cb2ν
ρ̂

}2

=(ξ3 − ξ)(ξ − ξ2)(ξ − ξ1) (D.7)



付録 D 内部共振現象に起因した減衰の無いガイド波の伝播距離依存性の導出

ここで，Eq. (D.7)において，ξ3 − ξ = (ξ3 − ξ2) sinχ
2 と変数変換を行い，xと χの変数分離を

し，積分を実行すると，

κ(x−X0) =

∫ χ

0

dχ√
1− η2 sinχ2

(D.8)

を得る．ここで，η =
√
(ξ3 − ξ2)/(ξ3 − ξ1)，X0 は χ = 0 に対応する定数，κ =

ϵCa2

√
E(ξ3 − ξ1)/2Ca2

√
γ である．Eq. (D.8) はヤコビの楕円関数を用いて以下のように

も表せられる．

sinχ = sn[κ(x−X0); η] (D.9)

Eqs. (D.5), (D.9)より，

a2

E
= ξ = ξ3 − (ξ3 − ξ2)sn

2[κ(x−X0); η] (D.10)

となり，a, bはヤコビの楕円関数を用いて以下のように表すことができる．

a =
√
ξ3E −

√
(ξ3 − ξ2)Esn[κ(x−X0); η] (D.11)

b =

√
E

ν
−
√
ξ3E

ν
+

√
(ξ3 − ξ2)E

ν
sn[κ(x−X0); η] (D.12)

ρ̂ = 0の場合は，Eq. (D.7)より L = 0の場合のみ，3つ (重解を含む)の ξi(i = 1, 2, 3)を取り

得る．したがって，変数変換は以下のように行う．

ξ = sech2ϕ (D.13)

Eq. (D.13)の変数変換を Eq. (D.7)に適用すると，

dϕ

dx1
= κ (D.14)

となり，a, bは

a =
√
Eξ =

√
Esech[κ(x−X0)] (D.15)

b =

√
E

ν
tanh[κ(x−X0)] (D.16)

と双曲関数を用いて表すことができる．
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