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略語・記号

本論文で用いる略語，および記号を定義する．ここで定義した略語・記号は本論文中では断り

なく使用する．

LTI Linear Time-Invariant：線形時不変

SISO Single Input Single Output：1入力 1出力

MISO Multiple Input Single Output：多入力 1出力

ARXモデル Auto-Regressive with eXogenous input model：外生入力をもつ自己回帰モデル

FIR Finite Impulese Responce：有限インパルス応答

PE性 Persistently Excitation：持続的励振性

BIBO Bounded-Input Bounded-Output：有界入力有界出力

MSE Mean Squared Error：平均二乗誤差

RMSE Root Mean Squared Error：平均二乗誤差平方根

NRMSE Normalized RMSE：規格化平均二乗誤差平方根

FIT Fit ratio：適合率

r 相関係数

SITB Matlab System Identification Tool Box

全零システム 有限インパルス応答で記述されるシステム

M系列 Maximum length shift register（最大周期シフトレジスタ）

R 実数

Z 整数

Ra×b a × bの実数行列

X ≻ 0 Xは正定値行列
⊕ 2を法とする和
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第 1章

序論

本論文は

1. 共通極をもつ多入力系を同定する際に印加する M系列信号の満たすべき条件と，その

条件に基づいた入力設計法の提案

2. システム同定結果の時間領域における評価指標についての考察と提案

を目的とした研究成果をまとめたものである．

1.1 背景

近年，制御システムの複雑化に対処するために，モデルベース開発（Model-Based Develop-

ment：MBD）と呼ばれる組み込み制御システム開発手法が自動車業界を中心に広がってきて

いる [1]．JMAAB (Japan MBD Automotive Advisory Board）による，MBDの定義をつぎに与

える [2]．

MBDの定義� �
MBD の定義：複雑化・高度化した現代の自動車制御システム開発において MAT-

LAB/Simulink等の CAE（Computer Aided Engineering）ツールによって，制御装置と制

御対象の機能をモデリングし，それらを実行可能な仕様書として用いることで，製品ライ

フサイクル全般に渡った品質向上と開発効率向上を目指した開発手法のことである．シ

ミュレーション技術を駆使することで，高度な機能確認を実施でき，かつ，複雑な開発工

程のルーチンワーク化を促進することで，自動化・省力化にも貢献する．

モデルの定義：対象の機能が図示されており，一意的に解釈できるもの．� �
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この定義からわかるように，MBDでは制御対象と制御装置*1をモデリングし，関係する組

織間でモデルを共有したうえで，シミュレーションにより機能検証を行いつつ，設計を行う．

これにより，従来の設計試作を繰り返す開発手法よりも手戻りを減らし工期を短縮できる上

に，モデルを用いたシステマティックな制御系設計が可能となり，すでに多くの企業において

成果を上げている [3]–[5]．

モデルベース開発を行うにあたって特に重要となるのが制御対象を表現するプラントモデ

ル*2である．モデリングの方法には大きく分けて 2種類の方法，すなわちホワイトボックスモ

デリングとブラックボックスモデリング，がある．

ホワイトボックスモデリングは，制御対象における現象を運動方程式などの第一原理に基づ

いて記述するものである．この方法は対象に働く物理法則が明確かつ，モデリングに用いるパ

ラメータが測定できる場合には有用である．一方，分布定数系など，対象を正確に表現するた

めには次数の大きなモデルが必要であり，計算に時間がかかりすぎる場合や，対象を物理法則

で表現したものの，簡単に測定できない未知パラメータが多く，シミュレータとして機能しな

いような場合もある．このような場合に検討されるのがブラックボックスモデリングである．

ブラックボックスモデリングは，対象の入出力間に存在する関係を入出力データをもとに統計

的にモデリングするものである．モデルベース開発において，ブラックボックスモデリングは

主に 2つの使われ方をする．ひとつは，ホワイトボックスモデルの低次元化手段として，もう

ひとつはホワイトボックスモデリングが困難な物理現象をもつ試作機のモデリング手段として

である．前者は，主に計算時間の低減を目的としたものであり，後者は制御対象の特性把握や

数少ない試作機の共有などを目的としている．

なお，ダイナミクスが含まれる対象のブラックボックスモデリングは，制御分野でシステム

同定と呼ばれる．足立 [6]によると，システム同定の基本的な手順は

1. プリ同定

2. システム同定実験の設計

3. システム同定実験

4. 入出力データの前処理

5. 構造同定（モデル構造の選定）

6.（線形・離散時間）システム同定

7. モデルの妥当性の評価

となっている．Fig. 1.1に基本的な手順の流れを示す．システム同定は手順化されている上に，

*1 制御装置はハードウェアとしての制御装置である．自動車のエンジンならば ECU（Engine Control Unit）など
を指す．

*2 本論文では，以後，断りなくプラントモデルを『モデル』と表記する．区別が必要な場合のみ，プラントモデル
と表記する．
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Pre-identification or

prior knowledge

Experiment design

Identification experiment

Pre treatment of data

Choose model

System identification

Model validation

Start

End

OK

NG

Fig. 1.1 Flowchart of system identification

MATLABの System Identification ToolBox（以下，SITBと略記する）のような CAEツール

も構築され，コマンド一つで同定アルゴリズムを実行できる環境が整っている．そのため，シ

ステム同定は一見確立された分野であるように見える．

しかし，多くの場合システム同定というと，暗に前述の入出力データの前処理以降を指す場

合が多い．たとえば，SITBには“iddemo”と呼ばれるシステム同定の例題が 9種類実装され

ている [7]．このうち，iddemo1はフィードバックプロセストレイナー PT326と呼ばれる電圧

を入力，温度を出力とする 1入力 1出力の熱伝導装置を同定する例題である [8]．この例題は，

同定対象にランダム二値信号（Random Binary Signal：RBS）を印加して得られた入出力デー

タをもとに，予測誤差法により状態空間モデル，ARXモデル，連続時間伝達関数をそれぞれ
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同定し，得られたモデルのナイキスト線図を描画後，時間領域においてこれらのモデルの予測

出力と実測出力をグラフ表示し，適合率と呼ばれる，予測出力と実測出力の二乗和誤差平方根

を実測出力の標準偏差で規格化し，パーセント表示した指標を比較するという内容である．当

然ではあるが，“適切な入出力データ”が与えられた状態からこのデモはスタートする．

一方，実際のシステム同定では，この適切な入出力データを得るために，同定実験までのス

テップが必要になる．まず，プリ同定による同定対象の特徴把握後，特徴に応じたシステム同

定実験の設計を行う．このシステム同定実験の設計のステップでは，同定実験を行うための環

境整備のほか，アクチュエータに印加する同定入力を考える．適切な同定入力を同定対象に与

えられなければ，そのあとの同定実験のステップで適切な入出力データを得ることはできな

い．また，同定実験は時間と費用がかかり，簡単にやり直しがきかないこともある [9]．

このように，システム同定実験の設計のステップ，特に同定入力の設計はシステム同定に

とって非常に重要な手順である．同定入力は，同定対象のもつすべてのモードを励起するもの

でなければならない．1入力 1出力（Single Input Single Output：SISO）系に対する同定入力

の場合，これは PE（Persistently Excitation：持続的励振）性と呼ばれる条件によって特徴づけ

られることが知られている．そのため，SISO系では，M系列や白色雑音といった，すべての

モードを励起できるような信号を入力しておけばよいということになる．一方，多入力系の場

合は入力間の相互相関を考慮しなければならないのだが，SISO系のように明確な特徴づけが

されていない．

また，前述の iddemoを概観すると，モデルの妥当性評価では，離散時間信号の周波数領域

でのモデルを推定する iddemo4，逐次同定を扱う iddemo5を除くすべての例題において，時間

領域におけるグラフ表示と適合率の比較を行っている．つまり，このグラフ表示と適合率の比

較は，SITBによるシステム同定において事実上の標準であるといえるだろう．しかし，適合

率はパーセント表示であるにも関わらず，負値を取る場合もある [10]．これは，適合率の定義

から上限は 100％でも下限が存在しないためであるが，％で表示する以上，ユーザは 0～100

までの間の値を取るものであると期待する．さらに，適合率はシステム同定にとって適切な指

標なのかどうかについて，著者が調べた限り，ほとんど議論がされていなかった．

最後に，MBDの視点から前述の二つの課題を考える．まず，同定入力の設計についてであ

るが，同定対象には ON/OFFの二値信号が入力となることが多い．そのため，二値信号によ

りすべてのモードを励起できる信号を提示することが望まれている．つぎに，モデルの妥当性

評価についてであるが，適合率は SITBに搭載されているため，MBDに関わる多くのユーザ

が目にすることになる．しかし，適合率がシステム同定結果にとって適切な評価指標であるか

どうかもわからないまま，これを使うことは好ましくなく，適合率についての議論が必要で

ある．

このように，システム同定はいまだに解決すべき問題は多く，発展途上であると考えられ

る．MBDの発展とともに，システム同定への期待は増しており，同定法以外の部分について
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も焦点を当てた研究が求められている．

1.2 本論文の位置づけ

本論文では MBDにおけるシステム同定について論ずる．特に，背景として述べたように，

“システム同定実験の設計”と“モデルの妥当性の評価”それぞれのうち，多入力系の入力設計

と，時間領域でのシステム同定結果の評価法は，システム同定を成功させる上で重要である．

まず，多入力系の入力設計について，本論文では対象のすべてのモードを励起する入力につ

いて，すなわち可同定性の観点から入力設計を論じる．特に，SISO系でよく用いられるM系

列を多入力系に印加することを考える．M系列をはじめとする二値信号は，アクチュエータの

飽和にかからないよう設計可能である上に，ON/OFFのような二値しか取りえない入力に対し

ても印加可能であり，同定入力として利用できれば，応用上有用である．

つぎに，背景で述べたとおり，時間領域でのシステム同定結果の評価は“モデルの妥当性の

評価”においてほぼ必ず行われ，適合率も多くの人が見る指標となっている．この指標がシス

テム同定にとって妥当かどうかを議論し，他分野を含めて他に適切な指標を探ることは重要で

あると考えられる．

以上のように，本論文では，MBDにおけるモデリング手段としてシステム同定を利用しや

すい環境を整えることを目的とし，多入力系の入力設計の観点から“共通極をもつシステム多

入力系を同定する際に印加する M系列信号の満たすべき条件”を提示し，時間領域でのシス

テム同定結果の評価の観点から，”システム同定結果の時間領域における評価指標”として，シ

ステム同定の評価に適した指標について考察する．

1.3 本論文の構成

本論文の構成を Fig.1.2に示す．第 2章では，本論文の背景となる“モデルベース開発”お

よび“システム同定実験の設計”と“モデルの妥当性の評価”の基礎的な事項および従来研究

について述べる．

第 3章では，共通極をもつ多入力系に対する入力設計について述べる．まず，共通極をもつ

多入力系に対して，巡回シフト M系列という二値信号を印加するために満たすべき条件を可

同定性の観点から明らかにする．つぎに，条件に基づいた入力設計法を提案し，提案法が適切

に機能することをシミュレーションによって確認する．

第 4章では，システム同定結果の時間領域での評価法について述べる．まず，システム同定

で用いる指標である適合率の特徴をまとめ，その問題点を明らかにする．つぎに，適合率に代

わる指標を提示するために，システム同定分野外で用いられている指標についての特徴を，適

用される不等式をもとにまとめ，このまとめをもとに新たな指標を提案し，その意味について
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Chapter 1

Introduction

Chapter 2

Background

Chapter 5

Conclusions

Chapter 3

System identification 

for multi-input single-output system 

using cycle shifted M-sequence

Chapter 4

Model validation criteria 

for system identification

in time domain

Fig. 1.2 Overview of this thesis

調べた．最後に，提案した指標が最適値となる条件について解析し，システム同定結果評価に

対する有用性を数値例により検証した．

第 5章では，本論文の結論について述べる．
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第 2章

研究背景

本章では，はじめにモデルベース開発の概要について述べる．つぎに，前章で説明したよう

に，システム同定は 7 つのステップからなる．このうち，本論文でのメイントピックである

“システム同定実験の設計”と，“モデルの妥当性評価”についての概要，従来研究について述

べる．

2.1 モデルベース開発

モデルベース開発（MBD）は，組み込みソフトウェア開発手法のひとつで，近年自動車業

界を中心に広がりを見せている．本節では，MBDの基本的な概念と流れについて説明し，シ

ステム同定との関わりについて述べる．

2.1.1 ソフトウェア開発の基本的な流れ

ソフトウェア開発の基本的な流れを Fig. 2.1に示す [11], [12]．この流れは一般的に V字プ

ロセス，あるいは Vモデルと呼ばれる．

左側半分が要件定義や設計といった要求仕様策定の工程であり，右側半分がテストの工程を

示している．また，V字プロセスでは，左側の項目で決めた要求仕様に対して同じ高さに配置

されている右側の項目のテストが対応している．たとえば，最上流の要件定義（Requirement）

は顧客要望から製品規格を決める工程であるのに対し，受け入れテスト（Acceptance test）は

取り決めた規格をシステムが満足し，顧客要望を満たすことができるか確かめる工程である．

V字プロセスは要求とテストを対応付けることで，どのテストがどの要求と対応しているかを

明確化する狙いがある．
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Requirement

System design

Component design

Code building

Component test

System test

Acceptance test

Fig. 2.1 V-model for typical software development

Controller

Model

Plant

Model

Input Output
+
-

Fig. 2.2 Controller model and plant model for Model-Based Development

2.1.2 MBDの流れ

従来の開発には以下に挙げる問題点が存在した [13]．

【1】構築しようとしているシステムの複雑化により，仕様書のレビューに限界がある．

【2】仕様書は自然言語で記述されるため，曖昧な部分や誤解が生じる．

【3】仕様書のレビューや誤解により，不具合が生じ，テストで手戻りが発生する．

MBD では，【1】～【3】までの問題点に対し，Fig. 2.2 に示すように，自然言語で記述さ

れる仕様書をコントローラモデル，制御対象をプラントモデルとしてそれぞれを MATLAB

/Simulink等の CAEツールを用いて記述することにより解決を図る．
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Requirement

System design

Component design Component test

System test

Acceptance test

Model In the

loop Simulation

Auto Code Generation
Hardware In the

loop Simulation

Rapid Control

Prototyping

Fig. 2.3 V-model for Model Based Development

MBD に対する V 字プロセスを Fig. 2.3 に示す．ただし，青枠部分が MBD に対応してい

る．青枠部分について，それぞれ説明する．

Model In the Loop Simulation 　

　プラントモデルとコントローラモデルにより，シミュレーションを行うことをModel In the

Loop Simulation（MILS）と呼ぶ．シミュレーションにより，コントローラモデルの振る舞い

を確認できるため，【1】のレビューの負担を減らすことができる．また，コントローラモデル

を開発関係者で共有するため，【2】で問題となった曖昧さや誤解が生じなくなるメリットがあ

る．さらに，シミュレーションによりテスト工程の一部を先取りできるため，【3】で問題とな

る不具合を減らせる．

Rapid Control Prototyping 　

　MILSで開発されたコントローラモデルと実制御対象のプロトタイプを接続し，振る舞いを

確認することを Rapid Control Prototyping (RCP)と呼ぶ．MILSと並行，もしくはMILSの後

に行われる．RCPを行うことでMILSで見えなかった実時間動作での不具合が確認できる．

自動コード生成 　

　MILSや RCPで開発されたコントローラモデルを実装できる形のソースコードに機械的に

変換することを自動コード生成（Auto Code Generation：ACG）と呼ぶ．たとえば，Simulink

で生成したコントローラモデルであれば Simulink Coder [14]によりソースコードに変換でき

る．仕様書からハンドコーディングする工程を減らせる*1ため，【2】で問題となる誤解のほか，

コーディングでの単純ミスを減らせる．

Hardware In the Loop Simulation 　

　自動コード生成により得られたソースコードを実装したボードと，プラントモデルを接続し

*1 自動コード生成はすべてのソフトウェアに適用できるわけではない．特に，ボード間の通信や割り込み処理へ
の対応が困難なことが多い．
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テストを行うことを Hardware In the Loop SImulation（HILS）と呼ぶ．数多くのテストシナリ

オに基づき，開発したソフトに不具合やバグがないことを確認する．

2.1.3 プラントモデリングとシステム同定

MBDでコントローラモデルを開発するためには，プラントモデルが重要となる．実機動作

を再現できるプラントモデルを得られていれば，HILS後のテストで実機をスムーズに導入で

き，MBD の目的である開発効率化を実現できる．一方，特に複雑な物理現象を扱う場合に，

プラントモデルはMBDにとってボトルネックになりやすい．たとえば，

【1】 構築したプラントモデルと制御対象とで挙動が異なり，MILSに着手できない．

【2】 複雑すぎるプラントモデルを構築したため，MILS や HILS でシミュレーションする

際に時間がかかりすぎる，

といったことが起こると，開発効率が落ちてしまう．前者はパラメータが不適切，もしくは物

理現象を再現できていないなどの原因が考えられる．後者は 3DCADで構築したモデルなど，

演算に時間がかかるモデルを用いる場合に起きる．このような場合のモデリング法のひとつと

してシステム同定が考えられる．前述の問題点【1】に対し，システム同定では，適切な入出

力データを得られれば，再現できていない物理現象を特定せずとも，モデルを構築できる．ま

た，【2】についても，MBDでは入力からセンサまでのプラントモデルさえあればよい．その

ため，構築したモデルに対してシステム同定を行ない，低次のプラントモデルを得ることで，

演算時間を短縮できる．

システム同定を行なうとき，適切な入出力データが得られるよう，可同定性を満たす同定入

力を印加すること，そして，同定で得られたモデルの妥当性が確認できることが重要となる．

まず，前者については制御対象が多入力システムである場合，可同定性に関する研究は少な

く，同定入力設計が課題となる．また，後者のモデルの妥当性評価では，同定実験で用いた入

力を同定モデルに対し印加し，得られた予測値と実測値を比較する．この比較を行うとき，適

合率と呼ばれる指標がよく用いられる．しかし，適合率は負値を取る，低振幅波形に高い値を

示す，といった課題がある．そこで，本論文では、多入力 1出力システム（共通極システム）

に対する同定入力としてのM系列設計法と、同定結果の評価に用いる指標について述べる．

2.2 システム同定実験の設計

システム同定実験の設計のステップは，大きく分けて，

【1】 ハードウェアの選定

【2】 サンプリング周期の選定
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【3】 同定入力の設計

の 3項目からなる．本節では【3】について述べる．

なお，【1】は同定入力を加えるファンクションジェネレータなどの装置，対象を動かすモー

タなどのアクチュエータ，出力を取得するためにつけるエンコーダなどのセンサ，対象の動作

帯域に応じた入出力を測定するためのオシロスコープやデータロガーといった計測器，などを

同定対象の動作帯域やダイナミックレンジをもとに選定するものである．また，【2】は，でき

るだけ短いサンプリング周期でサンプリングしておき，後からデシメーションによりシステム

同定に適したサンプリング周期に変換する方法が一般的に取られる．そのため，【1】，【2】は

システム同定において大きな問題となることは少ない．

2.2.1 SISO系の ARXモデルを用いた同定

同定入力の設計が重要となる理由を，システム同定の基本である最小二乗法による SISO系

の ARXモデルを用いた同定により説明する．

[1]最小二乗法による ARXモデルのパラメータ推定 　

　一般的な離散時間 LTIシステムは

y(k) = G(q)u(k) + H(q)w(k) (2.1)

で定義される．ただし，u(k), y(k)はそれぞれ時刻 k における入力，出力であり，{w(k)}は平
均値 0，有限な分散をもつ白色雑音である．また，G(q)はシステムの伝達関数，H(q)は雑音

の伝達関数を示す．式 (2.1)に対し，ARXモデルは

G(q) =
B(q)
A(q)

, H(q) =
1

A(q)
(2.2)

すなわち，

A(q)y(k) = B(q)u(k) + w(k) (2.3)

で定義される．ただし，A(q), B(q)はそれぞれ，

A(q) = 1 + a1q−1 + a2q−2 + · · · + ana q−na

B(q) = b1q−1 + b2q−2 + · · · + bnb q−nb

で，na, nb はそれぞれ式 (2.3)両辺の多項式の次数をあらわす．なお，qはシフトオペレータ

であり，

q−1u(k) = u(k − 1) (2.4)
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 u(k-1)

y(k
-1

)

y(
k)

Data ARX Model

y(k) = a1y(k-1)+b1u(k-1)

w(k)

Fig. 2.4 Conceptual diagram of ARX model for na = 1, nb = 1 and N = 4

である．ここで

θ = [a1, · · · , ana , b1, · · · , bnb ]T ∈ R(na+nb)

ϕ(k) = [−y(k − 1), · · · , − y(k − na), u(k − 1), · · · , u(k − nb)]T ∈ R(na+nb)

と表記すると，式 (2.3)は

y(k) = ϕT(k)θ + w(k) (2.5)

と書ける．入出力データが N 対，得られたとすると，

y = Φθ + w (2.6)

と書ける．ただし，

y =
[

y(na + 1) y(na + 2) · · · y(na + N)
]T ∈ RN

Φ =
[
ϕ(na) ϕ(na + 1) · · · ϕ(na + N − 1)

]T ∈ RN×(na+nb)

w =
[

w(na + 1) w(na + 2) · · · w(na + N)
]T ∈ RN

とおいた．Fig.2.4 は式 (2.6) を na = 1, nb = 1, N = 4 として示す ARX モデルの概念図であ

る．図のように，ARXモデルは多変量解析における重回帰分析と同様に，na + nb 個の説明変

数 u(k − 1), ..., u(k − nb), y(k − 1), ..., y(k − na)で 1つの目的変数 y(k)を記述するものである．

したがって，パラメータ θの推定値 θ̂は重回帰分析と同様に最小二乗法によって求められる．

最小二乗法では，損失関数

J =
na+N∑

k=na+1

(y(k) − ϕT(k)θ)2 (2.7)
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Data
ARX Model

y(k) = a1y(k-1)+b1u(k-1)

 u(k-1)

y(k
-1

)

y(
k)

Fig. 2.5 Multicollinearity

を最小化するパラメータ θを求める．J を θにより偏微分して 0とおくことで，

ΦTΦθ̂ = ΦTy (2.8)
θ̂ = (ΦTΦ)−1ΦTy (2.9)

を得る．なお，式 (2.8)は正規方程式と呼ばれる．

[2]多重共線性 　

　 u(k − 1), y(k − 1)が線形従属の関係にあると仮定する．すると，式 (2.8)右辺の ΦTΦが特

異となり，この逆行列は存在しない．これは，Fig.2.5 のようにモデルが赤線を中心に回転の

自由度をもつことになる．すなわち，モデルを一意に決めることができなくなる．多変量解析

分野ではこのように，説明変数間に強い相関もしくは線形従属な関係があることを，多重共線

性 [15]と呼ぶ．多変量解析分野では，説明変数間に多重共線性がある場合，主成分分析で説明

変数をまとめて回帰を行う主成分回帰（Principal Component Regression：PCR）や，式 (2.8)を

θ̂ = (ΦTΦ + λI)−1ΦTy (2.10)

と正則化項 λI を加えて逆行列を取れるようにする，正則化最小二乗法（リッジ回帰）などで
対応する．

システム同定においても，多重共線性は問題になる．これを具体例を用いて説明する．3次

の ARXモデル

(1 + a1q−1 + a2q−2 + a3q−3)y(k) = (b1q−1 + b2q−2 + b3q−3)u(k) + w(k) (2.11)

のパラメータ ai, bi, i = 1, 2, 3を最小二乗法により求める．ここで，u(k) = sin(ωTk + φ)と，

角周波数 ω，初期位相 φの単一正弦波を印加した場合について考える．なお，T はサンプリン
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グ周期である．すると，

u(k) = sin(ωTk + φ) (2.12)
u(k − 1) = sin(ωTk + φ) cosωT − cos(ωTk + φ) sinωT

= cosωT u(k) − cos(ωTk + φ) sinωT (2.13)
u(k − 2) = sin(ωTk + φ) cos(2ωT ) − cos(ωTk + φ) sin(2ωT )

= (cos(2ωT ) − 2 cos(ωT )2)u(k) + 2 cosωT u(k − 1) (2.14)

となり，u(k − 2)は u(k)と u(k − 1)の線形結合で記述できることがわかる．この単一正弦波 u

を利用して式 (2.11)を同定すると，Fig.2.5のように多重共線性が生じる．

このように，システム同定分野でも多重共線性は問題となる．そこで，システム同定では多

重共線性を回避するために，適切な入力 u(k)を印加しなければならない．

2.2.2 可同定性

システム同定では，同定入力が同定対象のもつすべてのモードを励起することにより，多重

共線性を回避できる．これは，可同定性と呼ばれる概念によって特徴づけられる．本節ではま

ず，本論文で用いる可同定性について定義する．つぎに，線形差分方程式で記述される SISO

系に対して，可同定性を満たす入力を特徴づける PE性について説明する．

[1]確定的可同定 　

　確定的な離散時間 SISO系

y(k) + a1y(k − 1) + · · · + ana y(k − na) = b1u(k − 1) + · · · + bnb u(k − nb) (2.15)

を考える．ここで，このシステムの伝達関数

G(q) =
b1q−1 + · · · + bnb q−nb

1 + a1q−1 + · · · + ana q−na
(2.16)

は既約であるとする．また，パラメータを

θ = [a1, · · · , ana , b1, · · · , bnb ]T (2.17)

と表記する．以上の準備のもとで，入出力データ {u(k), y(k) : k = 1, 2, ...,N} に基づいて，
式 (2.17)のパラメータ θが一意的に決定されるとき，θは確定的可同定であるという [16],[17]．

[2]確率的可同定 　

　確率的な離散時間 SISO系

y(k) + · · · + ana y(k − na) = b1u(k − 1) + · · · + bnb u(k − nb) + w(k) (2.18)

を考える．ただし，w(k)は平均値 0，分散 σ2の白色雑音である．入出力データ {u(k), y(k) : k =

1, 2, ...,N}に基づく，パラメータ θ の漸近的最小分散推定値 θ̂N が N → ∞のときに θ に二乗



第 2章 研究背景 16

平均収束する，すなわち

lim
N→∞

E[θ̂N] = θ (2.19)

のとき，θは確率的可同定であるという [16], [17]．

θが確率的可同定ならば，θは確定的可同定である．

[3] PE性 　

　式 (2.18) で示されるシステムが確率的可同定となる条件を与える．u(k) の自己相関関数

ϕu(τ)を

ϕu(τ) = E[u(k)u(k + τ)] (2.20)

で定義する．ただし，E[·]は期待値であり，τはラグである．自己相関関数から構成される自
己相関行列

Rn =


ϕu(0) ϕu(1) · · · ϕu(n)
ϕu(1) ϕu(0) · · · ϕu(n − 1)
...

...
. . .

...
ϕu(n) ϕu(n − 1) · · · ϕu(0)

 (2.21)

を定義する．ここで，Rn が正則で，Rn+1 が特異となるような nが存在する場合，u(k)は次数

nの PE性信号であると呼ばれる．

式 (2.18)が確率的可同定となるための必要十分条件は，入力 uが次数 na + nb 以上の PE性

信号であることが知られている [18]．なお，前項で扱った単一正弦波は 2次の PE性信号であ

り，3次の ARXモデルに対しては確率的可同定ではない．

2.2.3 同定入力

PE性の次数が高く，同定に適した同定入力について述べる．

[1]白色雑音 　

　白色雑音とは，すべての周波数に対して同じ強度をもつ信号である．白色雑音の自己相関関

数は

ϕ(τ) =
{
σ2, τ = 0のとき
0, τ , 0のとき (2.22)

である．ただし，σ2 は白色雑音の分散である．式 (2.22)より，白色雑音に対しては，自己相

関行列式 (2.21)の対角成分のみに値をもつため，次数無限大の PE性信号である．白色雑音は

PE性の観点からは理想的な同定入力であるものの，実用上は以下のように振幅面でいくつか

の問題がある．
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Fig. 2.6 An example of saturation characteristics

【1】 アクチュエータの飽和にかかりやすい

【2】 アクチュエータの不感帯にかかりやすい

まず【1】について述べる．一般的に出力の測定値には雑音が混入するため，出力値が小さ

いと雑音に埋もれてしまい，出力の SN比が悪くなる．SN比が悪いとシステム同定精度は劣

化するため，SN比の良いデータを取るためには同定入力の振幅は大きくとるべきである．し

かし，アクチュエータは Fig.2.6のように，ある入力（Fig.2.6では ±a）以上は出力が一定値

を取る飽和特性をもつことが多い．システム同定を行う場合，同定入力は飽和にかからない程

度に小さくすることが望ましい．この観点に立つと，与えられたエネルギーが一定である制約

のもと，最大振幅が小さいものが同定入力としては望ましい．これを特徴づける指標が波高率

（crest factor）である [6]．信号 u(k)の波高率は，

Cr =

max
k
|u(k)|√√

lim
N→∞

1
N

N∑
k=1

u(k)2

(2.23)

で定義される．波高率は，u(k)の最大振幅を平均パワーで割ったものであり，小さいほど同定

入力として望ましいと言える*2．平均値 0，分散 σ2 の正規性白色雑音の場合，

Cr >
3σ
σ
= 3 (2.24)

*2 たとえば，直流（u(k) = 1）ならば Cr = 1，正弦波 (u(k) = sin(ωk)ならば Cr =
√

2)である．
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Fig. 2.7 An example of dead zone

である．ここでは計算のため， max
k
|u(k)| > 3σを利用した．なお，u(k) ∈ [−a, a]の一様分布

をもつ白色雑音の場合，分散は a2/3なので，

Cr >
a

a/
√

3
=
√

3 (2.25)

であり，正規性白色雑音よりは望ましい波高率をもつ．

つぎに，【2】について述べる．たとえば，モータなどは静止摩擦をもつため，Fig.2.7に示す

ように，ある程度入力（Fig.2.7では ±a）を印加しなければ動き出さない．これは不感帯とよ

ばれる非線形性である．白色雑音には，不感帯にかかるような小さい入力も含まれる．特に平

均値 0の正規性白色雑音の場合は 0が最頻値となるため，不感帯にかかりやすい同定入力であ

るといえる．

これらの問題から，白色雑音を同定入力とすることは一般的に難しい．

(a) M系列

前述の飽和・不感帯にかかりにくい信号として，1と −1のみを取る二値信号が挙げられる．

二値信号の波高率は式 (2.23) より最小値である 1 を取り，振幅特性は同定入力の中で最良で

ある．

二値信号の中でも，有限サンプル数において白色雑音を近似した性質をもつ“M系列”がシ

ステム同定ではよく利用される．M系列は 1周期 N = 2nm − 1サンプルで構成される ±1のみ

を取る二値信号であり，1周期中に 1が 2nm−1 個，−1が 2nm−1 − 1個存在する．ただし，nm は

任意の正の整数である [19]．
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M-sequence
…

a1an

D D D D

x(k-n) x(k-n+1) x(k)x(k-1)

an-1

…

Fig. 2.8 M-sequence generator (D denotes shift register)

M系列を x(k), k = 1, · · · ,N とおくと，その 1周期分の総和は

N∑
k=1

x(k) = 1 (2.26)

となる．また，M系列の自己相関関数 ϕm(τ)はラグ τに対して，以下の二値のみを取る．

ϕx(τ) =
1
N

∑
x(k)x(k + τ) =

 1, τ = 0,N, 2N, · · ·のとき
− 1

N
, その他

(2.27)

よって，式 (2.21)の自己相関行列 RN+1 は，

RN+1 =



1 − 1
N

· · · − 1
N

1

− 1
N

1
. . .

...
...

...
. . .

. . . − 1
N

...

− 1
N

· · · − 1
N

1 − 1
N

1 − 1
N

· · · − 1
N

1


(2.28)

となる，すなわち，RN は正則で，RN+1 は特異であり，M系列は次数 N の PE性信号である

といえる．そのため，N を大きくとれば PE性の次数を大きくすることができ，可同定性の条

件を満たしやすい同定入力である．

なお，M系列は

x(k) = a1x(k − 1) ⊕ a2x(k − 2) ⊕ · · · ⊕ anx(k − n) (2.29)

によって生成できる．ただし，ai, i = 1, 2, ..., nは原始多項式*3の係数であり 0か 1をとる．ま

た，⊕は 2を法とする和をあらわす．これは，Fig.2.8に示すような n段のシフトレジスタを

用いた発生回路に対応する．Table 2.1に nm に対して，原始多項式となる ai = 1, i = 1, ..., nm

*3 整数係数多項式の係数の最大公約数が 1のとき，その多項式を原始多項式という．
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Table 2.1 Coefficients of primitive polynomials

nm Primitive polynominal

2 (1, 2)

3 (1, 3)

4 (1, 4)

5 (2, 5)

6 (1, 6)

Table 2.2 Example of generation of M-sequence using primitive polynomial (1, 3)

k x(k) x(k − 1) x(k − 2) x(k − 3)

1 1 1 0 0

2 1 1 1 0

3 0 1 1 1

4 1 0 1 1

5 0 1 0 1

6 0 0 1 0

7 1 0 0 1

8 1 1 0 0

の組み合わせの例を示す．たとえば，nm = 3における (1, 3)とは，

x(k) = x(k − 1) ⊕ x(k − 3) (2.30)

という，シフトレジスタ数が 3 の多項式を示す．ここで，式 (2.30) の初期値として，

[x(0) x(−1) x(−2)] = [1 0 0]を与えると，Table 2.2の x(k)の列に示すように，[1 1 0 1 0 0 1 1 ...]

の系列が得られる．k = 8 の行と k = 1 の行に注目すると，x(k)～x(k − 3) のすべてが一致し

ている．つまり，この系列は 1 周期 7 サンプルの系列であるといえる．なお，Table 2.2 の

x(k − 1)～x(k − 3)の 3列を，1行ごとに 3桁の 2進数とみると，[0 0 0]を除く 3桁で表現可

能な 2進数がすべて含まれていることがわかる．このように，シフトレジスタ数が 3の場合，

23 − 1 = 7が最大の系列長である．なお，M系列の名前は，あるシフトレジスタ数において生

成可能な最大周期（Maximum length）の系列というところからきている．

また，初期値に [0 0 0]を与えると，0しか得られないため，初期値は全要素が 0以外のもの

を与えなければならない．
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2.2.4 MISO系に対する M系列の印加法

MISO系に対するM系列の印加法としては，異なる原始多項式から生成したM系列のうち

相互相関関数の値が小さいものを複数選別して加える方法，ある入力チャネルに加えた M系

列を巡回シフトさせ他の入力チャネルに加える方法，の二種類が知られている．前者の方法は

プリファードM系列 [20]，後者の方法は巡回シフトM系列 [21]と呼ばれる．

[1]プリファード M系列 　

　プリファードM系列を作成するために，以下の間引き演算を導入する．

u[a] ≡ [u(0), u(a), · · · , u(ai), · · · ]

とし、a, iは正整数とする．これは，系列 uを aおきに間引くことを意味する。特に，M系列

の場合，周期 N と互いに素な数 aで間引くことで，別の原始多項式から生成されるM系列と

なることが知られている．この性質を利用して生成した M系列同士の相互相関関数について

はつぎの二つの定理が知られている [20]．

定理 2.1� �
uと vを周期 2n − 1のM系列とする．

もし，3つの条件

(1) v = u[p]．

(2) p = 2k + 1または，p = 2k − 1．ただし，kは任意の正整数．

(3) r = gcd(n, k)としたとき，n/rが奇数である．

をすべて満たすならば，uと vの相互相関関数は 1周期中に以下の 3値を特定の回数とる

• (−1 + 2(n+r)/2)N/N を 2n−r−1 + 2(n−r−2)/2 回

• −1/N を 2n − 2n−r − 1回

• (−1 − 2(n+r)/2N)/N を 2n−r−1 − 2(n−r−2)/2 回

ただし，n, kは正の整数であり，gcd(n, k)は nと kの最大公約数をあらわす．� �
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定理 2.2� �
uと vを周期 2n − 1のM系列とする．

もし，2つの条件

(1) nは 4の倍数である

(2) v = u[−1 + 2(n+2)/2]である

をともに満たすならば，uと vの相互相関関数は 1周期中に以下の 4値を特定の回数とる

• (−1 + 2(n+2)/2)/N を (2n−1 − 2(n−2)/2)/3回

• (−1 + 2n/2)/N を 2n/2 回

• −1/N を 2n−1 − 2(n−2)/2 − 1回

• (−1 − 2n/2)/N を (2n − 2n/2)/3回� �
定理 2.1を満たすM系列対をプリファードペアと呼び，プリファードペアの関係にあるM

系列をまとめてプリファードM系列と呼ぶ．また，定理 2.2を満たすM系列をまとめて特殊

M系列と呼ぶ．これらを満たさないM系列対の相互相関関数は一般的に大きな値を取ること

が知られている．プリファード M系列の組み合わせは非常に少ないことが知られており，入

力数が 6を超えるとその生成が困難である [22]．

[2] Gold系列 　

　系列間の相互相関関数が小さい多数の系列を得るために，Gold系列 [23]が使われることが

ある．Gold系列は Fig.2.9に示すように，プリファードペアな 2つのM系列の 2を法とする

和を取ったものである．各M系列の周期を 2k − 1とすると，Fig.2.9に示すM系列 1の発生

器を固定して，M系列 2の初期値を 1時刻ずつずらすことで，2k − 1種類の Gold系列を生成

できる．最終的に，1つのプリファードペアから，生成した Gold系列と，生成に利用した 2

種類のM系列の計 2k + 1種類の異なる系列が生成できる．Gold系列はプリファードペアとな

るM系列と同じく 3値の相互相関関数を取ることが知られている．なお，Gold系列それぞれ

の自己相関関数は相互相関関数と同じく 3値を取る．

また，定理 2.2を満たす M系列で，Gold系列と同様な操作をして得られた系列は Goldラ

イク系列と呼ばれている．こちらも定理 2.2で示す 4値の相互相関関数を取ることが知られて

いる．

Gold 系列の生成例を示す．まず，M 系列 Mseq1 をシフトレジスタ数 n = 5，Table 2.1 か

ら原始多項式の係数 (2, 5) を用いて生成する．つぎに，Mseq2[k] = Mseq1[2k + 1], k = 2 と

して間引いたM系列 Mseq2 を生成する．定理 2.1より，e = gcd(n, k) = 1なので，Mseq1 と

Mseq2 はプリファードペアである．Mseq1 と Mseq2 それぞれ 1周期を Fig.2.10に示し，これ
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…
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Fig. 2.9 Gold sequence generator
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Fig. 2.10 Wave forms of M seq 1 and M seq 2

らの相互相関関数 ϕMseq1,Mseq2 のヒストグラムを Fig.2.11に示す．図より，相互相関関数は，

ϕ(Mseq1,Mseq2) = (−1 + 2(5+1)/2)/31, − 1/31, (−1 − 2(5+1)/2)/31
= 7/31, − 1/31, − 9/31 ≈ 0.225, − 0.032, − 0.29

の 3値をそれぞれ，10回，15回，6回取っていることが確認できる．さらに，Fig.2.12にプ

リファード M系列 Mseq1, Mseq2 から生成した Gold系列を 3種類示す．これらの系列の相

互相関関数・自己相関関数は Fig.2.11に示す 3値を同じ回数だけ取る．

プリファード M系列と Gold系列は主に移動体通信の分野で利用されている [24], [25]．一
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Fig. 2.12 Wave forms of Gold seq 1～ Gold seq 3

方，開ループでの同定を前提としているためか，システム同定への応用例 [26]は少ない．本

論文では，これらの系列については紹介にとどめるが，後述する巡回シフトM系列と異なり，

確定的可同定性が問題となることがないため，次数が全くわからない上に入力数が多い系に対

して，開ループ同定を行う際には有用であると考えられる．
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[3]巡回シフト M系列 　

　巡回シフト M 系列は 1 周期 N サンプルの M 系列 {u1(k) : k = 1, 2, ...,N} を，p 入力

u1, u2, · · · , up に対して，

u1(k) = u2(k − ℓ) = · · · = up(k − (p − 1)ℓ) (2.31)

と，入力チャネルごとに ℓ時刻ずつシフトした系列である．ただし，m(k−N) = m(k), k = 1, ...,N

であり，時刻 k ≤ 0では，M系列を巡回シフトさせる．たとえば，2つの入力 u1, u2 に対して，

N = 31, ℓ = 8の巡回シフトM系列を作成すると，Fig.2.13のようになる．図中の背景を緑で

示す部分が前述の巡回シフトに対応する部分である．巡回シフトM系列はシフト幅 ℓとM系

列の系列長 N のみを決定すれば入力を生成でき，他のクラスの入力よりも簡単に設計できる

利点がある．

なお，巡回シフトM系列の系列間の相互相関関数は，式 (2.27)， (2.31)より，

ϕuv(τ) =

 1, τ = ℓ, 2ℓ, · · ·のとき
− 1

N
, その他

(2.32)

となる．これは，定理 2.2に示すプリファード M系列の系列間の相互相関関数よりも絶対値

が小さいことがわかる．

[4]巡回シフト M系列を用いた有限インパルス応答で記述される MISO系の多項式モデルを用

いた同定 　

　巡回シフト M 系列は，設計パラメータがシフト幅 ℓ と系列長 N だけであり，相互相関関

数も小さい値を示す．しかし，システム同定において巡回シフト M系列を利用する場合，設

計パラメータの選び方によっては可同定性条件を満たさなくなり，正しくパラメータ推定が

できなくなる問題点をもつ．そこで，可同定性条件を満たす巡回シフト M系列の設計法とし
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て，MISOの有限インパルス応答で記述される多項式システム（以降，全零システムと記載）

に対するものが研究されてきた [27]–[29]．この設計法は，シフト幅 ℓ を対象のインパルス応

答長よりも長く取り，かつ未知パラメータ数よりも多くのデータ数を取得するように設計す

るものである．この設計法により生成された同定入力は音響分野で，スピーカから耳までの

音の伝わり方を示す頭部伝達関数からなる 24入力系の同定実験に利用され，成果を挙げてい

る [29]–[31]．

巡回シフトM系列を用いた同定法を詳しく述べる．p入力 1出力の確定的な全零システム

y(k) = b11u1(k − 1) + · · · + b1nb u1(k − nb) + · · ·
+bp1up(k − 1) + · · · + bpnb up(k − nb) (2.33)

を仮定する．ただし，ui(k), i = 1, · · · , p はそれぞれ時刻 k における i 番目の入力であり，

bi j, i = 1, · · · , p, j = 1, · · · , nb は入力 iの j番目のインパルス応答である．このとき，式 (2.33)

とまったく同じ構造をもつ FIRモデル

ŷ(k) = b̂11u1(k − 1) + · · · + b̂1nb u1(k − nb) + · · ·
+b̂p1up(k − 1) + · · · + b̂pnb up(k − nb) (2.34)

のパラメータを一意に決定するための，すなわち確定的可同定となるための入力の条件とし

て，つぎの定理が成り立つ [28]．

定理 2.3� �
式 (2.33)で記述される p入力 1出力 nb 次の全零システムが，シフト幅 ℓ，系列長 N の巡

回シフトM系列を印加することで確定的可同定となるための必要十分条件は

ℓ ≥ nb (2.35)
N ≥ nb + (p − 1)ℓ (2.36)

である．� �
式 (2.35)は nb 以上間隔をあけて巡回シフトM系列を印加し，最小二乗法の計算時にランク落

ちしないことを，式 (2.36)は未知パラメータ数以上のデータを用いることを要求している．な

お，定理 2.3を同定実験に適用する場合，同定対象のインパルス応答が有限時間で収束すると

し，その次数を nb とみなす．すなわち，定理 2.3は暗に同定対象のインパルス応答が減衰し

きるまでの時間が既知であることも要求している．また，nb は大きな値になりやすいため，シ

フト幅 ℓや系列長 N も長くなりやすい．たとえば，2入力 1出力システムである同定対象が

y(k) =
1

1 − 0.9q−1 (u1(k) + 0.3u2(k)) (2.37)

であるとする．まず，式 (2.37)を FIRモデルで表現するために，この例では，Fig.2.14のよう

に，最大値の 1%程度まで減衰する時間として，nb = 44で打ち切る．これより，ℓは 44以上
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となり，N は 88以上となる．一方，式 (2.37)は共通極をもつ伝達関数で記述されるシステム

であり，合計 3つのパラメータで記述されている．これらのパラメータを決定するには最低で

も 3つの入出力データ対があればよいと考えられ，定理 2.3よりも短い系列長でも確定的可同

定となると考えられる．

所見 p入力 1出力系の同定においては，巡回シフトM系列を用いずに，1つの入力チャネル

にM系列を印加し，ほかの入力チャネルには何も入力しない，という同定実験を p回繰り返

す方法も考えられる．この場合，p入力 1出力系を p個の SISO系とみなしているため，それ

ぞれの入出力間における確定的可同定性は満足している．

しかし，この方法は巡回シフト M 系列を用いる方法に比べ，m 倍の時間を要する欠点が

ある．

2.2.5 全零システムに対する M系列印加法の比較

前項までMISO系に対するM系列印加法として，プリファードM系列，Gold系列，巡回

シフト M系列を挙げた．これらを用いて全零システムを同定する際のパラメータ推定精度比

較を行う．

問題設定 　

　真のシステム

y(k) = B1(q)u1(k) + B2(q)u2(k) + B2(q)u3(k) + w(k) (2.38)
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Table 2.3 Mean value of estimated and true parameters

b11 b12 b21 b22 b31 b32

Cyclic shifted 0.9991 0.5002 0.8997 0.3999 0.7993 0.2991

Preffered 0.9991 0.5001 0.8996 0.4001 0.7992 0.2998

Gold 0.9995 0.5001 0.9000 0.4003 0.8012 0.3005

True 1.0 0.5 0.9 0.4 0.8 0.3

Table 2.4 Standard deviation of estimated parameters

b11 b12 b21 b22 b31 b32

Cyclic Shifted 0.1802 0.1805 0.1805 0.1799 0.1794 0.1805

Preffered 0.1802 0.1905 0.1900 0.1930 0.1991 0.1882

Gold 0.1852 0.1886 0.1940 0.1804 0.1798 0.1891

のパラメータを推定する．ただし，

B1(q) = q−1 + 0.5q−2

B2(q) = 0.9q−1 + 0.4q−2

B3(q) = 0.8q−1 + 0.3q−2

とし，w(k)は平均値 0，分散 1の正規性白色雑音とする．入力 ui(k), i = 1, 2, 3は 1周期 N = 31

サンプルの M系列から構成される巡回シフト M系列（シフト幅 l = 4），プリファード M系

列，Gold系列の 3種類とする．モデルは式 (2.38)とまったく同じ構造の FIRモデルを仮定し，

それぞれの入力に対して 105 回ずつ推定を行った．それぞれのパラメータ推定値の平均値と標

準偏差を比較する．

結果 　

　パラメータ推定値の平均値と標準偏差を Tables 2.3, 2.4に示した．ただし，多項式 Bi(q)に

おいて q− j の係数を bi j と表記した．平均値に関してはどの方法もほぼ変わらない結果であっ

たのに対し，標準偏差は最も巡回シフト M 系列が小さかった．この原因について考察する．

パラメータ推定には，式 (2.8)を利用する．この際，パラメータの推定誤差共分散行列は

V = (ΦTΦ)−1 (2.39)

で与えられ，V の固有値和が小さい，すなわち V−1 の固有値の逆数和が大きいほど，パラメー

タの真値と推定値の誤差の二乗和の意味でパラメータ推定精度が高くなる [32]．それぞれの入
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Table 2.5 Sum of eigenvalues of V

Cyclic Shifted Preffered Gold

Sum of eigenvalues of V 0.1947 0.2170 0.2086

力について V の固有値和を計算し，Table 2.5にまとめた．Table 2.5に示したように，巡回シ

フトM系列が最も V の固有値和が小さい．式 (2.38)のシステムを同定する場合，巡回シフト

M系列の V−1 は

V−1
cy =



31 −1 −1 −1 −1 −1
−1 31 −1 −1 −1 −1
−1 −1 31 −1 −1 −1
−1 −1 −1 31 −1 −1
−1 −1 −1 −1 31 −1
−1 −1 −1 −1 −1 31


(2.40)

となる．対角項に N = 31，非対角項に −1が入ることが特徴である．式 (2.40)の固有値は 26

が 1個，32が 5個である*4．仮に，白色性をもつ二値信号があれば，V−1 は対角項が 31の対

角行列となる．この行列の固有値が 31が 6個であり，式 (2.40)は対角行列に近い固有値をも

つことがわかる．一方，今回用いたプリファードM系列，Gold系列の V−1 はそれぞれ

V−1
pre =



31 −1 −1 −1 −1 −1
−1 31 7 −1 −9 −1
−1 7 31 −1 −9 −1
−1 −1 −1 31 7 −9
−1 −9 −9 7 31 −1
−1 −1 −1 −9 −1 31


, V−1

gold =



31 7 −1 −1 −1 −1
7 31 7 −1 −1 −1
−1 7 31 −1 −1 −9
−1 −1 −1 31 −1 −1
−1 −1 −1 −1 31 −1
−1 −1 −9 −1 −1 31


(2.41)

となった．プリファードM系列は相互相関関数，Gold系列は，自己相関関数，相互相関関数

ともに −1/N 以外の値をそれぞれとりうるため，式 (2.41)の V−1
pre,V

−1
gold それぞれの非対角項に

−1以外の値が入っている．この非対角要素により，固有値和が大きくなったと考えられる．

このように全零システムを同定する際には，巡回シフト M系列を用いると他の入力を用い

るよりもパラメータ推定精度が良くなると考えられる．

2.3 モデルの妥当性評価

モデルの妥当性評価のステップでは，モデルが対象を適切に表現しているのかを評価する．

この評価は時間領域，周波数領域，sまたは z領域など，さまざまな面から評価を行うことが

好ましい．それぞれ具体的には

*4 式 (2.40)の形の行列は Pei matrixと呼ばれ，余因子展開による固有値の解析計算が可能である [33], [34]．行列
のサイズが a × a，対角項が N とすると，固有値は N − a + 1が 1個，N + 1が a − 1個である．
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• スペクトル解析法と予測誤差法でモデリングを行い，それぞれの周波数応答を比較する
（周波数領域）

• 極零相殺の有無を確認する（s, z領域）

• モデル出力とプラント出力を比較する（時間領域）

などが挙げられる．これらに加えて，残差の白色性や，残差と過去の入力との相互相関を解析

し，モデリングできていない部分を検証する残差解析や，第一原理モデリングのように，パラ

メータに明確な物理的意味がある場合は，事前情報からその妥当性を検証することも有用であ

る [35]．

本章では，モデルの妥当性評価としてよく行われる方法を，例題を通じて振り返ったのち，

第 4章で述べる時間領域での評価について詳しく述べる．

2.3.1 妥当性評価の例

真のシステムを

A(q)y(k) = B(q)u(k) + w(k) (2.42)

とする．ただし，

A(q) = 1 − 1.034q−1 + 0.550q−2 + 0.184q−3 + 0.301q−4 (2.43)
B(q) = 0.478q−1 − 0.115q−2 + 0.028q−3 + 0.241q−4 (2.44)

とし，サンプリング周期は 1 sとする*5．また，u(k), y(k)は時刻 kでの入出力，w(k)は平均値

0，分散 σ2 = 0.04の正規性白色雑音であるとする．u(k)として 1周期 511サンプルのM系列

を 2周期印加し入出力データを得た．得られた入出力データのうち，はじめの 200サンプルを

Fig.2.15に示す．ここで，2, 4, 10次の ARXモデルを仮定し，それぞれのパラメータを推定

後，モデル構造と推定したパラメータについての妥当性を評価する．

[1]周波数領域における評価 　

　周波数領域における評価は，ボード線図上でおこなう．まず，得られたモデル 3種類とノン

パラメトリックな同定法であるスペクトル解析法*6による周波数伝達関数を Fig.2.16に示す．

Fig.2.16は 2次 ARXモデル以外は 2つのピークをもつことを示す．これより，2次系では次

数が不足していることがわかる．また，4次と 10次ではほぼ同じ周波数応答を示すことがわ

かる．そのため，ケチの原理*7に従うと，10次も次数が必要でないことがわかる．なお，スペ

*5 連続時間伝達関数 A(s) = s4 + 0.6s3 + 1.15s2 + 0.15s+ 0.1, B(s) = 0.4s2 + 0.066s+ 0.1をゼロ次ホールダにより
離散化している．

*6 Ĝ(e jωτ) = Ŝ yu/Ŝ uu により周波数伝達関数を求める方法．ただし，Ŝ yu =
∑
ϕ̂yu(τ)e− jωτ は入出力間のクロススペ

クトル密度推定値，S uu =
∑
ϕ̂uu(τ)e− jωτ は入力のパワースペクトル密度推定値であり，それぞれ自己相関関数

ϕ̂uu(τ)，相互相関関数 ϕ̂yu(τ)の推定値から計算する．詳細は [6]を参照．
*7 モデル構造を選択するときに，ほぼ同等の性能ならば，次数の低いモデルを選ぶ
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Fig. 2.16 Frequency response of models

クトル解析法で得られた周波数伝達関数は参考情報として有用であり，パラメトリックな同定

法で得られた周波数伝達関数と特徴が大まかにあっていることを確認した上で，モデルを選択

するべきである．
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[2] z領域における評価 　

　得られたモデルの極と零点を z 平面上にプロットし，それらが近い場合は次数が高い，す

なわち実際には存在しない極と零点のペアが得られている可能性がある．極と零点の近さの

判断は，それぞれの不確かさをもとにおこなう．2次，4次，10次 ARXモデルの極と零点を

Figs.2.17(a)～(c)に示す．ただし，それぞれの図中の実線は不確かさを示している．Fig.2.17(c)

は極零相殺の余地が多くあり，次数が高すぎることが示唆される．

[3]残差解析 　

　モデルによる予測値 ŷ(k)と実測値 y(k)とので定義される残差は，モデルの妥当性に関する

重要な判断材料になる．式 (2.1)に対して，残差 e(k)は，つぎのように定義される．

e(k) = Ĥ−1(q){y(k) − Ĝ(q)u(k)} (2.45)

ただし，Ĝ(q), Ĥ(q)はそれぞれ同定されたシステム，雑音の伝達関数を示す．残差解析では以

下の 2項目を調べる．

(1) 残差は白色で平均値が 0

(2) 残差が過去の入力と無相関

この確認は，e(k)が白色であることを通して，式 (2.1)に対して仮定したモデル構造の妥当性

検証を行っていることに相当する．たとえば，式 (2.42) で定義される ARX モデルにおいて

は，e(k)は式誤差であり，これに対して (1), (2)が成立することは式 (2.42)の構造の仮定が妥

当であることを示している．実際に残差解析を行う際には，e(k)の自己相関関数がラグが 0以

外で十分に 0に近いこと，および e(k)と u(k)の相互相関関数が全時刻において十分に 0に近

いことを調べればよい．また，（2）については，残差 e(k)に過去の入力由来の成分が含まれて

いるかどうかを調べており，満たされない場合は，モデル次数が低すぎることが疑われる [9]．
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Fig. 2.18 Residual analysis（Blue:2nd order, Green:4th order, Red:10th order）

例題に対して，残差解析を行った結果を Fig.2.18に示す．図中の破線は 95%信頼区間を示

しており，破線の間に e(k) の自己相関関数，および e(k) と u(k) の相互相関関数がそれぞれ

入っていれば無相関であるとみなせる．ただし，ラグが 0のときの自己相関関数は評価の対象

外であるため，この図からは削除している．

2次 ARXモデルは残差解析の結果，e(k)の自己相関関数，および e(k)と u(k)の相互相関関

数がともに信頼区間の外に外れており，次数が不足していることが疑われる．一方，4次以上

のモデルではこれらの値が信頼区間内に入っており，次数が十分であることが確かめられる．

2.3.2 時間領域における評価

時間領域での評価では，測定値 yとモデル出力 ŷの二つの波形の適合度からモデルの妥当性

を判断するものであり，直感的にわかりやすく，対象が非線形システムの場合にも利用できる

ため，応用の場面ではしばしば用いられる．

なお，モデル出力は出力の初期値 y(i), i = −na + 1, na + 2, ..., 0を与え，

ŷ(k) = Ĝ(q)u(k) (2.46)

を計算する“シミュレーション”と，

ŷ(k) =
(
1 − Ĥ−1(q)

)
y(k) + Ĥ−1(q)Ĝ(q)u(k) (2.47)
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Fig. 2.19 Cross validation

を計算する“1 段先予測”とがある．それぞれ同定法として，出力誤差法を選択したときと，

予測誤差法を選択したときに計算する損失関数の値を評価することに相当する．一般的には

式 (2.46)が利用されることが多い．

[1]クロスバリデーション 　

　クロスバリデーションとは，同定実験によって収集された入出力データを，モデル構築用の

データセットとモデル検証用のデータセットに分けて，妥当性の評価やモデルの構造決定を行

う方法である [36]．たとえば，Fig.2.19に示すように，1つの実験で得られた入出力データの

前半で構築を行い，後半で検証を行う．一般的に，モデル構造を複雑にすれば，モデルは構築

用データセットに適合しやすくなるが，本来適合するべきではないデータに含まれる雑音につ

いても適合してしまい，結果的に未知のデータに対して適合できないことがある．これは，過

学習やオーバーフィッティングとよばれる．クロスバリデーションでは，あらかじめモデル構

築に用いるデータのほかに検証用データを用意することで，過学習を防ぐ狙いがある．
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2.3.3 評価指標

[1] MSEと RMSE 　

　クロスバリデーションにおいて適合度を測る指標にはMSE（Mean Square Error）や RMSE

（Root Mean Square Error）がよく用いられ，それぞれ，

MSE =
1

N − 1

N∑
k=1

(y(k) − ŷ(k))2 (2.48)

RMSE =
1

N − 1

√√√ N∑
k=1

(y(k) − ŷ(k))2 (2.49)

で与えられる．ただし，y(k)と ŷ(k)はそれぞれ時刻 kでの測定値，予測値であり，N はサンプ

ル数である．

一方，これらの指標はモデリング対象となる物理単位での誤差に基づいた指標である．その

ため，対象によって用いられる単位系が異なり，どの程度二つの波形が一致しているのかを一

般的に論じる指標としては適切ではないと考えられる．モデル性能を時間領域で評価する際に

は，対象の単位系によらず適合度を評価できる無次元な指標（以後，無次元指標と呼ぶ）を利

用すると直感的にわかりやすい．そこで，システム同定では適合率と呼ばれる指標が良く用い

られてきた．

[2]適合率（FIT） 　

　適合率（以降，FITと記載）は

FIT =


1 −

√√
N∑

k=1

(y(k) − ŷ(k))2

√√
N∑

k=1

(y(k) − y)2


× 100 [%] (2.50)

(2.51)

で定義される．ただし，

y =
1
N

N∑
k=1

y(k)

である．式 (2.50) の右辺第 2 項は，RMSE を測定値の標準偏差で規格化したものであり，

NRMSE（Normalized-RMSE）と呼ばれる．そして，FIT自体も NRMSE fitness valueと呼ば

れることがある [37]. この指標は RMSEが 0となるとき，すなわち完全に yと ŷが一致した
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ときに最大値 1をとる．しかし，RMSEの増加に対して値が単調減少するため，最小値が存在

しない．より具体的には FITは測定値の標準偏差を上回った場合に負値を取る．

適合率はシステム同定分野において広く利用される一方，適合率が一般的に利用されている

背景を含め，システム同定で用いる無次元指標についての議論は，著者が調べた限りほとんど

行われていなかった．

2.4 まとめ

本章では，MBDの基礎的な項目，およびシステム同定において重要なシステム同定実験の

設計，モデルの妥当性評価のステップについて，それぞれの従来研究についてまとめた．

前節までに述べた通り，MBD においてプラントモデリングはボトルネックになりやすく，

これを解消するひとつの手段としてシステム同定が考えられる．システム同定をする際には特

に同定入力設計と妥当性評価が重要となる．しかし，可同定性を保証した同定入力設計法は，

SISO系については研究されている一方，MISO系については全零システムに対する方法があ

るのみで，極をもつシステムに対するものはほとんど研究されてこなかった．また，モデルの

妥当性評価のステップにおいては，同定実験で得られた測定値とモデル出力を比較する，時間

領域での評価が一般的に行われる．しかし，この評価で従来から使われている適合率は %表

示にも関わらず最小値が存在しない．また，適合率が広く利用されている背景やシステム同定

にとってのメリットについての議論がされていないという問題があった．

そこで，本論文では

1. MISO 系の極をもつシステムに対して可同定性を保証した同定入力設計法を提案する

こと

2. 時間領域におけるシステム同定結果の評価に適した無次元指標を提示すること

を目的とする．
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第 3章

巡回シフト M系列を用いた多入力 1
出力システムの同定

本章では，MISOシステムについて考える．その中で，共通極*1をもつシステム（以下、共

通極システムと略記）に対象を絞った同定入力設計について述べる。まず，共通極システムに

対して，巡回シフト M系列を印加するために満たすべき条件を可同定性の観点から明らかに

する。つぎに，その条件を満たす同定入力設計法を提案し，提案法が適切に機能することをシ

ミュレーションによって確認する。

3.1 はじめに

共通極システムは全入力に共通なダイナミクスをもつシステムである．確定的な p 入力 1

出力の (na，nb)次*2の共通極システムは

A(q)y(k) = B1(q)u1(k) + · · · + Bp(q)up(k) (3.1)

で与えられる．ただし，ui(k), i = 1, · · · , pはそれぞれ時刻 kにおける i番目の入力，y(k)は時

刻 kにおける出力，A(q), Bi(q), i = 1, · · · , pはそれぞれ，

A(q) = 1 + a1q−1 + · · · + ana q−na

Bi(q) = bi1q−1 + · · · + binb q−nb

で与えられ，特性方程式 A(q) = 0の根が共通極である*3．

*1 全入力に対して，共通な極
*2 本論文では，共通極システムの次数表記は，分母次数が na，すべての入力に対する分子次数が nb の場合，

(na, nb)次と表記する．
*3 簡単のため，入力ごとの分子次数はそれぞれ nb で統一している．
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Fig. 3.1 Toner supply system

たとえば，音響分野で用いられる音源から受音点までの音場特性は共通極システムである．

これは，室内の形状や吸音率が変わらなければ，音源，受音点の移動があっても，同じ極で

音場特性を表現できるためである [38]．また，複写機のトナー補給系も共通極システムであ

る [39]．トナー補給系は Fig. 3.1に示すトナーとキャリア（鉄粉）を撹拌する容器に，トナー

を補給／消費し，トナー濃度センサでトナー濃度*4を検知する機構である．容器中でのトナー

の撹拌のされ方は，補給に対しても，消費に対しても同じであるため．トナー補給／消費か

ら，トナー濃度センサまではむだ時間は異なるものの共通のダイナミクスをもつといえる．こ

のように，ひとつの物理系に対して複数の入力が作用する場合，共通極システムとなることが

多く，MBDが対象とするシステムの多くは共通極をもつと考えられる．ただし，前述の音響

系の場合，各音源が仕切られており，受音点に至るまでの吸音率が異なれば，入力から出力ま

でのダイナミクスは入力間で異なるものとなる．このように，異なる物理系に対して複数の入

力が作用し，最終的にひとつのセンサで検出するような場合は，共通極をもたない．

第 2章で与えた定理 2.3では，FIRシステムを確定的可同定とする巡回シフト M系列の必

要十分条件を示した．全零システムは共通極の存在を仮定しなくてもよいため，応用範囲が広

い．しかし，前述のように対象が共通極をもつことが既知ならば，全零システムによる表現は

冗長である．本章では共通極システムそのものを確定的可同定とする巡回シフト M系列の条

件を示す．

なお，金井 [40]は巡回シフトM系列によって共通極システムが確定的可同定となるための

十分条件の導出を試みているが，証明中に近似*5がおこなわれており，厳密な証明とはいいが

たい．

*4 単位体積あたりのトナーとキャリアの総重量でトナー重量を割った値
*5 論文中の式 (2.68)において，ラグが 0以外におけるM系列の自己相関関数を 0としている．
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3.2 共通極システムが確定的可同定となる巡回シフト M系列の
条件

3.2.1 問題設定

共通極システム（3.1）のパラメータを

θ =[a1, · · · , ana , b11, · · · , b1nb , · · · , bp1, · · · , bpnb ]T ∈ Rna+pnb (3.2)

と定義する．式 (3.1)で記述されるシステムを巡回シフトM系列を用いて同定するときに確定

的可同定となる条件を導く．すなわち，巡回シフト M系列を ui(k), i = 1, ..., pとした入出力

データ {u1(k), ..., up(k), y(k) : k = 1, 2, ...,N}に基づいて，式 (3.2)のパラメータ θが最小二乗

法により一意的に決定されるために，入力 u(k)が満たすべき条件を導く．

なお，式 (3.1)に対して，

ϕ(k) =[−y(k − 1), · · · ,−y(k − na), u1(k − 1), · · · u1(k − nb), · · · , up(k − 1), · · · , up(k − nb)]T

=[yT(k) uT
1 (k) · · · uT

p(k)]T

とおくと，出力は

y(k) = θTϕ(k) (3.3)

とあらわせる．いま，

y =[y(N) y(N − 1) · · · y(1)]T ∈ RN

Φ =[ϕ(N) ϕ(N − 1) · · · ϕ(1)]T ∈ RN×(na+pnb)

とすると，式 (3.3)より

y = Φθ (3.4)

が得られる．パラメータ θの最小二乗推定値は

θ̂ = (ΦTΦ)−1ΦTy (3.5)

で与えられる．すなわち，パラメータ θ が最小二乗法により一意的に決定される条件とは，

式 (3.5) の ΦTΦ の逆行列が存在する条件である．ΦTΦ は非負の固有値しか持たないため，

式 (3.1)のシステムが確定的可同定であるための必要十分条件は，

ΦTΦ ≻ 0 (3.6)

を満たすことである．
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3.2.2 従来研究

共通極システムが確定的可同定となるための十分条件として，つぎの補題が成り立つ [40]．

補題 3.1� �
仮定 1 周期 N のM系列の自己相関関数が，

ϕ(τ) =
{

1, τ = N, 2N, · · ·のとき
0, その他 (3.7)

で与えられる．

仮定 2 システム 1/A(q)に対して

1
A(q)

= g1q−1 + g2q−2 + · · · + gns q
−ns (3.8)

が成り立つ．すなわち，システム 1/A(q)のインパルス応答が減衰しきる時刻を ns

とし，時刻 ns + 1以降のインパルス応答は 0とみなす．

仮定 3 多項式 A(q)と多項式 Bi(q), i = 1, · · · , pはそれぞれ互いに素である．

　

　以上の仮定のもとで，式 (3.1)で記述される p入力 1出力，(na, nb)次の共通極システ

ムが，シフト幅 ℓ，系列長 N の巡回シフトM系列を印加することで確定的可同定となる

ための十分条件は，

ℓ ≥ ns + na + nb (3.9)
N ≥ pℓ (3.10)

をすべて満たすことである．� �
補題 3.1は確定系を扱うにも関わらず，仮定 1の近似を行っている問題があり，少なくともこ

の近似をせず導出すべきである．また，仮定 2でおいた ns 以上にシフト幅を長くしなければ

ならず，結果的に定理 2.3を適用したときとほぼ同じ長さの系列長が必要となる．

3.2.3 共通極システムが確定的可同定となるための十分条件

まず，システムが確定的可同定となるための十分条件をつぎの補題で与える．



第 3章 巡回シフトM系列を用いた多入力 1出力システムの同定 41

補題 3.2� �
仮定 1 系列長 N の巡回シフト M 系列を各入力 ui(k), i = 0, 1, · · · , p に 2 周期印加し，

後半 1周期を用いるとする．後半 1周期の開始を時刻 0とすると，

ui(k) = ui(k + N), k = 0,−1, · · · ,−N + 1 (3.11)

となる．なお，時刻 k ≤ −N + 1において ui(k)は 0とする．

仮定 2 多項式 A(q)の係数 ana は非零である．また，特性方程式 A(q) = 0は重根をもた

ない．

仮定 3 多項式の組 {B1(q), ... , Bp(q)}と A(q)は互いに素であるa．

仮定 4 多項式 A(q)は加算器 (1 − q−1)を含まない．

　

　以上の仮定のもとで，式 (3.1)で記述される p入力 1出力，(na, nb)次の共通極システ

ムが，シフト幅 ℓ，系列長 N の巡回シフトM系列を印加することで確定的可同定となる

ための十分条件は，

ℓ ≥ nb (3.12)
N ≥ na + nb + (p − 1)ℓ + 1 (3.13)
N ≥ 2na + (p − 1)ℓ (3.14)

をすべて満たすことである．ただし，ℓ は多項式 A(q) と
∑p

i=1 q−(p−i)ℓBi(q) が互いに素と

なる値である．

a A(q)が {B1(q) ... Bp(q)}すべてに対して極零相殺できる根をもたないことを意味する．たとえば，p = 2
の場合，A(q) = (q − 0.3)(q − 0.5)と {B1(q) = q − 0.3, B2(q) = q − 0.5}は互いに素である．� �

補題 3.2は，式 (3.5)の最小二乗法の計算時に入力同士に同じM系列が入ることによりラン

ク落ちしないことと，パラメータ数よりも多くデータを確保することを要求している．

たとえば，2.1.4項の式 (2.37)の例に対して補題 3.2を適用すると，p = 2, na = 1, nb = 1よ

り，ℓ ≥ 1, N ≥ 5となり，シフト幅，系列長ともに従来から知られている定理 2.3 [28]で設定

した ℓ ≥ 88よりも短くても確定的可同定となる．

共通極モデルだけを同定するのであれば，補題 3.2に従えば，従来よりも短いシフト幅・系

列長での同定が可能になる．さらに仮定 3より，実質共通極をもたないようなシステムに対し

ても補題 3.2が適用できる特徴がある．

ただし補題 3.2は，仮定 1より，M系列を 2周期印加し，2周期目で同定を行った際に確定

的可同定となるための十分条件であることに注意する．
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証明 巡回シフト M系列が式 (3.12), (3.13)を満たす場合に，式 (3.1)で記述されるシステム

が確定的可同定であることを示す．いま，

Φ =


y(N)T u1(N)T · · · up(N)T

y(N − 1)T u1(N − 1)T · · · up(N − 1)T

...
... · · ·

...
y(1)T u1(1)T · · · up(1)T


= [Y U1 · · · Up] (3.15)

より，式 (3.6)は

ΦTΦ = [Y U1 · · · Up]T[Y U1 · · · Up]

=

[
P QT

Q R

]
(3.16)

となる．ただし，

P = YTY

Q = [YTU1 · · · YTUp]T

R =


UT

1 U1 · · · UT
1 Up

...
. . .

...

UT
pU1 · · · UT

pUp


とおいた．式 (3.12), (3.13)から，定理 2.3を満足するため，R ≻ 0である．よって，Rの Schur

補元

R̃ = P − QTR−1Q (3.17)

が正則であれば，ΦTΦも正則となる．この場合，ΦTΦは半正定になるため，式 (3.17)が正則

であれば，式 (3.6)を満足する．そのため，R̃が正則であることを示す．
M系列から構成される行列 M を

M =


u1(N) u1(N − 1) · · · u1(1)

u1(N − 1) u1(N − 2) · · · u1(N)
...

...
...

...
u1(1) u1(N) · · · u1(2)

 ∈ RN×N

とおく．すべての要素が 1 である行列を 1 とおくと，M 系列の性質である式 (2.26), (2.27)

より，

I =
1

N + 1
(MMT + 1) (3.18)

1 = M1MT (3.19)
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が成り立つ．行列 M は

M = [U1 M1 · · · Up Mp] (3.20)

と内部に U1, · · · ,Up を含む．ただし，M から U1, · · · ,Up を除いた行列をそれぞれ Mi, i =

1, 2, ..., pとおいた．つぎに，Mx を

Mx = [M1 · · · Mp] ∈ RN×(N−pnb) (3.21)

とおく．また，R−1 については，

R−1 =
1

N + 1

(
I +

1
N − pnb + 1

1
)

(3.22)

となる [19]．以上で得られた式 (3.18)～(3.22)，および仮定 1を用いると，式 (3.17)は

R̃ =
1

N + 1
YT

MMT + 1 −
p∑

i=1

Ui

(
I +

1
N − pnb + 1

1
)

UT
i

 Y

=
1

N + 1
YT Mx

(
I +

1
N − pnb + 1

1
)

MT
x Y +

N − pnb

(N + 1)(N − pnb + 1)
YT1Y (3.23)

と変形できる．式 (3.12), (3.13)より N ≥ pnb であるため，式 (3.23)が半正定であることは明

らかである．よって，YT Mx が行フルランクであれば，式 (3.23)は正定となり，式 (3.6)を満

足する．

仮定 1を用いて，出力 YT を入力のみで表現すると，

YT =

p∑
i=1

GBiUT
xi = G

p∑
i=1

BiUT
xi (3.24)

となる．ただし，

G =


g1 · · · · · · · · · gN

. . .
. . .

. . .
...

O g1 · · · gN−na+1

 ∈ Rna×N

Bi =



bi1 · · · binb O
. . . · · · . . .

. . . · · · binb

. . .
...

O bi1


∈ RN×N

Uxi =


ui(N) ui(N − 1) · · · ui(1)

ui(N − 1) ui(N − 2) · · · ui(N)
...

...
...

...
ui(1) ui(N) · · · ui(2)

 ∈ RN×N
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である．ただし，{gi}, i = 1, 2, ...は

1
A(q)

= g1q−1 + g2q−2 + · · · (3.25)

を満たす，システム 1/A(q)のインパルス応答である．

式 (3.24)より，YT Mx を展開すると，

YT Mx = (N + 1)G
p∑

i=1

BiZi (3.26)

となる．ここで，nx = ℓ − nb と表記すると，行列 Zi は

X =
[
Onx×nb Inx×nx

]T ∈ Rnx×ℓ

により，

Zi =



ON−(i−1)ℓ×(i−1)nx

X O
. . .

X
O IN−pℓ×N−pℓ

X O
. . .

O X
O(i−1)ℓ×N−(i−1)nx−pnb


− 1

N + 1
1 (3.27)

とあらわされる．これより，

p∑
i=1

BiZi =



C1 C2 · · · · · · Cp−1 Cp

C1
... Cp−1

Cp
. . .

...

Cp−1 Cp
. . .

...
...

. . . C1
...

. . . C1
C2 · · · · · · · · · Cp

Onx×N−pℓ

C∗


− 1

N + 1

p∑
i=1

nb∑
j=1

bi j1 (3.28)

=
[

DN×(p−1)nx EN×N−(p−1)ℓ−nb

]
− 1

N + 1

p∑
i=1

nb∑
j=1

bi j1 (3.29)
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となる．ただし，

Ci =


0 binb · · · · · · bi1 O
.
.
.

. . .
. . .

0 O binb · · · · · · bi1


T

∈ Rl×nx

C∗ =


0 bpnb · · · bp1
.
.
.

. . .
. . . · · ·

0 bpnb · · · bp1

b1nb · · · b11

. . .
. . .

b1nb · · · b11


T

∈ RN−nx×N−pℓ

であり，C∗ の係数 bi1 と bi−1nb の間には nx = ℓ − nb 列，0要素があることに注意する．また，

式 (3.29)は，式 (3.28)の右辺第 1項の (p − 1)nx 列までを D，それ以降を Eとおいたもので
ある．

以上を用いて，式 (3.26)の右辺，すなわち，

(N + 1)G

[ D E
]
− 1

N + 1

p∑
i=1

nb∑
j=1

bi j1

 (3.30)

を計算する．まず，G と
∑

BZ の積を考える．特に，G と E の積は，Bi(q)/A(q), i = 1, ..., p

を無限級数展開したもの，すなわち伝達関数 Bi(q)/A(q)のインパルス応答を間隔 ℓおいて重ね

あわせている*6．仮定 2より，それぞれの伝達関数を部分分数分解すると，

Bi(q)
A(q)

=
βi1

q − d1
+

βi2

q − d2
+ · · · + βina

q − dna

(3.31)

と na 以上の項に展開され，インパルス応答は

gi(k) = βi1dk
1 + βi2dk

2 · · · + βina dk
ina

(3.32)

で与えられる．ただし，di, i = 1, ...na は 1/A(q)の極，βi j, j = 1, ...na は部分分数分解したとき

の留数である．時刻 ℓずつシフトし，この和をとっても，

p∑
i=1

gi(k) = dk−(p−1)ℓ
1 (dℓ1(dℓ1(...) + βp−11) + βp1) + · · ·

= βall1dk−(p−1)ℓ
1 · · · βallna dk−(p−1)ℓ

na (3.33)

と書ける．ただし，k ≥ (p − 1)ℓである．また，仮定 3より βalli , 0, i = 1, ...na となる．この

積により得られる部分行列は na 行 N − (p− 1)ℓ − nb 列もしくは，N − (p− 1)ℓ − 2na 列であり，

列数は式 (3.13)より na + 1より大きい．結局，GEは，gak =
∑p

i=1 gi(k)を時刻 (p− 1)ℓ+ nb + 1

*6 GDも同様の解釈ができるが，重ね合わせの順序が列ごとに異なり，その部分行列のランクを考えるのは困難
である．そのため，本証明では GEのみを利用する．



第 3章 巡回シフトM系列を用いた多入力 1出力システムの同定 46

から並べた行列により

GE = Gall =


ga(p−1)ℓ+nb+1 · · · gaN

... · · ·
...

ga(p−1)ℓ+nb−na+2 · · · gaN−na+1

 ∈ Rna×N−(p−1)ℓ−nb (3.34)

となる．式 (3.14) より，この部分行列にはすべての要素が Ball(q)/A(q) のインパルス応答

式 (3.33)で記述される na × na + 1の部分行列が含まれる．そのため，この部分行列は行フル

ランクとなる．

最後に，Gと式 (3.29)の第二項の積は

−1
N + 1

p∑
i=1

nb∑
j=1

bi jG1 =
−1

N + 1

p∑
i=1

nb∑
j=1

bi j


∑N

i=1 gi · · · ∑N
i=1 gi

...∑N−na+1
i=1 gi · · ·

∑N−na+1
i=1 gi

 (3.35)

のランク 1の行列となる．式 (3.34)は行フルランクであるため，ランク 1の式 (3.35)をこれ

に足してもランク落ちしないことを示せばよい．式 (3.35)から，na × na の部分行列を構成す

ると，つねにその非零固有値 λn は

λn = −
1

N + 1

p∑
i=1

nb∑
j=1

bi j

na−1∑
j=0

N− j∑
i=1

gi (3.36)

であり，対応する右固有ベクトルは式 (3.35)の 1列目となる．よって，式 (3.34)で同様に部

分行列を構成したときに，すべての部分行列に対して同一な固有値と対応する固有ベクトルが

存在しなければよい．式 (3.34)の 1列目から na 列目までで構成される部分行列 G1 と，2列

目から na + 1列目までで構成される部分行列 G2 それぞれが，ある共通な非ゼロの固有値 λと

対応する右固有ベクトル geig をもつとする．このとき，

G1 geig = G2 geig = λgeig ⇒ (G1 − G2)geig = 0
(3.37)

である．λ , 0なので，

G2 − G1 =


(1 − q−1)ga(p−1)ℓ+nb+2 · · · (1 − q−1)ga(p−1)ℓ+na+nb+1

...
. . .

...
(1 − q−1)ga(p−1)ℓ+nb−na+3 · · · (1 − q−1)ga(p−1)ℓ+nb+2

 (3.38)

が零固有値をもつときのみ，式 (3.37)は成立する．式 (3.38)のすべての要素は (1 − q−1)/A(q)

のインパルス応答である．仮定 4より，1/A(q)が加算器を含まないため，式 (3.37)のような

geig は存在しない．

以上より，式 (3.12), (3.13)が成り立つならば，式 (3.26)は行フルランク，すなわち，共通

極システムは確定的可同定となることが導かれた．
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3.2.4 共通極システムが確定的可同定となるための必要条件

補題 3.2では共通極システムが確定的可同定となるための十分条件を示した．一方，必要条

件としては以下の補題が成り立つ．

補題 3.3� �
式 (3.1)で記述される p入力 1出力，(na, nb)次の共通極システムが，シフト幅 ℓ，系列

長 N の巡回シフトM系列を印加することで確定的可同定となるための必要条件は

N j − nb ≥ ℓi ≥ N( j − 1) + nb (3.39)
N ≥ na + pnb (3.40)

をすべて満たすことである．ただし，i = 1, 2, ..., p − 1， j > 0である� �
シフト幅の下限についての条件は必要条件 (3.39) に i = 1, j = 1 を代入すると，十分条件

(3.12)と同じ ℓ ≥ nb となる．

証明 補題 3.3の対偶をとると，

N( j − 1) − nb < ℓi < N( j − 1) + nb, i = 1, 2, ..., p − 1, j ∈ N (3.41)
N < na + pnb (3.42)

のいずれかが成り立つならば，確定的可同定でない，すなわち式 (3.6)が成り立たないことを

示せばよい．

まず，式 (3.41)ならば，式 (3.15)における 1番目の入力チャネルに相当する U1 と i + 1番

目の入力チャネルに相当する Ui+1 のそれぞれの列成分に同じM系列が存在するため，Φは特

異となり，式 (3.6)が成り立たない．つぎに，式 (3.42)ならば，入出力データ対よりも未知パ

ラメータ数が多いため，ΦTΦが特異となり，式 (3.6)が成り立たない．

以上より，補題 3.3が示された．

3.3 数値例

導いた補題 3.2，3.3の妥当性を数値例により検証する．

3.3.1 問題設定

確定的な p入力 1出力の共通極システム

A(q)y(k) = B1(q)u1(k) + B2(q)u2(k) + · · · + Bp(q)up(k) (3.43)
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Fig. 3.2 Rank of ΦTΦ for the shift length. Rank=6 means full rank.

を考える．ただし，入力 ui(k), i = 1, 2, ..., pは 1周期 N サンプルのM系列から構成される巡

回シフトM系列とする．

ここで，巡回シフトM系列のシフト幅を 0～N まで推移させ，シフト幅の値ごとに式 (3.6)

のΦTΦのランクがフルランクか否か，すなわち確定的可同定かどうかを判断し，補題 3.2，補

題 3.3の妥当性を検証する．なお，検証のため A(q), Bi(q), i = 1, 2, ..., pと N には 2つの数値

条件を当てはめる．

3.3.2 数値条件 1

式 (3.43)に対して，2入力 1出力，(2, 2)次の共通極システム

A(q) = 1 + 1.5q−1 − 0.7q−2

B1(q) = q−1 + 0.3q−2

B2(q) = 0.9q−1 + 0.4q−2

を仮定する．また，巡回シフトM系列の系列長は N = 15とする，この例題では p = 2, na =

nb = 2, N = 15なので，補題 3.2，3.3より

十分条件 : 2 ≤ ℓ ≤ 10→ 確定的可同定 (3.44)
必要条件 : 確定的可同定→ 2 ≤ ℓ ≤ 13 (3.45)

が導いた条件によるシフト幅 ℓ に関する条件となる．Fig.3.2 に最小二乗法に用いる式 (3.15)

記載のデータ列からなる行列 ΦTΦのランクを示した．

Fig.3.2 のように ΦTΦ は 2 ≤ ℓ ≤ 13 の場合にフルランク，すなわち確定的可同定である．

これより，補題 3.2，3.3 ともに妥当であることがわかる．一方，補題 1 で保証した範囲外の

11 ≤ ℓ ≤ 13でも確定的可同定となっている．これは，補題 1の証明で式 (3.28)の右辺第一項

の行列 Dを考慮していないためであると考えられる．
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Fig. 3.3 Rank of ΦTΦ for the shift length. Rank=13 means full rank.

3.3.3 数値条件 2

式 (3.43)に対して，5入力 1出力，(3, 2)次の共通極システム

A(q) = 1 + 1.2q−1 + 0.47q−2 + 0.06q−3

B1(q) = q−1 + 0.3q−2, B2(q) = q−1 + 0.4q−2, B3(q) = q−1 + 0.5q−2

B4(q) = q−1 + 0.6q−2, B5(q) = q−1 + 0.7q−2

を仮定する．また，巡回シフトM系列の系列長は N = 31とする，この例題では p = 5, na =

3, nb = 2, N = 31なので，補題 3.2, 3.3より

十分条件 : 2 ≤ ℓ ≤ 6→ 確定的可同定 (3.46)
必要条件 : 確定的可同定→ ℓ = 2 ∼ 7, 9, 11 ∼ 14, 17 ∼ 20, 22, 24 ∼ 29 (3.47)

が導いた条件によるシフト幅 ℓに関する条件となる．補題 3.3については，対偶を考えるとわ

かりやすい．つまり，

31( j − 1) − 2 ≤ il ≤ 31( j − 1) + 2, i = 1, 2, ..., 4, j ∈ N (3.48)

となる ℓは確定的可同定ではない．たとえば，ℓ = 23は，i = 4, j = 3の場合に式 (3.48)の条

件を満たすため，確定的可同定とならない．これは，式 (3.15)における 1番目の入力チャネル

に相当する U1 と 5番目の入力チャネルに相当する U5 に重なりあう部分が生じてランク落ち

することを意味する．

数値例 1 と同様に，Fig.3.3 に最小二乗法に用いる式 (3.15) 記載のデータ列からなる行列

ΦΦT のランクを示した．まず，Fig.3.3より，2 ≤ ℓ ≤ 6では確定的可同定となっているため，

十分条件式 (3.46)が妥当であることが確認できる．また，必要条件も，式 (3.47)で述べた値が

すべてが確定的可同定となっていることから，こちらも妥当であることが確認できる．
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数値例 2の場合，十分条件で得られたシフト幅は確定的可同定となる範囲よりもかなり狭い

範囲になっている．しかし，式 (3.47)のうち，十分条件と重なっていない範囲におけるシフト

幅の値は，とびとびの値で直感的に設計しにくいと思われる．

3.4 まとめ

本章では，p入力 1出力の共通極モデルが確定的可同定となるための，巡回シフト M系列

のシフト幅と系列長に関する十分条件と必要条件を導出した．そして，数値例を用いてこれら

の条件を検証した．その結果，それぞれの条件が適切ではあるものの，十分条件はさらに広い

範囲のものが存在することが示唆された．

今後の課題は共通極システムが確定的可同定となるための巡回シフト M系列の必要十分条

件を導出することである．さらに，提案した巡回シフト M系列による入力設計法は，確定的

可同定性の意味，つまり同定できるかどうかという面についてしか着目していない．そのた

め，巡回シフト M系列の設計パラメータと同定精度の関係についても解析していくことも今

後の課題となる．
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第 4章

時間領域におけるシステム同定結果
の評価指標

本章では，時間領域におけるシステム同定結果の評価指標について述べる．MBDにおいて

MATLABの SITBを利用しシステム同定をおこなうと，システム同定結果の評価では適合率

が表示される．しかし，第 2章で述べたように，この適合率の妥当性に関する議論は筆者の調

べた限りほとんどない．そこでまず，無次元指標についての議論が活発である自然地理学分野

において提案された指標と，それらが提案されてきた背景に関する議論をまとめる．つぎに，

新しい指標を提案し，この指標の意味について解析する．最後に，線形システム同定の評価の

ための 2つの例題をもとに，それぞれの指標の妥当性を考察する．

4.1 はじめに

システム同定結果の時間領域での評価は，測定値 y とモデル出力 ŷ の二つの波形の適合度

からモデルの妥当性を判断するものである．この方法は直感的で，対象が非線形システムの場

合にも利用できるため，応用の場面ではしばしば用いられる．時間領域での評価を行うために

は，二つの波形の適合度を測る指標が重要である．特に，同定対象の単位系に左右されない無

次元指標は便利である．システム同定では適合率と呼ばれる無次元指標が時間領域での評価に

よく用いられる．適合率は

FIT =


1 −

√√
N∑

k=1

(y(k) − ŷ(k))2

√√
N∑

k=1

(y(k) − y)2


× 100 [%] (4.1)
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で定義される．ただし，

y =
1
N

N∑
k=1

y(k), ŷ =
1
N

N∑
k=1

ŷ(k)

であり，y(k) と ŷ(k) はそれぞれ時刻 k での測定値，予測値である．適合率は % で表示され，

NRMSE（Normalized-RMSE）fitness valueともよばれる [37]ため，ユーザは 0～100%に規

格化されたものであると期待する．実際，式 (4.1)は完全に yと ŷが一致したときに最大値で

ある 100%をとる．しかし，FITは RMSEの増加に対して値が単調減少するため，最小値が

存在せず，RMSEが測定値の標準偏差を上回った場合に負値を取る．これはユーザにとって理

解しにくい．また，適合率が一般的に利用されている背景を含め，システム同定で用いる無次

元指標についての議論は，著者が調べた限りほとんどなかった．

そこで，本章ではシステム同定で用いる無次元指標について議論すると同時に，適合率に代

わるユーザにとってわかりやすく，意味のある指標を提案することを目的とする．

本章ではまず，適合率を利用したシステム同定結果評価について，簡単な例題を与え，適合

率の問題点を明らかにする．つぎに，過去に他分野で提案された二つの波形の適合度を評価す

る無次元指標について紹介する．そして，紹介した指標を規格化の有無、規格化に用いている

不等式に基づき分類し，これをもとに新しい指標を提案する．さらに，線形システム同定結果

の評価において最低限求められる，振幅特性，位相特性を，適合率，紹介した指標，提案した

指標により適切に評価できるかを簡単な例題を通して考察する．最後に，ここまでに挙げた指

標についての総括を行い，システム同定にとって適切な無次元指標についてまとめる．

4.2 FITによるシステム同定結果評価

FITを利用したシステム同定結果評価について，簡単な例題を与える．離散時間線形時不変

システム

y(k) = G(q)u(k) (4.2)

を考える．ただし，G(q)は離散時間伝達関数，u(k), y(k)はそれぞれ時刻 kでのシステムの入

力，出力であり，qはシフトオペレータである．ここで，真のシステムとして

G(q) =
q−1 + 0.5q−2

1 − 1.5q−1 + 0.7q−2

を仮定する。いま，G(q)に対してゲインのみ異なる 2種類のモデル

Ĝ+(q) = 2.01G(q), Ĝ−(q) = 0.49G(q)

そして，位相のみ異なるモデル，位相とゲインの異なるモデル

Ĝp(q) = G(q)q−3, Ĝp−(q) = 0.49G(q)q−3
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Fig. 4.2 Waveform of the example : phase shift case（Blue : y(k), Red : ŷ(k)）

が推定されたとする．出力 yに対し，前述の 4種類のモデルそれぞれに，uとして 1と −1の

二値で構成される 1周期 1023サンプルのM系列を 1周期印加した際に得られたモデル出力，

および全時刻で 0を取る出力を

ŷ+(k) = Ĝ+(q)u(k), ŷ−(k) = Ĝ−(q)u(k)

ŷp(k) = Ĝp(q)u(k), ŷp−(k) = Ĝp−(q)u(k)
ŷ0(k) = 0

とおく．これらの予測値について FITをそれぞれ算出する．

真の出力 y とゲインのみ異なる二種類のモデル出力 ŷ+ , ŷ−, ŷ0 の 0～100 サンプルを

Fig. 4.1(a)～(c)に示す．また，真の出力 yとゲイン，位相の異なる二種類のモデル出力 ŷp, ŷp−

の 0～100 サンプルを Fig. 4.2(d), (e) に示す．また，Table 4.1 にそれぞれのモデルに対する

FITの計算結果を示す．

Fig. 4.1より，ŷ+, ŷ− は ŷ0 よりは情報があり，高い値を期待する．また，Fig. 4.2(d)と (e)

を比べると，(d)の方が正しい振幅であり，高い値を期待する．しかしこの期待に反して，FIT
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Table 4.1 Values of FIT for the example

FIT [%]

ŷ+ -1.00

ŷ− 49.00

ŷp -13.55

ŷp− 5.62

ŷ0 0.00

は，出力 yのほぼ 2倍である y+ に対しては負値をとったが，ほぼ半分である y− に対しては正

値をとり，さらに y+ よりも y0 の方が高い値をとっている．また，yと同振幅で位相のみ異な

る yp に対しては負値をとったが，yp と同じだけ位相遅れをもち，かつ yよりも振幅が小さい

yp− には正値をとっている．

以上をまとめると，FITの問題点としては

• 低振幅の予測波形を良く評価する．
• ŷ0 よりも，位相や振幅が yと一致している波形の方が低い値を示すことがある．

の 2点が挙げられる．

4.3 時間領域における評価のための無次元指標

FITに代わる無次元指標について考える．無次元指標は，主に気候学と水文学の分野（以降，

この二分野をまとめて自然地理学分野と呼ぶ）において 1970年代ごろから“Goodness of fit”

というキーワードのもとで考えられてきた．最初に，“Coefficient of Efficiancy E ”が，降雨流

出モデル（降雨量から川の流量を予測するモデルで洪水予測などに利用される）の評価指標と

して，J.E.Nashらにより提案された [41], [42]．この指標は出力測定値（以下，測定値と略記）

とモデルの出力予測値（以下，予測値と略記）のMSEを測定値の分散で規格化したものであ

り，MSEが 0となるときに最大値である 1をとる．しかし，この指標はMSEに伴い単調減少

するため，最小値が存在しない．そこで，MSEを 0～100となるように規格化した“Index of

agreement d j”が C.J.Willmottらによって提案された [43], [44]．その後，この 2種類の指標に

ついての優劣や，これらの更新に関する議論が今日まで続いている [45]–[50]．なお，自然地

理学分野ではこのほかにも多数の指標が提案されているが，その多くは E または d j のどちら

かに類似しており，本質的な違いはない．そのため，本章ではこの 2つについてのみ紹介し，

ほかの指標についてはMoriasiらのガイドライン [47]を参照されたい．
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以下でこれらの指標について詳しく説明する．

[1] 相関係数 多くの文献では，無次元指標として有名な相関係数が最初に議論されてい

る [45], [47]．相関係数（以降，rと記載）は，

r =

N∑
k=1

(y(k) − y)(ŷ(k) − ŷ)√√
N∑

k=1

(y(k) − y)2
N∑

k=1

(ŷ(k) − ŷ)2

(4.3)

で定義される．ここで，

y = [y(1) y(2)...y(N)]T, ŷ = [ŷ(1) ŷ(2)...ŷ(N)]T

y = [y, y, ...y]T ∈ RN , ŷ = [ŷ, ŷ, ...ŷ]T ∈ RN

とおくと，式 (4.3)は，

r =
⟨y − y, ŷ − ŷ⟩
||y − y|| ||ŷ − ŷ||

(4.4)

のように内積の形で記述できる．式 (4.4)より，rはコーシー=シュワルツの不等式

|⟨a, b⟩| ≤ ||a|| · ||b||, a, b ∈ CN , N ∈ N (4.5)

により規格化されており，1～−1の範囲の値をとることがわかる．一般的に r = 1の場合を正

の相関，r = −1の場合を負の相関とよび，両者を区別する．一方，rは yと ŷが定数倍の関係

にある場合はつねに 1となり，区別がつかない．また，ŷ = 0に対して，式 (4.3)はゼロ割をお

こし値が算出できないことに注意する．

r はさまざまな分野で用いられているが，自然地理学分野において，r は推奨されていな

い [45], [47], [51]．その理由は，

• アウトライア（外れ値）に敏感である
• オフセットが存在しても値が変化しない
• 定数倍の関係に対して値が変化しない

である．

[2] Coefficient of Efficiancy Coefficient of Efficiancy（以降，E と記載）は自然地理学分野，特

に水文学分野で一般的に利用される指標で，

E = 1 −

N∑
k=1

(y(k) − ŷ(k))2

N∑
k=1

(y(k) − y)2

(4.6)
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で定義される．なお，文献によっては E を “Nash-Sutcliffe model efficiency coefficient”（NSE）

と呼ぶこともある [47]．

この指標は水文学分野で扱われる降雨流出モデルの評価指標として米国土木学会（ASCE）

で推奨されている [52]．その理由として，E ≤ 0の場合は，モデルの予測結果が測定値の平均

をモデルとして採用した場合よりも良くないと解釈でき，モデルが妥当でないと判断できるこ

とを挙げている．

この指標は MSE が 0 となるとき，すなわち完全に y と ŷ が一致したときに最大値 1 をと

る．しかし FITと同様に，MSEの増加に対して値が単調減少するため，最小値が存在しない．

特に，MSE が測定値の分散を上回ると式 (4.6) は負値をとることについて評価指標として議

論となる部分であった．これを受けて提案された最小値が存在する指標がつぎに示す Index of

agreementである．

[3] Index of agreement Index of agreement（以降，d j と記載）は

d j = 1 −

N∑
k=1

|y(k) − ŷ(k)| j

N∑
k=1

(|y(k) − y| + |ŷ(k) − y|) j

(4.7)

で定義される [44]．ただし， j は任意な正整数であり，特に j = 1 としたものは “Modified

index of agreement”(d1)と呼ばれる．

d j が規格化されていることは以下のように示すことができる．式 (4.7)はつぎのように書き

直せる．

1 − d j =

N∑
k=1

|y(k) − ŷ(k)| j

N∑
k=1

(|y(k) − y| + |ŷ(k) − y|) j

=

N∑
k=1

∣∣∣y′(k) − ŷ′(k)
∣∣∣ j

N∑
k=1

(|y′(k)| + |ŷ′(k)|) j

(4.8)

ただし，y′(k) = y(k) − y, ŷ′(k) = ŷ(k) − yとおいた．ここで，三角不等式より

|y′(k) − ŷ′(k)| ≤ |y′(k)| + | − ŷ′(k)| = |y′(k)| + |ŷ′(k)| (4.9)

が成り立つ．なお，式 (4.9)の等号成立条件は y′(k)か ŷ′(k)のいずれかが 0か，任意の正数 λ

に対して，y′(k) = −λŷ′(k)となるときである．また，y′(k) = ŷ′(k)の場合，式 (4.9)左辺が 0と

なる．式 (4.9)より，

0 ≤

N∑
k=1

|y′(k) − ŷ′(k)|

N∑
k=1

( |y′(k)| + |ŷ′(k)| ) ≤ 1 (4.10)
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が成り立つ．したがって，任意の j > 0に対して，式 (4.8)は 0～1の間に規格化されている．

d j のもうひとつの大きな特徴は，式 (4.7) 右辺第二項の分母において，測定値 y，予測値 ŷ

それぞれから，測定値の平均値 yを差し引いていることである．これにより，測定値と予測値

の平均値の差まで含めて評価できる．

具体例を挙げてこの効果を説明する．測定値 y(k)と予測値 ŷ(k)が以下の関係をもつとする．

ŷ(k) = y(k) + f , y = 0, f > 0 (4.11)

ただし， f は予測値のオフセットである．このとき，d j は

d j = 1 − N | f | j
N∑

k=1

(|y(k)| + |y(k) + f |) j

(4.12)

となる．y(k) > 0の場合，|y(k)| + |y(k) + f | = 2y(k) + f，y(k) ≤ 0の場合，|y(k)| + |y(k) + f | = f

であるので，

d j = 1 − N f j

N1∑
k=1

(2y(k) + f ) j + (N − N1 + 1) f j

(4.13)

となる．ただし，簡単のため 1 ≤ k ≤ N1 のとき y(k) > 0，N1 + 1 ≤ k ≤ N のとき，y(k) ≤ 0と

した．すると，式 (4.13)は

d j = 1 − N f j

g( f ) + N f j = 1 − f j

g( f )/N + f j (4.14)

と書き表せる．ただし，g( f ) = (2y(k) + f ) j − f j = g1 f j−1 + g2 f j−2 + · · · とした．式 (4.14)を

f で偏微分して，

∂d j

∂ f
= − f j−1g( f )

N(g( f )/N + f j)2 (4.15)

を得る．g( f )の各要素 g1, g2, · · · と f は正なので，式 (4.15)はつねに負値となる．よって，オ

フセット f の増加に伴って値が単調減少することがわかる．

d j は E の問題点であった最小値が存在しない課題を克服しており，この指標をもとにした

新たな指標を作る動きが最近も続いている [48]．一方で，この指標は Coefficient of Efficiancy

のような解釈ができない問題点があるとされ，Coefficient of Efficiancyほど標準的に用いられ

ていない [45]．
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Table 4.2 Classification of criteria by inequality

Each sample All samples

Schwarz A r = ⟨y − y, ŷ − ŷ⟩
||y − y|| ||ŷ − ŷ||

Triangle d j = 1 −

N∑
k=1

|y(k) − ŷ(k)| j

N∑
k=1

(|y(k) − y| + |ŷ(k) − y|) j

B

4.4 無次元指標の分類

前節で紹介した無次元指標をまとめる．まず，下限が存在しない指標として，式 (4.1)で定

義される適合率（FIT），式 (4.6)で定義される Coefficient of Efficiancy（E）を紹介した．とも

に，測定値と予測値の誤差をもとにしており，E はMSEを，FITは RMSEを規格化している

違いがある．

つぎに，下限が存在する指標としては，式 (4.4) で定義される相関係数（r），式 (4.7) で定

義される Index of agreement （d j）を紹介した．両者を規格化に利用した不等式をもとに，

Table 4.2にまとめた．なお，表中の All samplesは波形全体を 1つのベクトルとみなして評価

するものであり，Each sampleは波形を 1点ずつ評価するものである．そして，表中に示した

A，Bはそれぞれ対応する指標が定義されていないものである．これらに対応する指標を定義

するとつぎに示すようになる．

A =

N∑
k= j

⟨y(k), ŷ(k)⟩

N∑
k= j

||y(k)|| ||ŷ(k)||
(4.16)

B = 1 − ||y − ŷ||
||y|| + ||ŷ|| (4.17)

ただし，

y(k) = [y(k), y(k + 1), · · · , y(k + j)]T, ŷ(k) = [ŷ(k), ŷ(k + 1), · · · , ŷ(k + j)]T

で， jはベクトルの次元である．指標 Aは規格化されているが，不等式の両辺同士で和を取っ

ているため，意味をもたせるのが難しい．
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4.4.1 指標 Bの意味

式 (4.17)の指標 Bの意味について考察する．なお、簡単のため、ノルムはユークリッドノル

ムとする。三角不等式の意味は，Fig. 4.3のように y，−ŷ，y − ŷの三辺で構成される三角形を
考えたとき，1辺よりも他 2辺の和の方が大きいことを意味する．式 (4.17)は誤差 ||y − ŷ||が
同じ値ならば，||ŷ||が最も大きいときに指標は最も大きくなる．これは，Fig. 4.4(a)に示すよ

うに，yの原点を中心に半径 ||y − ŷ||の円を描いた場合，−ŷが赤で示すように，yと逆方向を
向き，かつ，||y|| < ||ŷ||の場合に指標が最大化される．これは，ŷ = λy, λ > 1の場合であり，y

とまったく同じ波形が λ倍されたものを最も良く評価する．一方，Fig. 4.4(b)に示すように，

yと逆方向を向きかつ，||y|| > ||ŷ||の場合に指標が最小化される．これは，ŷ = λ′y, λ′ < 1の

場合であり，yとまったく同じ波形が λ′ 倍されたものを最も悪く評価する．たとえば，ŷ = 2y
と ŷ = 0とはともに ||y− ŷ|| = ||ŷ||となり，両者の誤差は同じ大きさである．つまり，RMSEや

FITの値は同じである．一方，指標 Bを利用すると，ŷ = 2yの場合は B = 1/3、ŷ = 0の場合

は B = 0となり差が生じる．

なお，現実にはまったく同じ波形を λ′ 倍したようなシミュレーション結果が得られること

は少ない．そこで，Fig. 4.5に示すように，yと ŷとが異なる方向を向いている場合を想定す
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る．このとき，FITでは，Fig. 4.5(a)に示すように，誤差が最小となる ŷに対して最良値を与
える．一方，Bは少なくとも Fig. 4.5(b)のように，誤差が最小となる ŷ以上に ||ŷ||が大きくな
る ŷに対して最良値を与えると考えられる．
指標 Bと FITを比較するため，指標 Bに関して典型的な最良値を計算する．ŷがパラメー

タ wとデータ Uからなる線形回帰モデル

ŷ = UTw, w ∈ Rnb , U ∈ Rnb×N (4.18)

で記述されると仮定する．式 (4.18)を式 (4.17)に代入し，wで偏微分すると，

∂B
∂w
= − ∂

∂w

(
||y − UTw||
||y|| + ||UTw||

)
= −

(
U(UTw − y)

(||y|| + ||UTw||)||UTw − y||
− UUTw||UTw − y||

(||y|| + ||UTw||)2||UTw||

)
(4.19)

=

(
UUTw||y|| + Uy||UTw||

) (
||y|| − ||UTw||

)
(
||y|| + ||UTw||

)2 ||UTw − y|| ||UTw||
(4.20)

となる．計算過程の式 (4.19)右辺第 1項の分子を 0とする wは最小二乗解であり，指標 Bの

極値は最小二乗解と異なることがわかる．式 (4.20)右辺の分子第 1項*1が 0となるのは，

UTw = −λy, λ > 0 (4.21)

の場合である．つまり，測定値と予測値が負の相関をもつ場合である．そして，そのときの値

は式 (4.17)に ŷ = −λyを代入することで，0であることがわかる．一般的に測定値と予測値が

負の相関をもつ場合は少なく，式 (4.21)が 0となるケースはほぼ考えなくてよい．

*1 本論文では，分子の左から 1つ目のカッコ内を分子第 1項と呼ぶ．同様に分母も左から 1つ目のカッコ内を分
母第 1項と呼ぶ．
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つぎに，式 (4.20)右辺の分子第 2項が 0となるのは，

||UTw|| = ||y|| (4.22)

の場合である。つまり，測定値と予測値のノルムが一致した場合である．これを満たす w は

式 (4.22)の両辺を二乗して，

wTUUTw = yTy (4.23)

を満たし，複数存在する．式 (4.22)は Bに最良値を与えるための必要条件となる．したがっ

て，複数存在する wのうち，Bに最良値を与えるのは，式 (4.22)の制約の下，式 (4.17)を最大

化するものである．式 (4.22) の制約を満たす場合，式 (4.17) の分母は一定値となる．そのた

め最終的に，式 (4.22)の制約の下，yと ŷの二乗誤差を最小化する wが Bに最良値を与える．

また、式 (4.20)右辺の分母第 3項より，w = 0は微分不可能な点であることもわかる．そし
て，式 (4.20)右辺の分母第 2項が UTw− y = 0となる，すなわち測定値と予測値が完全に一致
する点でも微分不可能である．

以上を確かめるため，U, yがそれぞれ 1次元ベクトル u, yであり，wがスカラである場合と
して，以下の例題について考察する．

[1]例題 　

　 1変数の静的システム

y = 0.5u + 0.01 (4.24)

を仮定する*2．また，このモデルとして

ŷ = wu (4.25)

を考える．ただし，u = −1,−0.9, ..., 1とする．

ここで，wを −2から 2まで変化させたときについて，指標 B，および式 (4.20)による ∂B/∂w

をそれぞれ計算する．

それぞれの計算結果を Fig. 4.6に示す．上段が wに対する指標 Bの値，下段が wに対する

∂B/∂wである．まず，w ≈ 0.5において Bが最大値をとっていることが確かめられる．これは

式 (4.20)右辺の分子第 2項が 0かつ，yと ŷの二乗誤差が最小となることに対応している．ま

た，∂B/∂w = 0となっているとおり，式 (4.20)の計算でも Bが極値をとることが確認できる．

一方，w ≈ −0.5においても，式 (4.20)右辺の分子第 2項は 0となる．実際，この例題でも

0 となっているのだが，式 (4.20) 右辺の分子第 1 項が w < 0 においてほぼ 0 となる影響で，

*2 式 (4.24)の第 2項は，測定値と予測値が完全一致することによって微分不可能点が生じることを避けるために
加えている．
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Fig. 4.6 Example of index B and its partial derivative with respect to w

Fig. 4.6では，極値であることを確認しにくい．なお，w ≈ −0.5においても，指標 Bは極大値

を取る．

最後に，もともと微分不可能な w = 0の前後において，∂B/∂wが異なる値を取っていること

が確認できる．そして，w < 0においては，測定値と予測値がほぼ負の相関をもつことから，

式 (4.20)右辺の分子第 1項がほぼ 0となり，∂B/∂w ≈ 0となる．前項で述べたように，w = 0

において Bは 0をとるため，w < 0は Bの値もほぼ 0となっている．

このように，wがスカラである場合の指標 Bは，測定値と予測値が負の相関をもつ w < 0の

領域ではほぼ 0を示し，測定値と予測値のノルムが一致する w ≈ 0, 5で極大値をとる，規格化

された指標であることが確認できた．

[2] FITとの関係 　

　 wがスカラの場合について，既存の指標である FITと指標 Bの関係について述べる．なお，

ここでは [1]の例題で扱った式 (4.24)と同様，システムは正の係数 wをもつとする．

まず，FITに最良値を与える最小二乗解は，

ŵls =
uTy
||u||2 (4.26)

である．それに対して，指標 Bに対して最良値を与える wは，式 (4.22)より

ŵB =
||y||
||u|| (4.27)
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である．よって，

ŵB − ŵls =
||u|| ||y|| − uTy
||u||2 ≥ 0 (4.28)

となり，1変数かつ w > 0の場合，指標 Bを最大化する wは最小二乗解以上の値となる*3．

なお，式 (4.28)の不等号はシュワルツの不等式によるため，この両者が一致するのは等号成

立条件が成り立つ，y = λu, λ > 0のときである．この結果は，前項で示した Fig. 4.5の考察を

裏付けるものである．

本研究では，指標 Bのことを三角不等式に基づく指標という意味を込め，三角指標 (Tri j)と

呼ぶ．ただし， jは任意の正整数である．ノルムの取り方によって Triはいくつもの形をもち

うるが，一般的に利用されている RMSEを規格化するという意味で， j = 2とおいた Tri2 を

本研究では考察する．

4.4.2 システム同定結果評価における FITと Tri2 の特徴

指標 Tri2 が最小二乗解と別の解を最良と判断することがわかった．この性質のシステム同

定結果評価に対する影響について二つの面から考察する．

[1]雑音の影響 　

　システム同定結果を評価するうえで，雑音に対する指標の振る舞いは重要である．そこで，

つぎのシステムを考える．

y(k) = bu(k) + σ2w(k) (4.29)

ただし，y(k), u(k), w(k)はそれぞれ時刻 kにおける出力，入力，平均値 0，分散 1の白色雑音

とする．また，σは任意の正数とする．ここで，y, uが N サンプル得られているとし，未知

パラメータ bを推定する問題を考える．

まず，FITを最大化する b̂ls は最小二乗推定値であるため，

b̂ls =
uTy
||u||2 =

uT(bu + σ2w)
||u||2 (4.30)

となる．ただし，w = [w(1), · · · , w(N)]T である．いま，入力 u と白色雑音 w は無相関なの

で，十分に大きな N をとれば，uTwの項は消え，

b̂ls ≈ b (4.31)

が得られる．つまり，この場合 FITは真値を最適と判断できる。

*3 システムが負の係数 wをもつ場合も同様の議論により，指標 Bを最大化する wは最小二乗解以下の値となる
ことがわかる．
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つぎに，Tri2 を最大化する b̂tri は

b̂tri =
||y||
||u|| =

||bu + σ2w||
||u|| (4.32)

となる．b̂2
tri を計算すると，

b̂2
tri =

(bu + σ2w)(bu + σ2w)T

||u||2 =
b||u||2 + 2bσ2uwT + σ2||w||

||u||2 (4.33)

となる．いま，入力 u と白色雑音 w は無相関なので，十分に大きな N をとれば，第二項は

消え，

b̂2
tri ≈

b2||u||2 + σ2

||u||2 = b2 +
σ2

||u||2 (4.34)

となる．これは
√
σ2/||u||2 だけ，b̂が bよりも大きな値となることを示している．よって，1

つのパラメータを推定する問題を考える場合，真値から外れた値を最適と判断することがわ

かる．

以上より，雑音がある場合，FITは真値近傍を最適解と判断できるが，Tri2 は真値からバイ

アスした値を最適解と判断する．

Tri2 のもつこの性質はシステム同定結果を評価するうえで好ましくない．しかし，σがある

程度既知であれば，バイアスする程度が事前にわかるため，この分を考慮した評価ができると

考えられる．なお，2つ以上のパラメータを推定する場合における雑音の影響は，後述の数値

シミュレーションにおいて特徴を把握する．

[2]むだ時間の影響 　

　ほとんどの物理的な対象には，入力から出力までの間にむだ時間が存在する．むだ時間の決

定法は多く研究されており [17], [53]，むだ時間を推定して構造を決定したあと，パラメータを

推定するのが一般的である．しかし，正確にむだ時間を推定できない場合もあり，むだ時間が

正確でなくとも，むだ時間以外のパラメータが正しく求まることは好ましい．そこで，つぎの

システムとモデルを考える．

システム：y(k) = bu(k − d), モデル：̂y(k) = b̂u(k − d2) (4.35)

ただし，d はシステムのむだ時間，d2 はモデルのむだ時間であり，その他の記号の意味は

式 (4.29)と同様である．ここで，システムとモデルのむだ時間が異なる，すなわち d , d2 の

場合に，パラメータ bを推定する問題を考える．なお，データ数 N は十分大きいとする．

まず，FITを最大化する b̂ls は

b̂ls =

b
N∑

i=1

u(i − d)u(i − d2)

N∑
i=1

u(i − d2)2

(4.36)
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となる．式 (4.36)の右辺は bに，ラグ d − d2 における uの自己相関関数がかかった形となっ

ている．そのため，uが白色雑音やM系列ならば b̂ls ≈ 0となる．すなわち，FITは b̂ls ≈ 0を

最適解として評価する．

一方，Tri2 を最大化する b̂は

b̂ =

b
N∑

i=1

u(i − d)2

N∑
i=1

u(i − d2)2

≈ b (4.37)

となる．これは，十分大きく N を取れば，真値が最適解なる．すなわち，Tri2を用いると b̂ ≈ b

を最適解として評価する．

以上から，システムとモデルにむだ時間の差異がある場合，FITは bと、ラグ d − d2 におけ

る uの自己相関関数を乗じた値を最適解と判断し，Tri2 は真値を最適解と判断する．

Tri2 のこの性質はシステム同定結果を評価するうえで好ましい．なお，2つ以上のパラメー

タを推定する場合におけるむだ時間の影響も，後述の数値シミュレーションにおいて特徴を把

握する．

4.4.3 Tri2 の上下限

Tri2 は前述のとおり，0から 1の間の値を取る．この上下限の意味についてまとめる．

[1]上限（Tri2 = 1） 　

　 Tri2 が上限をとるのは，

Tri2 = 1 − ||y − ŷ||
||y|| + ||ŷ|| (4.38)

より，式 (4.38)の第二項が 0となる

y = ŷ (4.39)

の場合のみ 1を取る．つまり，出力と同一の波形に対して上限値を与える．

[2]下限（Tri2 = 0） 　

　 Tri2 が下限を取るのは，式 (4.38)の第二項が 1となる，

||y − ŷ|| = ||y|| + ||ŷ|| (4.40)

の場合である．式 (4.40)が成り立つ ŷは，三角不等式の等号成立条件より，

ŷ = λy, λ ≤ 0 (4.41)
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の場合である．つまり，出力と正負が入れ替わった波形に対して下限値を与える．また，予測

値が発散し

||ŷ|| → ∞ (4.42)

となった場合，式 (4.38)の第 2項は 1に漸近するため，Tri2 は下限に漸近する．

4.4.4 d1 と Tri1

式 (4.7)のうち d1 は

d1 = 1 −

N∑
k=1

|y(k) − ŷ(k)|

N∑
k=1

(|y(k) − y| + |ŷ(k) − y|)

= 1 − ||y − ŷ||1
||y − y||1 + ||ŷ − ŷ||1

であるため，Tri1 と等価であり，Table 4.2においては，Each samples，All samples両方の分

類にも属する．なお，d1 はModified index of Agreementと呼ばれる [45]．

4.5 数値例による無次元指標の特徴把握

本節では，まずシステム同定結果評価を単純化した正弦波の波形を比較する．これにより，

前節までに紹介した指標それぞれの基本的な特徴を把握する．つぎに，システム同定結果の評

価で重要となる雑音とむだ時間に対する指標の振る舞いを観察する．

4.5.1 周波数応答の時間領域での比較

[1]問題設定 　

　システム同定結果の比較問題として，以下の連続時間システムとモデルを仮定する．

y(t) = G(p)u(t) + v(t) (4.43)
ŷ(t) = Ĝ(p)u(t) (4.44)

ただし，G(p)，Ĝ(p)はそれぞれ真のシステム，モデルであり，u, y, ŷ, vはそれぞれ，入力，出

力測定値，出力予測値，雑音とする．また，pは微分オペレータである*4．

*4 この例題では，各指標について解析的な解の導出をおこなう．そのため，和分を積分として扱える連続時間シ
ステムについて議論する．
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uや vはさまざまな周波数成分を含んでいるが，ある周波数 ωに注目するとそれぞれ正弦波

で表すことができる．すなわち，

y(t) = G(p)a sinωt + b sin(ωt + ϕ) (4.45)
ŷ(t) = Ĝ(p)a sinωt (4.46)

で表される．ただし，a, bはそれぞれ周波数 ωにおける入力 uと雑音 vの振幅，ϕは位相差

を示す値である．G の ωにおけるゲイン，位相遅れをそれぞれ ga, gϕ，Ĝ の ωにおけるゲイ

ン，位相遅れをそれぞれ ĝa, ĝϕ とすれば，y，ŷは

y(t) = c sin(ωt − gϕ + ψ)
ŷ(t) = aĝa sin(ωt − ĝϕ)

の形になり，入力した正弦波と同じ周波数の正弦波が出力される．ただし，

c =
√

(aga)2 + b2 + 2ab cos(ϕ + gϕ)

ψ = arctan
b sin(ϕ + gϕ)

a + b cos(ϕ + gϕ)

である．これは線形システムに対する周波数応答の原理として知られている．

周波数応答の原理をもとに，ある周波数 ωの正弦波を印加した際の線形システム同定結果

の比較問題について考察する．すなわち，

y1(θ) = sin θ, y2(θ) = a sin(θ + ϕ) (4.47)

を仮定する．ただし，a ≥ 0とし，y1 を測定値，y2 を予測値とする．また，0 ≤ θ < 2πとし，

aと ϕを変化させたときの各指標値（FIT，r，E，d1，Tri2）を観察する．なお，この例題では

各指標の和分を積分に置き換えて評価する.

[2]計算結果 　

　各指標を解析的に計算した結果を示す．

■適合率（FIT）

FIT =


1 −

√∫ 2π

0
(sin θ − a sin(θ + ϕ))2dθ√∫ 2π

0
sin2 θdθ


× 100

=

(
1 −

√
a2 − 2a cos ϕ + 1

)
× 100 [%] (4.48)
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■相関係数（r）

r =

∫ 2π

0
a sin θ sin(θ + ϕ)dθ√∫ 2π

0
sin2 θdθ

∫ 2π

0
a2 sin2(θ + ϕ)dθ

= cos ϕ (4.49)

■Coefficient of Efficiancy（E）

E = 1 −

∫ 2π

0
(sin θ − a sin(θ + ϕ))2dθ∫ 2π

0
sin2 θdθ

= 2a cos ϕ − a2 (4.50)

■三角指標（Tri2）

Tri = 1 −

√∫ 2π

0
(sin θ − a sin(θ + ϕ))2dθ√∫ 2π

0
sin2 θdθ +

√∫ 2π

0
a2 sin2(θ + ϕ)dθ

= 1 −
√

a2 − 2a cos ϕ + 1
a + 1

(4.51)
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a

Fig. 4.7 Visualization of FIT on the example
(blue shows values less than -100.)

a
Fig. 4.8 Visualization of E on the example
(blue shows values less than -1.)

a

Fig. 4.9 Visualization of r on the example

a

Fig. 4.10 Visualization of Tri2 on the example

[3]計算結果の考察 　

　以上で示した各指標の計算結果 (4.48)～(4.51)を，横軸 ϕ，縦軸 aとして，Figs.4.7～4.10に

示した．なお，FIT, E は下限が存在しないため，それぞれ −100, −1以下の値は同色で示して

いる．

まず，FITは Fig. 4.7より，FITは aが小さいほど，ϕの変化に対して高い値をとりやすいこ

とがわかる．特に，a ≈ 0では位相変化によって負値をとりにくいが，a = 1では |ϕ| > π/3に

おいて負値をとってしまう．この傾向から，FITは実際のシステムよりもゲインの小さいモデ

ルの方が，ゲインの大きいモデルよりも良い値を与えることが示唆される．また，ゲインが小

さいモデルほど，位相のずれに対して値は減少しにくいことも示唆される．これは，式 (4.48)
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を aで偏微分すると

∂FIT
∂a
= − a − cos ϕ√

a2 − 2a cos ϕ + 1
(4.52)

となり，a = cos ϕ ≤ 1で式 (4.52)が極値を取ることからも確かめられる．

また，E は定義である式 (4.6)や Fig. 4.8から，FITと同傾向を示す．

rは Fig. 4.9より，aの値には無関係で ϕが直接指標値に現れる．これより，rは位相のずれ

に対しての評価に有用である．

Fig. 4.10は Fig. 4.7を a軸に対して引き伸ばしたような形状をしている．特に，ϕ = 0にお

いて，a = 1から a = 0に向かうときに急激に指標値が 0に近づく点は FITと大きく異なる．

これは，式 (4.20)右辺の分子第 2項と分母第 3項が主に寄与している．以上より，Tri2 はゲ

インの小さいモデルに対して良い値を与えるものではないことが示唆される．これについても

式 (4.51)を aで偏微分すると

∂Tri2
∂a
= − (1 − a)(1 − cos ϕ)

(a + 1)2
√

a2 − 2a cos ϕ + 1
(4.53)

となり，式 (4.53)は a = 1または ϕ = 0の場合に極値をとることから確かめられる．

なお，Tri2 を最大化する y = bŷの係数 bを，式 (4.20)を用いて求める問題を考えれば，

||y|| = || sin θ|| =
√
π, ||ŷ|| = ||a sin(θ + ϕ)|| = a

√
π (4.54)

より，Tri2 を最大化する b は 1/a となる．すなわち，ab = 1 であり，ϕ に関わらず，Tri2 は

a = 1を最良値とする．言い換えれば，Tri2 は，この比較例の場合，位相遅れに関わらず，正

しいゲインをもつモデルに最良値を与える，という意味で有用である．

4.5.2 システム同定結果評価に関する特徴把握

本項ではシステム同定結果評価に関して，2つの観点から考察を行う．ひとつは，4.2節で

与えた FITによるシステム同定結果の評価例に対して，rと Tri2 による評価を行い，これらを

比較することで r と Tri2 の特徴について理解を深める．もうひとつは，4.4.2項において考察

した，システム同定結果に含まれる雑音とむだ時間に対する影響について数値例を通じて観察

する．

[1]システム同定結果の評価例 　

　 4.2節で取り上げた例題に対して，rと Tri2 を計算した結果を Table 4.3に示す．

rは y+ と y− に対しては最大値である 1を示す一方，yp と yp− についてはこれらよりも小さ

な値を示している．これより，r は振幅の一致度に対する評価には向かないと考えられる．一

方，前節でも示唆したとおり位相の一致度を評価する指標として利用できると考えられる．
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Table 4.3 Values of criteria for the example in section 4.2

FIT [%] r Tri2

ŷ+ -1.00% 1.00 0.6577

ŷ− 49.00% 1.00 0.6577

ŷp -13.55% 0.3627 0.4467

ŷp− 5.62% 0.3627 0.3815

ŷ0 0.00% NaN 0.00

最後に，Tri2 は，ŷ+ と ŷ− でほぼ同じ値を取り，ŷp と ŷp− を比べると ŷp の方が大きな値を

示している.また，ŷ0 に対しては最小値である 0を示している．よって，このケーススタディ

においては Tri2 は 4.2節で挙げた FITの問題点を克服している．

[2]雑音の影響 　

　 4.4.2項で考察したように，測定値が雑音の影響を受けると，それぞれの指標が最適と判断
するパラメータは変化する．この数値例では，雑音がそれぞれの指標が最適と判断する値に及

ぼす影響を数値的に確認する．

問題設定 　

線形時不変システム

y(k) = 0.3y(k − 1) + 0.5u(k) + w(k) (4.55)

を同定する問題を考える．モデルとして，

ŷ(k) = ây(k − 1) + b̂u(k) (4.56)

を仮定する．ただし，y(k), u(k), w(k), ŷ(k)はそれぞれ時刻 kにおける出力，入力，平均値 0，

分散 σ2
w の白色雑音，出力推定値とする．また，σw は任意の正数である．

ここで，各指標（FIT，r，Tri2）を損失関数とし，これを最大化するパラメータを求める．こ

れにより，雑音の影響を受けたデータにおいてそれぞれの指標が最適と判断する値を数値的に

求めることができる．

数値実験条件 入力 uは 1周期 1023サンプルの M系列とした．また，それぞれの各指標の

最大化方法は Table 4.4にまとめた．なお，このシミュレーションは 1000回行い，1回ごとに

最適解を計算した．

以下では，分散 σ2 = 0.5, 1.0の 2つの場合について数値実験を行った．

i) σ2
w = 0.5の場合 まず，各指標についての最適解を Fig. 4.11に示す．また，それぞれの指

標に対する最適解の平均値と 3σ範囲を Table 4.5にまとめた．
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Table 4.4 Maximization methods for criteria

Criterion Maximization method

FIT Least-square method

r Canonical-correlation analysis [54]

Tri2 Nelder-Mead method [55]

Table 4.5 Optimal Values for the criteria when σ2 = 0.5

â b̂

True 0.300 0.500

FIT 0.300 ± 0.063 0.501 ± 0.046

r 0.299 ± 0.063 0.501 ± 0.046

Tri2 0.405 ± 0.081 0.677 ± 0.044
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Fig. 4.11 Optimal Values of criteria when σ2 = 0.5
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Fig. 4.12 Optimal Values of criteria when σ2 = 1.0

この例題における FITの最適解は最小二乗解である．式誤差が白色なので、最小二乗解は真

値を中心に分布する。一方，Tri2 は 4.4.2項で考察したとおり，真値に対してバイアスをもっ

ていることがわかる．

なお，rについては，最小二乗解とほぼ同じ解が得られた．これについて，考察する．まず，

相関係数を最大化するようパラメータを決定する方法として，正準相関解析 [54]がある．こ
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Table 4.6 Optimal Values for the criteria when σ2 = 1.0

â b̂

True 0.300 0.500

FIT 0.300 ± 0.080 0.500 ± 0.093

r 0.300 ± 0.080 0.501 ± 0.093

Tri2 0.574 ± 0.129 0.957 ± 0.118

の方法によると，相関係数を最大化する解は

Vuy = 2λVuuθ̂ (4.57)

を満たす．ただし，Vuy, Vuu,はそれぞれ入力と出力の共分散行列，入力の自己共分散行列，λ

はラグランジュ乗数である．式 (4.57)はこの問題においては，Vuy = Φ
Ty，Vuu = Φ

TΦであ

るため，

θ̂ =
1

2λ

(
ΦTΦ

)−1
ΦTy (4.58)

となり，結局最小二乗法を解いていることに他ならない．よって，この問題において rを最大

化するパラメータは FITを最大化するパラメータと一致する．

ii) σ2
w = 1.0の場合 各指標についての最適解を Fig. 4.12に示す．また，それぞれの指標に対

する最適解の平均値と 3σ範囲を Table 4.6にまとめた．Fig. 4.11と Fig. 4.12，およびを Table

4.5と Table 4.6比較すると，Tri2 は σ2 = 0.5の場合よりも，真値から離れた値を最適解と判

断しているといえる．式 (4.34)において 1パラメータの線形回帰モデルの場合を考察したが，

この場合同様に，雑音の分散が大きくなると，Tri2 についての最適解は真値からバイアスする

と考えられる．

このように，Tri2 は雑音がある状況下では，真値からずれたパラメータを最適と判断する．

雑音が大きい状況では Tri2 を利用すると誤った判断をする可能性がある点は注意しなければ

ならない．

[2]むだ時間の影響 　

　 4.4.2項で考察したように，システムとモデルのむだ時間が異なる場合，それぞれの指標が
最適と判断するパラメータは変化する．この数値例では，推定するパラメータが 2つの場合，

むだ時間がそれぞれの指標が最適と判断する値に及ぼす影響を数値的に確認する．

なお，むだ時間が異なることによる，パラメータ推定への影響は極の有無により変わる．そ

のため，システムに極がない場合とある場合について考察する．
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i)極がない場合：問題設定 　

　確定的な線形時不変システム

y(k) = 0.3u(k) + 0.5u(k − 1) (4.59)

を同定する問題を考える．モデルとして

ŷ(k) = âu(k − 2) + b̂u(k − 3) (4.60)

を仮定する．ただし，記号の意味は式 (4.55)，式 (4.56)と同様である．

前節と同様に，各指標（FIT,Tri2）を損失関数とし，これを最大化するパラメータ â, b̂を求

める．*5これにより，むだ時間の影響を受けたデータにおいてそれぞれの指標が最適と判断す

る値を数値的に求めることができる．

また，â, b̂それぞれを −2から 2まで変化させたときの各指標値（FIT，Tri2）を計算し，各

指標値がどのようなパラメータに良い値を与えるかを観察する．

なお，指標の最大化方法は前節同様に Table 4.4に示す方法を用いた．

ii)極がない場合：結果 　

　 Fig. 4.13～Fig. 4.14 は，パラメータ a, bに対する各指標値と，それぞれの値を色で示して

おり，赤になるほど高い値で，青になるほど低い値を示す．まず，Fig. 4.13は FITに最良値を

与える最小二乗解が 0 付近にあり，最小二乗解を中心に指標値が減少していることを示して

いる．これは式 (4.59)と式 (4.60)とに共通する時刻の入力が含まれていないことに起因する．

4.4.2項でふれたように，最小二乗解は真のパラメータと，ラグが 1, 2における入力の自己相

関関数の乗算となる．入力にM系列を用いたことで、ラグが 0でない自己相関関数は，ほぼ

0となり，その結果最小二乗解が 0付近となった．

一方，Fig. 4.14より，Tri2 は â = 0, b̂ = 0を中心とした同心円状に最適解が分布しており，

この中に真値を含んでいることがわかる．これは，4.4.2項の式 (4.23)により説明できる．入

力としてM系列を用いたため，式 (4.23)左辺の XTX ≈ NIである．そのため，

N(b2
1 + b2

2) = ||y||2 (4.61)

が成り立つ．よって，原点を中心とする円上すべてが式 (4.23)を満たす．一方，入力にM系

列を用いたため，式 (4.20)右辺第 1項は，

XXTw||y|| + Xy||XTw|| ≈ NIw||y|| + 0||XTw||
= Nw||y|| (4.62)

となる．したがって，式 (4.62) 第 1 項は w の要素ごとの符号にのみ影響をする．たとえば，
b1 > 0の場合，||y|| > ||XTw||のときは式 (4.20)全体の符号が正になる．また，b1 < 0の場合，

*5 なお，rについては前節で考察したとおり，FITと同様の結果を与えるため，本節では扱わない



第 4章 時間領域におけるシステム同定結果の評価指標 75

Fig. 4.13 Values of FIT for eq.(4.59) and (4.60) , red indicate higher value, blue indicate lower
value, o indicate true parameter

Fig. 4.14 Values of Tri2 for eq.(4.59) and (4.60) , red indicate higher value, blue indicate lower
value, o indicate true parameter

||y|| > ||XTw||のときは式 (4.20)全体の符号が負になる．これより，式 (4.61)を満たすすべての

パラメータは極大値となる．

以上より，Tri2 はこの例題の場合，真値を最適解と判断できる．

iii)問題設定：極がある場合 確定的な線形時不変システム

y(k) = 0.3y(k − 1) + 0.5u(k) (4.63)
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Fig. 4.15 Values of FIT for eq.(4.63) and (4.64), red indicate higher value, blue indicate lower
value, o indicate true parameter, * indicate optimal value for FIT

を同定する問題を考える．モデルとしては，

ŷ(k) = ây(k − 1) + b̂u(k − 4) (4.64)

を仮定する．なお，記号の意味は式 (4.55)，式 (4.56)と同様である．極がない場合同様に，â, b̂

をそれぞれ −2から 2まで変化させたときの各指標値（FIT，Tri2）を Fig. 4.15～Fig. 4.16に

示す．

iv)結果：極がある場合 Fig. 4.15より，FITの最良値を与える最小二乗解は â ≈ 0.3，b̂ ≈ 0と

なっている．b̂が 0に近い値となるのは，極がないと同様の理由である．一方，âが真値に近い

値を最良値とするのは、入力にM系列を利用しているため，最小二乗推定値 ŵls = (XTX)XTy
の XTXの非対角項が比較的小さい値となるためと考えられる．

Fig. 4.16より Tri2 は．真値からバイアスした値である â1 ≈ 1, b̂1 = 0に対してのみ最良値を

与える．まず，

yk = [y(1), y(2), ...., y(N)], yk−1 = [y(0), y(1), ...., y(N − 1)] (4.65)

とおくと，N が十分大きいため，||yk || ≈ ||yk−1||であるといえる．したがって，式 (4.23)より，

â ≈ 1, b̂ = 0 が最良値を与える解の候補であるとわかる．一方，これ以外の解が最良値を与

えないところは，極がない場合と異なる．たとえば，測定値と予測値のノルムが等しい解と

して，â ≈ −1, b̂ = 0 も挙げられる．しかし，a < 0 においては，測定値と予測値が負の相関

に近い関係をもつことになり，式 (4.20) 右辺第 1 項が 0 に近い値を取ってしまう．よって，

â ≈ −1, b̂ = 0は極大値であっても，Tri2 の値は â ≈ 1, b̂ = 0の場合よりも小さくなる．



第 4章 時間領域におけるシステム同定結果の評価指標 77

Fig. 4.16 Values of Tri2 for eq.(4.63) and (4.64) , red indicate higher value, blue indicate lower
value, o indicate true parameter, * indicate optimal value for Tri2

以上の結果から，Tri2 はむだ時間をもつシステムの評価に有用である可能性はある．しか

し，これは測定値と予測値のノルムが等しくなるパラメータを最良とする性質に基づいてお

り，本研究で扱った極がある場合のように，実質意味のないパラメータが最良と判断される危

険性がある．したがって，今後どのような場合に有用であるかを見極めなければならない．
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4.5.3 無次元指標によるシステム同定結果の評価について

例題を通して考察したように，FITの最適解は最小二乗解そのものであるため，特に雑音が

無視できない場合における評価に有用である．一方，モデル出力 ŷ の振幅が出力 y より小さ

い場合，FITによる評価結果のみをもってモデルの良し悪しを判断するべきではないと考えら

れる．

r は位相についての評価に有用であると考えられる．しかし，その最適解は線形回帰問題を

扱う分には FITと同様である．つまり，FITと rでの評価はほぼ同じものを評価している．

Tri2 は測定値と予測値のノルムが一致する解を最適解とみなす指標である．そのため，雑音

の影響を特に受ける指標である．雑音が大きい場合はこれらの結果をもっての判断は不適切な

場合が多い．一方，雑音の影響が小さい場合は，4.2節で挙げた FITの問題点を克服している

ため，有用であると考えられる．また，むだ時間系を評価する場合にも，Tri2 が有用である可

能性がある．

4.6 まとめ

システム同定で用いる無次元指標について議論するために，以前から指標についての議論が

盛んであった自然地理学分野で行われていた議論を紹介した．つぎに，提案されてきた指標を

分類し，この分類をもとに三角不等式を用いた規格化された指標である Tri2 を提案した．ま

た，線形回帰モデルを仮定した場合について，Tri2 の極値を導き，これに基づいて，Tri2 の長

所・短所を考察した．最後に，簡単な数値例を用いて，Tri2 がむだ時間を有するシステム同定

結果の評価指標として有用である可能性を示した．今後の課題は Tri2 がもつ特徴がシステム

同定結果の評価指標として適当なものかを見極めることである．
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第 5章

結論

本論文では，モデルベース開発におけるモデリング手段としてシステム同定を利用しやすい

環境を整えるために，以下 2項目を述べた．

【1】 共通極システムを同定する際に印加するM系列信号の満たすべき条件を提示した

【2】 システム同定結果の時間領域における評価指標として Tri2 を提案し，評価した

5.1 本論文による成果

第 2章では，本論文の背景となる“システム同定実験の設計”と“モデルの妥当性の評価”

の基礎的な事項および従来研究について述べた．

第 3章では，共通極システムに対する入力設計について述べた．まず，共通極システムに対

して，巡回シフト M系列という二値信号を印加するために満たすべき条件を可同定性の観点

から明らかにした．また，条件に基づいた入力設計法を提案し，提案法が適切に機能すること

をシミュレーションによって確認した．その結果，十分条件はより広い条件の存在が示唆され

る結果となった．巡回シフト M系列により共通極システムが確定的可同定となる十分条件を

導いたことで，モデルベース開発において多入力系を扱う場合，適切な入出力データを得るた

めに必要な同定実験時間の短縮が見込める．

第 4章では，システム同定結果の時間領域での評価法について述べた．まず，他分野で行わ

れてきた時間領域での評価についての議論をまとめた．つぎに，適合率 FITに代わる指標とし

て Tri2 を提案し，この指標の意味を考察した．最後に，他分野で提案された指標，今回提案し

た指標について単純な例題を用いて評価し，雑音混入時に真のパラメータからずれた値を最適

解と判断すること，およびむだ時間系の評価に Tri2 が有用である可能性があることを確認し

た．特に，第 2章で述べた複雑な物理モデルの低次元化方法としてシステム同定を用いる場合

は，雑音が混入しない．そのため，Tri2 を用いても，雑音により最適解がずれることはない．
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そのため，Tri2 の利点である低振幅の予測波形を過度によく評価しない特徴が，通常のシステ

ム同定結果の評価に比べて有用であると考えられる．

なお，これらの成果はモデルベース開発のプラントモデリングにおいて，多入力系に対する

入力設計と，評価の面で，システム同定を利用しやすい環境の実現に貢献するであろうと考え

られる．

5.2 今後の発展性

巡回シフトM系列により共通極システムが確定的可同定となる必要十分条件を導くことで，

巡回シフトM系列によるMISO系の同定法の確立が期待される．また，提案した巡回シフト

M系列による入力設計法は，確定的可同定性の意味，すなわち同定できるかどうかという面に

ついてしか着目しておらず，パラメータ推定精度面については論じていない．従来研究でも，

SISOの FIRモデルのパラメータ推定精度を論じた研究は存在する [32]．しかし，同定入力を

二値信号に絞った場合，M 系列のパラメータ推定精度が他の信号と比較してどの程度である

か，すなわち，最もパラメータ推定精度が高い二値信号がM系列であるかどうかについて議論

した研究はほとんどない．たとえば，文献 [56]では，M系列を同定入力としたときの，SISO

の FIRモデルのパラメータ推定精度について，誤差共分散行列の最大固有値（以降，最大固有

値と略記）をもとに論じている。この文献では，M 系列を用いた場合の最大固有値と，RBS

（Random Binary Signal）を 1000回生成したときの最大固有値の平均値との比較を行い，M系

列を用いた方が最大固有値が小さく，RBSよりもパラメータ推定精度がよいとしている．し

かし，この比較では M系列が二値信号の中で最も推定精度が良い，というような結論は出せ

ない．まず，文献 [56]と同じ問題設定において，M系列がほかの二値信号と比べてパラメー

タ推定精度が最もよくなるのかを明らかにしたい．つぎに，多入力の場合について考えたい．

多入力の場合，誤差共分散行列はブロック対角行列になり，自己相関関数が対角ブロック，相

互相関関数が非対角ブロックに入る．本論文で扱った巡回シフト M系列の自己相関関数，相

互相関関数はともに，他の系列と重なるラグを除くとすべて −1/N となる．つまり，誤差共分

散行列の固有値は SISOと同様に，すべて解析的に求められ，SISO同様に誤差共分散行列の

固有値をもとにして，FIRモデルのパラメータ推定精度を論じられると考えられる．

時間領域における評価指標として新たに提案した Tri2 については，同定結果の評価の意味

で良い方向にも悪い方向にも転びうることは，本論文で取り上げた雑音とむだ時間の 2トピッ

クだけでもわかる．ケースバイケースで指標を使い分けるという選択肢を含め，有用性を見極

めていきたい．

また，時間領域における評価指標は，『何をもって，良い指標とするか？』という根源的な問

いについても考察するべきだと思う．著者が参加した IFAC SYSID 2014 で，L.Ljung は FIT

は線形回帰と相性が良いと述べた．確かにそのとおりであるが，それでは，最小二乗解を最良
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と判断する指標はシステム同定にとって良い指標なのだろうか？なお，同じ会議において行わ

れたパネルディスカッションにおいて，参加者から FITが負値を取ることに対して疑義が述べ

られていた．多くの研究者は FITの課題を認識しているが，アプローチすらできていないと感

じた．まずは，評価目的を明確にし，これに対応する指標として，既存の指標が利用できるか

を改めて考察したい．

モデルベース開発におけるシステム同定の課題として，制御対象の事前情報を取り入れたグ

レーボックスモデリングが特に注目を集めている [57]．本論文では，システム同定をモデル

ベース開発に適用する際の課題として入力設計とモデルの妥当性評価に注目したが，これらの

グレーボックスモデリングへの適用は考慮すべき課題と考える．まず前者の入力設計につい

て，本論文では可同定性に着目したが，つぎの段階はパラメータ推定精度を高めるための入力

設計であると考える．特に，グレーボックスモデリングにおいて，多くの場合は制約条件とし

て事前情報が取り込まれる [58]–[60]が，この際，どのように同定入力設計すればパラメータ

推定精度が上がるかについて検証するべきであると考える．また，後者のモデルの妥当性評価

についても，グレーボックスモデリングに対する評価はブラックボックスモデリングと異なる

ものと考えられる．たとえば，制約条件はモデルの一部と考えられ，この妥当性を検証するよ

うな方法があってもよいように思う．しかしながら，グレーボックスモデルの評価として実測

値と予測値の誤差の評価のみを行っている場合が多く [61], [62]，グレーボックスモデルの特

有の評価を扱った研究はあまり見られない．今後は，グレーボックスモデルに特化した評価方

法を考察していきたい．
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