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要旨

分数階微積分とは，階数を整数から実数に拡張した一般化された微積分である．分数階微

積分をシステムの数理モデルに用いることで，粘弾性体やリチウムイオン電池の応答などの

複雑な現象を簡潔に精度よくモデル化できる．また，分数階積分器を導入した制御系は，制

御則の設計に自由度が増えることから，優れた性能を発揮できる．しかし，分数階微積分は

通常の微積分と異なる性質を持つため，分数階システムに対して整数階システムを対象とし

た制御系設計法を直接適用できず，微分連鎖則や実現などの課題を解決する必要がある．そ

こで本研究では，分数階に拡張された非線形制御系および適応制御系の設計法に関し研究を

行い，これらの課題の解決を目的とした．

第 1章では，本研究の研究背景と従来研究について概説している．

第 2章では，本研究の基本となる分数階微積分の諸定義と演算に関し説明を行う．

第 3章では，従来のバックステッピング法を非整数階に拡張した手法を開発するとともに，

非線形分数階システムを対象として，バックステッピング法に基づいたスライディングモー

ド制御系の設計を行う．さらに，数値実験により，提案した制御系が確定外乱を有する場合

においても有効であることを確認する．

第 4 章では，未知パラメータを含む線形分数階システムを対象とした Kreisselmeier 型適

応観測器の設計を行う．さらに，リチウムイオンの拡散現象に由来してリチウムイオン電池

の電気的な動特性が分数階の微積分によって記述されることを示す．リチウムイオン電池の

ハーフセルを模擬したシステムを対象として数値実験を行い，提案した適応観測器の有用性

を確認する．

第 5章では，モデル規範型制御系の適応調整則に分数階積分器を導入した制御系を構成す

るとともに，構成されたシステムの安定性について，分数階積分器の偏微分方程式系への実

現を通し，分布定数型のリアプノフ関数を用いて証明を行う．さらに，提案した制御系に対

し従来の整数階の適応調整則では過渡応答が乱れる高ゲイン調整則を構成し，数値実験にて

従来のモデル規範型制御系と比較する．数値実験の結果から，モデルマッチング条件を満た

さない場合でも，分数階積分調整則により，モデル規範型適応制御系の応答が改善できる事

を示す．

第 6章では，各章で得られた結果を総括的にまとめ，本研究の成果について述べる．
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Abstract

Fractional calculus is the generalized calculus expanding the order of differentiation and inte-
gration from integer to arbitrary number. By applying the fractional calculus to the mathemati-
cal model, a certain complicated dynamics can be described as simple model more accurately, for
example, viscoelasticity’s response, Li-ion battery’s response, etc. Control systems introducing
the fractional integrator can get the great performance because of the flexibility of the design of
control law. However, because fractional calculus has the different properties from conventional
calculus, the design method of control system for integer order system cannot be applied to
the fractional order system directly, and it is needed to solve the issues like the chain-rule and
the realization, etc. In this study, to solve these issues, nonlinear control system and adaptive
control system containing fractional calculus is researched.

In chapter 1, the background and previous studies are summarized.
In chapter 2, Some basic definition and operation of the fractional calculus are described.
In chapter 3, the backstepping method extended to fractional order is researched, and the

sliding mode control system for nonlinear fractional order system is designed through the back-
stepping method. By the numerical simulation, the effectiveness of the proposed control system
is confirmed in case the deterministic disturbance exists.

In chapter 4, for the linear fractional order system containing unknown parameters, the Kreis-
selmeier type adaptive observer is researched. And, it is shown that the electrical dynamics of
the Li-ion battery is described by the fractional calculus because of the diffusion phenomenon
of the lithium ion. By the numerical experiment for the system simulating the half-cell of the
Li-ion battery, the usefulness of the proposed adaptive observer is confirmed.

In chapter 5, the control system introducing fractional order integrator to the control law of the
model reference adaptive control system is designed, and the stability of the designed system
is proofed by distributed constant type Lyapunov function through realizing fractional order
integrator to distributed parameter system. The high gain adaptation law which disturbs the
transient response in case conventional integer order adaptation law is designed for the proposed
control system, and the performance of control system is compared with the conventional model
reference adaptive control system by numerical simulation. From the result of the numerical
simulation, it is shown that the response of the model reference control system could be improved
by fractional order integral adaptation law also in case model matching condition is not satisfied.

In Chapter 6, the results of this research are summarized.
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第 1章

緒論

1.1 分数階微積分とは

熱拡散問題などの偏微分方程式で記述される問題をはじめとして，粘弾性流体の流れ，粘

弾性体の力学的応答，アモルファス半導体の電気的応答，経済の過去との相関関係など，複雑

なシステムを分数階微積分によって簡潔・正確にモデル化できることが近年の研究で分かっ

てきている [1, 2, 3, 4, 5]．分数階微積分とは非整数の階数をもった微積分作用素のことであ

り，その歴史を扱った多くの文献によれば，1695年に L’Hopitalが Leibnizに宛てた書簡の

なかで，（Leibnizが用いた微分を表す記法について）「dny/dxn は n = 1/2のとき，どうい

う意味を持つか」を尋ねたことが記録に残っている最初の議論として紹介され，Leibnizはそ

の返信に「そこからはパラドックスが導かれる」としながらも「この明白なパラドックスか

ら，いつの日か，有用な結果が引き出されるだろう」と述べたとされる [6, 7, 8]．

微積分の考え方には大きく分けて 2つあり，物理現象の解析に関連付けた考え方，曲線の

関係を関連付けた考え方がある．「位置の 1 階の時間微分が速度であり，2 階の時間微分が

加速度である．」というように，時間の微積分を物体の運動と関連付けて解析する考え方は，

「ニュートンの慣性法則」で知られる I. Newtonから始まる．一方で，Newtonの考え方とは

別に，「2次関数を 1階微分した関数は 1次関数（直線）として与えられる」というように，

曲線と微積分を関連付ける考え方は G.W. Leibnizから始まる．

前者の考え方をそのまま用いて，分数階微積分と物理的なパラメータとの対応関係を考え

ようとした場合，「位置の分数階時間微分は位置・速度の中間的なパラメータである」となっ

てしまい，その意味が不明瞭となってしまう．一方，後者の考え方から分数階微積分を考え

ると，「2次関数を分数階微分した関数は 2次関数 (2次曲線)と 1次関数 (直線)の中間的な

曲線を表す関数である」というように，その意味は明瞭となる．

L’Hopital，S. F. Lacroix，J. L. Lagrange，P. S. Laplace，J. Foulierなどの数学者達は分

数階微積分がどのように表現できるかを考察し，様々な定義を生み出していった [9][10]．
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S. F. Lacroixは階乗を実数へと拡張した関数であるガンマ関数を用い，xをm乗した関数

xm を実数 nで微分する分数階微分を次のように表現した [11]．

dn

dxn
xm =

Γ(m+ 1)

Γ(m− n+ 1)
xm−n. (1.1.1)

一方，Fourierは分数階の微分を周波数の位相をずらす形として次のように表現した [12]．

dnf(x)

dxn
=

1

2π

∫ ∞

−∞
f(z)dz

∫ ∞

−∞
cos(px− pz +

nπ

2
)dp. (1.1.2)

J. Liouville は f(x) = Σ∞
n=0cne

anx というように関数 f(x) を指数関数の組み合わせで考

え，次のように分数階微分を表現した [13]．

dνf(x)

dxν
=

∞∑
n=0

cna
ν
ne

anx. (1.1.3)

また，Liouvilleは畳み込み積分を用いて，分数階積分を次のように表現している．∫ µ

F (x)dxµ =
1

(−1)
µ
Γ(µ)

∫ ∞

0

F (x− α)αµ−1dα. (1.1.4)

N.Y. Sonin，A.V. Letnikov，H. Laurent，P.A. Nekrasove，K. Nishimotoは，Cauchy

の積分公式を実数に拡張して次式を得ている [14, 15, 16, 17, 18]．

Dνf(z) =
Γ(ν + 1)

2πi

∫
c

f(ξ)

(ξ − z)ν+1
dξ. (1.1.5)

このように，微分の数理的な解釈から様々な定義が提案されてきた．

一方，応用面では，「質点が曲線に沿って曲線状の一点から定点まで重力のみで滑り降りる

とき，所要時間と曲線はどのような関係で与えられるか」という物理的な問題の解を与える

Abelの積分方程式∫ x

a

f(η)√
x− η

dη = T (x)f(x) =
1

π

d

dx

∫ x

a

T (η)√
x− η

dη =
1

Γ
(
1
2

)aD
1/2
x [T (x)]RL, (1.1.6)

が分数階の微積分で表現されることや，粘弾性体の力学的な応答が周波数のべき乗で与えら

れる [19]（分数階の微積分でモデル化できる）など，分数階微積分によって実際に存在する

物理的問題の解が与えられたり，従来の整数階の微積分ではモデル化が困難であったものを

モデル化できることが分かっており，計算機の性能の向上とともに，この分野の研究が活発

となってきている．
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1.2 分数階微積分を用いた制御系に関する研究動向

整数階（IO：Integer Order）の微積分で構成される従来の制御系について，その微積分を

分数階（FO：Fractional Order）の微積分へと一般化した場合，制御系は次の４つのシステ

ムに大きく分類されることになる．

• 整数階プラント＋整数階コントローラ（IO+IOシステム）

• 整数階プラント＋分数階コントローラ（IO+FOシステム）

• 分数階プラント＋整数階コントローラ（FO+IOシステム）

• 分数階プラント＋分数階コントローラ（FO+FOシステム）

IO+IOシステムは従来のシステムと同義であり，IO+FOシステムは性能向上を目的として

制御用デバイスに分数階微積分を導入したシステムである．一方，FO+IO システムは分数

階微積分で一般化されたプラントを整数階微積分のみを用いた従来の制御用デバイスで取り

扱うシステムであり，FO+FOシステムは分数次数で表されるプラントを分数階に拡張され

た制御用デバイスで取り扱うシステムである．

分数階微積分は少ないパラメータで高次のシステムを表現することから，少ないパラメー

タで高次のコントローラを構成できると言える．分数階微積分をコントローラに導入した研

究の一つとして，PID制御系の微分器と積分器を分数階微積分により一般化した PIλDµ 制御

系に関する研究が知られているが [20, 21]，ISE（Integral squared error）や ITAE（Integral

time-weighted absolute error）に基づいて最適なパラメータチューニングを施した場合，IO

プラントと FOプラントの両方で，最適化された PID制御系に比べ PIλDµ 制御系がより優

れた制御性能を発揮可能であることが報告されている [22]．

このように従来の PID制御系のような古典制御系に対し分数階微積分をコントローラに取

り込んだシステムは，大きく分けて次の 4つのグループが存在する．

1. TID(Tilted Integral Derivative)制御システム．

2. CRONE(Controle Robust d’Odre Non Entier：仏語で non-integer order robust

controlの意)システム．

3. PIλDµ 制御システム．

4. 分数階位相補償器．

TID制御システムは，PID制御器の比例制御の項を s−1/n で置き換えたシステムであり，以

下の構造を持つ．
C (s) = Kts

−1/n +Kis
−1 +Kds, (1.2.1)
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ここで n ̸= 0であり，通常は 2 ≤ n ≤ 3として設定される．TID制御システムは PIλDµ 制

御システムと比較してパラメータのチューニングが簡便でありながら，従来の PID 制御系

と比較して外乱やパラメータ変動についてよりロバストな性能を発揮できるなど，優れたパ

フォーマンスを有する制御システムである．

CRONEは A. Oustaloupによって提案された制御システムであり，分数階微積分を制御

に応用した早期の代表的な研究のひとつである [23]．CRONEには第一世代から第三世代の

分類が存在する．第一世代の CRONE は次式で表されるコントローラを取り扱ったもので

あった．
C (s) = C0s

α, (1.2.2)

ここで，C0 と αは実数を表す．このコントローラを設計するために A. Oustaloupは sα を

ボード線図上で近似する手法を開発したが，この手法は現在でも多くの分数階微積分を制御

系に応用した研究で用いられている．第二世代の CRONEの研究では，制御系の一巡伝達関

数 F (s)を次のように設計した場合の安定性について，主にニコルス線図を用いて解析が行わ

れた．

F (s) = C (s)G (s) =
(ωcg

s

)α

, (1.2.3)

ここで G(s)は制御対象の伝達関数を表す．第三世代の CRONEでは，開ループ系が上記で

表されるシステムについての解析を，閉ループ系の解析へと拡張し，制御系のロバスト性を

考慮した制御系設計について周波数ベースで研究された．

PID制御系は簡易な構成でありながらもロバストな性能を有しており，パラメータチュー

ニングのためのアルゴリズムが充実していることから，現在，最も産業で普及している制御

系である．PID 制御系の基本構造を踏襲して微積分階数を実数に拡張した制御系が PIλDµ

制御系であり，そのコントローラの構造は次式で与えられる．

C (s) = Kp + Tis
−λ + Tds

µ, (1.2.4)

ここで，Kp，Ti，Td はそれぞれ比例ゲイン，傾斜積分ゲイン，傾斜微分ゲインであり，λ，µ

はそれぞれ積分階数と微分階数を表す実数である．PIλDµ 制御系は TID制御系とよく似た

構造を持つが，TID制御系を構成するパラメータがKt，Ki，Kd，1/nの 4つであるのに対

し，PIλDµ 制御系はKp，Ti，Td，λ，µの 5つのパラメータで構成されており，TID制御系

よりも若干複雑な制御系であるといえる．PID制御系や TID制御系に比較し，コントローラ

をより自由に構成できることから，この制御系のパラメータチューニングに関する研究が活

発になされている [24, 25]．

分数階位相補償器は次式のような構造を有するコントローラである．

C (s) = C0

(
1 + ω−1

b s

1 + ω−1
h s

)α

, (1.2.5)
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ここで，C0 > 0，−1 < α < 1であり，ωb，ωh は 0 < ωb < ωh であり，位相を補償する周波

数の下界と上界を表す．α > 0のとき，この補償器は位相進み補償器として振る舞い，α < 0

のとき，この補償器は位相遅れ補償器として振る舞う．分数階微積分を用いることで，より

自由度の高い補償器の設計が可能となることから，この補償器のパラメータチューニングが

適切に行われることで，優れたパフォーマンスを持つ制御系を構成することができる．

このような分数階微積分を古典制御系に導入して拡張した制御系は，PID制御のように現

在広く普及している制御系を更に発展させるものとして期待されており，応用面に関しても

活発に研究がなされている．例えば，近年では，分数階微積分を有する PIDコントローラを

スマートグリッドの研究領域に用いた S. Sondhiら，S. Ghasemiらや I. Panらの研究が知

られている [26, 27]．S. Sondhiらは一基の発電機の負荷周波数制御に対し PIλDµ 制御系を

設計し，I. Panらは異なる種類の ESS（Energy Storage System）で構成されるシステムの

充放電制御にファジー PIλDµ 制御系を設計を行い，それぞれ，従来の PID型の制御系を用

いた場合よりも制御性能が向上することを示している．

しかし，実は，このような制御系の有効性についての言及はかなり早期に為されており，古

典制御理論の黎明期である 1940 年時点で，（“分数階微積分”という表現はなされていない

が）H. Bodeが“理想的なカットオフ特性”として，ナイキスト線図を描いたときに原点を

通る斜めの直線を描くシステムについて述べている [28]．このシステムは G (s) = (ωcg/s)
α

という分数階微積分で表される伝達関数と同一のものであり，ゲインによらず，位相余裕 ϕm

を ϕm = π − απ
2 とするものである．

分数階微積分を制御系に導入した初期の研究は周波数制御を対象としており，その先駆的

な研究として，1960 年代の真鍋の研究が知られている [29, 30]．同様に古典制御理論の拡

張として，A. Oustaloupの CRONE，I. Podlubnyの PIλDµ 制御系の研究がなされてきた

[23, 20]．しかし，このような古典制御理論への分数階微積分の応用に関する研究から，シス

テムの状態空間表現に基づく現代制御理論への分数階微積分の応用への発展は，分数階微積

分を有する状態空間表現されたシステムの安定性や可制御性・可観測性が不明瞭であったこ

ともあり，長らくなされていなかった．しかし，1990年代後半に，D. Matignonらによって

状態空間表現された分数階システムの安定性・可制御性・可観測性が示されたことで，分数

階微積分を現代制御理論に応用する研究がなされるようになっていった [31, 32]．

現代制御理論を非整数階に拡張した近年の研究のひとつとして，D. Sierociuk らによる

分数階システムを対象としたカルマンフィルタの設計 [33] に関する研究が挙げられる．

また，分数階微積分システムを対象とした最適制御問題に関して，O.P. Agrawal による

FOCP(Fractional Optimal Control Problem)の解法に関する研究 [34]や Y. Liらによる最

適レギュレータ問題の研究 [35]などが行われている．日本における研究では，池田らによる

最適レギュレータの設計や同一次元観測器の設計などが行われている [36, 37, 38]．
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更に，モデルベース制御の領域だけではなく，近年，ILC（Iterative Learning Control）や

極値制御など，モデルフリー制御系へ分数階微積分を導入した研究も行われるようになって

いる [39, 40]．D.Panらは入出力のみがわかるブラックボックスなシステムに PIλDµ 型のア

ルゴリズムを用いた ILCを設計し収束性を評価しており，H. Malekらは極値制御系のロー

パスフィルターとハイパスフィルターに分数階微積分を導入した制御系をダイナモメーター

を用いたベンチマークに対して設計し，従来の極値制御系と比較して極値への収束がはやく

なることを示している．

このように，従来の制御系を分数階に拡張した制御系の設計に関する研究は，まだ，発展

途上であり，主に PID制御系において，分数階数に制御系が拡張することで制御性能が向上

することが報告されていることからも，従来の制御系を分数階数に拡張した制御系を開発す

ることにより，将来的に有用な制御系が設計可能となることが期待される．

1.3 本研究の目的と概要

前節にて，分数階微積分作用素を用いた制御系の設計の既存研究について述べた．整数階

から分数階へと拡張されることにより，制御系は，

• IOプラント +IO制御器

• IOプラント +FO制御器

• FOプラント +IO制御器

• FOプラント +FO制御器

の 4種類に分類されることを述べたが，非線形分数階プラントに対する制御系設計について，

スライディングモード制御系を非線形分数階システムに対して構築した A. Si-Ammourらや

A. Pisanoらの研究 [41, 42]，分数階微積分の加法性に基づいたバックステッピング法に関す

る Z. Wang の研究 [43] などがあるものの，事例がまだ少なく，分数階微積分に関して微分

連鎖則や微分のライプニッツ法則などの諸法則が整数階の微積分で成立するものと異なるこ

とから，従来の非線形制御系設計手法を整数階から分数階に一般化した設計法を開発するこ

とにはいまだ課題点が多い．例えば，Wangの用いたバックステッピング法は分数階微積分

の加法性に基づいているため，多数の方程式で記述される非線形分数階システムに対して用

いることは困難となる．更に，未知パラメータを含む線形システムに関して適応制御系にに

分数階微積分を導入して検討を行った B.M. Vinagreらによる報告 [44]などがなされている

が，制御系の安定性に関する詳細な検討などは行われておらず，分数階微積分を含んだ制御

系の安定性の証明法の新たな開発などが必要となる．また，粘弾性体やリチウムイオン電池

の動特性など，複雑なシステムを線形分数階システムとして簡潔に少ないパラメータで記述

することができることから，未知パラメータを含む線形分数階システムのパラメータと状態
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のオンライン同定手法は工学的に大きな意味を持つものと考えられる．

従来の研究では，ポスト現代制御の枠組みを整数階から分数階へと拡張した制御アルゴリ

ズムの実装が，計算機の性能の問題もあり困難であったが，近年，スマートフォンの普及に伴

い，高性能で小型な計算機が急速に普及していることから，計算コストの制約が取り払われ

てきている．このことから，非線形制御系や適応制御系を整数階システムから分数階システ

ムへと拡張した制御理論について，ハードウェアの性能の向上に伴い，応用上の実現可能性

が高まってきている．更に，線形システム及び非線形システムの解析に分数階微積分を導入

するモデル化の研究も進展していることから，未知パラメータを含む分数階システムや，非

線形分数階システムを取り扱うことのできる制御理論の開発を行い，理論を発展させる上で

課題となる分数階微積分の特殊性に由来する問題を解決することは，工学的に重要な意味を

持つと考えられる．

そこで本研究では，

1. 非線形分数階システムを対象とし，整数階から分数階に一般化された非線形制御系設

計法の開発

2. 未知パラメータを含む線形分数階システムに対して適用可能な適応観測器の設計法を

開発，及びリチウムイオン電池のパラメータと状態のオンライン同定に対する応用可

能性の検討

3. 未知パラメータを含む線形システムを対象として分数階適応調整則を有するモデル規

範型適応制御系を構築，その安定性の証明

を行い，これらについて研究を通し，従来の制御系を分数階に拡張する上での課題点の解決

することを目指した．

図 1.3.1 Configuration of thesis

図 1.3.1に本論文における各章の位置付けを示す．

本論文では，分数階微積分を有する系を対象とした制御器の設計法，観測器の設計法，お

よび調整則に分数階微積分を有する系における制御系の構成法に関して述べており，それら
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を非線形制御系と適応制御系とでそれぞれ並列に取り扱っている．

本論文の構成は以下の通りである．

第 2章では，本論文の基礎となる分数階微積分の定義と近似手法について示す．

第 3章では，確定的な有界外乱が存在する非線形分数階システムに対して有効なバックス

テッピング法を用いたスライディングモード制御系を提案する．3.2節において，問題の定式

化を行い，3.3節にて，従来の整数階システムを対象としたバックステッピング法と共に非線

形分数階システムを対象とするバックステッピング法について記述するとともに，3.4節にて

分数階システムに対するスライディングモード制御器の構成法について述べ，3.5節にて数値

シミュレーションにより提案手法の有効性を確認する．

第 4章では，未知パラメータを含む線形分数階システムに対して有効な適応観測システムを

提案する．4.2節で問題の定式化を行い，4.3節で分数階システムを対象としたKreisselmeier

型適応観測器の設計を行う．4.4節では，リチウムイオン電池の動特性が線形分数階システム

として表されることを述べ，4.5 節では提案した適応観測器の有用性について，数値シミュ

レーションを行い確認する．

第 5章では，分数階の微積分を制御器の調整則に導入した適応制御系を提案する．5.2節で

問題の定式化を行い，5.3節で分数階調整則を有するモデル規範型適応制御系の構成法を示す

とともに，分数階積分器を分布定数系へ実現することを通し，そのリアプノフ安定性に関し

て証明を与える．5.4節では，提案したモデル規範型適応制御系の有効性について数値実験を

用いて確認を行う．

第 6章は結論であり，本論文で得られた成果を総括的にまとめている．
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第 2章

分数階微積分

2.1 分数階微積分の定義

2.1.1 Rieman-Liouvilleの分数階積分

関数 f(t)の [a, t]の 1階の積分は次式のように与えられる．

D−1f(t) =

∫ t

a

f(τ)dτ. (2.1.1)

同様に 2階の積分は次式のように与えられる．

D−2f(t) =

∫ t

a

∫ τ1

a

f(τ2)dτ2dτ1 =

∫ t

a

(t− τ)f(τ)dτ. (2.1.2)

同様にして，n階 (ここでは nは整数とする)の積分を計算すると，

D−nf(t) =

∫ t

a

(t− τ)n−1

(n− 1)!
f(τ)dτ = f(t) ∗ tn−1

(n− 1)!
. (2.1.3)

ここで，∗は畳み込み積分を表し，

f(t) ∗ g(t) =
∫ t

a

f(τ)g(t− τ)dτ, (2.1.4)

とする．

このとき，n 階の積分において (n − 1)! という形で階乗が表れていることが分かる．も

し階乗を整数のみでなく分数においても定義することが可能であれば，分数階の積分を表現

することが可能であると考えることができる．階乗を整数から実数へと拡張するためには，

0!, 1!, 2!, · · · を滑らかにつなぐ関数を考えればよいといえる．そのような「階乗を整数から実
数に拡張するための関数」として，Gamma関数が定義されている．
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Gamma 関数の代表的な表現式として，Euler の第二種積分とも呼ばれる次式が知られて

いる．

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−xxz−1dx, Re(z) > 0. (2.1.5)

Gamma関数は次の基本的な性質を持っている．

Γ(z + 1) = zΓ(z). (2.1.6)

もし，z が正の整数 nならば，Gamma関数は Γ(n) = (n− 1)!と等しくなる．正の実数の領

域において，凸関数となる Gamma関数が一意に定まることは証明されているが，負の実数

の領域においては凸な Gamma 関数は一意に定まっておらず，解析接続を用いて (2.1.6) 式

を満たすような関数を探すしかない．負の実数領域でのガンマ関数を計算する表現として次

式が知られている．

Γ(z) = lim
k→∞

k∏
k=0

kzk!

z − k
. (2.1.7)

Gamma関数を用いて，先程の f(t)を n階積分した (2.1.3)式を書き直すと次式が得られる．

D−nf(t) =

∫ t

a

(t− τ)n−1

Γ(n)
f(τ)dτ = f(t) ∗ tn−1

Γ(n)
, (2.1.8)

このとき，畳み込み積分の式に tn−1

Γ(n) が表れているが，この関数をラプラス変換すると，

L

[
tn−1

Γ(n)

]
= s−n, (2.1.9)

が得られ，ラプラス変換記号L [·]を用いて，

D−nf(t) = L −1[F (s)s−n], (2.1.10)

という表現でも f(t)を n階積分した式を表すことができる．

このような考え方から，Rieman-Liouvilleの分数階積分が次式のように定義される．

定義 1. Rieman-Liouvilleの分数階積分

f(t)の n階積分の式を実数に拡張し，q階の Rieman-Liouvilleの分数階積分の式が次式の

ように定義される．

aD
−q
t [f(t)]

RL
=

∫ t

a

(t− τ)
q−1

Γ(q)
f(τ)dτ. (2.1.11)

この積分において，積分階数の加法性が次のように成立することが知られている．

aD
−q2
t

[
aD

−q1
t [f(t)]

RL
]RL

= aD
−q1−q2
t [f(t)]

RL
. (2.1.12)
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2.1.2 Rieman-Liouvilleの分数階微分

Rieman-Liouvilleの分数階積分について，Gamma関数による階乗の実数への拡張ととも

に説明を行った．

積分の逆操作を微分と見なすことができるならば，分数階微分は分数階の積分階数を負に

したものと考えることができるが，前述した Rieman-Liouvilleの分数階積分の積分階数を負

の値にして計算を行っても解を得ることはできない．以下にその計算例を示す．

aD
q
t [f(t)]

RL
=

∫ t

a

(t− τ)−q−1

Γ(−q)
f(τ)dτ. (2.1.13)

Γ(z + 1) = zΓ(z)より，∫ t

a

(t− τ)−q−1

Γ(−q)
f(τ)dτ =

∫ t

a

(t− τ)−q−1

(−q)−1Γ(1− q)
f(τ)dτ. (2.1.14)

部分積分を用いて，∫ t

a

(t− τ)−q−1

(−q)−1Γ(1− q)
f(τ)dτ =

[
(t− τ)−q

Γ(1− q)
f(τ)

]t
a

−
∫ t

a

(t− τ)−q

Γ(1− q)
f (1)(τ)dτ, (2.1.15)

ここで，(t− τ)−q に tをそのまま代入すると無限大になってしまい，このままでは分数階微

分の公式を得ることができない．

だが，Abelの積分方程式の解法を用いることで，分数階微分の公式を得ることが可能とな

る．Abelの積分方程式の解法はもともと「ある曲線上に質点を配置してその質点がある高さ

x を滑り降りる時間 T (x) を設計パラメータとしたとき，曲線 C(x) をどのように設計する

か」という工学上の要求から研究されたものであり，この問題の解は次式を満たす解を得る

ことで解けることが知られていた．∫ x

a

f(η)√
x− η

dη = T (x), (2.1.16)

ただし，f(x) =
(

1+c(x)2

2g

) 1
2

，c(x) = dC(x)

dx
であり，g は重力加速度である．Abelはこの問

題を解くことで，滑り降りる時間を一定とした場合（等時曲線問題），その解がサイクロイド

となることを示している．

(2.1.16) 式は曲線の決定問題であるが，分数階微分の公式を同様の形式の問題に置き換え

て導出する事ができる．簡単化のために 0 < p < 1として，以下のように既知の関数 g(t)と

未知の関数 f(t)が与えられるとする．∫ t

a

(t− τ)p−1

Γ(p)
f(τ)dτ = g(t), (2.1.17)
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このとき，g(t) は f(t) を分数階積分した関数（g(t) = aI
p
t [f(t)]

RL）とみなすことができ，

f(t)は g(t)を分数階微分した関数（f(t) = aD
p
t [g(t)]

RL）と考えることができる．つまり，

g(t)にどのような演算を行えば f(t)が表せるかを示すことで，分数階の微分が表現できると

いえる．ここから，Abelの積分方程式の解法に従って g(t)を用いて f(t)を表す．

最初に，(2.1.17)式の両辺を t−p で [t, a]の区間で畳み込み積分する．∫ t

a

(t− τ1)
−p

∫ τ1

a

(τ1 − τ2)
p−1

Γ(p)
f(τ2)dτ2dτ1 =

∫ t

a

(t− τ)
−p

g(τ)dτ. (2.1.18)

次に，左辺の積分順序を交換すると∫ t

a

f(τ2)

Γ(p)

∫ t

τ2

(t− τ1)
−p

(τ1 − τ2)
p−1 dτ1dτ2 =

∫ t

a

(t− τ)
−p

g(τ)dτ. (2.1.19)

ここで，η = τ1 − τ2 と置き換えると，∫ t

a

f(τ2)

Γ(p)

∫ t−τ2

0

(t− τ2 − η)
−p

ηp−1dηdτ2 =

∫ t

a

(t− τ)
−p

g(τ)dτ. (2.1.20)

更に，ξ = η
t−τ2

と置き換えを行うと，∫ t

a

f(τ2)

Γ(p)

∫ 1

0

(1− ξ)
−p

ξp−1dξdτ2 =

∫ t

a

(t− τ)
−p

g(τ)dτ. (2.1.21)

ここで左辺の ξ による積分に注目すると，この積分は Beta関数となっている．Beta関数は

次式のように与えられる．

B (α, β) =

∫ 1

0

(1− ξ)
α−1

ξβ−1dξ =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
. (2.1.22)

ここから，次式が得られる．∫ t

a

Γ(1− p)f(τ)dτ =

∫ t

a

(t− τ)
−p

g(τ)dτ. (2.1.23)

よって，g(t)を用いて f(t)は次式のように表される．

f(t) =
d
dt

∫ t

a

(t− τ)
−p

Γ(1− p)
g(τ)dτ. (2.1.24)

このようにして，g(t)を分数階微分した式 f(t)を得ることができた．この式の形を見ると，

f(t)は g(t)を 1− p階積分した後に 1階微分した式となっていることが分かる．ここから分

数階微分について，次の定義が得られる．
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定義 2. Rieman-Liouvilleの分数階微分

関数 f(t)が [a,∞)において区間連続かつ積分可能であるとする．このとき，f(t)の q 階

の Rieman-Liouvilleの分数階微分は次式で定義される．

aD
q
t [f(t)]

RL
=

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−q−1

Γ(n− q)
g(τ)dτ

=
dn

dtn
[f(t) ∗ Φn−q(t)]

=
dn

dtn
[
aD

−(n−q)
t [g(t)]

RL
]
, (2.1.25)

ただし，n < q < n+ 1である．

Rieman-Liouvilleの分数階積分と分数階微分の定義をひとつにまとめることができる．

定義 3. Rieman-Liouvilleの分数階微積分の定義

関数 f(t)が [a,∞)において区間連続かつ積分可能であるとする．このとき，f(t)の q 階

の Rieman-Liouvilleの分数階微積分は次式で定義される．

aD
q
t [f(t)]

RL
=

(
d
dt

)n ∫ t

a

(t− τ)
n−q−1

f(τ)

Γ(n− q)
dτ. (2.1.26)

積分の際には n = 0，q < 0であり，微分の際には n < q < n+ 1である．

指数関数とべき乗関数を Riemann-Liouvilleの分数階微分の定義にしたがって計算した結

果を図 2.1.1から図 2.1.4に示す．
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2.1.3 Caputoの分数階微分

ここまで，Rieman-Liouvilleの分数階微積分に関して説明を行ってきたが，微積分の開始

点の値が 0でない関数に対しては，この分数階微分の初期値が有界とならないという問題が

あり，物理現象に Riemann-Liouvilleの分数階微積分を導入しようとした時，物理的な対応

関係に不明瞭な点が出るという問題があった．Caputo の分数階微積分はこの初期値問題を

解決するために提案された定義である．Rieman-Liouvilleの分数階微分は Abelの積分方程

式の解法から導出されたが，Caputoは負の実数領域のガンマ関数に対し，ガンマ関数の基本

的性質に矛盾が出ない範囲で新たな性質を仮定することで，初期値問題のない分数階微積分

の定義式を導出した．

彼は Rieman-Liouville の分数階積分の畳み込み積分に現れるガンマ関数を含んだ関数

Φp(t) =
tp−1

Γ(p) が次式の性質を満たすものと仮定した．

lim
p→−k

Φp = δ(k)(t), k = 1, 2, · · · , (2.1.27)

ここで，δ(t)は Diracのデルタ関数である．

Caputoの分数階微積分の定義式の導出の前に，次の補題を証明する．

補題 4. 任意の実数 p，q に対して次式が成立する．ただし，∗は aから tまでの畳み込み積

分を表す．
Φp(t− a) ∗ Φq(t) = Φp+q(t− a). (2.1.28)
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Proof. 畳み込み積分

Φp(t− a) ∗ Φq(t) =

∫ t

a

(τ − a)p−1

Γ(p)

τ q−1

Γ(q)
dτ, (2.1.29)

を変数変換 τ = (t− a)η + aによって右辺を書き換えると，∫ t

a

(τ − a)p−1

Γ(p)

τ q−1

Γ(q)
dτ =

(t− a)p+q−1

Γ(p)Γ(q)

∫ 1

0

ηp−1(1− η)q−1dη

=
(t− a)p+q−1

Γ(p)Γ(q)
B(p, q)

=
(t− a)p+q−1

Γ(p+ q)
. (2.1.30)

解析接続したガンマ関数を用いることで，任意の実数 p,q において成立する．

Caputoが仮定した新たな性質とここで証明した性質を用いて，Rieman-Liouvilleの分数

階積分の積分階数を負 p = −q として計算を行う．（微分階数を正の実数 q とした微分に相当

する）まず，Φp(t)の畳み込み積分の性質を用いて，aI
−q
t [f (t)]

RL
= aD

q
t [f (t)]

C を次式の

ように書き直す．

aD
q
t [f(t)]

C
= f(t) ∗ Φ−q(t) = (f(t) ∗ Φ−n(t)) ∗ Φn−q(t). (2.1.31)

Caputoの仮定した性質
Φ−n(t) = lim

p→−n
δ(n)(t), (2.1.32)

を用い，更に，デルタ関数を n階微分した関数 δ(n) との畳み込み積分が

f(t) ∗ δ(n) = L −1 [F (s)sn] =
dn

dtn
f(t), (2.1.33)

というように微分作用素の役割を果たすことから，次式が出される．

aD
q
t [f(t)]

C
= (f(t) ∗ Φ−n(t)) ∗ Φn−q(t)

=
(
f(t) ∗ δ(n)

)
∗ Φn−q(t)

= f (n)(t) ∗ Φn−q(t) =

∫ t

a

(t− τ)n−q−1

Γ(n− q)
f (n)(τ)dτ. (2.1.34)

(2.1.34)式を見ると，Rieman-Liouvilleの分数階微分は「n − q 階積分した関数を n階微分

する」操作によって分数階の微分を表現したものだったのに対して，Caputoの導出した分数

階微分の表現は「n階微分した関数を n − q 階積分する」という形になっていることが分か

る．以上から Caputoの分数階微分を次のように定義する．
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定義 5. Caputoの分数階微分の定義

f(t)が区間 [a, t]で Cn 級関数であるとき，q 階微分する Caputoの分数階微分は次式で表

される．

aD
q
t [f(t)]

C =

∫ t

a

(t− τ)
n−q−1

Γ(n− q)
f (n)(τ)dτ

= aI
n−q
t

[
f (n)(t)

]RL

, (2.1.35)

ただし，n = ⌈q⌉であり，aは積分の開始点を表す．

また Caputoの分数階微分では微分階数の加法性が成立する．

定理 6. Caputoの分数階微分の微分階数の加法性

t < aにおいて f(t) = 0となる関数 f(t)に対して，Caputoの分数階微分は任意の実数 α，

β で次式が成立する．

aD
β
t

[
aD

α
t [f(t)]

C
]C

=a Dα
t

[
aD

β
t [f(t)]

C
]C

=a Dα+β
t [f(t)]

C
. (2.1.36)

Proof. Φp(t)の畳み込み積分に関する性質を用いて証明することができる．

(f(t) ∗ Φα(t)) ∗ Φβ(t) = f(t) ∗ (Φα(t) ∗ Φβ(t)) = f(t) ∗ Φα+β(t). (2.1.37)

Caputoの分数階微分の定義は，Riemann-Liouvilleの分数階微分の定義と異なり，初期値

の問題があらわれないことから，広く工学的な分野において採用されている．本論文では，分

数階の微分に Caputoの定義を採用するものとし，Dq [f (t)]，f (q)，dfq/dtq などと微分の定

義が明示的に記述されていない場合には，暗黙のうちに Caputoの定義を用いるものとする．

指数関数とべき乗関数を Caputoの分数階微分の定義にしたがって計算した結果を図 2.1.5

から図 2.1.8に示す．図 2.1.1から図 2.1.4に示された Riemann-Liouvilleの分数階微分の結

果と比較すると，Caputoの分数階微分の定義を用いることで，元の関数が積分の開始点で初

期値が 0とならない場合，演算結果の関数の初期値が 0となることが確認できる．また，元

の関数において，積分の開始点の値が 0の場合には，Riemann-Liouvilleの分数階微分の結

果と一致することがわかる．
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2.2 線形分数階システムの安定性・可制御性・可観測性

線形分数階システムの安定性・可制御性・可観測性に関し，以下の補題が成立することが

知られている [50]．

補題 7. 線形分数階システムの安定性

線形時不変な自由系（ただし，0 < q ≤ 1）

Dqx(t) = Ax(t), x(0) = x0, (2.2.1)

において，任意の初期値 x0 に対して， lim
t→∞

||x0|| = 0が成立する（漸近安定となる）必要十

分条件は，行列Aの固有値 λi, (i = 1, 2, · · · , n)の偏角が次式を満たすことである．

| arg(λi)| >
qπ

2
, i = 1, 2, · · · , n. (2.2.2)

補題 8. 線形分数階システムの可制御性

線形時不変な分数階システムが，

Dqx(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0, (2.2.3)

y(t) = Cx(t), (2.2.4)

として与えられたとき，以下の条件は等価である．

1. (2.2.3)式で与えられたシステムについて，任意に与えられた初期状態 x(0) = x0，時

刻 t1 > 0および目標状態 x1 に対し，解が x(t1) = x1 を満たす入力が存在する（可

制御）

2. 次の可制御性行列のランクが nである．

NC = [B AB · · · An−1B] . (2.2.5)

補題 9. 線形分数階システムの可観測性

以下の条件は等価である．

1. (2.2.3)式と (2.2.4)式で与えられたシステムについて，任意に与えられた時刻 t1 > 0

に対し，時間区間 [0, t1] における入力 u(t) と出力 y(t) の時間応答から初期状態

x(0) = x0 を決定できる（可観測）

2. 次の可制御性行列のランクが nである．

NO = [C⊤ (CA)
⊤ · · ·

(
CAn−1

)⊤
]⊤ . (2.2.6)
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補題 7から補題 9より，線形分数階システムは微分階数が 0 < q < 1のとき，極の安定領域

が線形整数階システムと比較して広がるとともに，可制御条件・可観測条件が線形性数階シ

ステムと同一の条件となることがわかる．

2.3 分数階微積分の近似手法

分数階微積分を使用した制御則を構成した場合，解析的に制御入力を合成するためには，

初期時刻からの畳み込み積分の計算をする必要が生じ，膨大な計算時間がかかってしまう．

そのため，実数べき乗の伝達関数（s−q）として表される分数階微積分の演算を P (s) /Q (s)

（P (s)，Q (s)は sの多項式関数を表す）で表される有理関数として近似し，計算時間を短縮

する必要がある．

このような近似を行った早期の研究のひとつとして，G. Carlsonと C. Halijakによる近似

手法（Carlson法）が知られている [47]．G. Carlsonらは a1/n を近似する関数をニュートン

法を用いて与えることで，べき乗の伝達関数を有理関数として表した．しかし，Carlson 法

による近似は，近似できる関数を a1/n = s−1/n に限定せず自由に設定できる利点があるもの

の，近似範囲や精度に課題がある [52]．

G. Carlsonらの方法と異なる手法として，べき乗伝達関数をボード線図上でフィッティン

グを行うことで非整数階微積分を近似する方法がある．このような方法での分数階微積分の

近似は，日本では真鍋により提案され，A. Charef，A. Oustaloupらも同様な方法でボード

線図上で近似することで分数階微積分を表現する近似方法を提案している [45, 48, 23]．真鍋

によって提案された近似法は真鍋アプローチとも呼ばれ，項数や近似精度などのパラメータ

から間接的に指定した周波数帯域において高い近似精度を実現することができる手法である．

分数階積分作用素 s−q のボード線図を，整数階の伝達関数によって折れ線近似する範囲が

広く精度が高いほど近似伝達関数は高次となる．真鍋はこの折れ線近似により，次式で表さ

れる近似式を導出した．

1

sq
≈ 1

s

j∏
i=1

s+ ai
s+ bi

×
k∏

i=1

1 + bis

1 + ais
, Ωlow ≤ ω ≤ Ωhigh, (2.3.1)

ただし，

1 < q < 2, (2.3.2)

δ = 20 log10 α, (2.3.3)

β = α− 2
(2−q)(q−1) , (2.3.4)
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a1 = α− 1
q−1 , (2.3.5)

ai+1 = aiβ, (2.3.6)

bi = aiα
− 2

2−q , (2.3.7)

Ωlow = aj+1, (2.3.8)

Ωhigh =
1

ak+1
, (2.3.9)

[Ωlow,Ωhigh]は近似される周波数範囲を表している．

もし， 1
sγ , (0 < γ < 1)を得たいのであれば，(2.3.1)式に対し sを乗ずればよく，

1

sγ
=

1

sq
× s =

j∏
i=1

s+ ai
s+ bi

×
k∏

i=1

1 + bis

1 + ais
, (2.3.10)

として得られる．次の 5パターンについて s−γ のボード線図とナイキスト線図を描いた結果

を図 2.3.2から図 2.3.11に示す．

1. γ = 1
2，δ = 1.2とし，j = k = 3，j = k = 5，j = k = 7と近似項数を変えた場合．

2. γ = 1
2，δ = 1.2，j = 3とし，k = 3，k = 5，k = 7と近似項数を変えた場合．

3. γ = 1
2，δ = 1.2，k = 3とし，j = 3，j = 5，j = 7と近似項数を変えた場合．

4. γ = 1
2，j = k = 7として，δ = 1.2，δ = 2.4，δ = 3.6とした場合．

5. δ = 1.2，j = k = 7として，γ = 1
4，γ = 1

2，γ = 3
4 とした場合．

図 2.3.2から図 2.3.11より，低周波数側に近似範囲を拡大したい場合に k を大きくすればよ

く，高周波数側に近似範囲を拡大したい場合に j を大きくすればよいことが分かる．また，

近似精度を高めたい場合に δ を小さくし，近似範囲を拡大したい場合に δ を大きくすればよ

い．さらに微分階数を 1/4，1/2，3/4にしても近似が行えていることもわかる．
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図 2.3.1 Broken line approximation of fractional calculus
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第 3章

分数階システムに対するバックス
テッピング法による SMCの設計

3.1 はじめに

外乱が存在する非線形システムを対象とした制御問題を解決する代表的な手法の一つとし

て，スライディングモード制御 (SMC)が知られている．SMCは状態フィードバックによっ

て，プラントの状態を位相空間の超平面（滑り面）上に固定し，状態を超平面上で滑らせるこ

とによって原点へ到達させるというコンセプトの制御手法である．SMCは非線形整数階シス

テムだけでなく，非線形分数階システムに対しても有効な制御手法であり，非線形非整数階

システムに拡張されたスライディングモード制御系の設計法が A. Si-Ammourら (2009)や

A. Pisanoら (2012)によって研究されている [41, 42]．

しかし，スライディングモード制御系には，外乱と入力が同じチャンネルに存在しない状

況に対処できないという課題点が存在する．例えば，制御出力と入力の間に複数の積分器を

経由するようなシステムにおいて，入力と出力の間の状態量に外乱が作用する場合，入力に

よって外乱を直接打ち消すことができない．このことから，外乱の影響により SMCのみで

は最終的な出力を目標値に漸近させることが困難となる．

このような場合，各状態量を目標出力を生成する為の仮想的入力とみなし，予め設計され

た制御入力によって各状態量を設計した仮想入力に漸近させ，最終的に出力を目標値に漸近

させる方法が用いられる．このようにして目標出力を得るための制御入力を設計する手法を

バックステッピング法と呼ぶ．

制御入力によって外乱を直接打ち消すことができない場合，バックステッピング法を用い

てスライディングモード制御系を構成することで，入力と異なるチャンネルに存在する外乱

に対処可能な制御系を構築することができる．しかし，非線形分数階システムに対し，その

ような状況に対処できる制御系を構築しようとする場合，分数階システムに適用可能なバッ
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クステッピング法が必要となる．

分数階システムに適用可能なバックステッピング法に関する先行研究として，二つの分

数階微分方程式で記述される分数階 Duffing-Holmes システムに対してバックステッピング

法を用いてスライディングモード制御系を構成した Z. Wang(2013) の研究がなされている

[43]．しかし，Wangの用いたバックステッピング法は分数階微積分の加法性に基づいている

ことから，多数の分数階微分方程式で記述される一般的な非線形分数階システムに対してこ

の手法を用いることは困難であり，そのような一般的な非線形システムに適用可能なバック

ステッピング法の開発が必要とされる．

そこで，本研究では，分数階微分の連鎖法則と分数階微分に関するリアプノフ安定定理を

導入することによって，より一般的な非線形分数階システムに適用可能となるバックステッ

ピング法を開発するとともに，開発したバックステッピング法によりスライディングモード

制御器の設計を行い，提案手法の妥当性を数値シミュレーションによって検証する．

3.2 問題の定式化

制御対象として，下記で表される非整数階システムを考える．
dqxi

dtq
= fi (x) + gi (x)xi+1 (t) + δi (t) , i = 1, 2, · · · , n− 1

dqxn

dtq
= fn (x) + gn (x)u (t) + δn (t)

, (3.2.1)

y (t) = x1 (t) , (3.2.2)

ここで，xi (t) はシステムの状態量であり，u (t) は入力，y (t) は出力，δi (t) は

外乱を表す．また，制御入力 u (t) が出力 y (t) に影響を与えるために，gi (x) ̸=
0 (i = 1, 2, · · · , n, x ∈ Rn)であるものとする．

問題は，このように入力と異なるチャンネルに外乱が存在するシステムに対し，外乱が存在

する状況で出力 y (t) → 0を達成する状態フィードバック入力 u (t)を設計することである．

3.3 バックステッピング法

3.3.1 従来のバックステッピング法

バックステッピング法の概念図を図 3.3.1に示す．バックステッピング法は図 3.3.1に示さ

れるように大きな一つのシステムを階層的なサブシステムとして分割し，段階的に各システ

ムを安定化する仮想入力を構成することで，システム全体を安定化する制御入力を構成する

制御系設計法である．具体的な制御系設計の流れを説明すると，まず，最終的な出力を生成

するサブシステム 1○について，このサブシステムを安定化する仮想入力 α1 を設計する．次
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図 3.3.1 Concept of backstepping method

に， 1○を含有する一段階大きなサブシステム 2○を考え，このシステムが内部安定となるよう

な仮想入力 α2 を設計する．同様に，一段階大きなサブシステム 3○を考え仮想入力 α3 を設計

する，といった手順を繰り返し，実際にシステムに入力される制御信号 uを構成するという

ものとなる．

従来法のバックステッピング法による制御系の設計法を示すため，次式で表される外乱の

ない整数階システムを考える．
dxi

dt
= fi (x) + gi (x)xi+1 (t) , i = 1, 2, · · · , n− 1

dxn

dt
= fn (x) + gn (x)u (t)

. (3.3.1)

(3.3.1)式は次のように書き表すことができる．

dz0
dt

= f1 (x) + g1 (x)α1 (x) + g1 (x) z1 (t)

dz1
dt

= f2 (x) + g2 (x)α2 (x) + g2 (x) z2 (t)

...
dzn−2

dt
= fn−1 (x) + gn−1 (x)αn−1 (x) + gn−1 (x) zn−1 (t)

dzn−1

dt
= fn (x) + gn (x)u (t)−

drn−1

dt

. (3.3.2)

zi (t) =

{
x1 (t) , i = 0

xi+1 (t)− ri (x) , i = 1, 2, · · · , n− 1
. (3.3.3)
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αi (t) =

{
r1 (x) , i = 1

ri (x)− gi (x)
−1 dri−1(x)

dt
, i = 2, 3, · · · , n− 1

. (3.3.4)

ここで，αi (x)は安定化関数，zi (t)は誤差を表す．そして，(3.3.2)式をサブシステムごとに

分割するために，予め，次式で表される z̃i を定義する．
dz̃i−1

dt
= fi (x) + gi (x)αi (x) , i = 1, 2, · · · , n− 1

dz̃n−1

dt
= fn (x)

. (3.3.5)

次に，以下のリアプノフ関数候補を考える．
V0 =

1

2
z20

Vi = Vi−1 +
1

2
z2i , i = 1, 2, · · · , n− 1

. (3.3.6)

このリアプノフ関数の 1階の微分を計算すると，
dV0

dt
= z0

dz0
dt

dVi

dt
=

dVi−1

dt
+ zi

dzi
dt

, i = 1, 2, · · · , n− 1

. (3.3.7)

ここで，サブシステムごとに分割されたリアプノフ関数として次式を定義する．
dṼ0

dt
= z0

dz̃0
dt

dṼi

dt
=

dVi−1

dt
+ zi

dz̃i
dt

, i = 1, 2, · · · , n− 1

. (3.3.8)

(3.3.2)式，(3.3.5)式，(3.3.8)式より，(3.3.7)式は，
dVi

dt
=

dṼi

dt
+ zigi+1 (x) zi+1, i = 0, 1, · · · , n− 2

dVn−1

dt
=

dṼn−1

dt
+ zn−1gn (x)u− zn−1

drn−1

dt

. (3.3.9)

(3.3.9)式から，(3.3.8)式を次のように書き直すことができる．

dṼ0

dt
= H0

dṼi

dt
=

dṼi−1

dt
+Hi, i = 1, 2, · · · , n− 2

dṼn−1

dt
=

dṼn−2

dt
+ zn−2gn−1 (x) zn−1 + zn−1fn (x)

. (3.3.10)

{
H0 = z0 [f1 (x) + g1 (x)α1 (x)]

Hi = zi−1gi (x) zi + zi [fi+1 (x) + gi+1 (x)αi+1 (x)]
. (3.3.11)
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ここで，H0 < −W0 < 0と Hi < −Wi < 0が満足するように αi (x)を設計すると，
dṼ0

dt
< −W0

dṼi

dt
< −Wi, i = 1, 2, · · · , n− 2

, (3.3.12)

となり，ここから，Vn−1 の微分は，

dVn−1

dt
< −Wn−2 +Hn−1, (3.3.13)

Hn−1 = zn−2gn−1 (x) zn−1 + zn−1fn (x) + zn−1gn (x)u− zn−1
drn−1

dt
. (3.3.14)

Hn−1 < −Wn−1 < 0を満たすように uを設計してやれば

dVn−1

dt
< −Wn−1 < 0, (3.3.15)

となり，(3.3.2) 式で表されるシステムは安定となり，t → ∞ で x1 → 0，zi → 0, (i =

1, 2, · · · , n− 1)となる．

3.3.2 分数階システムを対象としたバックステッピング法

次に，外乱のない非線形分数階システムについて，バックステッピング法を用いた制御入

力の設計法を説明するため，下記で表される非整数階システムを考える．
dqxi

dtq
= fi (x) + gi (x)xi+1 (t) , i = 1, 2, · · · , n− 1, 0 < q ≤ 1

dqxn

dtq
= fn (x) + gn (x)u (t)

. (3.3.16)

(3.3.16)式は次式のように書き直すことができる．

dqz0
dtq

= f1 (x) + g1 (x)α1 (x) + g1 (x) z1 (t)

dqz1
dtq

= f2 (x) + g2 (x)α2 (x) + g2 (x) z2 (t)

...
dqzn−2

dtq
= fn−1 (x) + gn−1 (x)αn−1 (x) + gn−1 (x) zn−1 (t)

dqzn−1

dtq
= fn (x) + gn (x)u (t)−

dqrn−1

dtq

, (3.3.17)

zi (t) =

{
x1 (t) , i = 0

xi+1 (t)− ri (x) , i = 1, 2, · · · , n− 1
, (3.3.18)
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αi (t) =

{
r1 (x) , i = 1

ri (x)− gi (x)
−1 dri−1(x)

dt
, i = 2, 3, · · · , n− 1

, (3.3.19)

ここで，αi (x)は安定化関数，zi (t)は誤差を表す．そして，(3.3.17)式をサブシステムごと

に分割するために，予め，次式で表される z̃i を定義する．
dq z̃i−1

dtq
= fi (x) + gi (x)αi (x) , i = 1, 2, · · · , n− 1

dq z̃n−1

dtq
= fn (x)

. (3.3.20)

ここで，下記のようなリアプノフ関数候補を考える．
V0 =

2− q

2
z20

Vi = Vi−1 +
2− q

2
z2i , i = 1, 2, · · · , n− 1

. (3.3.21)

バックステッピング法による制御入力設計のために，リアプノフ関数の q 階の微分を計算す

る必要がある．そのため，このようなリアプノフ関数に対する分数階の微分に関する次の補

題 [58]と定理を示す．

補題 10. 分数階微分の連鎖法則

f (u)と u (x)が，それぞれ，uと xでそれぞれ q 階微分可能であるとしたとき，分数階微

分の連鎖法則は以下の式として記述することができる．

dqf (u (x))

dxq
= Γ (2− q)uq−1 d

qf (u)

duq

dqu (x)

dxq
. (3.3.22)

定理 11. 分数階微分の連鎖法則が (3.3.22)式で与えられ，V (x)，x (t)，Λが下記のように

与えられるとする．

V (x) = x⊤Λx, (3.3.23)
x (t) =

[
x1 (t) x2 (t) · · · xn (t)

]
, (3.3.24)

Λ = diag [λ1, λ2, · · · , λn] , (3.3.25)

このとき，V (x)の tに関する q 階微分は次式のように表される．

dqV (x)

dtq
=

2

2− q
x⊤Λ

dqx

dtq
=

2

2− q

dqx⊤

dtq
Λx. (3.3.26)

Proof. (3.3.23)式は次式のように変形できる．

V (x) =
n∑

i=1

λix
2
i . (3.3.27)
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0D
β
x [xν ]

C
x = Γ(ν+1)

Γ(ν−β+1)x
ν−β という関係と (3.3.22)式から，(3.3.27)式の q 階微分は次式と

なる．

dqV (x)

dtq
=

n∑
i=1

Γ (2− q)xq−1
i

∂qV

∂xq
i

dqxi

dtq

=

n∑
i=1

Γ (2− q)xq−1
i

 ∂q

∂xq
i

n∑
j=1

λjx
2
j

 dqxi

dtq

=
n∑

i=1

Γ (2− q)λix
q−1
i

Γ (3)

Γ (3− q)
x2−q
i

dqxi

dtq

=
n∑

i=1

Γ (2− q) Γ (3)

Γ (3− q)
λixi

dqxi

dtq

=
n∑

i=1

Γ (2− q) · 2!
(2− q) Γ (2− q)

λixi
dqxi

dtq

=

n∑
i=1

2

(2− q)
λixi

dqxi

dtq

=
2

2− q
x⊤Λ

dqx

dtq
=

2

2− q

dqx⊤

dtq
Λx. (3.3.28)

以上より，V (x)の q 階微分に関する定理が得られる．

(3.3.26)式を用いることにより，(3.3.21)式の q 階微分は次式のようになる．
dqV0

dtq
= z0

dqz0
dtq

dqVi

dtq
=

dqVi−1

dtq
+ zi

dqzi
dtq

, i = 1, 2, · · · , n− 1

. (3.3.29)

そして，リアプノフ関数に関しても，サブシステム毎に分割されたものを表すために，次式

を定義する． 
dqṼ0

dtq
= z0

dq z̃0
dtq

dqṼi

dtq
=

dqVi−1

dtq
+ zi

dq z̃i
dtq

, i = 1, 2, · · · , n− 1

. (3.3.30)

(3.3.17)式，(3.3.20)式，(3.3.30)式より，(3.3.29)式は次式のように変形できる．
dqVi

dtq
=

dqṼi

dtq
+ zigi+1 (x) zi+1, i = 0, 1, · · · , n− 2

dqVn−1

dtq
=

dqṼn−1

dtq
+ zn−1gn (x)u− zn−1

dqrn−1

dtq

. (3.3.31)
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(3.3.31)式から，(3.3.30)式を次のように書き直すことができる．

dqṼ0

dtq
= H0

dqṼi

dtq
=

dqṼi−1

dtq
+Hi, i = 1, 2, · · · , n− 2

dqṼn−1

dtq
=

dqṼn−2

dtq
+ zn−2gn−1 (x) zn−1 + zn−1fn (x)

, (3.3.32)

{
H0 = z0 [f1 (x) + g1 (x)α1 (x)]

Hi = zi−1gi (x) zi + zi [fi+1 (x) + gi+1 (x)αi+1 (x)]
. (3.3.33)

H0 < −W0 < 0と Hi < −Wi < 0が満足するように αi (x)を設計すると，
dqṼ0

dtq
< −W0

dqṼi

dtq
< −Wi, i = 1, 2, · · · , n− 2

. (3.3.34)

となり，ここから，Vn−1 の q 階微分は，

dqVn−1

dtq
< −Wn−2 +Hn−1, (3.3.35)

Hn−1 = zn−2gn−1 (x) zn−1 + zn−1fn (x) + zn−1gn (x)u− zn−1
dqαn−1

dtq
. (3.3.36)

Hn−1 < −Wn−1 < 0を満たすように uを設計してやれば (3.3.37)式が成立する．

dqVn−1

dtq
< −Wn−1 < 0. (3.3.37)

(3.3.37) 式が成立すれば，(3.3.17) 式で表されるシステムは Mittag-Leffler 安定といえる

[49]．Mittag-Leffler安定の定義は次のように与えられる．

定義 12. Mittag-Leffler安定

次式で表される分数階システムを考える．

0D
q
t [x (t)]t = f (t, x) . (3.3.38)

xeq をこのシステムの平衡点であるとする．(3.3.38)式の解が次式を満たす場合，このシステ

ムはMittag-Leffler安定である．

∥x (t)− xeq∥ ≤ [m (x0 − xeq)Eq,1 (−λtq)]
p
, (3.3.39)

Eα,β (z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (kα+ β)
. (3.3.40)

ここで，Eα,β (z)はMittag-Leffler関数であり，x0は x (0) = x0で与えられる初期値，m (x)

はm (0) = 0とm (x) ≤ 0を満たす連続な関数である．
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Y. Li による非整数階に拡張されたリアプノフ安定理論は次の定理のように与えられる

[49]．

定理 13. 非整数階に拡張されたリアプノフ安定定理

xeq を (3.3.38)式で与えられるシステムの平衡点であるとする．次式を満足する連続な関

数 V (t, x)が存在すれば，(3.3.38)式で与えられるシステムは x = xeq でMittag-Leffler安

定である．
c1∥x− xeq∥a ≤ V (t, x) ≤ c2∥x− xeq∥ab, (3.3.41)

0D
q
t [V (t, x)]

C
t ≤ −c3∥x− xeq∥ab, (3.3.42)

ここで，c1，c2，c3，a，bは正の定数である．

Y. Liのリアプノフ安定定理から，αi (0) = 0となるようにすることで，xi → 0となる．

αn−1 が αn−1 (x) =

n∑
i=1

hi(xi)となるならば，
n∑

i=1

Γ (2− q)xq−1
i

∂qαn−1

∂xq
i

dqxi

dtq
と簡易な形

で書き表すことができる．しかし，αn−1 (x)が異なる変数の積の項（例えば x1x2 のような

項）を含んでいるような場合，分数階に拡張された微分の Leibniz法則も必要となる．

提案した非整数階システムを対象としたバックステッピング制御系設計法の妥当性を確認

する為，下記の条件で数値シミュレーションを行った．

d1/2x1

dt1/2
= x2

1 − x3
1 + x2 + δ, (3.3.43)

d1/2x2

dt1/2
= x1x2 − x3

2 + u+ δ, (3.3.44)

α1 = −k0x1 − x2
1 + x3

1 (3.3.45)

u = −x1 − x1x2 + x3
2 +

d1/2α1

dt1/2
− k1 (x2 − α1) , (3.3.46)

d1/2α1

dt1/2
=

(
−k0 −

4

3
x1 +

24

15
x2
1

)(
x2
1 − x3

1 + x2

)
, (3.3.47)

δ = d [H (t− 1)−H (t− 2)] , (3.3.48)
d = 1 (3.3.49)

[
k0 k1

]
=

[
1 1

]
, (3.3.50)[

x1 (0) x2 (0)
]
=

[
0 0

]
, (3.3.51)

ここで δ は両方のチャンネルに加えた外乱を表し，H (t)はヘヴィサイド関数を表す．

シミュレーション結果を図 3.3.2 と図 3.3.3 に示す．これらの図から，提案したバックス

テッピング制御器設計の妥当性が確認できる．
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更に，従来の整数階システムを対象としたバックスステッピング法と比較するため，(3.3.43)

式と (3.3.44)式で与えられる非整数階のシステムを対象として，各チャネルの微分階数を整

数階（q = 1）とみなして，以下のように制御入力を構成し，d = 1，d = 3の場合について数

値シミュレーションを行い，非整数階のバックステッピング法によって構成された制御器と

の比較を行った．

α1 = −k0x1 − x2
1 + x3

1 (3.3.52)

u = −x1 − x1x2 + x3
2 +

dα1

dt
− k1 (x2 − α1) , (3.3.53)

dα1

dt
=

(
−k0 − 2x1 + 3x2

1

) (
x2
1 − x3

1 + x2

)
, (3.3.54)

[
k0 k1

]
=

[
1 1

]
, (3.3.55)
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図 3.3.4から図 3.3.9に数値実験の結果を示す．ここで，評価関数を J (t) =
∫ t

0

(
u2 + x2

1

)
dτ

として与えた．これらの結果から，外乱が比較的小さい場合には，各チャネルの微分階数を

q = 1とみなして従来のバックステッピング法によって制御器を構成した時と分数階システ

ムを対象としたバックステッピング法によって制御器を構成した場合とで，大きな違いが見

られないが，外乱の大きさを d = 3 として与えた時には，従来のバックステッピング法に

よって構成された制御器では制御入力が増大しており，このときの評価関数で制御性能を比

較すると，制御器を分数階のバックステッピング法を用いて構成した場合の評価関数値の方

が小さくなっていることがわかる．

3.4 分数階システムを対象としたスライディングモード制御

スライディングモード制御のコンセプトは，制御器がプラントの状態を位相空間の超平面

（滑り面）上に固定し，超平面上で滑らせることで状態を原点に到達させるというものである．

このコンセプトに従って，スライディングモード制御器は，状態が滑り面の上下のどちらに

あるかにあわせて，フィードバックゲインなど，コントローラの構造の一部を符号関数的に

切り替えてプラントの状態を滑り面上に固定しようとする．そのため，ある一定の範囲の外

乱が存在しても，入力と同じチャンネルであれば，その外乱の影響を打ち消すことが出来る．

分数階システムを対象としたスライディングモード制御系の設計方法の一例を示すため，
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次式で表される分数階システムを考える．

dqx

dtq
= f (x) + g (x)u, 0 < q < 1, (3.4.1)

f (x) =
[
f1 (x) f2 (x) · · · fn (x)

]⊤
, (3.4.2)

g (x) =
[
g1 (x) g2 (x) · · · gn (x)

]⊤
, (3.4.3)

ここで，q は実数である．

σ = s⊤x, (3.4.4)

s =
[
s1 s2 · · · sn

]⊤
. (3.4.5)

滑り面 (σ = 0) が上式のように与えられたとすると，σ の q 階微分は次式のように与えら

れる．
σ(q) = s⊤ [f (x) + g (x)u] . (3.4.6)

次式のようなリアプノフ関数を考える．

V =
2− q

2
σ2. (3.4.7)

リアプノフ関数を q 階微分した関数は次式のように与えられる．

V (q) = σσ(q). (3.4.8)

V (q) < 0を満たすようにするために，σ を次式のように設計する．

σ(q) = −wσ −Kssign (σ) . (3.4.9)

(3.4.5)式と (3.4.9)式から，制御入力は次式のように与えることができる．

s⊤ [f (x) + g (x)u] = −wσ −Kssign (σ) , (3.4.10)

u =
[
s⊤g (x)

]−1 [−s⊤f (x)− wσ −Kssign (σ)
]
, (3.4.11)

ただし，s⊤g (x) ̸= 0であるとする．

以下のようにプラントがひとつのチャネルしか持たない場合，

dqx1

dtq
= f1 (x1) + g1 (x1)u. (3.4.12)

滑り面を構成する為に，プラントを次式のように書き換える．
dqx0

dtq
= x1

dqx1

dtq
= f1 (x1) + g1 (x1)u

. (3.4.13)
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このとき，制御入力 uは次式のように与えられる．

u = −f1 (x1)

g1 (x1)
− KIx1

g1 (x1)
− wσ

g1 (x1)
− Kssign (σ)

g1 (x1)
, (3.4.14)

σ = KII
q [x1]t + x1. (3.4.15)

この手法で設計された非整数階システムを対象としたスライディングモード制御器の妥当性

を確認する為，以下の条件で数値シミュレーションを行った．

d1/2x

dt1/2
= 4x (1− x) + exu (t) + δ (t) , (3.4.16)

x (t) = 0, t ≤ 0, (3.4.17)

δ (t) =


5
2 1 ≤ t < 2
0 t < 1, 2 ≤ t < 5

sin (t) t ≥ 5
, (3.4.18)

[
KI Ks w

]
=

[
1 1 1

]
, (3.4.19)

sign (σ) ∼=
2

1 + e−cσ
− 1, c = 102. (3.4.20)

図 3.4.1 から図 3.4.4 に数値実験結果を示す．図 3.4.4 において，位相平面を表すため，

X1 = x，X2 = I1−q [x (t)]t として表記した．

図 3.4.1より，(3.4.13)式で与えられ分数階システムがスライディングモード制御器によっ

て制御できていることが確認できる．更に，図 3.4.3と図 3.4.4より，制御器がプラントの状

態を滑り面 (σ = 0)上に固定してその面上を滑るようにして原点に到達させていることが確

認できる．

バックステッピング法の安定化関数 αi をスライディングモード制御によって構成する場

合，zi を σi = zi +KIiI
q [zi]t とすることで設計を行うことができる．
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3.5 分数階システムを対象としたバックステップ法を用いたス

ライディングモード制御系設計

非整数階システムを対象としてバックステッピング法により構成されたスライディング

モード制御器の妥当性を確認する為，次式で表される非整数階システムを考える．

d1/3x1

dt1/3
= x2

1 − x3
1 + x2 + δ1

d1/3x2

dt1/3
= x3 + δ2

d1/3x3

dt1/3
= u+ δ3

, (3.5.1)

[
x1 (0) x2 (0) x3 (0)

]
=

[
0 0 0

]
, (3.5.2)

δ1 =

 0 t < 6, 16 ≤ t < 32
0.6 1 ≤ t < 16

0.5sin
(
π
4 t
)

t ≥ 32
, (3.5.3)

δ2 =

 0 t < 11, 16 ≤ t < 32
−0.9 11 ≤ t < 16

0.7sin
(
πt+ π

4

)
t ≥ 32

, (3.5.4)

δ3 =

 0 t < 1, 16 ≤ t < 21
0.9 1 ≤ t < 16

0.9sin
(
π
2 t+

π
2

)
t ≥ 21

. (3.5.5)
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(3.5.1) 式で記述される非整数階システムに対し，BSC(backstepping controller)，

SMC(sliding mode controller)，BSMC(backstepping sliding mode controller)を下記のよ

うに構成し数値シミュレーションを行った．

[Back Stepping Controller]

αBSC
1 = −

(
x2
1 − x3

1

)
− k0z

BSC
0 , (3.5.6)

αBSC
2 = −zBSC

0 − k1z
BSC
1 , (3.5.7)

uBSC = −zBSC
1 − k2z

BSC
2 +

d1/3rBSC
2

dt1/3
, (3.5.8)

zBSC
i =

{
x1 i = 0

xi+1 − rBSC
i i = 1, 2

, (3.5.9)

rBSC
i =

{
αBSC
1 i = 1

αBSC
2 +

d1/3rBSC
1

dt1/3
i = 2

, (3.5.10)[
k0 k1 k2

]
=

[
8 8 8

]
. (3.5.11)

[Sliding Mode Controller]

uSMC = −s1
s3

(
x2
1 − x3

1 + x2

)
− s2

s3
x3 −

w

s3
σ − Ks

s3
sign (σ) , (3.5.12)

σ = s1x1 + s2x2 + s3x3, (3.5.13)[
s1 s2 s3

]
=

[
1 1 1

]
, (3.5.14)[

w Ks

]
=

[
4 4

]
. (3.5.15)

[Backstepping Sliding Mode Controller]

αBSMC
1 = −w0σ0 −Ks0sign (σ0)−

(
x2
1 − x3

1

)
−KI0z

BSMC
0 , (3.5.16)

αBSMC
2 = −w1σ1 −Ks1sign (σ1)−KI1z

BSMC
1 − σ0, (3.5.17)

uBSMC = −w2σ2 −Ks2sign (σ2)−KI2z
BSMC
2 − σ1 +

d1/3rBSMC
2

dt1/3
, (3.5.18)

σi = zBSMC
i +KIiI

1/3
[
zBSMC
i

]
t
, i = 0, 1, 2, (3.5.19)

zBSMC
i =

{
x1 i = 0

xi+1 − rBSMC
i i = 1, 2

, (3.5.20)

rBSMC
i =

{
αBSMC
1 i = 1

αBSMC
2 +

d1/3rBSMC
1

dt1/3
i = 2

, (3.5.21)

[
KI0 KI1 KI2

]
=

[
1.5 1.5 1.5

]
, (3.5.22)[

w0 w1 w2

]
=

[
1 1 1

]
, (3.5.23)[

Ks0 Ks1 Ks2

]
=

[
1.2 1 0.8

]
. (3.5.24)
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数値シミュレーションの結果を図 3.5.1から図 3.5.6に示す．図 3.5.2に示されているように，

バックステッピング法を用いていないスライディングモード制御器は入力と異なるチャンネ

ルに外乱が存在した状況に対処できていないことが分かる．図 3.5.1と図 3.5.3から，バック

ステッピング法を用いた制御系では異なるチャンネルに入力された外乱に対処し，x1 の変動

をある程度までに抑えられていることが確認できる．しかし，このシミュレーション条件の

下では，図 3.5.1に示されているように，BSCでは定値外乱 δ1 によって定値誤差が生じてい

る．これは安定化関数 αBSC
1 に積分項が組み込まれていないためである．BSMCは分数階積

分項が αBSMC
1 が組み込まれていることから，図 3.5.3から確認できるように，制御器が定値

外乱を補償する事ができている．

0 10 20 30 40 50

t

-1

-0.5

0

0.5

1

δ
i(t

)

δ
1

δ
2

δ
3

図 3.5.1 Disturbance δ (t)



第 3章 分数階システムに対するバックステッピング法による SMCの設計 53

0 10 20 30 40 50

t

-1

0

1

2

3

4

5

x
(t

)

x
1

x
2

x
3

図 3.5.2 Plant state x (t) of not controlled case

-5

0

5

u
B

SC
(t

)

-5

0

5

u
SM

C
(t

)

0 10 20 30 40 50

t

-5

0

5

u
B

SM
C

(t
)

図 3.5.3 Control inputs uBSC , uSMC and uBSMC



第 3章 分数階システムに対するバックステッピング法による SMCの設計 54

0 10 20 30 40 50

t

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x
(t

)
x

1

x
2

x
3

図 3.5.4 Plant state x (t) of BSC

0 10 20 30 40 50

t

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x
(t

)

x
1

x
2

x
3

図 3.5.5 Plant state x (t) of SMC



第 3章 分数階システムに対するバックステッピング法による SMCの設計 55

0 10 20 30 40 50

t

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x
(t

)
x

1

x
2

x
3

図 3.5.6 Plant state x (t) of BSMC

3.6 むすび

本章では，バックステッピング法によって分数階システムを対象としたスライディング

モード制御系の設計を行った．本手法は，分数階システムのみならず，整数階非線形システ

ムを非線形分数階システムとしてあらわすことにより，整数階非線形システムについて，状

態数が拡張された制御系を構築することにも応用できる．制御系の自由度が増加することに

よる制御性能向上などに，本手法が役立つことが期待される．
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第 4章

分数階システムを対象とした
適応観測器の設計

4.1 はじめに

分数階微積分を用いることにより，粘弾性体の力学的応答やアモルファス半導体の電気的

応答などの複雑な現象を簡潔に精度よくモデル化できることに加え，拡散方程式などの時間

と位置の偏微分方程式として記述されるシステムを時間の常微分方程式のシステムとして扱

うことが可能となる [1, 2, 4]．また，リチウムイオン電池の電気的応答に関しても，イオンの

拡散現象が濃度過電圧として影響することから，その等価回路について分数階微積分を用い

てモデル化できることが知られており [54]，分数階微積分によって対象を記述して適応観測

器を設計することによって，そのようなシステムの状態やパラメータをモデルに基づき適切

に計測できることが期待できる．

リチウムイオン電池はモバイル電源や大型機械の電源として優れた特性を持つことから，

近年，多くの市場で普及している．このことから，リチウムイオン電池などのバッテリーを

効果的に活用するための「バッテリー・マネジメント・システム」の重要性が増してきてい

るが，そのシステムに求められる機能のひとつとして，電池の劣化状態などを評価する電池

診断技術が挙げられる．電池の状態を非破壊的に計測する代表的な解析法として，充放電曲

線を微分することで得られる dV/dQ曲線の解析や電気化学インピーダンス法による解析が

存在する [59, 60, 61, 62]．

電気化学インピーダンス法は，電極へ交流信号を印加・掃引することで，電流と電圧の入

出力関係を内部インピーダンスとして表し，内部インピーダンスの周波数特性を解析する非

破壊的な手法であるが，交流信号を低速で掃引する必要があることから，オンラインでのパ

ラメータ計測が難しいという課題点があり，オンラインでリチウムイオン電池の解析を行う

ために，近年，パラメータ推定機構を備えた観測器を内部インピーダンスモデルに適用する
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ことで電池の状態を診断する手法の開発が活発になされている．

リチウムイオン電池に対しパラメータ推定機構を持った観測器を適用した研究として，拡

張カルマンフィルタを用いた G.L. Plettの研究や Y. Zouらの研究，対数化無香料カルマン

フィルタを用いた馬場らの研究が知られている [63, 64, 65]．しかし，従来の観測器では，イ

オンの拡散の影響によりあらわれるWarburgインピーダンスの動特性を整数階の微積分で表

現できないことから，キャパシタとレジスタンスを用いた近似によって等価回路を表現しな

おしてパラメータ推定を行う必要があった．しかし，Warburgインピーダンスを用いて等価

回路を構成することで，イオンの拡散定数の情報を等価回路のパラメータとして直接取得で

きることや，実験データへのフィッティングをより精度よく行える [62]といった利点がある．

本研究では，分数階微積分で表されるシステムを対象としたKreisselmeier型の適応観測器

の設計法を開発することで，分数階微積分で表されるシステムについてオンラインでの状態

観測とパラメータ同定を同時に達成することを可能とした．更に，数値実験により，Warburg

インピーダンスを用いた等価回路を持つリチウムイオン電池のハーフセルに対して提案手法

を用いたパラメータ推定を行い，提案手法の有効性を確認した．

4.2 問題の定式化

観測対象として以下の分数階システムを考える．

D1/mx(t) = Ax(t) + bu(t), (4.2.1)

y(t) = c⊤x(t), (4.2.2)

A =



−α1 1 0 · · · · · · 0
−α2 0 1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
−αn−1 0 · · · · · · 0 1
−αn 0 · · · · · · · · · 0


, (4.2.3)

b⊤ =
[
β1 β2 · · · · · · βn−1 βn

]
, (4.2.4)

c⊤ =
[
1 0 · · · · · · 0 0

]
, (4.2.5)

ただし，x(0) = x0 とする．ここで，u(t)，y(t)はそれぞれプラントの入出力を表し，αj，βj

は未知のパラメータである．また，この分数階システムに対し，以下の仮定を与えるものと

する．

1. プラントは漸近安定

2. 完全可観測
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3. 最高次数 n/mは既知

ここで，このプラントに対して適当な入力を与えた時に，入出力信号 u(t)，y(t)から，未知

パラメータ αj，βj をオンラインで同定するとともに，同定したパラメータに基づいて真の状

態を推定する適応オブザーバを構成することが本章での目的である．

4.3 適応観測器の設計

(4.2.1)式で表されたプラントを式変形することで，次の等価な表現式を得ることができる．

D1/mx(t) = Fx(t) + (α − f)y(t) + βu(t), (4.3.1)

ここで，

F =

 g⊤

f
K

 , (4.3.2)

f⊤ =
[
f1 f2 · · · fn

]
, (4.3.3)

α⊤ =
[
−α1 −α2 · · · −αn

]
, (4.3.4)

β⊤ =
[
β1 β2 · · · βn

]
, (4.3.5)

g⊤ =
[
1 0 · · · 0

]
, (4.3.6)

K =


0
... In−2

...
0 · · · · · · 0

 . (4.3.7)

このとき，次の定理が成立する．

定理 14. Ry (t)，Ru (t)，ξy (t)，ξu (t)が以下のように与えられるものとする．

D1/mRy(t) = FRy(t) + Iny(t), Ry (0) = 0, (4.3.8)

D1/mRu(t) = FRu(t) + Inu(t), Ru (0) = 0, (4.3.9)
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ξy(t) = Ry
⊤(t)c, (4.3.10)

ξu(t) = Ru
⊤(t)c. (4.3.11)

このとき，(4.2.2)式，(4.3.1)式で表されたプラントは次式で表すことができる．

x(t) =
∞∑
j=0

F jt
1
m j

Γ
(

1
mj + 1

)x(0) +Ry(t)(α − f) +Ru(t)β, (4.3.12)

y(t) = c⊤
∞∑
j=0

F jt
1
m j

Γ
(

1
mj + 1

)x(0) + ξy
⊤(t)(α − f) + ξu

⊤(t)β. (4.3.13)

さらに，ξy (t)，ξu (t)に関して次式の関係が成立する．

D1/mξy(t) = F⊤ξy(t) + cy(t), (4.3.14)

D1/mξu(t) = F⊤ξu(t) + cu(t). (4.3.15)

Proof. (4.3.1)式の解はMittag-Leffler関数による解を用いて，

x(t) = E 1
m ,1(F t

1
m )x(0)

+

∫ t

0

(t− τ)
1
m−1E 1

m , 1
m
(F (t− τ)

1
m )(α − f)y(τ)dτ

+

∫ t

0

(t− τ)
1
m−1E 1

m , 1
m
(F (t− τ)

1
m )βu(τ)dτ. (4.3.16)

ここで，(4.3.8)式，(4.3.9)式で表されたRy(t)，Ru(t)の解を求めると，

Ry(t) =

∫ t

0

(t− τ)
1
m−1E 1

m , 1
m
(F (t− τ)

1
m )y(τ)dτ, (4.3.17)

Ru(t) =

∫ t

0

(t− τ)
1
m−1E 1

m , 1
m
(F (t− τ)

1
m )u(τ)dτ. (4.3.18)

(4.3.16)式に (4.3.17)式，(4.3.18)式を代入すると次の式が得られる．

x(t) = E 1
m ,1(F t

1
m )x(0) +Ry(t)(α − f) +Ru(t)β

=
∞∑
j=0

F jt
1
m j

Γ
(

1
mj + 1

)x(0) +Ry(t)(α − f) +Ru(t)β. (4.3.19)
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さらに，c⊤ を (4.3.19)式の両辺にかけ，(4.3.10)式，(4.3.11)式を用いると次式を得ること

ができる．

y(t) = c⊤
∞∑
j=0

F jt
1
m j

Γ
(

1
mj + 1

)x(0)
+ξy

⊤(t)(α − f) + ξu
⊤(t)β. (4.3.20)

(4.3.17)式，(4.3.18)式から，以下の関係が成り立つ．

FRy(t) = Ry(t)F , (4.3.21)
FRu(t) = Ru(t)F . (4.3.22)

この関係を用いて，D
1
m ξy(t)，D

1
m ξu(t)を計算すると以下のように計算できる．

ξy
( 1
m )(t) = Ry

⊤( 1
m )(t)c

= (FRy(t) + Iny)
⊤c

= F⊤(t)Ry
⊤(t)c+ cy(t)

= F⊤(t)ξy(t) + cy(t), (4.3.23)

ξu
( 1
m )(t) = Ru

⊤( 1
m )(t)c

= (FRu(t) + Inu(t))
⊤c

= F⊤Ru
⊤(t)c+ cu(t)

= F⊤fu(t) + cu(t). (4.3.24)

以上により，定理が証明された．

(4.3.13)式は次のように表すことができる．

y(t) = θ⊤ξ(t) + z(t), (4.3.25)

θ⊤ =
[
(α− f)⊤ β⊤ ]

, (4.3.26)

ξ⊤(t) =
[
ξy

⊤(t) ξu
⊤(t)

]
, (4.3.27)

z(t) = c⊤
∞∑
j=0

F jt
1
m j

Γ
(

1
mj + 1

)x(0). (4.3.28)

ここで，出力推定値 ŷ(t)をパラメータ推定値 θ̂(t)を用いて次のように設計する．

ŷ(t) = θ̂
⊤
(t)ξ̂(t), (4.3.29)
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θ̂
⊤
(t) =

[
(α̂(t)− f)⊤ β̂

⊤
(t)

]
, (4.3.30)

ここで，α̂(t)，β̂(t)は α，β の推定値を表す．

このとき，プラントからの出力 y(t)とその推定値 ŷ(t)との出力誤差方程式は以下のように

表すことができる．

ϵ(t) = ŷ(t)− y(t)

= θ̂
⊤
(t)ξ(t)− θ⊤(t)ξ(t)− z (t)

= ϕ⊤(t)ξ(t)− z (t) , (4.3.31)

ただし,

ϕ⊤(t) =
[
(α̂(t)−α)⊤ (β̂(t)− β)⊤

]
. (4.3.32)

このとき，z(t)は行列 F を分数階システムの安定条件を満たすように選ぶことで t → ∞で
z (t) → 0に収束させることができ，最終的に出力誤差方程式は次式となる．

ϵ(t) = ϕ⊤(t)ξ(t). (4.3.33)

このとき，パラメータ推定機構を次の補題を用いて構成することで，出力誤差 ϵ (t)を零に漸

近させることができる．

補題 15. 誤差方程式が (4.3.33)式として表されるとき，パラメータ調整則を

˙̂
θ(t) = − γξ(t)ϵ(t)

λ+ ξ⊤(t)ξ(t)
, λ > 0,γ = γ⊤ > 0. (4.3.34)

とすることにより，t → ∞で ϵ(t) → 0とすることができる．

パラメータ推定機構に入力される信号が PE性を満たしている仮定のもとでは，パラメー

タ推定誤差について t → ∞で ϕ(t) → 0とすることができる．

以上から，プラントの入力 u (t) と出力 y (t) から Kreisselmeier 型の適応観測器を構成す

ることが可能となる．設計する適応観測器の概略図を図 4.3.1に示す．
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図 4.3.1 Configuration of adaptive observer

設計した適応観測器を粘弾性体を想定した図 4.3.2 で表されるシステムに適用するこ

とを想定し数値実験を行う．このシステムは粘弾性体の代表的なモデルである Voigt モ

デルに対しスプリングポットと呼ばれる歪みの 1/2 階の微分に応じた応力を発生させ

る機械要素を加えたシステムであり，スプリングポットを機械モデルに導入すること

によって，粘弾性体の動特性を精度よくフィッティングできることが報告されている

[1]．このシステムの運動方程式はマスに加える力を u(t) [N]，歪みを y(t) [m] と表し，

My(2)(t)+G1y
(1)(t)+G1/2y

(1/2)(t)+G0y(t) = u(t)と表され，その可観測正準系への実現

は (4.3.35)式から (4.3.41)式のように表される．ここで，M
[
Nm−1s−2

]
，G1

[
Nm−1s−1

]
，

G1/2

[
Nm−1s−1/2

]
，G0

[
Nm−1

]
はそれぞれ質量，ダンパ係数，スプリングポット係数，バ

ネ係数を表す．

D
1
2 [x(t)] = Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0, (4.3.35)

y(t) = c⊤x(t),

A =


−α1 1 0 0
−α2 0 1 0
−α3 0 0 1
−α4 0 0 0

 , (4.3.36)

B⊤ =
[
β1 β2 β3 β4

]
, (4.3.37)
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c⊤ =
[
1 0 · · · 0

]
, (4.3.38)[

α1 α2 α3 α4

]
=

[
0 G1

M

G1/2

M
G0

M

]
(4.3.39)[

β1 β2 β3 β4

]
=

[
0 0 0 1

M

]
(4.3.40)[

M G1 G1/2 G0

]
=

[
1 1 1 1

]
, (4.3.41)

ただし，入力 u (t)，および設計パラメータ，初期パラメータ推定誤差を以下のように与

えた．

u(t) = w (t)− 1

2
, (4.3.42)

f⊤ =
[
−4.9 −21.2 −13.0 −18.8

]
, (4.3.43)

γi =

{
0, i = 1, 5, 6, 7
6.0× 104, i = 2, 3, 4, 8

, (4.3.44)

λ = 1, (4.3.45)

ϕ⊤(0) =
[
0 5 5 5 0 0 0 5

]
, (4.3.46)

ここで，w(t) は xn = xn−6 + xn−1 で与えられる M 系列信号を表す．また，γi =

0 (i = 1, 5, 6, 7) としているのは，システムの構造から α1，β1，β2，β3 がパラメータを

持たないことから，それらが 0であると既知であるものとして，適応観測器を設計したため

である．

分数階システムを対象とした適応観測器によって得られた数値実験結果を結果を図 4.3.3

から図 4.3.8に載せる．システムの状態とパラメータを同時に同定できていることから，分数

階システムを対象として適応観測器が構成できていることが確認できる．

図 4.3.2 Schematic of the plant
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図 4.3.3 Estimated y (y = x1)
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図 4.3.4 Initial response of estimated y (y = x1)
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図 4.3.7 Estimated x4
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4.4 リチウムイオン電池

4.4.1 Warburgインピーダンス

Warburg インピーダンスは電気化学インピーダンスにおける Faraday インピーダンスを

構成する要素としてあらわれ，その動的な振る舞いは分数階の微積分によって記述すること

ができる．ここでは，Warburgインピーダンスが拡散方程式から導出される過程を記述する．

平板電極での線形拡散によるリチウムの濃度変化は，フィックの法則として次式で与えら

れる．
∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
, (4.4.1)

ここで，cは物質濃度，D は化学拡散係数を表す．この式について，ラプラス演算子 sとパ

ラメータ A，B を用いて次式のような解の形を与える．

∆c (x, s) = Ae(
s
D )

1/2
x +Be−(

s
D )

1/2
x. (4.4.2)

電解質界面からの拡散層の厚さを δ とし，次式で表される境界条件を与える．

∆c (δ, s) = 0. (4.4.3)

境界条件を満足するように，パラメータ Aを次式で与える．

A = −Be−2( s
D )

1/2
δ. (4.4.4)

(4.4.4)式を (4.4.2)式に代入し，

∆c (x, s) = −2Be(
s
D )

1/2
δ sinh

(( s

D

)1/2

(x− δ)

)
. (4.4.5)

よって，電解質界面での物質量の時間変化∆cs = ∆c (0, s)は，

∆cs = −2Be(
s
D )

1/2
δ sinh

(
−
( s

D

)1/2

δ

)
. (4.4.6)

また，電解質界面でのリチウムの拡散流束の変化量を ∆J とすると，

∆J = −D

∣∣∣∣∂∆c

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 2B (Ds)
1/2

e(
s
D )

1/2
δ cosh

(
−
( s

D

)1/2

δ

)
, (4.4.7)

と表される．平板電極の表面積を S として，界面での拡散流束密度 J/S と電荷移動速度

vLi+ = vLi = kcs は等しいことから，

−J = Skcs, (4.4.8)
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ここで，k は反応速度定数を表す．反応速度定数がアレニウスの式に従うものと仮定すると，

反応速度定数は電極の電位 E と次式の関係を持つ．

k = k0e
b(E−Eeq), (4.4.9)

ここで，Eeq は平衡状態における電位，k0 は電位 E = Eeq のときの反応速度定数を表し，b

は移動係数や温度などから定まるパラメータである．J について，(cs, E) = (c∗s, Eeq) まわ

りでテイラー展開した式は，二次以降の項を無視して次式で与えられる．

∆J = −Sbk0c
∗
s∆E − Sk0∆cs, (4.4.10)

ただし，c∗s は平衡状態での電極表面の物質濃度を表す．ここから，電位の微小変化による表

面濃度の変化率 ∆cs
∆E は，

∆cs
∆E

=
−bk0c

∗
s

k0 +
∆J

S∆cs

. (4.4.11)

更に，電極表面での電流 I は次式のように表される．

I = −FJ, (4.4.12)

ここで，F はファラデー定数を表す．(4.4.12)式の変分は次式で与えられる．

∆I = FSk0 (bc
∗
s∆E +∆cs) . (4.4.13)

ここから，Faradayインピーダンス ZF = ∆E/∆I は，

Z−1
F = FSbk0c

∗
s + nFSk0

∆cs
∆E

= FSbk0c
∗
s

+ FSk0
−bk0c

∗
s

k0 − (Ds)1/2

S

{
tanh

(
−
(

s
D

)1/2
δ
)}−1 . (4.4.14)

ここで，平衡状態において電極を流れる交換電流は I0 = FSk0c
∗
s と表されることから，

ZF =
1

bI0

(
1 + Sk0 (Ds)

−1/2
tanh

(( s

D

)1/2

δ

))
. (4.4.15)

ここで，Rct = (bI0)
−1，RW = Sk0RctD

−1/2 とし，δ
√

s
D >> 1としたとき，

ZF = Rct +
RW√

s
, (4.4.16)

となり，Warburg インピーダンスとして，1/2 階積分作用素 s−1/2 が現れることが確認で

きる．
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4.4.2 リチウムイオン電池の等価回路モデル

電気化学インピーダンスの代表的な等価回路モデルのひとつとして，図 4.4.1 で表される

Randles等価回路と呼ばれるWarburgインピーダンスを含んだモデルが知られている．

Randles 等価回路は活性化過電圧，濃度過電圧，電気二重層容量，溶液抵抗をそれぞれ

Rct

[
VA−1

]
，RW

[
VA−1s−1/2

]
，Cdl

[
VA−1s−1

]
，Rsol

[
VA−1

]
によって関連付けて表して

いることから，リチウムイオン電池の解析のための等価回路モデルを構成する基本的な要素

として多くの研究で用いられている [66, 67, 68]．

4.4.1項にて導出したように，Warburgインピーダンス ZW は電極と電解質の界面におけ

るイオンの拡散現象に由来する電気素子であり，半無限拡散のケースにおいて，その動的な

振る舞いは次式のように表される．

iW (t) =
1

RW
D1/2 [vW (t)] , (4.4.17)

ここで，iW (t) [A]と vW (t) [V]は，それぞれ，Warburgインピーダンスの電流と電圧であ

る．この場合，図 4.4.1で表される Randles等価回路は次式の伝達関数として表現できる．

V (s) = Z (s) I (s) , (4.4.18)

Z (s) =
1

Cdl
s1/2 + RW

RctCdl

s3/2 + RW

Rct
s+ 1

RctCdl
s1/2

, (4.4.19)

V (s) = E (s)−RsolI (s) , (4.4.20)

ここで，E (s)は Randles等価回路にかかる全体の過電圧であり，RsolI (s)は溶液抵抗によ

る抵抗過電圧，V (s) は活性化過電圧と濃度過電圧の和を表す．(4.4.18) 式と (4.4.19) 式か

ら，リチウムイオン電池に入力される電流と過電圧の関係は線形分数階システムとして表せ

ることが確認できる．図 4.4.2に，Rct = 0.3，RW = 0.1，Cdl = 0.2としたときの Z(s)の

Cole-Cole線図（Nyquist線図）を載せる．

Randles 等価回路を用いることでリチウムイオン電池のハーフセルは図 4.4.3 のようにモ

デル化することができる．ここで，Eeq [V] は電極の開放端子電圧（OCV：Open Circuit

Voltage）であり，電極の組成（充電状態）によって変動する．理想的な電極の OCV曲線は

ネルンストの式で表されることが知られているが，通常リチウムイオン電池が運用される充

電領域において，充放電される電気量が少ない場合，Eeq はほぼ一定値とみなすことが可能

である．
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図 4.4.1 Randles circuit
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図 4.4.2 Cole-Cole plot of Z(s) (Rct = 0.3, RW = 0.1, Cdl = 0.2)

図 4.4.3 Half cell of Li-ion battery



第 4章 分数階システムを対象とした適応観測器の設計 71

4.5 数値シミュレーション

図 4.4.3で表されるようなリチウムイオン電池のハーフセルのモデルを考え，Eeq と Rsol

が既知であるものとし，(4.4.19)式で表されるシステムを可観測正準系として次式のように

表す．

D
1
2x(t) = Ax(t) +Bu(t), (4.5.1)

y(t) = c⊤x(t), (4.5.2)

A =

 −a1 1 0
−a2 0 1
0 0 0

 , (4.5.3)

B⊤ =
[
0 b2 b3

]
, (4.5.4)

c⊤ =
[
1 0 0

]
, (4.5.5)

[
a1 a2

]
=

[
Rw

Rct

1
RctCdl

]
, (4.5.6)

[
b2 b3

]
=

[
1

Cdl

RW

RctCdl

]
, (4.5.7)

x(0) = 0, (4.5.8)

[
Rct RW Cdl

]
=

[
0.4 0.1 0.8

]
. (4.5.9)

このシステムに対し，線形分数階システムを対象としたKreisselmeier型適応観測器を設計

し，直流電流 i(t)を入力 u(t)として，以下の条件のもとで数値シミュレーションを行った．

u (t) = w(t)− 1

2
, (4.5.10)

f =
[
−0.2 −1.1 −0.2

]⊤
, (4.5.11)

[
∆Rct(t) ∆RW (t) ∆Cdl(t)

]
= δH(t− 20), (4.5.12)

δ =
[
0.1 0.1 0.2

]
, (4.5.13)
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γi =

{
8.0× 102 (i = 1, 2, 5, 6)

0 (i = 3, 4)
, (4.5.14)

λ = 1, (4.5.15)

ここで，H(t)はヘヴィサイド関数であり，∆Rct(t)，∆RW (t)，∆Cdl(t)は Rct，Rw，Cdl に

与えたステップ状の変動を表し，w(t)は xn = xn−6 + xn−1 で与えられるM系列信号とし，

M系列信号によって充放電を行うことで Li-ion電池のハーフセルを表す等価回路のパラメー

タを同定するものとした．

図 4.5.1 から図 4.5.4 に数値シミュレーションの結果を載せる．ここで，η1 = â1−a1

a1
，

η2 = â2−a2

a2
，η3 = b̂2−b2

b2
，η4 = b̂3−b3

b3
として，パラメータ推定誤差を表した．これらの結果

から，Randles等価回路で表されるリチウムイオン電池のハーフセルのパラメータと状態の

同時推定を提案した適応観測器によって達成できることが確認できた．
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図 4.5.4 Estimated x3

また，従来法と比較するため，図 4.4.1 で表される Randles 等価回路内のWarburg イン

ピーダンスを抵抗とキャパシタが並列に接続された電気作用素で表されているもの（Foster

近似）として考えて，以下の状態空間表現が得られるものとして扱い適応観測器を構成する．

Dx (t) =

[
−a1 1
−a2 0

]
x (t) +

[
b1
b2

]
u (t) (4.5.16)

y (t) =
[
1 0

]
x (t) (4.5.17)[

a1 a2
]
=

[
Rct+R−1

1

C1
C−1

1 C−1
dl

]
(4.5.18)

[
b1 b2

]
=

[
C−1

dl
Rct+R−1

1

C1Cdl

]
(4.5.19)

(4.5.1)式から (4.5.9)式で表される観測対象に対し，以下のパラメータを与え，従来法に

よる適応観測器を構成して，パラメータ推定の数値実験を行った結果を図 4.5.6 に示す．図

4.5.6より，従来法の適応観測器を分数階微積分で表されるシステムに対して設計を行った場

合，推定パラメータが収束していないことが確認できる．

u (t) = w(t)− 1

2
, (4.5.20)

f =
[
−1 −1

]⊤
, (4.5.21)

[
∆Rct(t) ∆RW (t) ∆Cdl(t)

]
= δH(t− 20), (4.5.22)
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δ =
[
0.1 0.1 0.2

]
, (4.5.23)

γ = 8.0× 102, (4.5.24)

λ = 1, (4.5.25)

図 4.5.5 Approximated Randles circuit
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4.6 むすび

本研究では，線形分数階システムを対象とした Kreisselmeier 型の適応観測器の設計法を

開発するとともに，リチウムイオン電池のハーフセルを模擬したシステムに対して適応観測

器を設計し，数値実験によって提案法の有効性を確認した．

半無限拡散のケースに限定してモデルを作成したが，Warburgインピーダンスに対し抵抗

やキャパシタを並列に構成した等価回路を用いることで，有限拡散のケースにも，本手法を

適用することが可能であると考えられる．本手法を用いることで，Warburgインピーダンス

の係数としてあらわれる化学拡散係数などの情報を等価回路のパラメータとして得られるこ

とから，モデルに基づいたオンラインでの電池診断に役立つことが期待される．

更に，リチウムイオン電池だけでなく，粘弾性体などの対象についても，分数階の微積分

によってその動特性を記述できることから，それらのシステムに対しても，提案した手法が

有用であると考えられる．
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第 5章

直接法による分数階調整則を持つ
MRACSの設計

5.1 はじめに

分数階微積分を制御系に用いる利点として，制御系の極の安定領域が拡がることと分数階

積分器が高ゲインにおいても十分な位相余裕を持つことが挙げられる．これらを PID制御系

に応用し，その有効性を報告した研究がこれまでに数多くなされている [55, 56]．モデル規範

型制御系 (MRACS: Model Reference Adaptive Control System)は，未知パラメータを含

む制御対象に対し，コントローラが自身のパラメータを調整することで，制御対象の動特性

を設計された規範モデルと一致させる制御系である [57]．本章では，分数階積分器が高ゲイ

ンにおいても十分な位相余裕を持つことに着目し，適応調整則に分数階微積分を用いること

で，通常の整数階の適応調整則では過渡応答が乱れるような高ゲイン調整則を構成した場合

やモデルマッチング条件を満たさない場合でも，制御系の応答が改善できることを数値実験

により示す．更に，分数階積分調整則を用いたMRACSの安定性に関して，リアプノフ安定

性の証明を，分数階システムを偏微分方程式へ実現するという新たなアプローチにより行う．

5.2 問題の定式化

制御対象が次式で表されるとする．

y = G(s)u, (5.2.1)

ただし，

G(s) =
kB(s)

A(s)
=

k
(
sm +

∑m−1
i=0 bis

i
)

sn +
∑n−1

i=0 aisi
. (5.2.2)
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第一の目的は，(5.2.1)式で与えられる制御対象の出力 y が次式で与えられる規範モデルの規

範出力 yM に一致するような制御入力 uを与えるコントローラを設計することである．

yM = GM (s)r, (5.2.3)

GM (s) =
kMBM (s)

AM (s)
=

kM

(
smM +

∑mM−1
i=0 bMis

i
)

snM +
∑nM−1

i=0 aMisi
. (5.2.4)

ここで，以下の仮定を制御対象が満たすものとする．

1. 多項式 A(s)と B(s)は既約であり，そのパラメータ ai，bi，i = 1, · · · , nは未知．
2. 多項式 A(s)と B(s)の最高次数 n，mは既知であり，0 < n−m ≤ nM −mM．

3. B(s)は安定多項式であり (G(s)は不安定零点を持たない)，一般性を失うことなく k

は正の定数であるものとする．

第一の目的を達成する為には，従来のモデル規範型制御系 (MRACS)設計法を用いればよい

が，従来のMRACSでは適応調整則に大きすぎるゲインを用いた場合，挙動が不安定化して

しまう．

そこで第二の目的として，適応調整則に分数階積分調整則を導入することで，高ゲイン制

御における位相余裕を確保するとともに，そのような分数階積分調整則を有するMRACSが

安定であることを証明する．

5.3 分数階調整則を持つMRACSの構成

5.3.1 MRACSの構成

最初に，次式で与えられる漸近安定な，n −m次モニック多項式 C(s)と n − 1次モニッ

ク多項式 H(s)を考える．

C(s) = sn−m +
n−m−1∑

i=0

cis
i, (5.3.1)

H(s) = sn−1 +

n−2∑
i=0

his
i. (5.3.2)

C(s)，H(s)が与えられたとき，プラントの A(s)と k に対し，

C(s)H(s) = A(s)R(s) + kS(s), (5.3.3)

R(s) = sn−m−1 +

n−m−2∑
i=0

ris
i, (5.3.4)
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S(s) = sn−1s
n−1 +

n−2∑
i=0

sis
i, (5.3.5)

RB(s) = R(s)B(s)−H(s) = rBn−2s
n−2 +

n−3∑
i=0

rBis
i, (5.3.6)

の関係を満足する n−m− 1次モニック多項式 R(s)，n− 1次多項式 S(s)，n− 2次多項式

RB(s)は一意に定まる．(5.3.3)式の両辺に y を乗じ，式変形を行うと次式が得られる．

y =
k

C(s)

[
u+

RB(s)

H(s)
u+

S(s)

H(s)
y

]
= kW (s)

[
u+

RB(s)

H(s)
u+

S(s)

H(s)
y

]
, (5.3.7)

ただし，

W (s)
△
=

1

C(s)
. (5.3.8)

ここから，規範出力との誤差 e = y − yM は次式のように表される．

e = y − yM

= kW (s)

[
u+

RB(s)

H(s)
u+

S(s)

H(s)
y

]
− yM

= kW (s)
[
u− θ⊤ξ

]
, (5.3.9)

θ =
[

1
k θ⊤

u θ⊤
y

]⊤
, (5.3.10)

θu =
[
rB0 · · · rB(n−2)

]⊤
, (5.3.11)

θy =
[
s0 · · · sn−1

]⊤
, (5.3.12)

ξ =
[
GMC(s)r ξ⊤u ξ⊤y

]⊤
, (5.3.13)

ξu =
[

−1
H(s)u · · · −sn−2

H(s) u
]⊤

, (5.3.14)

ξy =
[

−1
H(s)y · · · −sn−1

H(s) y
]⊤

. (5.3.15)

ここから，制御入力 uを u → θ⊤ξ とできるならば，e → 0となり，出力 y → yM とするこ

とができることが分かる．しかし，仮定 1より，制御対象のパラメータは未知であることか
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ら，RB(s)，S(s)のパラメータもまた未知である．θ が未知パラメータのため，適応調整機

構を用い，制御入力 uを θ の推定値 θ̂ により，下記のように構成する．

u = θ̂
⊤
ξ. (5.3.16)

このときの MRACS の構成を図 5.3.1 に示す．制御入力 u(t) が (5.3.16) 式で与えられた場

合，規範出力との誤差 e(t)は (5.3.9)式より，次式で与えられる．

e = kW (s)
[
θ̃
⊤
ξ
]
, (5.3.17)

θ̃ = θ̂ − θ. (5.3.18)

(5.3.17)式の誤差システムにおいて，誤差伝達関数 kW (s)の相対次数は一般的には強正実

にはならない．そのような場合には，誤差の拡張を行った拡張誤差を適応誤差とする手法が

確立されている．その手法を用いることで，誤差伝達関数が強正実性を満たすように設計す

ることが可能である．

以下，ここではW (s)を強正実な関数に変換したものとして考えていく． このような誤差

伝達関数を持つシステムに対し，従来の MRACS では積分型適応調整則が用いられてきた

が，積分階数を非整数に拡張した 1/2階積分調整則を用いてMRACSを構成する．

図 5.3.1 Block diagram of MRACS

5.3.2 1/2階積分型適応調整則とリアプノフ安定性

1/2階積分器のベクトル軌跡は理想的には図 5.3.2のように表される．

ここから，1/2階積分器は低周波数領域で無限大のゲインを持ちながら，位相を 45度以内

に抑えることができるという特性を持つことが分かる．そのため，1/2階積分器を導入する

ことで，高ゲインでの位相余裕の大幅な改善が期待できる．
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図 5.3.2 Ideal vector locus of s−q (q = 1/2)

MRACSに 1/2階積分器を導入し，適応調整則を次式のように構成する．

θ̃
(1/2)

= −Γθξe. (5.3.19)

このとき MRACSの構成は図 5.3.3のように表すことができる．誤差伝達関数 kW (s)が強

図 5.3.3 Construction of MRACS using 1/2 order integrator

正実性を満たす時，1/2階積分型適応調整則を持つMRACSがリアプノフ安定であることを

示すために，以下の補題を示す．

補題 16. Kalman-Yakubovichの補題

以下の命題は等価である．

1. 入出力関係が (5.3.17) 式で表されるような誤差伝達関数 kW (s) が強正実であり，次
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式で表される実現を持つ．

ẋ0 = Ax0 + b
[
θ̃
⊤
ξ
]
, (5.3.20)

e(t) = c⊤x0. (5.3.21)

2. 次式を満たす正定対称行列 P，Qが存在する．

AP + PA⊤ = −Q, (5.3.22)

b⊤P = c⊤. (5.3.23)

次に，1/2階積分伝達関数の実現について，以下の定理が成立することを示す．

定理 17. 1/2階積分伝達関数システム

ŷ1(s) =
Γθ

s1/2
û1(s), (5.3.24)

は次式で表される実現を持ち，境界条件として x1(0, z) = 0，x2(0, z) = 0 が与えられると

き，このシステムは受動的である．

∂2x1

∂z2
(t, z) = µ

∂x1

∂t
(t, z) , (5.3.25)

x2(t, z) = µ−1/2Γ−1
θ

∂x1

∂z
(t, z) , (5.3.26)

∂2x2

∂z2
(t, z) = µ

∂x2

∂t
(t, z) , (5.3.27)

y1(t) = x1(t, 0), (5.3.28)
u1(t) = −x2(t, 0), (5.3.29)

lim
z→∞

x1(t, z) = 0, (5.3.30)

µ > 0. (5.3.31)

図 5.3.4 Schematic model of Rayleigh problem
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Proof. 剛体の板が流体に接している図 5.3.4で表されるモデルを考える．このとき，このモ

デルの運動方程式は次式で表すことができる．

∂v

∂t
(t, z) =

η

ρ

∂2v

∂z2
(t, z) , (5.3.32)

σ (t, z) = η
∂v

∂z
(t, z) , (5.3.33)

σ (t, 0) = −σ0(t), (5.3.34)
v (t, 0) = v0 (t) , (5.3.35)
v (0, z) = 0, (5.3.36)

lim
z→∞

v (t, z) = 0, (5.3.37)

ここで，v (t, z)は時間 t，位置 z における x方向の流速，ρは流体の密度，η は流体の粘性，

σ (t, z)は時間 t，位置 z で流体の x方向のせん断力を表す．時間 tについてラプラス変換さ

れた記号を v̂ (s, z) = L [v (t, z)] のように表すものとして，(5.3.32) 式をラプラス変換し，

(5.3.36)式を利用すると，

sv̂ (s, z) =
η

ρ

∂2v̂

∂z2
(s, z) + v(0, z) =

η

ρ

∂2v̂

∂z2
(s, z) , (5.3.38)

ゆえに，

v̂ (s, z) =
η

ρs

∂2v̂

∂z2
(s, z) . (5.3.39)

(5.3.39)式の解は

v̂ (s, z) = Â(s)e±
√

ρ
η s

1
2 z, (5.3.40)

と表すことができるが，(5.3.35) 式から Â(s) = v̂0(s) となり，更に，解が v̂ (s, z) =

v̂0(s)e
√

ρ
η s

1
2 z である場合，(5.3.37) 式の境界条件を満たさないことから，この偏微分方

程式の解は次式となる．

v̂ (s, z) = v̂0 (s) e
−
√

ρ
η s

1
2 z. (5.3.41)

ここから，せん断応力との関係式は，(5.3.33)式より，

σ̂ (s, z) = −√
ρηs

1
2 v̂ (s, z) , (5.3.42)

となり，(5.3.34)式，(5.3.35)式より，z = 0について流速とせん断応力の関係式を表すと次

式が得られる．

v̂0 (s) =
1

√
ρη

1

s
1
2

σ̂0 (s) . (5.3.43)

この結果をもとに，x1(t, z)の各要素を v(t, z)，x2(t, z)の各要素を σ(t, z)，y1(t)の各要素

を v0(t)，u1(t)の各要素を σ0(t)に対応させ，更に，µ = ρ
η とし，Γθ の各要素を 1√

ρη に対



第 5章 直接法による分数階調整則を持つMRACSの設計 84

応させることで以下の実現が得られることが分かる．

∂x1

∂t
(t, z) = µ−1 ∂

2x1

∂z2
(t, z) , (5.3.44)

x2(t, z) = µ−1/2Γ−1
θ

∂x1

∂z
(t, z) , (5.3.45)

x2(t, 0) = −u1(t), (5.3.46)
x1(t, 0) = y1(t), (5.3.47)

lim
z→∞

x1(t, z) = 0, (5.3.48)

µ > 0. (5.3.49)

更に，境界条件を x1(0, z) = 0とすると，

x̂2(s, z) = −Γ−1
θ s1/2x̂1(s, z), (5.3.50)

という関係式が得られることが (5.3.42)式から分かる．(5.3.50)式の両辺を 2階 z について

偏微分すると，
∂2x̂2

∂z2
(s, z) = −Γ−1

θ s1/2
∂2x̂1

∂z2
(s, z) , (5.3.51)

となり，(5.3.51)式に (5.3.45)式を用いると次式が得られる．

∂2x̂2

∂z2
(s, z) = −µΓ−1

θ s3/2x̂1(s, z). (5.3.52)

(5.3.52)式に対し，(5.3.50)式を用いると，

∂2x̂2

∂z2
(s, z) = −µsx̂2 (s, z) , (5.3.53)

となり，境界条件を x2(0, z) = 0 として，(5.3.53) 式を逆ラプラス変換すると次式が得ら

れる．
∂2x2

∂z2
(t, z) = µ

∂x2

∂t
(t, z) . (5.3.54)

このシステムに対し，次式のリアプノフ関数を考える．

V1(t,x1) =

∫ ∞

0

1

2
x⊤
1 (t, z)ρx1 (t, z) dz, ρ > 0. (5.3.55)
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このリアプノフ関数の微分を計算する．

dV1

dt
=

∫ ∞

0

x⊤
1 (t, z)ρẋ1 (t, z)) dz

=

∫ ∞

0

x⊤
1 (t, z)ρµ−1 ∂

2x1

∂z2
(t, z) dz

=

∫ ∞

0

x⊤
1 (t, z)ρµ−1 ∂

∂z

(
µ1/2Γθx2 (t, z)

)
dz

=

∫ ∞

0

µ−1/2x⊤
1 (t, z)ρΓθ

∂x2

∂z
(t, z) dz

= µ−1/2
[
x⊤
1 (t, z)ρΓθx2 (t, z)

]∞
0

−
∫ ∞

0

µ−1/2 ∂x
⊤
1

∂z
(t, z)ρΓθx2 (t, z) dz

= µ−1/2
[
x⊤
1 (t, z)ρΓθx2 (t, z)

]∞
0

−
∫ ∞

0

µ−1/2
(
µ1/2x⊤

2 (t, z)Γ⊤
θ

)
ρΓθx2 (t, z) dz

= −µ−1/2
[
x⊤
1 (t, 0)ρΓθx2 (t, 0)

]
−

∫ ∞

0

x⊤
2 (t, z)Γ⊤

θ ρΓθx2 (t, z) dz

= µ−1/2y⊤
1 (t)ρΓθu1(t)−

∫ ∞

0

x⊤
2 (t, z)Γ⊤

θ ρΓθx2 (t, z) dz. (5.3.56)

ここで，
ρ = µ1/2Γ−1

θ > 0, (5.3.57)

とするとき，(5.3.56)式に (5.3.57)式を代入することで次式が得られる．

dV1

dt
= y⊤

1 (t)u1(t)−
∫ ∞

0

x⊤
2 (t, z)Γ⊤

θ ρΓθx2 (t, z) dz

= y⊤
1 (t)u1(t)− α2

1(t) ≤ y⊤
1 (t)u1(t). (5.3.58)

(5.3.58)式より，実現されたシステムの受動性が示された．

上述した補題と定理を用いることにより，1/2階積分調整則を用いたMRACSの安定性に

関して，以下の定理を証明することができる．

定理 18. 誤差伝達関数が (5.3.17)式で表され，W (s)が強正実であるとき，適応調整則とし

て，1/2階積分型調整則を次式のように定めるとシステムはリアプノフ安定である．

θ̃
( 1

2 )(t) = −Γθξ(t)e(t). (5.3.59)

Proof. 補題より，kW (s)に関して，(5.3.20)式，(5.3.21)式の実現が得られる． さらに，1/2
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階伝達関数 Γθ

s1/2
について次式の実現が得られる．

∂2x1

∂z2
(t, z) = µ

∂x1

∂t
(t, z) , (5.3.60)

∂x1

∂z
(t, z) = µ1/2Γθx2(t, z), (5.3.61)

∂2x2

∂z2
(t, z) = µ

∂x2

∂t
(t, z) , (5.3.62)

−θ̃(t) = x1(t, 0), (5.3.63)
ξ(t)e(t) = −x2(t, 0), (5.3.64)

lim
z→∞

x1(t, z) = 0, (5.3.65)

µ > 0. (5.3.66)

システム全体のリアプノフ関数を次式のように定める．

V (t) =
1

2
x⊤
0 (t)Px0 (t) +

∫ ∞

0

1

2
x⊤
1 (t, z)ρx1(t, z)dz. (5.3.67)

(5.3.56)式を用いて，(5.3.67)式の 1階微分を計算を行う．

dV (t)

dt
=

1

2
ẋ⊤
0 (t)Px0(t) +

1

2
x⊤
0 (t)P ẋ0(t)− µ−1/2θ̃

⊤
(t)ρΓθξ(t)e(t)

−
∫ ∞

0

x⊤
2 (t, z)Γ

⊤
θ ρΓθx2 (t, z) dz

= x⊤
0 (t)

(
PA+A⊤P

)
x0(t) + θ̃

⊤
(t)ξ(t)b⊤Px0(t)

− µ−1/2θ̃
⊤
(t)ρΓθξ(t)e(t)−

∫ ∞

0

x⊤
2 (t, z)Γ

⊤
θ ρΓθx2 (t, z) dz

= x⊤
0 (t)

(
PA+A⊤P

)
x0(t) + θ̃

⊤
(t)ξ(t)e(t)− µ−1/2θ̃

⊤
(t)ρΓθξ(t)e(t)

−
∫ ∞

0

x⊤
2 (t, z)Γ

⊤
θ ρΓθx2 (t, z) dz.

ここで，
ρ = µ1/2Γ−1

θ > 0, (5.3.68)

とすると，Kalman-Yakubovichの補題より，リアプノフ関数の微分について次式の関係が成

立する．

dV
dt

= −x⊤
0 (t)Qx0(t)−

∫ ∞

0

x⊤
2 (t, z)Γ

⊤
θ ρΓx2 (t, z)dz < 0. (5.3.69)

このようにして，誤差伝達関数が強正実性を満たす場合について，1/2階積分適応調整則を持

つMRACSがリアプノフ安定性を満たすことを証明できた．
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以上から，1/2階積分器を適応調整則に導入しても制御系が安定に構成できることが証明

された．1/2階積分器は，従来の 1階積分器と比較し，図 5.3.2で表されるように，低周波数

領域で無限大ゲインを持ちつつ，位相余裕を 45 度以内に抑えられることから，高ゲインで

適応調整則を構成した場合に制御系の応答を改善できることが期待される．また，定性的に

は，1/2階積分器による安定性の向上により，モデルマッチング条件が満たされない場合でも

制御系の応答が改善できると考え，次節において，従来の整数階積分器によって構成された

MRACS と 1/2 階積分器によって構成された MRACS の挙動をモデルマッチング条件が満

たされる場合と満たされない場合についてそれぞれ数値シミュレーションによって確認した．

5.4 数値シミュレーション

本研究では，1/2階積分器を用いた適応調整則の有効性を示すため，従来の 1階の積分を用

いた適応調整則で構成された MRACS と提案する 1/2 階積分器を用いて構成した MRACS

に対しモデルマッチング条件が満たされる場合と満たされない場合についてそれぞれ数値シ

ミュレーションを行った．このときの制御系のブロック線図を図 5.4.1 に表す．ここでは，

C(s) = G−1
M (s)，H(s) = 1としてMRACSを構成した．また，1/2階積分器として，この

シミュレーションでは真鍋アプローチの式に対して δ = 1.5，j = k = 3と与えて計算した伝

達関数を用いた．近似した分数階積分器のベクトル軌跡を図 5.4.2に示す．

図 5.4.1 Construction of MRACS used in numerical simulation
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図 5.4.2 Nyquist plot of approximated 1/2 order integrator

Case 1 モデルマッチング条件が満たされる場合 (q = 1, 1/2の場合)

G(s) =
1

s+ 0.5
, (5.4.1)

GM (s) =
1

s+ 1
, (5.4.2)

Γθ = 1000, (5.4.3)

r =

{
1, t ≥ 1
0, t < 1

. (5.4.4)

モデルマッチング条件が満たされる場合（C(s) = s+1，H(s) = 1）の数値シミュレー

ションの結果を図 5.4.3と図 5.4.4に表した．図 5.4.3から，適応ゲインを高く設定し

た場合でも，適応調整則として 1/2階積分調整則を用いることによって，1階積分調

整則を使った際に生じているオーバーシュートと過渡的な振動を抑制できていること

が分かる．図 5.4.4を見ても，1/2階積分調整則を使用した場合にコントローラの入力

信号の振動が抑制されていると言える．

Case 2 モデルマッチング条件が満たされない場合 (q = 1, 1/2の場合)

G(s) =
1

s+ 0.5
, (5.4.5)

GM (s) =
1

(s+ 1)2
, (5.4.6)

Γθ = 1000, (5.4.7)

r =

{
sin(t), t ≥ 0
0, t < 0

. (5.4.8)

モデルマッチング条件が満たされない場合（C(s) = (s + 1)2，H(s) = 1）の数値シ
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ミュレーションの結果を図 5.4.5と図 5.4.6に表す．図 5.4.5より，1階積分調整則を

用いた場合と 1/2階積分調整則を用いた場合を比較すると，1/2階積分調整則を用い

て適応制御系を構成することで，出力誤差の振動を抑制できていることが分かる．こ

こから，1/2階積分調整則を用いることでモデルマッチング条件を満たさない場合の

適応制御系の応答を改善することができることが分かる．

0 5 10 15 20
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-0.005

0

0.005
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e
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図 5.4.3 Tracking error e = y − yM in Case 1
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図 5.4.4 Control input u in Case 1
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図 5.4.5 Tracking error e = y − yM in Case 2
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図 5.4.6 Control input u in Case 2

5.5 むすび

本研究では，1/2階積分調整則で構成されたMRACSの安定性について，1/s0.5 で表され

る伝達関数の偏微分方程式への実現からリアプノフ関数を構成し，その安定性に関して証明

を行った．また，1 階積分調整則で構成された MRACS と 1/2 階積分調整則で構成された

MRACSについて，高ゲインにおいてマッチング条件を満たす場合と満たさない場合の数値

シミュレーションをそれぞれ行い，1/2階積分器を用いた適応調整則の有効性を確認した．
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第 6章

結論

本論文では，分数階微積分を有するシステムに対して，非線形制御系，及び適応制御系に関

して設計法の開発を行った．分数階微積分作用素を有する非線形制御系の設計について，分

数階微分に関する微分連鎖則を新しく導入することによって，分数階非線形システムに適応

可能な一般化されたバックステッピング法を新たに開発し，スライディングモード制御系設

計法と組み合わせることで，入力と異なるチャンネルに外乱が存在するケースにおいても，ロ

バストな非線形制御系を構築することに成功した．この手法は，分数階微分の加法性を用い

た従来手法と異なり，Jumarieにより提案された分数階微分の連鎖則を用いていることから，

経由する積分器の個数によらずより一般的な非線形分数階システムに適用可能な手法である．

また，線形分数階システムに対して，拡張された指数関数であるMittag-Leffler関数による

解を用いることで，線形分数階システムに対する適応観測器の設計法を開発した．また，設

計された適応観測器を線形分数階システムとして表されるリチウムイオン電池のモデルに対

して応用することで，本手法によるリチウムイオン電池の状態を観測することが可能である

ことを示した．この手法により，観測器の設計に関し，従来はパラメータが既知である線形

分数階システムを対象とする必要があったものを，未知パラメータを含んだ線形分数階シス

テムを対象として観測器の設計を行うことが可能となった．また，分数階システムの分数微

分を含む項には，イオンの拡散定数などの有用な情報が含まれていることから，提案した適

応観測器を用いることで，観測対象についてより詳細な情報を得られることが期待される．

更に，整数階線形システムに対するモデル規範型制御系の設計において，分数階微積分作用

素を適応調整則に導入した時の安定性に関し，偏微分方程式系への実現を通して，分布定数

型リアプノフ関数による新たな証明を行うとともに，分数階適応調整則を有するモデル規範

型制御系の有効性について，従来の整数階適応調整則と，数値実験による比較を行い，その

有用性を確認した．分数階積分調整則を用いた制御系の安定性に関して詳細な検討を行った

報告がほとんどなされていないことから，本研究で用いた分数階積分器の偏微分方程式を通

した実現による安定性証明法は，安定性の議論に関してのひとつのアプローチとして重要な
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意味を持つものと考えられる．以下に本論文の結論を述べる．

1. 分数階微分における微分連鎖則を導入することで，従来の整数階から分数階に拡張さ

れたバックステッピング法を開発し，一般化されたバックステッピング法とスライ

ディングモード制御と組み合わせた非線形制御系を設計した．また，本研究で提案し

た非線形制御系設計法を外乱を有する非線形分数階システムに対して適用し，その有

効性を数値実験によって確認した．更に，バックステッピング法は，拡張誤差法ととも

に，規範モデル型適応制御系における相対次数の制限の緩和にも用いられる手法であ

ることから，本手法を発展させることで，従来の積分器でなく分数階積分器を通して

相対次数を緩和した新たなモデル規範型適応制御系の構築が行えることが期待される．

2. 未知パラメータを含む線形分数階システムを対象とした Kreisselmeier 型適応観測器

の設計法を開発し，線形分数階システムの未知パラメータをオンラインで同定するこ

とが可能となるシステムを構築することに成功した．また，電池内におけるイオン拡

散現象などに由来してリチウムイオン電池の電気的動特性が分数微積分作用素を含ん

だシステムとして記述されることに着目し，リチウムイオン電池を対象として，本研

究で提案された適応観測器を応用することで，電池のパラメータ及び状態が推定可能

となることが示された．ここから，本手法により，電気自動車などに用いられるバッ

テリーの寿命や状態を走行中にオンラインで推定する新たな手法を開発できることが

期待される．

3. 従来の積分器と異なり，分数階積分器が位相余裕を有することに着目し，未知パラメー

タを含む線形整数階システムに対して，分数階微積分作用素を適応調整則に導入した

モデル規範型適応制御系の設計を行った．また，設計した制御系に関して，分数階積

分器を偏微分方程式系へと実現することを通し，分布定数型のリアプノフ関数を用い

た新たなアプローチによって，その安定性の証明を行った．更に，本研究で提案した

モデル規範型適応制御系に関し，モデルマッチング条件を満たすケースとモデルマッ

チング条件を満たさないケースについて数値実験を行い，その有効性を確認した．提

案した制御系を用いることで，高ゲイン適応調整則による収束の早い安定的なモデル

規範型適応制御系を構成することができる．ただし，制御対象にむだ時間が含まれる

ような場合においては，スミスむだ時間補償器などにより，むだ時間を補償する機構

を制御系に導入する必要があるものと考えられる．

分数階微積分作用素を有するシステムを対象として非線形制御系，及び適応制御系を構成す

る手法について研究を行ったが，実際には，分数階微積分作用素の近似において，理想的な

計算結果と近似計算結果の間の近似精度を考慮に入れて制御系設計を行う必要がある．また，

近似精度と数値計算速度及び近似周波数範囲の間のトレードオフを考慮して，分数階微積分

作用素の近似における各パラメータを適切に定める手法に関しても検討が必要となる．
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