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論文要旨

本論文では, 極低温フェルミ原子気体において, 未だ達成されていない p波超流動状態

の実現に向け, 従来の実験が直面している困難を克服できる新しいアプローチを理論的に

提案する. さらに, それが現在の技術水準で実現可能か否かを理論的に検証する. この新

しい提案では, 超流動状態を特徴付ける超流動秩序パラメータが対振幅と引力相互作用と

の積で与えられることに着目し, 従来の実験が p波相互作用するフェルミ原子気体を最初

から用いるのに対し, 既に実現している熱平衡状態下の s波フェルミ原子気体超流動から

出発する. そして, パリティを破るスピン軌道相互作用を用い, s波超流動状態中に p波対

振幅を誘起させる. この段階では系はまだ s波超流動状態であるが, 次に, Feshbach共鳴

を用い, 原子間引力相互作用を s波対称性のものから p波対称性のものへ変換, あらかじ

め用意されていた p波対振幅との積により, 有限な p波超流動秩序パラメータを作り出し,

p波超流動状態を実現させる. p波相互作用するフェルミ原子気体を最初から用いる従来

のアプローチでは, 対形成に必須の p波引力相互作用が, 同時に, 3体ロスなどを引き起こ

してしまい, そのことが p波超流動の実現を阻んでいるが, 本論文が提案する方法では, p

波相互作用を用いることなく p波対振幅を誘起し, かつ, p波超流動秩序パラメータの生

成も p波相互作用の印加直後に瞬時に行われるため, この問題を克服できるものと期待さ

れる.

本論文では,極低温フェルミ原子気体の概要,および, p波超流動実現を目指す研究が抱え

る問題点を述べた後, 前半部分で,パリティを破るスピン軌道相互作用を有する s波フェル

ミ原子気体超流動体中に誘起される p波対振幅を研究する. 絶対零度において,フェルミ原

子気体の分野で議論されている様々なタイプのスピン軌道相互作用に対し, どのような対

称性の p波対振幅がどの程度誘起されるかを, BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer)-Leggett

強結合理論を用い, 弱結合BCS領域から強結合BEC（Bose-Einstein condensation）領域

までの幅広い相互作用領域で明らかにする. さらに, スピン軌道相互作用の超流動転移温

度への影響を, Nozièresと Schmitt-Rinkによる強結合理論を援用しBCS-BECクロスオー

バー全域で調べ, 絶対零度で誘起される p波対振幅が大きな値をとる領域が, 実験的に到

達可能な超流動転移温度を有することを理論的に明らかにする.

本論文の後半では, 前半で議論した p波対振幅を有する熱平衡 s波フェルミ原子気体超

流動を初期状態とし, 原子間引力相互作用の対称性を s波から p波へと変更した後の系の

時間発展の様子を, 時間依存 Bogoliubov de-Gennes理論を用いて明らかにする. 様々な

条件での時間発展を調べることで, 上述したアイデアで作り出された p波超流動秩序パラ

メータが, 時間発展とともに消えずに残る場合があることを示し, さらに, 大きな p波超

流動秩序パラメータが得られる条件を理論的に明らかにする.
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Thesis Abstract

Theoretical study of an idea to realize a p-wave

superfluid Fermi gas using a parity-violating

spin-orbit coupling and tunable pairing interactions

In this thesis, I theoretically propose an idea to realize a p-wave superfluid state in an

ultracold Fermi gas, which may avoid the difficulties that the current experiments aiming

to achieve this unconventional pairing state are facing. While the current experimental

approaches always start from a p-wave interacting Fermi gas, my idea first prepares a p-

wave Cooper pair amplitude in a spin-orbit coupled s-wave superfluid Fermi gas, without

using any p-wave interaction. Although this system is still in the s-wave superfluid state at

this stage, one then suddenly replaces the s-wave pairing interaction with an appropriate

p-wave one, by using a Feshbash resonance technique. The p-wave superfluid state is

then realized, where the p-wave superfluid order parameter is given by the product of

the introduced p-wave interaction and the p-wave pair amplitude that has already been

prepared in the s-wave superfluid state.

In this thesis, after I overview cold Fermi gas physics, as well as the difficulties that

the current experiments are facing, I first examine the p-wave Cooper-pair amplitude

induced in a spin-orbit coupled s-wave superfluid Fermi gas. Within the framework of

the BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer)-Leggett theory at zero temperature, I clarify what

type of p-wave pair amplitude is induced in the presence of a spin-orbit interaction. I also

evaluate the magnitude of the induced p-wave pair amplitude, from the weak-coupling

BCS regime to the strong-coupling BEC (Bose-Einstein condensation) regime. Using

the strong-coupling theory developed by Nozières and Schmitt-Rink, I also calculate the

superfluid phase transition temperature and effects of a spin-orbit interaction in the whole

BCS-BEC crossover region, to confirm that the region with large p-wave pair amplitude

is accessible within the current experimental technology.

The latter part of this thesis deals with the time evolution of the p-wave superfluid

order parameter, after the s-wave interaction is replaced by an appropriate p-wave one.

Employing the time-dependent Bogoliubov de-Gennes theory, I show that, under a certain

condition, the induced p-wave superfluid order parameter remains finite, even long after

the p-wave interaction is turned on. I also clarify the condition for the realization of large

magnitude of the p-wave superfluid order parameter.
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第1章 研究背景・動機

この章では本研究が対象とする冷却フェルミ原子気体について説明する. 1.1節でこの

系の特徴を概観した後, 1.2節で Feshbach共鳴による引力相互作用の制御と, それを用い

て実現された BCS-BECクロスオーバー現象について述べる. 1.3節では, 冷却フェルミ

原子気体における異方的な p波原子間相互作用と, それを用いての p波超流動実現に向け

た研究の現状についてまとめる. 1.4節では, 本研究でも用いる近年冷却原子気体で実現

したスピン軌道相互作用について概説する. こうした背景説明の後, 1.5節で, 本論文の研

究動機と目的を述べる.

1.1 冷却フェルミ原子気体系

冷却フェルミ原子気体とは, 105個程度の 40Kや 6Liなどのフェルミ原子を, 空間的に非

一様な磁場やレーザーの定在波などを用いて作成したポテンシャルに捕獲し, レーザー冷

却や蒸発冷却により数 µKオーダー以下まで冷却した気体である. この系の典型的な粒子

数密度は約 1013～1015 cm−3であり, 例えば固体金属中の伝導電子密度の約 1022 cm−3と

比べ, 非常に低密度・希薄である. そのため, 固体金属でO(104～105 K)であった伝導電

子のフェルミ縮退温度は, フェルミ原子気体でO(10−5 K)かそれ以下となる. 従って, こ

の系で量子現象を発現させるには, µKオーダー以下まで冷却する必要がある [1, 2].

冷却フェルミ原子気体系の最大の特長のひとつは, Feshbach共鳴の手法を用いて, フェ

ルミ原子間に可変な原子間相互作用を印加できることである. これを用いることで, 強く

相互作用するフェルミ粒子系の多体現象を相互作用をかえながら系統的に研究したり, 銅

酸化物高温超伝導などのその他の強相関系に対する量子シミュレーターとして使用する

ことが期待されており, 現在まで, 理論と実験の両面から精力的に研究されている [3–52].

フェルミ原子気体系の典型的な量子現象の 1つは, 極低温フェルミ原子気体超流動であ

り, この多体現象は金属電子系の超伝導現象に対応する. 冷却フェルミ原子気体超流動

は, 原子間相互作用として s波相互作用 (等方的な接触型引力相互作用)を印加した 40K原

子気体および 6Li原子気体において, 共に 2004年に実現された [3, 4]. 図 1.1は, s波原子

間相互作用が印加された 6Li原子気体において, 超流動現象を観測した際の実験結果を示

す [4]. 一般に, 冷却フェルミ原子気体系は, 不純物がなく, 原子間引力相互作用の種類や

強さを自在にコントロール可能なため, 現実の物質系の持つ複雑さ (結晶格子や不純物な

1



図 1.1: 6Liで観測されたフェルミ原子気体超流動における Cooper対分子の重心運動量

分布 [4]. 図手前側の強度分布は, フェルミ原子気体をトラップから解放して 6 ms後の原

子気体に共鳴光を照射し, 測定した吸収像の柱密度の 3 mm四方プロット. これから計

算された分子の空間的密度分布が図奥側にある. このような原子気体の測定法を飛行時

間法といい, ここで得られた空間的密度分布はそのまま分子の速度分布 (運動量分布)に

対応する. 図中左側から右側へ向け, 系の温度が T/TF = 0.2, 0.1, 0.05と低くなっている

(TFはフェルミ縮退温度). 図中奥は, 各温度における重心運動量分布を表している. (赤

線：観測値, 青線：同じ温度での古典統計の運動量分布.) 系を冷却するにつれ, Cooper

対分子が, 重心運動量ゼロの状態 (図中の分布のピーク位置)にBose-Einstein凝縮するた

め, 古典統計 (Boltzmann分布)に従わない鋭いピークの運動量分布が見られている. こ

の図では, 中央および右側が超流動状態である. [Reprinted figure with permission from

M. W. Zwierlein, C. A. Stan, C. H. Schunck, S. M. F. Raupach, A. J. Kerman, and W.

Ketterle, Phys. Rev. Lett. 92, 120403 (2004). Copyright (2004) American Physical

Society. https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.92.120403.]

ど)をある程度回避し, 注目する物理現象に焦点をあて, 研究することができる. 例えば,

金属超伝導では, 一般に超伝導に必要な電子間相互作用を自在に制御することはできず,

また電子の散乱に影響する不純物を完全に取り除くことはできない. 従って, 不純物が全

く存在しない一方粒子間相互作用は自在に制御できる冷却フェルミ原子気体系で超流動

現象を調べるという手法は, 銅酸化物系に代表される強相関電子系の超伝導における多体

効果を理解するうえで非常に強力なツールとなると期待される. ただし, 冷却フェルミ原

子気体系では, 現在等方的な s波原子間相互作用に加えて, 異方的な p波原子間相互作用

も実験的に実現している [21–33]が, 後者を用いた p波超流動は未だ実現していない.
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図 1.2: (a) Feshbach共鳴による引力相互作用Ueffを表す散乱過程の模式図 (s波). 図中赤

色, 青色の丸は擬スピン ↑, ↓のフェルミ原子を表す. gは Feshbach結合定数, 2νは共鳴束

縛状態のエネルギーを表す. (b) Lennard-Jones型ポテンシャルU(r)の模式図 (点線). こ

れは, s波原子間相互作用の相互作用ポテンシャルと対応している. rは原子間の相対距

離. 磁場中では Zeeman効果により共鳴束縛状態を作るとエネルギーが上昇する (実線).

(c) 軌道角運動量が有限の p波原子間相互作用の場合の相互作用ポテンシャル U(r)の模

式図. 遠心力ポテンシャルの影響により, 原子が引力を感じることができる領域を表す有

効距離が存在する.

1.2 Feshbach共鳴とBCS-BECクロスオーバー

ここでは前節で触れた, Feshbach共鳴を利用した粒子間にはたらく相互作用の強さを

制御する方法について述べる. この目的のため, まず, フェルミ原子のスピン状態につい

て説明する. 原子のスピン状態は, 超微細構造 F (量子数 F )で指定でき, これは, 内殻

電子のスピンの和が全体としてゼロであるため, 原子の核スピン I (量子数 I)と最外殻

電子スピン S (量子数 S)を合成したものである. 特に, 冷却フェルミ原子気体系でよく

用いられるフェルミ原子 40K (I = 4)と 6Li (I = 1)はともにアルカリ原子であるため,

最外殻電子は 1個 (S = 1/2)であり, 結果 F の値はそれぞれ 40Kは F = 9/2, 7/2, 6Liは

F = 3/2, 1/2となる. (このように F が半奇数スピンになるため, フェルミ原子と呼ばれ

る.) 実際の冷却フェルミ原子気体の超流動研究でよく用いられる原子状態は, 40K原子系

では |F = 9/2, Fz = −9/2⟩, |F = 9/2, Fz = −7/2⟩, 6Li原子系では |F = 1/2, Fz = ±1/2⟩
である. このそれぞれの 2種類の原子状態を, 擬スピン σ =↑, ↓とし, 金属電子系の電子ス

ピン Sz = ±1/2と対応させることで, 超伝導と類似の議論が冷却フェルミ原子気体超流

動でも可能となる. 異なる擬スピン間に引力相互作用が存在すると, ある転移温度 (超流

動転移温度 Tc)以下で, フェルミ原子気体は超流動になるが, このとき異なる擬スピンの

原子は BCS理論で説明される Cooper対を形成している. これは金属超伝導における電

子スピン Sz = ±1/2状態間のCooper対形成に対応している.

金属超伝導の場合,電子間に働く引力相互作用は,格子振動を量子化したフォノンなどの
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ボソンを媒介して生じるが,冷却フェルミ原子気体の場合,フェルミ原子間に働く相互作用

は, 原子間に働く Lennard-Jones型ポテンシャルにおける 2つのフェルミ原子の共鳴束縛

状態 (ボソン)を介して生じる. この共鳴束縛状態のエネルギーを, 外部磁場を用いて操作

し,散乱状態にある 2原子間に可変な相互作用を生じさせる手法がFeshbach共鳴の手法で

ある (図 1.2(a)を参照). 最外殻電子の間にはたらく相互作用による近距離の斥力とvan der

Waals力による遠距離での引力 (2つの原子の最外殻電子がスピン・シングレットで共有結

合する場合は,その引力も加わる)を反映した,図 1.2(b)黒点線のような Lennard-Jones型

ポテンシャルに対し, 2原子が, ポテンシャルのくぼみに共鳴束縛状態を形成し, 再び解離

してもとの原子状態に戻るという,図 1.2(a)のような散乱過程を考える. この時,擬スピン

と電子スピンの間にはたらく超微細構造相互作用HHF = JS ·I = J(S+I−+S−I++SzIz)

により, 始状態から中間状態への散乱には, (I, S) → (I ± 1, S ∓ 1)のように異なるスピ

ン状態遷移が寄与することになる. これにより, 電子の Bohr磁子が核のそれに比べては

るかに大きいことから, 始状態と中間状態との間には外部磁場中で Zeemanエネルギーの

差が生じることになる. このため, この中間状態の共鳴束縛状態のエネルギーを 2νとす

ると, これは外部磁場に依存した量になる. 以上の散乱過程を, Feshbach共鳴の結合定数

(原子から分子状態への遷移確率)を gとして評価すると, 始状態の原子間には次のような

有効相互作用がはたらく.

Ueff = U − g2

2ν
= U − g2

α(B −B0)
. (1.1)

ここで, U は Feshbach共鳴以外の効果による弱い原子間相互作用 (引力と仮定)を表す.

最後の等式は, 共鳴準位 2ν と解離した原子状態でのエネルギー (今の場合ゼロとしてい

る)が一致する Feshbach共鳴磁場をB0 (実験から決まる定数)とおき, B0近傍の外部磁

場Bに対して, 2ν = α(B − B0)と書いている (αは定数). (1.1)式から, 外部磁場Bの変

更により, 可変な Ueff (原子間の引力相互作用強度)を実現できる. 以上の機構により, 等

方的な原子間引力相互作用 (s波)および異方的な原子間引力相互作用 (p波)が実験的に

印加可能であるが, 後者は有限の軌道角運動量を持つために, 遠心力ポテンシャルの影響

で, 「引力」相互作用が原子間にはたらく原子間距離が有限である (図 1.2(c)を参照).

例えば実験的に s波原子間相互作用をフェルミ原子間に印加する場合, Ueffは実験的に決

定可能な s波散乱長 as(B)と対応させる. このとき, (1.1)式は,共鳴の幅∆WsとFeshbach

共鳴磁場B0から充分離れた磁場での原子間相互作用に対する散乱長 abgを用い,

as(B) = abg

(
1− ∆Ws

B −B0

)
(1.2)

のように表すことができる. 一方, p波原子間相互作用を印加する場合, (1.2)式で散乱長
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図 1.3: 40Kフェルミ原子気体の原子間相互作用の磁場依存性 [22]. 縦軸 σは散乱断面

積. (a) 同種擬スピン状態 |F = 9/2, Fz = −7/2⟩ にある 2 つの原子間の p 波 Fesh-

bach共鳴. (b) 異種擬スピン状態 |F = 9/2, Fz − 9/2⟩, |F = 9/2, Fz = −7/2⟩の 2原

子間の s波 Feshbach共鳴. 横軸は相互作用を制御するための外部磁場 B. [Reprinted

figure with permission from C. A. Regal, C. Ticknor, J. L. Bohn, and D. S. Jin,

Phys. Rev. Lett. 90, 053201 (2003). Copyright (2003) American Physical Society.

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.90.053201.]

に対応するパラメータが, 散乱体積 vp(B), vbgに置き換わる (共鳴の幅は∆Wpとする).

vp(B) = vbg

(
1− ∆Wp

B −B0

)
. (1.3)

図 1.3は, 40Kフェルミ原子気体で行われた, Feshbach共鳴機構を用いた相互作用制御

の実験結果である [22]. 図の縦軸は相互作用の強さを散乱断面積 σを通して測定してい

る. 絶対零度で 2原子の散乱問題を解くと, 軌道角運動量 l の散乱振幅を flとして,

σ = 4π(2l + 1)|fl|2 (1.4)

と表され, 有限温度の測定結果 (図 1.3)にも拡張される [22]. ここで, fl=0は s波の散乱振

幅と対応しており, (1.2)式の as(B)の関数である. 一方, (1.3)式の vp(B)の関数の fl=1が

p波の散乱振幅である. 図 1.3(a)は擬スピン状態 |F = 9/2, Fz = −7/2⟩ にある同種原子間
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図 1.4: 極低温 40Kフェルミ原子気体で観測された超流動状態と BCS-BECクロスオー

バー [3]. 図は凝縮粒子数N0の温度T ,相互作用∆B ≡ B−B0依存性を表す (Feshbach共鳴

磁場B0 ∼ 202 G).この実験では, N0/N > 0の領域を超流動状態と判定している. ∆B > 0

が弱結合, ∆B < 0が強結合にそれぞれ対応している. この実験では, フェルミ縮退温度は

TF = 0.35 µK, 全粒子数はN ∼ 105. 用意された擬スピン状態は, |F = 9/2, Fz = −7/2⟩
および |F = 9/2, Fz = −9/2⟩. [Reprinted figure with permission from C. A. Regal, M.

Greiner, and D. S. Jin, Phys. Rev. Lett. 92, 040403 (2004). Copyright (2004) American

Physical Society. https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.92.040403.]

での Feshbach共鳴 (共鳴磁場は (a)のピーク位置での磁場の値B0 ≃ 198 G)を用いてお

り, このとき生じる相互作用は異方的な p波対称性のものである. 一方, 図 1.3(b)では異

なる 2つの擬スピン |F = 9/2, Fz = −9/2⟩, |F = 9/2, Fz = −7/2⟩ 間での s波Feshbach共

鳴を用いて s波相互作用を制御している (共鳴磁場は (b)のピーク位置での磁場の値B0 ≃
202 G). 図 1.3を見ると, 40Kフェルミ原子気体では, s波および p波原子間相互作用を与

える共鳴磁場B0の差が 4 G程度であり, 外部磁場B ≃ B0を与えた場合, s波および p波

原子間相互作用が混成して系に導入される可能性がある. しかし, 同様の相互作用制御は

6Liフェルミ原子気体でも実現しており, |F = 1/2, Fz = ±1/2⟩の 2原子間では, B0 ≃ 830

Gに s波の Feshbach共鳴磁場, B0 ≃ 186 Gに p波の Feshbach共鳴磁場があると報告さ

れている [25]ため, この系では, 可変な s波および p波原子間相互作用を与える領域を明
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弱結合　　　　原子間引力相互作用　　　　強結合

図 1.5: BCS-BECクロスオーバーにおける対形成の模式図 (位置座標空間). 図中赤丸お

よび青丸は擬スピン ↑, ↓のフェルミ原子を表す. また, 破線は 2原子が, 引力相互作用に

より (s波の)対を組んでいる様子を模式的に表している.

確に区別して実現することができる.

図 1.4は 40Kフェルミ原子気体ではじめて観測された s波超流動の実験結果である [3]. 2

つの擬スピン ↑, ↓の間にはたらく (s波)引力相互作用の強さはFeshbach共鳴により制御さ

れており (図中の∆Bが相互作用軸である), この実験ではBose-Einstein凝縮したCooper

対の数N0が有限になった状態を超流動状態と判定している. 従って, 図中∆B − T/TF

面において水色のあたりに超流動転移温度 Tcがあると考えられている. 現時点で, この

s波超流動状態は, 実験的に安定的に実現できており, 実現される超流動は, 原子間相互

作用を弱結合から強くしていくにつれ, BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer)理論で記述さ

れるCooper対的 2原子対の凝縮状態から, 強く束縛して分子ボソン化している 2原子対

のBEC (Bose-Einstein condensation)状態へと連続的に変化していく (BCS-BECクロス

オーバー).

図 1.5は, BCS-BECクロスオーバーにおける対形成の様子の模式図である. 原子間引

力相互作用が弱い弱結合BCS領域では, フェルミ面近傍に存在するフェルミ原子が, フェ

ルミ面の存在に助けられながらCooper対形成を行う (Cooper不安定性). この時, 対の結

合エネルギーは引力相互作用が弱いため小さく, その結果Cooper対のサイズは平均原子

間距離よりも大きくなる. これは通常の金属超伝導の場合に相当する. 金属超伝導では平

均電子間距離が 1 Å程度であるのに対し, Cooper対のサイズはO(1000 Å)である. 原子

間引力相互作用を強くすると, 対の結合エネルギーが上昇, 同時に対のサイズは小さくな

る. 強結合BEC領域ではフェルミ原子はフェルミ面なしでも 2体レベルで分子を形成で

きるようになり, 超流動の性質も, 強く結合した分子ボソンのBose-Einstein凝縮に近くな

る. このようなBCS-BECクロスオーバーは理論的には知られていたが, 可変な引力相互

作用を有するフェルミ原子気体の登場によりはじめて実現した.
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図 1.6: 40Kフェルミ原子気体の p波Feshbach共鳴近傍で観測された散乱断面積 σの外部

磁場B依存性 [22]. 擬スピン状態は |F = 9/2, Fz = −7/2⟩. 実線は T = 0.5 µK,点線は

T = 2 µKのときの結果. p波対分子は, 軌道角運動量 l = 1を有し, ml = ±1, 0の 3種類

存在する. これらは T = 2 µKでは縮退している. T = 0.5 µKでは共鳴磁場 (ピーク位

置)の分裂として現れている. [Reprinted figure with permission from C. Ticknor, C. A.

Regal, D. S. Jin, and J. L. Bohn, Phys. Rev. A 69, 042712 (2004). Copyright (2004)

American Physical Society. https://doi.org/10.1103/PhysRevA.69.042712.]

1.3 p波フェルミ原子気体超流動実現に向けた研究の現状

フェルミ原子気体で実現している超流動は s波型のみである. ここでは非 s波型超流動

としてその実現が期待されている p波超流動について, それを目指す実験研究の現状を紹

介する.

図 1.6は, 1成分 40Kフェルミ原子気体 (擬スピン状態：|F = 9/2, Fz = −7/2⟩)で観測さ
れた p波Feshbach共鳴近傍の散乱断面積の磁場依存性である [22]. 1成分フェルミ原子気

体の場合, Pauliの原理により 2つのフェルミ原子は同一地点に来ることはできず, 結果 s

波相互作用は存在しない. 従って, 図 1.6の実験状況ではFeshbach共鳴により制御された

p波相互作用が支配的となる. この異方的相互作用で形成される p波対分子は l = 1の軌

道角運動量を有し, ml = ±1, 0でラベルされた 3種類存在する. 図 1.6において, |ml| = 1

およびml = 0の p波チャンネルは T = 0.5 µKのとき, 異なる Feshbach共鳴磁場を有し

ており, その結果, 形成される p波対も |ml| = 1とml = 0で異なる量になる. (T = 2 µK

の場合, 熱的効果により, この分裂は見られない.)
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図 1.7: 40Kフェルミ原子気体で確認された p波対分子の形成 [24]. (a) |ml| = 1. (b)

ml = 0. 図は実空間での原子の分布で, 紙面垂直方向を z軸として, 図は xy平面を表して

いる. 中心の白い明るい部分は, はじめから p波対分子を形成していない原子集団である.

ここと黒色の箇所以外が, p波対分子が解離して生成された 40Kフェルミ原子気体の成分

である. [Reprinted figure with permission from J. P. Gaebler, J. T. Stewart, J. L. Bohn,

and D. S. Jin, Phys. Rev. Lett. 98, 200403 (2007). Copyright (2007) American Physical

Society. https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.98.200403.]

この共鳴磁場の分裂は, 磁気双極子相互作用によるもので, 分裂により ml = ±1と

ml = 0の p波対は図 1.7に示すように, 量的に異なるようになる. 今, 簡単のため, 原子

が持つ磁気モーメントを古典的なスピンベクトルとして扱い, 2原子の磁気モーメントが

磁場中で同じ方向 (z軸と平行方向)を向いていると仮定すると, 磁気双極子相互作用Hdd

は,

Hdd = c
(1− 3 cos θ)

r3
(c > 0) (1.5)

と表される. ここで, rは 2原子の相対位置ベクトル (大きさ r)であり, θはそれと z軸

(磁気モーメントの向いている方向) とのなす角である. この時, ml = ±1は古典的描像で

は 2原子が xy面内を回転している状態のため, Hddは θ = π/2となり常に斥力となる (図

1.8(a)を参照). 他方ml = 0は同じ古典的描像では 2原子が z軸を含む面内で回転してい

る状況に相当するので 0 ≤ θ ≤ π/2をとることになる (図 1.8(b)を参照). 結果, 磁気双極

子相互作用の効果でml = ±1を有する分子のエネルギーはml = 0を有する分子のエネ

ルギーより高くなり, 外部磁場を下げると, Feshbach共鳴準位が低いml = 0の状態の方

が先に (つまり高磁場側で) Feshbach共鳴を起こすことになる (図 1.6を参照).

上述したように, 磁気双極子相互作用は上で考えた状況 (磁気モーメントが z軸方向を

向いている)では, 状態に対して引力・斥力両方の寄与があるため, 分子を解離させ, 飛

行時間法で解離した分子を測定するとml = ±1成分が解離してできた原子の寄与の方が

ml = 0の成分が解離してできた原子成分より空間的に拡がった分布になる (図 1.7を参
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図 1.8: 古典的な描像における p波対分子形成の模式図 (位置空間座標). 赤丸はフェルミ

原子. 灰色矢印は原子の磁気モーメントに対応する古典スピンベクトル. 点線は 2つの磁

気モーメントが回転している様子を表す.

+熱エネルギー

図 1.9: p波相互作用する 1成分フェルミ原子気体で粒子ロスをもたらす 3体衝突の模式

図. 2原子の分子形成による結合エネルギーの一部を 3番目の原子が獲得することで高い

運動エネルギーを持ってしまい, トラップポテンシャルの外に出て行ってしまう.

照).

こうした実験だけでなく, 可変な p波相互作用を有するフェルミ原子気体は理論的にも

数多くの研究がなされ [36–52], 例えば, 弱結合領域から強結合領域にいたるまでの p波超

流動転移温度 Tcの理論的な予測が既になされている [41,42,46]. p波フェルミ原子気体超

流動が実現すれば, p波超伝導 [62]や超流動 3He [59,60] (p波超流動)の研究にも資するも

のがあると期待されているが, 系を充分低温に冷却しても p波超流動状態の実現には未だ

至っていない.

p波 Feshbach共鳴により s波の場合同様, Cooper対形成に必要な引力相互作用が用意

できるにもかかわらず, まだ系を超流動化できない理由は, Feshbach共鳴を用いた p波原

子間相互作用が対形成だけでなく, 3体衝突などを引き起こし, 系の粒子が失われてしま

うことが一因である. (他にも, 2成分フェルミ原子気体では, 原子の超微細構造状態から

特別に選択した擬スピンは他の超微細構造状態へと双極子緩和しうるため, これによって
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図 1.10: 40Kフェルミ原子における 3体衝突の損失係数 L3の測定結果 [21](L3の定義は

(1.4)式参照). 横軸は Feshbach共鳴の磁場. (a) 擬スピン状態 |F = 9/2, Fz = −7/2⟩の
フェルミ原子気体 (T = 2.4 ± 0.8 µK). (b) 擬スピン状態 |F = 9/2, Fz = −7/2⟩, および
|F = 9/2, Fz = −9/2⟩の 2成分の場合 (●は T = 1.25± 0.10 µK, □は T = 2.8± 0.4 µK).

(b)のダブルピークは,絶対零度での s波および p波Fechbach共鳴点がそれぞれ, B0 ∼ 202

G, B0 ∼ 198 Gにあることによる. [Reprinted figure with permission from C. A. Regal,

C. Ticknor, J. L. Bohn, and D. S. Jin, Phys. Rev. Lett. 90, 053201 (2003). Copyright

(2003) American Physical Society. https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.90.053201.]

もはじめに用意した系は有限な寿命をもって「別の状態」に遷移してしまう.) 図 1.9は, 1

成分フェルミ原子気体における 3体衝突の模式図である. 原子間引力相互作用により, 3つ

のフェルミ原子が接近する状況を考える. この内, 2つの原子が p波引力相互作用で対を形

成したとすると, この束縛エネルギーの減少分が, 対形成しない残りの 1つの原子の運動

エネルギーを大幅に上昇させる. フェルミ気体系の実験は, 原子を調和型のトラップポテ

ンシャルに閉じ込めて行われるが, 高い運動エネルギーを得た原子が, この閉じ込めポテ

ンシャルから飛び出してしまい粒子の損失となる. また, 形成された分子同士も散乱によ

り更に損失する. また対の束縛エネルギーの一部は, 系の温度も上昇させる. このため系

の原子数が減り, かつ系の温度が上昇するため, 超流動状態を実現・保持することが困難

となる. 上述の 3体衝突における束縛エネルギーEbindは, 原子間に引力相互作用がはたら

く有効的な距離Re (図 1.2(c)に関するキャプションを参照)を用いて, Ebind ≃ ℏ2/(mR2
e)

と見積もられ [44], p波引力相互作用の場合, Re ≃ 3 nmである [22, 27]. これに対し, (2

成分フェルミ原子気体における) s波引力相互作用の場合, 原子対の相対距離がフェルミ

波数の逆数程度 (フェルミ気体系では k−1
F ≃ 100 nm)のため, Re ≃ 100 nmである. 従っ
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図 1.11: 6Liフェルミ原子気体 (擬スピン状態 |F = 1/2, Fz = 1/2⟩)における, p波対

分子の寿命 [32]. p波 Feshbach共鳴点は B0 ≃ 158 G. 横軸は, ∆B = B − B0. 赤

丸は 3 体衝突による寿命. 青丸は p 波対分子同士の非弾性散乱による寿命 (Kdd は p

波対分子同士の非弾性散乱の衝突係数). [Reprinted figure with permission from Y.

Inada, M. Horikoshi, S. Nakajima, M. K.-Gonokami, M. Ueda, and T. Mukaiyama,

Phys. Rev. Lett. 101, 100401 (2008). Copyright (2008) American Physical Society.

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.101.100401.]

て, s波相互作用するフェルミ気体の 3体衝突における束縛エネルギーは, p波相互作用の

それと比べて非常に小さいため, s波引力相互作用を有するフェルミ気体系において, 上

述した p波相互作用で起こる問題は生じない.

図 1.10は, 40Kフェルミ原子気体の Feshbach共鳴磁場近傍で観測された 3体損失係数

L3である. この量は, 原子数の減衰の方程式

dN

dt
= −L3⟨n2⟩N (1.6)

に現れ, L3が大きい程上述したプロセスで系から原子が失われることになる [28, 29, 44].

(⟨n2⟩は粒子数密度の空間平均. なお, 実験では上式右辺に 2体衝突項やトラップ寿命の効

果も入れているが, ここでは説明を簡単化するため除いてある.) この実験での粒子数密度

n ≃1013 cm−3程度を用いると, Feshbach共鳴点近傍で,原子の損失レートL3⟨n2⟩は, s波原

子間相互作用に対してL3⟨n2⟩ = O(10 s−1), p波原子間相互作用に対してL3⟨n2⟩ = O(100

s−1)となる. ところで,超流動転移温度以下で捕獲したフェルミ原子気体に対し, Feshbach

共鳴磁場近傍においてある外部磁場 (例えば図 1.10のピーク近傍の横軸の値)を与えた場

合, フェルミ原子は, 次の 2段階の過程を経て超流動に至る.

1. 引力相互作用により, 2つの原子がCooper対 (対分子)を形成する

2. 多数のCooper対の波動関数が重なり合い, 巨視的な凝縮状態 (凝縮体)を生成する
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この過程の前者において形成されるCooper対は, 先述した原子の損失レートなどによっ

て決まる寿命を持つ. また, この過程の後者では, 凝縮体が生成され始めてから成長して

熱平衡に達する (凝縮体の成長が終了する)ことで (安定した)超流動状態とみなすため,

これには有限の時間 tcondが必要であり, 冷却原子気体系においては, 固定された原子間相

互作用に対する凝縮粒子数 (凝縮しているCooper対の数)の時間変化を測定することで,

tcond ≃ O(100 ms)程度と見積もられている [53]. このことを念頭に置くと, s波原子間相

互作用に対してL3⟨n2⟩ = O(10 s−1)という損失レートがあるにも関わらず, 図 1.4に見た

ように, 40Kフェルミ原子気体の s波 Feshbach共鳴磁場近傍では, s波超流動が実現して

いる理由は, 損失時間内 ((L3⟨n2⟩)−1 ≃ 100 ms)に熱平衡とみなせる凝縮体を生成できる

ためであるといえる. 図 1.11は, 6Liフェルミ原子気体における p波対分子の寿命の実験

結果であるが, p波対分子の寿命は, 5～20 ms であり, これは (s波と p波では異なる超流

動ではあるが)凝縮体の成長に必要な時間の目安O(100 ms)に比べて非常に短く, そのた

め, p波対分子が多数凝縮した凝縮体が, 充分成長する前に対分子が崩壊し, 超流動状態に

至らない. p波フェルミ原子気体超流動実現に向けては, この「寿命の壁」を克服する必

要がある. この問題を回避する方法の提案は本論文の研究目的の 1つである.

1.4 人工ゲージ場の手法を用いて冷却フェルミ原子気体に導

入されるスピン軌道相互作用

冷却フェルミ原子気体系は, 中性原子のため, 「擬スピン」と「軌道自由度」に対する

スピン軌道相互作用は存在しない. しかし, 近年, 中性冷却原子気体にベクトルポテンシャ

ルと同じ効果を与える「人工ゲージ場」の導入が可能となり [63–72], これを利用すること

でスピン軌道相互作用を人工的に系に導入することが可能となった [73–78]. 本論文では,

p波フェルミ原子気体超流動を実現させる方法として, この「人工的なスピン軌道相互作

用」を利用するので, 本節では, この技術について概説する. 以下では簡単のため, Dirac

定数 ℏ = 1とする.

冷却原子気体へのスピン軌道相互作用の導入は, Linらによって 87Rbボース原子気体に

対し行われた一連の実験 [79–82]で初めて実現された. 同様の方法はフェルミ気体系に対

しても適用され, 2012年に, 6Liフェルミ原子気体 [73], 40Kフェルミ原子気体 [74], 系に

おいて共に導入に成功している. しかし, 人工ゲージ場の手法が一組のレーザーを用いた

2光子過程を利用することから, レーザーによる擬スピン状態の遷移過程で光子を系に放

出し続けることから, 系の温度が大きく上昇してしまうという問題がある. このため, 今

のところ超流動状態は実現されていない. 近年, この問題を回避するために, 空間的に非

一様な磁場をパルス的に加えることでスピン軌道相互作用を実現する理論的な提案がな

されている [83, 84] が, 実験的には実現していない.
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図 1.12: レーザーと原子の擬スピン状態との結合によりスピン軌道相互作用を系に印加

する仕組みの模式図. (a)レーザーとフェルミ原子気体の空間的な配置. (b)エネルギー

準位.

以下では, 既に実験的にフェルミ原子気体に対し実現しているスピン軌道相互作用の導

入方法を概説する. まず, 図 1.12(a)に示したセットアップを考える. 空間原点に捕獲さ

れたフェルミ原子集団に対して, y軸方向に擬スピン状態 (超微細構造状態)の縮退を解く

ための磁場 (Zeeman磁場)を加える. さらに, x軸方向に向かい合うように伝播するレー

ザーを用意する. レーザーの波長は λRとする. 次に, 原子気体に印加したレーザーと原子

準位との結合を, 図 1.12(b)のような 2光子過程に調節する. ここで, |g1⟩および |g2⟩は, 超

微細構造状態 |e⟩のエネルギーを基準にしてE0というエネルギー準位にある擬スピン状

態であり, これを擬スピン状態 ↑,↓とみなす. 3つの状態 (|g1⟩, |e⟩, |g2⟩)に対する図 1.12(b)

に示した遷移の過程を記述できるハミルトニアンとして次のものを用意する.

H =


k2x
2m

+ E0
ΩR

2
e2ikRx 0

ΩR

2
e−2ikRx k2x

2m

ΩR

2
e2ikRx

0
ΩR

2
e−2ikRx k2x

2m
+ E0

 . (1.7)

ここで, mはフェルミ原子の質量, ΩRはRabi振動数, kR = 2π/λRであり,原子は図1.12(a)

の x軸方向において, 2本のレーザーから運動量 2kR を受け取るため, 簡単のために, kx

方向の運動量成分のみを考えている. ここでユニタリー変換

U =


e−2ikRx 0 0

0 1 0

0 0 e2ikRx

 (1.8)
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図 1.13: (1.9)式においてΩR → 0とした場合のエネルギー準位.

を行うと, (1.7)式で与えるハミルトニアンは次のように変換される.

H → U †HU =


(kx + 2kR)

2

2m
+ E0

ΩR

2
0

ΩR

2

k2x
2m

ΩR

2

0
ΩR

2

(kx − 2kR)
2

2m
+ E0

 . (1.9)

(1.9)式において ΩR → 0とした時のエネルギー固有値を模式的に描いたものが, 図 1.13

である (赤・青・黒線の 3本). 緑印で表したこれら 3つのバンドの交点は, ΩRを有限にし

た場合, 準位の再構成により, スプリットする (ギャップが開く)箇所である.

図 1.13において, バンド底のエネルギーE0を基準にした緑矢印で示した領域に着目す

ると, 黒線の分散とそれ以外を分離できる. このとき, 青線のバンドの底近傍の低エネル

ギー領域のみに着目する場合, 有効的にハミルトニアンを

H′ =

 k2x
2m

ΩR

2
e2ikRx

ΩR

2
e−2ikRx k2x

2m

 (1.10)

と表すことができる. このときの基底空間は (|g1⟩, |g2⟩)である. これより, 先と同様に, 波
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動関数に対するユニタリー変換

U ′ =

[
e−ikRx 0

0 eikRx

]
(1.11)

に対して, 低エネルギー有効ハミルトニアンが,

H′ → U ′†H′U ′ =

 (kx + kR)
2

2m

ΩR

2
ΩR

2

(kx − kR)
2

2m

 (1.12)

と書ける (簡単のため, 本質的でない定数エネルギーシフトの項は省いた). これを Pauli

行列を用いて表すと,

H′ =
(kx + kRσz)

2

2m
+

ΩR

2
σx =

k2x
2m

+
kR
m
kxσz +

k2R
2m

+
ΩR

2
σx (1.13)

となり右辺 2項目が「スピン σz」と「軌道 kx」の結合 (＝スピン軌道相互作用)を与える

ことになる. この項は空間反転 (kx → −kx)に対し, 符号が反転することから反対称スピ

ン軌道相互作用と呼ばれることもある.

1.5 本研究の目的および本論文の構成

本研究の目的は, 現在実現への目途が全くたっていない p波フェルミ原子気体超流動を

実現させる方法を理論的に提案し, その方法の妥当性や条件をも明らかにしようとする

ものである. 冷却フェルミ原子気体系を超伝導や超流動の研究に対する量子シミュレー

ターとして幅広く使えるようにするには, 現在実現している s波超流動だけでは不十分で

あり, p波超流動に代表される異方的秩序パラメータを有する超流動の実現が非常に重要

である. p波超伝導は, 例えばルテニウム酸化物や一部の重い電子系で実現していると考

えられており [62, 111–113], 超流動ヘリウム 3Heも p波超流動である [108–110]. 中性子

星内部でも中性子が p波超流動状態になっている領域があると考えられており [114,115],

このような異方的超伝導・超流動の物理の発展にとって, 冷却フェルミ原子気体系におけ

る p波超流動の実現は急務である.

冷却フェルミ原子気体系において p波超流動を実現しようとする場合, 最も自然な方法

は, p波相互作用するフェルミ原子気体を超流動転移温度 Tc以下に冷却し, 超流動化する

というものである. しかし, このアプローチは前述したように, 3体衝突や双極子緩和など

によりフェルミ原子気体に対してうまくいっていない. p波 Feshbach共鳴により実現す

る p波分子の寿命は, こうした効果による系の寿命を反映し, およそ 5～20 msである. 一

方, 冷却原子系では, 超流動転移温度以下で凝縮体が充分成長するにはO(100 ms)は必要
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図 1.14: 本論文における, p波フェルミ原子気体超流動を実現させるための理論的方法の

模式図. tは実時間であり, Us(,p), λはそれぞれ s(, p)波原子間相互作用の大きさとスピン

軌道相互作用結合強度. ∆s(,p)−waveは s(, p)波超流動秩序パラメータ. 図は時刻 tiにおい

て, (Us ̸= 0, Up = 0, λ ̸= 0) → (Us = 0, Up ̸= 0, λ = 0)のように急峻に切り替えた場合を

模式的に表している. t < tiでは熱平衡状態を仮定する. 本論文の提案では, 時刻 tiにお

いて必ずしもスピン軌道相互作用を切る必要はない. ここで模式的に示した状況に対す

る具体的な評価は後に与える.

であるとされており, 結果, p波相互作用を有するフェルミ原子気体は, 超流動状態になる

前に, 系自身 (そして p波対も)消滅してしまう. このように, 単純に p波原子間相互作用

を印加して p波超流動を実現しようとする従来の実験手法では, p波超流動の実現は難し

いことが分かる. したがって, p波超流動を実現する全く新しい実験手法が必要である.

本論文が提案するアイデアは次のようなものである (図 1.14を参照). まず, フェルミ粒

子系超流動を特徴付ける超流動秩序パラメータ∆σ,σ′(p)が, 対形成に必須の引力相互作用

U(p,p′)と対振幅と呼ばれる量 ⟨cp,σc−p,σ′⟩との積で与えられることに着目する.

∆σ,σ′(p) =
∑
p′

U(p,p′)⟨cp′,σc−p′,σ′⟩. (1.14)

すでに実現している s波フェルミ原子気体超流動にパリティを破った反対称スピン軌道相

互作用を導入, 系の空間反転対称性を破る. すると対振幅には通常のスピン・シングレッ

ト成分に加え, 空間反転対称性が失われたことに因るスピン・トリプレット成分が誘起さ

れ, それは一般には p波成分を含む. しかし, この時点では p波相互作用がないので, それ

に起因する前述した問題は発生せず, 系も (スピン・トリプレットの対振幅成分も含む) s
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波超流動のままである. この状況に対し, Feshbach共鳴の技術を用い, 引力相互作用を s

波から p波に変更する (具体的には外部磁場を s波 Feshbach共鳴磁場から p波 Feshbach

共鳴磁場に変化させる). すると, 生じた p波相互作用とすでに誘起されていた p波対振幅

の積により p波超流動秩序パラメータが瞬時に有限となり, 系は p波超流動となる. (s波

対振幅は残るが, s波相互作用はなくなるため, s波超流動秩序パラメータはゼロとなる.)

もちろん, p波相互作用を印加後, 前述した問題により系は崩壊をはじめるが, 少なくとも

相互作用を変更した直後は p波超流動が実現する. この手法の最大の利点は, 先述した従

来の実験手法において p波超流動を実現するために必要な「凝縮体の成長」を待たずと

も, 原子間相互作用を p波対称性のものに切り替えた直後に, p波超流動状態が生成され

ることにある.

上述のアイデアの成否は,

1. s波相互作用の段階でどれくらい p波対振幅を誘起できていられるか

2. 相互作用を s波から p波に変更後, 少なくとも対の寿命である 5～20 msまでの間,

系は p波超流動でいられるか

の 2点である. 本研究では, これを理論的に評価するため, まず, p波の対振幅が最大とな

る条件を明らかにする. またスピン軌道相互作用の導入により s波の超流動状態がどのよ

うな影響を受けるかも, このアイデアの可能性を探る上で重要であるため, スピン軌道相

互作用と s波引力相互作用を有するフェルミ原子気体の超流動転移温度 Tcを幅広い相互

作用領域で明らかにし, 特に p波対振幅が大きくなる領域が実験的に実現可能か明らかに

する. 次に, 相互作用を s波から p波に変換する操作後, 系がどう時間発展するかを調べ,

p波超流動状態の妥当性を明らかにする.

本論文の構成は以下の通りである. 2章ではスピン軌道相互作用と s波引力相互作用を

有するフェルミ原子気体に対する強結合超流動理論を経路積分を用いて定式化, 特に絶対

零度に対し, BCS-Leggett理論の枠組みで, 誘起される p波対振幅が最大となる条件を調

べる. また, その条件が実験的に実現可能か否かを見るために, Nozièresと Schmitt-Rink

らによるガウス揺らぎの理論の枠内で超流動転移温度 Tcを評価する. 3章では, 時間依存

Bogoliubov de-Gennes理論を用い, 相互作用を s波から p波対称性に変換後, 本当に p波

超流動が実現するのかどうか検証する. 4章では本論文の内容をまとめ, 併せて今後の課

題について述べる.

本論文では, Dirac定数 ℏ, Boltzmann定数 kB, 系の体積 V を 1とする. また, とくに断

りのない限り, kF, vF, TF, εF は, スピン軌道相互作用のないときのフェルミ波数, フェルミ

速度, フェルミ縮退温度, フェルミエネルギーを表すものとする.
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第2章 スピン軌道相互作用を有するs波

フェルミ原子気体超流動と誘起さ

れるp波対振幅

この章では, p波相互作用を用いずに p波対振幅を作り出すアイデアとして, 既に実現

している s波フェルミ原子気体超流動に反対称スピン軌道相互作用を人工的に印加する

方法を理論的に研究する. 2.1節でこの系の T = 0での超流動を扱う BCS-Leggett理論,

および, BCS-BECクロスオーバー領域での Tc を議論するための強結合理論 (ガウス揺ら

ぎの理論)について説明する. 2.2節では, T = 0の超流動状態に対し, スピン軌道相互作

用により s波超流動体中に誘起される p波対振幅を議論する. いくつかのタイプのスピン

軌道相互作用の場合について, 大きな p波対振幅が得られる領域を, s波相互作用とスピ

ン軌道相互作用の結合定数に関する相図上で決定する. また, Tcに対するスピン軌道相互

作用の影響を調べ,「大きな p波対振幅」が得られる場合の超流動転移温度が実験的に到

達可能な値であるかも検証する.

2.1 汎関数経路積分法を用いた定式化

s波引力相互作用とスピン軌道相互作用を有する 3次元 2成分一様フェルミ原子気体

を考える. ここでは, 絶対零度の超流動状態を BCS-Leggett理論 [10–12]で扱い, 超流動

転移温度 Tcについては, Nozièresと Schmitt-RinkによるBCS-BECクロスオーバー理論

(NSR理論) [13]をスピン軌道相互作用がある場合に拡張して計算する. これら 2つの理

論をまとめて扱うために, ここでは汎関数経路積分法 [14, 91]を用いる. この理論におい

て, 分配関数は,

Z =

∫ ∏
σ

DΨ̄σDΨσe
−S (2.1)

と表される. ここで Sは作用を表し,

x = (r, τ), (2.2)∫
dx =

∫ β

0

dτ

∫
dr, (2.3)
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β = 1/T (2.4)

として, 次式で与えられる (τ は虚時間).

S =

∫
dx
[∑

σ

Ψ̄σ(x)

(
∂

∂τ
+

p̂2

2m
− µ

)
Ψσ(x) +

∑
σ,σ′

Ψ̄σ(x)h
σ,σ′

so Ψσ′(x)

− UsΨ̄↑(x)Ψ̄↓(x)Ψ↓(x)Ψ↑(x)
]
. (2.5)

Ψσ(r, τ)および Ψ̄σ(r, τ)はGrassmann数とその共役量であり, 質量m, 擬スピン σ =↑, ↓
を持つフェルミ原子を表している. これらは次のように Fourier変換できる.

Ψσ(r, τ) =
1√
β

∑
n

∑
p

ei(p·r−ωnτ)cσ(p, ωn), (2.6)

cσ(p, ωn) =
1√
β

∫ β

0

dτ

∫
drei(ωnτ−p·r)Ψσ(r, τ). (2.7)

ここで ωnはフェルミ粒子の松原周波数である (cσ(p, ωn)はこの表示でのGrassmann数).

(2.5)式において, p̂ = −i∇は実空間に作用する演算子であり, µはフェルミ原子の化学

ポテンシャルである. −Us(< 0)は s波Feshbach共鳴により可変な s波の原子間引力相互

作用である. この相互作用は, 観測量である s波散乱長 asと次式で関係付けられる.

4πas
m

= − Us

1− Us

∑pc
p

1
2εp

. (2.8)

ただし, εp = p2/(2m)は 1粒子の運動エネルギー, pcは運動量のカットオフである.

(2.5)式において, hσ,σ
′

so は, 反対称スピン軌道相互作用であり, ĥso = {hσ,σ′
so } のように行

列で表すと [98, 99],

ĥso =
∑
i,j

p̂iλi,jσ̂j. (2.9)

λ̂ = {λi,j} (i, j = x, y, z)は 3× 3行列で, スピン軌道相互作用の結合強度を表す. 一般に

は非対角成分を含んでいてもよいが, 本論文では簡単のため, λ̂ = diag[λ⊥, λ⊥, λz]の場合

のみ考える. この時 (2.9)式は,

ĥso = λ⊥(p̂xσ̂x + p̂yσ̂y) + λzp̂zσ̂z. (2.10)

ここで, λ⊥, λz ≥ 0としても一般性を失わない. (2.10)式はあらゆる反対称スピン軌道相

互作用のタイプを記述できていないが, 近年冷却原子気体系で議論されている典型的なス

ピン軌道相互作用のいくつかは網羅できている [85,86]. 例えば, いわゆるRashba型のス
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ピン軌道相互作用 [87]

HRashba = λRashba

∑
p

[pxσ̂
α,α′

y − pyσ̂
α,α′

x ]c†p,αcp,α′ , (2.11)

は, (2.10)式において λz = 0とし, かつ運動量空間で pz軸周りに π/2だけ回転させるこ

とで得られる. また, hso ∝ p̂xσ̂yという形の 1軸方向のスピン軌道相互作用は, 近年フェ

ルミ気体系である 6Li [73]および 40K [74]において実現したが, これも, (2.10)式において

λ⊥ = 0に対して, 運動量空間で py軸周りに π/2回転させ, (σ̂x, σ̂y, σ̂z)空間において σ̂x軸

周りに π/2回転させることで得られる.

ここで, Cooper対と関係した補助場∆(x) (ボソン場)とその複素共役∆∗(x)を, Hubbard-

Stratonovich変換 [14]で導入する. この変換は, 次のような補助場の汎関数積分が満たす

恒等変換である.

I =

∫
D∆∗D∆e−FHS(∆,∆∗), (2.12)

FHS(∆,∆
∗) =

∫
dx

1

Us

[∆∗(x)− UsΨ̄↑(x)Ψ̄↓(x)][∆(x)− UsΨ↓(x)Ψ↑(x)]. (2.13)

これを用いると, (2.1)式におけるフェルミ粒子の自由度Ψσ(x)および Ψ̄σ(x)に対し汎関

数積分を実行でき, 次式を得る [14, 91].

Z =

∫
D∆∗D∆e−Seff(∆,∆∗). (2.14)

ここで作用 Seff(∆,∆
∗)は

Seff(∆,∆
∗) =

∫
dx

|∆(x)|2

Us

− 1

2
Tr ln[−Ĝ−1]. (2.15)

(2.15)式において, Trは虚時間 τ と空間 rに関するトレースである. また,

Ĝ−1(x, x′) =

 − ∂

∂τ
−
[ p̂2

2m
− µ

]
− ĥso iσ̂y∆(x)

−iσ̂y∆∗(x) − ∂

∂τ
+
[ p̂2

2m
− µ

]
− ĥ∗so

 δ(x− x′) (2.16)

は４成分南部表示 [92, 93]

Ψ̂(x) =


Ψ↑(x)

Ψ↓(x)

Ψ†
↑(x)

Ψ†
↓(x)

 (2.17)
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における, 4× 4行列の一粒子Green関数

Ĝ(x, x′) = −⟨Tτ{Ψ̂(x)Ψ̂†(x′)}⟩ (2.18)

の逆行列である. ここで Tτ は虚時間順序積である. ボソン場∆(x)を, 鞍点での値とそ

のまわりの揺らぎの成分に分解し, 後者に対して摂動展開することを考える. ∆(x) =

∆s + δ∆(x)に対し, Ĝ−1 = Ĝ−1
0 − Σ,

Σ =

[
0 iσyδ∆(x)

−iσyδ∆∗(x) 0

]
(2.19)

とすると,

Tr ln[−Ĝ−1] = Tr ln[−Ĝ−1
0 ] + Tr

∞∑
n=1

(−1)n

n
(Ĝ0Σ)

n. (2.20)

これを (2.15)式に代入すると

Seff(∆,∆
∗) =

∫
dx

|∆(x)|2

Us

− 1

2
Tr ln[−Ĝ−1

0 ]− 1

2
Tr

[
∞∑
n=1

(−1)n

n
(Ĝ0Σ)

n

]
. (2.21)

BCS-Leggett理論 [10–12]は, ここで用いた汎関数理論による定式化で揺らぎを表す

δ∆(x)を含む項を無視し, 鞍点近似を行うことで得られる. (2.21)式の作用に対する分配

関数Zに対し, 鞍点条件は

0 =
( δSeff

δ∆∗(x)

)
∆(x)=∆∗(x)=∆s

=
∆s

Us

+
1

4β

∑
p,ωn

Tr
[
[ρ̂y + iρ̂x]σ̂yĜ

MF(p, iωn)
]
, (2.22)

であり, これによる鞍点解を∆sと書く. (2.22)式において, ρ̂j (j = x, y, z)は粒子-正孔空

間に作用する Pauli行列を表している. (一方で σ̂j (j = x, y, z)は (擬)スピン空間に作用

する Pauli行列.) (2.22)式において, ĜMF(p, iωn)は Fourier変換された BCS平均場近似

のGreen関数にスピン軌道相互作用の効果が加わったもので,

ĜMF(p, iωn) =
1

iωn − [ξp + pλ · τ̂ ]ρ̂z − ρ̂yσ̂y∆s

= −1

2

∑
α=±

iωn + [ξp + pλ · τ̂ ]ρz +∆sρ̂yσ̂y
ω2
n + (Eα

p )
2

[
1+ α

pλ · τ̂
|pλ|

]
. (2.23)

ξp = εp − µ = p2/(2m)− µはフェルミ粒子の化学ポテンシャル µから測った運動エネル

ギーであり, ξαp = ξp + α|pλ|, および, pλ = (λ⊥px, λ⊥py, λzpz)である. (2.23)式 2行目の

Eα
p =

√
(ξαp )

2 +∆2
s は, 1粒子のBogoliubov準粒子励起である. また, τ̂ = (ρ̂zσ̂x, σ̂y, ρ̂zσ̂z)

は４成分南部表示 [92, 93]におけるスピン演算子を表している. (2.22)式の松原周波数の

和を実行すると, スピン軌道相互作用の効果を含むBCSギャップ方程式が得られる. 特に
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T = 0では,

1 =
Us

2

∑
p,α=±

1

2Eα
p

. (2.24)

通常のBCS理論同様, (2.24)式はカットオフがないと紫外発散するが, この問題はスピン

軌道相互作用がない時同様 s波散乱長に発散を繰り込むことで除くことができる [11,14].

1 = −4πas
m

∑
p

[1
2

∑
α=±

1

2Eα
p

− 1

2εp

]
. (2.25)

BCS-BECクロスオーバー現象では, 引力相互作用が強くなるにつれ, 化学ポテンシャ

ルがフェルミエネルギーからずれ, 強結合領域では負になることが知られている. BCS-

Leggett理論ではこの強結合効果は, 「繰り込まれたギャップ方程式」(2.25)式と, フェル

ミ原子の全粒子数N に対する粒子数方程式を連立して解くことで取り入れられる. 粒子

数方程式は, (2.21)式の作用に対し, ∆(x) = ∆∗(x) = ∆sとして右辺第 2項までを残し,

BCS平均場近似の熱力学ポテンシャルΩMF = TSeff(∆(x) = ∆s,∆
∗(x) = ∆s)から, 熱力

学関係式を用いることで次のように得られる.

N = −∂ΩMF

∂µ
=

1

2β

∑
p,ωn

Tr
[
ρzĜ

MF(p, iωn)e
iρzωnδ

]
=
∑
p

[
1− 1

2

∑
α=±

ξαp
Eα

p

]
. (2.26)

(2.26)式において, δは無限小の正数であり, 1行目の最後の等式の指数関数は収束因子で

ある. ギャップ方程式 (2.25)と粒子数方程式 (2.26)を自己無撞着に解くことで, T = 0の

超流動状態における∆sと µが求まる.

本研究では BCS-Leggett理論の枠組みでスピン軌道相互作用により誘起される p波の

対振幅を計算する. 2原子の合成 (擬)スピンとその z成分を S, Szとすると, (S, Sz)のス

ピン状態にある対振幅 Φ(p, S, Sz)は, (2.18)式のGreen関数の虚時間 τ を残した Fourier

変換により得られる 4× 4行列のGreen関数

ĜMF(p, τ) = −⟨Tτ{


cp,↑(τ)

cp,↓(τ)

c†−p,↑(τ)

c†−p,↓(τ)

 (c†p,↑(0), c
†
p,↓(0), c−p,↑(0), c−p,↓(0))}⟩. (2.27)
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を用いて次のように与えられる.

Φ(p, 0, 0) =
1

2

[
⟨cp,↑c−p,↓⟩ − ⟨cp,↓c−p,↑⟩

]
= −1

2

[
ĜMF

14 (p, τ = 0)− ĜMF
23 (p, τ = 0)

]
= −1

2

∑
α=±

∆s

2Eα
p

, (2.28)

Φ(p, 1, 1) = ⟨cp,↑c−p,↑⟩ = −ĜMF
13 (p, τ = 0) =

λ⊥
2

px − ipy
|pλ|

∑
α=±

α∆s

2Eα
p

, (2.29)

Φ(p, 1, 0) =
1

2

[
⟨cp,↑c−p,↓⟩+ ⟨cp,↓c−p,↑⟩

]
= −1

2

[
ĜMF

14 (p, τ = 0) + ĜMF
23 (p, τ = 0)

]
= −λz

2

pz
|pλ|

∑
α=±

α∆s

2Eα
p

, (2.30)

Φ(p, 1,−1) = ⟨cp,↓c−p,↓⟩ = −ĜMF
24 (p, τ = 0) = −λ⊥

2

px + ipy
|pλ|

∑
α=±

α∆s

2Eα
p

. (2.31)

上式において (2.28)式の Φ(p, S = 0, Sz = 0)は s波超流動に通常存在するスピン・シン

グレットの対振幅であり, s波超流動秩序パラメータと

∆s = −Us

∑
p

Φ(p, 0, 0) (2.32)

のように関係付けられる. 実際, (2.28)式を (2.32)式に代入するとギャップ方程式 (2.24)

が再現される. (∆sが s波対振幅Φ(p, S = 0, Sz = 0)と引力相互作用 Usの「積」で与え

られることに注意.) 他方, (2.29)-(2.31)式の Φ(p, S = 1, Sz = ±1, 0)はスピン・トリプ

レットの対振幅を表す. 各式の右辺の係数から分かるように, これらは p波の対振幅成分

を含んでいる. 今の場合, スピン・シングレットとスピン・トリプレットの混成は, スピ

ン軌道相互作用により導入された「空間反転対称性 (パリティ)の破れ」により生じてお

り, 近年, 空間反転対称性を破った超伝導体においてこのような混成効果が報告されてい

る [61,62,88].

今, ある時刻 (t = 0にとる)において, s波相互作用 (ハミルトニアンは (2.5)式の右辺

最終項をFourier変換したもの)を突然 p波のものに変更する. このような操作は, 前章で

述べたように, Feshbach共鳴磁場を s波の共鳴点から p波の共鳴点へと変更することで実

現する. ここで, t ≥ 0は次のハミルトニアンで表されるとする.

Hp−wave = −Up

∑
p,p′,q

p · p′c†p+q/2,σc
†
−p+q/2,σ′c−p′+q/2,σ′cp′+q/2,σ. (2.33)

相互作用の変更後, s波相互作用Usはゼロになるため, ただちに s波超流動秩序パラメー

タ∆sも消失する. 一方, p波超流動秩序パラメータ∆p(p, t ≥ 0)は突然有限になる. す

ると定義により, 系は p波超流動状態になる. 特に, 相互作用の変更操作直後 (t = +0)の

p波超流動秩序パラメータは, 印加された p波原子間相互作用Upと, 既に s波超流動状態
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において用意された p波対振幅Φ(p, S = 1, Sz)|t=−δとの積の運動量和により与えられる.

例えば λ⊥ = 0かつ λz ̸= 0のとき,

∆p(p, Sz = 0, t = +0) = −Uppz
∑
p′

p′zΦ(p
′, 1, 0)|t=−δ ∝ pz. (2.34)

このシナリオで, 本当に t > 0でも p波超流動が保持できるのかどうかの理論的な検証は,

次章で行う.

ここで, (2.28)-(2.31)式で与えられる対振幅 Φ(p, S, Sz)は, s波超流動秩序パラメータ

∆sに比例しているが, t ≥ 0で∆sが消滅してもただちにゼロになるわけではない. 例え

ば, 近接効果 [89,90]で知られるように, 対振幅は, 相互作用のない常流動金属中へ侵入し,

熱揺らぎや不純物散乱などの外的な摂動によって破壊されるまで存在し続ける. 今の場

合, 対振幅 (2.28)-(2.31)式は, 原子間相互作用を s波対称性のものから p波対称性のもの

へと変更した後の Φ(p, S, Sz, t ≥ 0)の時間発展を考える際の「初期状態」とみなすべき

である.

対振幅の大きさを評価する 1つの指標として, 凝縮粒子数 [12,94–97]と呼ばれる物理量

が便利である. これは, 対振幅と密接に関係した量であり, 物理的にはBose-Einstein凝縮

したCooper対の数を表している. 加えて, この量は, 実験的に, 極低温フェルミ原子気体

における超流動転移を検出するために広く用いられている「観測可能量」である [3, 4].

凝縮粒子数Ncは, 2体の密度行列

ρ(r1, r2, r
′
2, r

′
1) = ⟨ψ†

↑(r1)ψ
†
↓(r2)ψ↓(r

′
2)ψ↑(r

′
1)⟩ (2.35)

の最大固有値として定義され [12,94–97], Bose凝縮しているCooper対の数を与える. 今,

1つの固有状態にO(N)のCooper対が凝縮し, その他の固有状態はO(1)しか占有されて

いない場合, 固有値Ncに対する ρの規格化された 2体の固有関数 ϕ0(r, r
′) を用いると,

O(1)の寄与はO(N)の寄与に比べて無視できるとして密度行列は次のように表される.

　　ρ(r1, r2, r
′
2, r

′
1) = Ncϕ0(r1, r2)ϕ

∗
0(r

′
2, r

′
1). (2.36)

超流動状態で非対角長距離秩序が存在する場合 (⟨ψ†
↑(r1)ψ

†
↓(r2)⟩ ≠ 0), (r1, r2)と (r′

1, r
′
2)

とが充分離れていても ρは有限の値をとり

　　ρ(r1, r2, r
′
2, r

′
1) = ⟨ψ†

↑(r1)ψ
†
↓(r2)⟩⟨ψ↓(r

′
2)ψ↑(r

′
1)⟩ ̸= 0. (2.37)

(2.36), (2.37)式より, Ncは Cooper対波動関数 Φ(r1, r2) = ⟨ψ†
↑(r1)ψ

†
↓(r2)⟩ (r1 − r2の関
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数)の規格化因子とみなせる. つまり,

Nc =

∫
dr1dr2|Φ(r1, r2)|2. (2.38)

BCS-Leggett理論 (平均場近似)の場合 (2.38)式は

Φ(r1, r2) =
∑
p

⟨c†p,↑c
†
−p,↓⟩e

ip·(r1−r2). (2.39)

粒子数N のフェルミ気体では, 超流動転移温度以下で形成される 2粒子状態 (Cooper対

状態)の最大個数は, N/2であることから, 無次元化された凝縮粒子数 ncは,

nc =
Nc

N
=

1

N

∑
p

|⟨c†p,↑c
†
−p,↓⟩|

2 =
1

N

∑
p

|⟨c−p,↓cp,↑⟩|2. (2.40)

これは, 超流動状態における凝縮粒子数の割合 (0 ≤ nc ≤ 1/2)を表す.

スピン軌道相互作用がある場合, 全凝縮粒子数N t
c が次のように与えられる.

N t
c =

1

2

∑
p,σ,σ′

|⟨cp,σc−p,σ′⟩|2

= Nc(S = 0, Sz = 0) +
1∑

Sz=−1

Nc(S = 1, Sz). (2.41)

ここで,

Nc(S = 0, Sz = 0) =
∑
p

|Φ(p, 0, 0)|2

=
∆2

s

16

∑
p

(∑
α=±

1

Eα
p

)2
(2.42)

は s波のCooper対 (s波対振幅)に対する凝縮粒子数である. また, (2.41)式は, p波対振

幅に対する成分Nc(S = 1, Sz = ±1, 0)も含んでおり, それは次のように与えられる.

Nc(1, 1) =
1

2

∑
p

|Φ(p, 1, 1)|2 = ∆2
s

32

∑
p

λ2⊥(p
2
x + p2y)

|pλ|2

(∑
α=±

α

Eα
p

)2

, (2.43)

Nc(1, 0) =
∑
p

|Φ(p, 1, 0)|2 = ∆2
s

16

∑
p

λ2zp
2
z

|pλ|2

(∑
α=±

α

Eα
p

)2

, (2.44)

Nc(1,−1) =
1

2

∑
p

|Φ(p, 1,−1)|2 = ∆2
s

32

∑
p

λ2⊥(p
2
x + p2y)

|pλ|2

(∑
α=±

α

Eα
p

)2

. (2.45)
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(2.42)-(2.45)式を (2.41)式に代入すると,

N t
c =

∆2
s

8

∑
p,α=±

(
1

Eα
p

)2

. (2.46)

BCS-BECクロスオーバー領域に対して, スピン軌道相互作用の Tcへの影響を議論す

るために, Nozières と Schmitt-Rinkによる強結合理論 (NSR理論) [13]をスピン軌道相互

作用がある場合に拡張する. このとき∆s = 0である. 汎関数経路積分法において, NSR

理論の枠組みで Tcを決定するための方程式は, 鞍点条件 δSeff/δ∆
∗(x)|∆(x)=∆∗(x)=0 = 0 [9]

により, 得られる. 相互作用の紫外発散の繰り込み後, 次のように表される.

1 = −4πas
m

∑
p

[1
2

∑
α=±

1

2ξαp
tanh

ξαp
2T

− 1

2εp

]
. (2.47)

Tcの決定には, T = 0の場合と同様, (2.47)式に加え, 粒子数方程式を同時に解く必要が

ある. それらを自己無撞着に解き, Tc と µが求まる. ガウス揺らぎのレベルまで対形成揺

らぎを取り込んだNSR理論における粒子数方程式は, 熱力学関係式N = −∂ΩNSR/∂µか

ら直ちに導かれる. NSR理論における熱力学ポテンシャルΩNSRは, (2.21)式で表される

有効作用 Seffを n = 2まで残し, 補助場∆(x), および∆∗(x)に対し汎関数積分を実行する

ことで得られる. 結果は,

N = Nfree − T
∂

∂µ

∑
q,νn

ln
[
1 +

4πas
m

[
Π(q, iνn)−

∑
p

1

2εp

]]
eiνnδ. (2.48)

ここで,

Nfree =
∑

p,α=±

f(ξαp ) (2.49)

は原子間相互作用Usのないフェルミ原子の粒子数を表し, f(x)はフェルミ分布関数であ

る. また,

Π(q, iνn) =
1

4

∑
p,α,α′=±

1− f(ξαp+q/2)− f(ξα
′

p−q/2)

ξαp+q/2 + ξα
′

p−q/2 − iνn

[
1 + αα′ (pλ + qλ/2) · (pλ − qλ/2)

|pλ + qλ/2||pλ − qλ/2|

]
(2.50)

は最低次の対相関関数である (νnはボソンの松原周波数).
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図 2.1: 1方向にはたらくスピン軌道相互作用 (λ⊥ = 0, λz/vF = 1)がある s波超流動中に

誘起される対振幅Φ(p, S, Sz). 上図, 下図は, それぞれ, p波対振幅Φ(p, S = 1, Sz = 0), お

よび s波対振幅Φ(p, S = 0, Sz = 0).

2.2 反対称スピン軌道相互作用により誘起されるp波対振幅

2.2.1 1方向にはたらくスピン軌道相互作用の場合 (λ⊥ = 0, λz ̸= 0)

図 2.1は, T = 0で, λ⊥ = 0, λz ̸= 0という「1方向にはたらく反対称スピン軌道相互

作用」を有する s波超流動状態に存在する対振幅Φ(p, S, Sz)である. 図 2.1(a1)-(a3)は p

波対振幅 Φ(p, S = 1, Sz = 0)であり, (b1)-(b3)は s波対振幅を表している. s波対振幅

が運動量の反転操作 (p → −p)に対し符号を変えないが, p波対振幅Φ(p, S = 1, Sz = 0)

は符号を変え, (2.30)式で予想されるように pz 波対称性を持っていることが分かる (図

2.1(a1)-(a3)を参照). 図 2.1から, p波相互作用を使わなくともスピン軌道相互作用と s波

超流動を用いることで p波対振幅を作ることができることが分かる.

弱結合BCS側である図 2.1(a1), および (b1)において, s波対振幅Φ(p, S = 0, Sz = 0),

p波対振幅Φ(p, S = 1, Sz = ±1, 0)ともに 2つの円の周辺で大きな値をとっている. これ

は, スピン軌道相互作用 (λ⊥ = 0, λz ̸= 0)を有するフェルミ原子気体 (Us = 0)の 1粒子分
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図 2.2: (a)スピン軌道相互作用がない場合, と (b)ある場合 (λ⊥ = 0, λz ̸= 0)における,

自由フェルミ気体のバンド構造の模式図. µ̃ = µ+mλ2z/2は (b)においてバンドの底から

測ったフェルミ準位のエネルギーである.

散が次のような 2つのバンドを持つためである.

ξ±p =
p2⊥
2m

+
(pz ±mλz)

2

2m
− µ̃z. (2.51)

このとき, p2⊥ = p2x + p2yであり, µ̃z = µ +mλ2z/2は有効的なフェルミ原子の化学ポテン

シャルである. µ̃zは, 図 2.2(b)に示すように, バンドの底から測ったフェルミ面でのエネ

ルギーを表す. (2.51)式で表される 2つのバンドから, p = (0, 0,±mλz)を中心とする半
径 kF (スピン軌道相互作用のないときのフェルミ波数)の 2つのフェルミ面が得られる.

弱結合 BCS領域 (図 2.1(a1),(b1))では, これら 2つのフェルミ面周辺のフェルミ原子が

Cooper対形成に寄与するため, それらの周りで対振幅も大きくなる. 原子間引力相互作

用が強くなるにつれ, 原子対の形成に寄与する領域が広がるため, 図 2.1(a2)と (b2)に見

えるように,「フェルミ円」がぼやけてくる. 強結合BEC領域では, 有効的なフェルミ原

子の化学ポテンシャル µ̃zが負になるため (図 2.3(c)を参照), フェルミ面は存在しない. そ

の結果, 図 2.1(a3)や (b3)では, それまで見えていた「円構造」が見られない.

誘起されたp波対振幅を定量的に評価するために, (2.42)-(2.45)式で与えられるT = 0に

おける凝縮粒子数Nc(S, Sz)を考える. 弱結合BCS側 ((kFas)
−1 <∼ −1)では,図 2.3(a)から

分かるように, p波成分の凝縮粒子数Nc(S = 1, Sz = 0)は,原子間引力相互作用 (s波)の増

加とともに増大する. これは, 図 2.3(b) に示すように, s波引力相互作用が強くなると s波

超流動秩序パラメータの大きさも増加することを反映している. ただし, (λ⊥ = 0, λz ̸= 0)
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図 2.3: (a) T = 0における, 1方向にはたらく (λz/vF = 1かつλ⊥ = 0)スピン軌道相互作用

を有する s波超流動フェルミ原子気体中の凝縮粒子数Nc(S, Sz). このとき, Nc(1,±1) = 0

である. N t
c は (2.41)式にある全凝縮粒子数. (b) s波超流動秩序パラメータ∆s. (c) 有効

的なフェルミ原子の化学ポテンシャル µ̃z = µ+mλ2z/2.

の場合, (2.29)-(2.31)式から分かるように, (S = 1, Sz = ±1)成分の対振幅は現れず, 凝縮

粒子数もゼロである ((2.43)-(2.45)式を参照). しかし, 強結合 BEC側 ((kFas)
−1 >∼ 1)で

は, s波成分の凝縮粒子数Nc(S = 0, Sz = 0) が原子間相互作用の増加とともに増え続け

る一方, スピン・トリプレット成分Nc(S = 1, Sz = 0)は減少する. 実際強結合BEC領域

では, ギャップ方程式 (2.25)および粒子数方程式 (2.26)の解が,

∆s =

√
16

3π(kFas)
εF, (2.52)

µ = − 1

2ma2s
− 1

2
mλ2z, (2.53)
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図 2.4: (a) 1方向にはたらくスピン軌道相互作用 (λ⊥ = 0, λz ̸= 0)における, T = 0での

p波成分の凝縮粒子数Nc(S = 1, Sz = 0). (b) (a)の結果に見られるNc(S = 1, Sz = 0)の

ピーク位置 (実線). 背景の強度分布は Tcを表す. (c) Tc. (c)の差し込み図は Tcにおける

有効的なフェルミ原子の化学ポテンシャル µ̃z = µ+mλ2z/2.

であることに注意すると, 凝縮粒子数は,

Nc(S = 0, Sz = 0) =
N

2
−Nc(S = 1, Sz = 0), (2.54)

Nc(S = 1, Sz = 0) =
N

12

(
λz
vF

)2

(kFas)
2. (2.55)

と評価でき, 強結合BEC極限 ((kFas)
−1 → ∞)では, スピン軌道相互作用の影響は効かず,

N/2個の s波対分子の凝縮のみとなる.

次に, 1方向にはたらくスピン軌道相互作用の結合強度 λz を強くしていく場合を考え

る. このとき, p波成分の凝縮粒子数Nc(S = 1, Sz = 0)は, 図 2.4(a) に示すように, 増加

していく. 一方, 全凝縮粒子数N t
c および s波超流動秩序パラメータ∆sは λz依存性を有
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さない. 後者は, 次のように確認される. λ⊥ = 0および λz ̸= 0に対し, (2.25)式と (2.26)

式を計算すると, スピン軌道相互作用のないときの s波フェルミ気体超流動に対する, よ

く知られた (スピン軌道相互作用を含まない) BCS-Leggett理論の, ギャップ方程式および

粒子数方程式と本質的に同じ方程式が得られる.

1 = −4πas
m

∑
p

 1

2
√
ξ̃2p +∆2

s

− 1

2εp

 ,
N =

∑
p

1− ξ̃p√
ξ̃2p +∆2

s

 . (2.56)

ただし ξ̃p = εp − µ̃zであるが, 有効的な化学ポテンシャル µ̃zと∆sのセットで考える限

り, スピン軌道相互作用の影響は顕には生じない. 結果, (2.46)式で表される全凝縮粒子

数N t
c にも λz依存性がなく,

N t
c

N
=

∆2
s

4N

∑
p

1

ξ̃2p +∆2
s

=
3π∆s

16
√
2ε

3/2
F

√
µ̃z +

√
µ̃2
z +∆2

s, (2.57)

となる. ここで εFはスピン軌道相互作用のないときの自由フェルミ気体に対するフェル

ミエネルギーである. このため, 与えられた相互作用強度 (kFas)
−1に対し, s波成分の凝

縮粒子数Nc(S = 0, Sz = 0) = N t
c −Nc(S = 1, Sz = 0)は, スピン軌道相互作用を強くす

ると, s波超流動秩序パラメータ∆sが不変で残るにも関わらず, 減少する.

上述のような, スピン軌道相互作用に依存しない物理量が現れる直感的な理由は, 自由

フェルミ原子 (Us = 0)の状態密度Dσ(ω)が, 今考えている 1方向にはたらくスピン軌道

相互作用 (λ⊥ = 0, λz ̸= 0)の場合には, λzに依らないためである. Dσ(ω)は, (2.23)式の

Green関数を∆s = 0に対して解析接続 iωn → ω + i0+して, 次のように得られる.

D↑(ω) = − 1

π

∑
p

ImĜMF
11 (p, ω + i0+) =

1

2

∑
p,α=±

δ(ω − ξαp ) (2.58)

= D↓(ω)

(
= − 1

π

∑
p

ImĜMF
22 (p, ω + i0+)

)
. (2.59)

(2.58)式の最右辺を計算すると,

Dσ(ω) ∝
√
ω + µ̃z (2.60)

となり, λz依存性がないことが示される. これは 2方向以上にスピン軌道相互作用がはた

らく場合には成立しない. (例えば次小節で議論する 2方向にはたらくスピン軌道相互作

用の場合, Dσ(ω)はスピン軌道相互作用強度が強くなると, 2次元的な状態密度となる.)
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図 2.4(a)から各相互作用強度に対し, p波成分の凝縮粒子数Nc(S = 1, Sz = 0)が最大

となる λzをプロットすると, 図 2.4(b)の実線が得られる. 近年, この 1方向に働くスピン

軌道相互作用の結合強度として, 0.5 <∼ λz/vF <∼ 1が, 40K フェルミ気体系で実現してい

る [74]. このことを念頭におき, 図 2.4(b)から,

(kFas)
−1 ≃ 0, λz/vF ≃ 1, (2.61)

の領域が, p波対振幅を強く誘起するのに適していることがわかる. 例えば, (kFas)
−1 = 0

かつ λ/vF = 1では,
Nc(S = 1, Sz = 0)

N
≃ 0.07. (2.62)

すなわち,この状況で, s波引力相互作用を (2.33)式で表される p波相互作用へとFeshbach

共鳴を利用し急激に変更すれば, その直後は, (2.62)式と等しい p波凝縮粒子数を持つ p

波超流動状態が実現することが期待される. ∆p(p, Sz = 0) ∝ pz を持つこの p波超流動

状態は, 3He超流動の研究分野で, polar相と呼ばれているものと同じ対称性を有してい

る [109,110]. スピン・トリプレット超流動でしばしば用いられる p波超流動秩序パラメー

タの表式を用いると [109–111], この秩序パラメータは次のように表すこともできる.

∆̂(p) =

(
∆p(p, Sz = 1) ∆p(p, Sz = 0)

∆p(p, Sz = 0) ∆p(p, Sz = −1)

)
∼

(
0 pz

pz 0

)
. (2.63)

ここで最後の表式では, Cooper対の対称性に影響しない, 重要でない因子は無視した. 液

体 3He超流動相において, この polar状態は未だ実現されていないため, この対称性を有

する p波超流動を研究するうえで, 1方向にはたらくスピン軌道相互作用を有する s波フェ

ルミ原子気体超流動は重要であることが分かる.

(2.61)式に示した領域において, 実際に p波対振幅を用意するためには, その領域に対

し, s波 (フェルミ原子気体)超流動状態を実現しなければならない. このとき, フェルミ

気体が s波超流動に転移する温度 Tc (∆s ̸= 0 (T ≤ Tc) となる温度)が実験的に到達可能

である必要がある. これに関し, 今考えているスピン軌道相互作用 (λ⊥ = 0, λz ̸= 0) の場

合, ∆sだけでなく, Tcも λz依存性がない. 事実, λ⊥ = 0および λz ̸= 0のとき, Tcを決定

する方程式 (2.47)式から, 次のように, λz依存性が完全に取り除ける.

1 = −4πas
m

∑
p

[ 1

2ξ̃p
tanh

ξ̃p
2T

− 1

2εp

]
. (2.64)

ここで ξ̃pは (2.56)式直下に与えられる. 同様に, 粒子数方程式 (2.48)において, 原子間相

互作用のない粒子数部分Nfree, 対相関関数Π(q, iνn)ともに λzに依らない形式にそれぞれ
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書き直すことができる.

Nfree = 2
∑
p

f(ξ̃p), (2.65)

Π(q, iνn) =
∑
p

1− f(ξ̃p+q/2)− f(ξ̃p−q/2)

ξ̃p+q/2 + ξ̃p−q/2 − iνn
. (2.66)

従って, λ⊥ = λz = 0とおいて, (2.47)式および (2.48)式を自己無撞着に解いて得た Tcは,

任意のスピン軌道相互作用結合強度 λzに対してもそのまま使える (図 2.4(c)を参照). ス

ピン軌道相互作用のないユニタリーフェルミ原子気体の近年の実験 [3,4] が, T/TF ≃ 0.05

まで到達できていることから, (2.61)式の領域は, Tc/TF ≃ 0.22ゆえ, 近年の実験技術を用

いて充分到達可能である. 加えて, Tc以下の超流動相において超流動秩序パラメータは急

速に成長するため, 必ずしも T = 0でなくとも Tc以下のある程度の温度まで下げること

ができれば, T = 0での値に近い p波成分の凝縮粒子数が得られると考えられる.

2.2.2 2方向にはたらくスピン軌道相互作用の場合 (λ⊥ ̸= 0, λz = 0)

次は, スピン軌道相互作用の結合定数が λ⊥ ̸= 0かつ λz = 0の場合を考える. この時,

スピン軌道相互作用の表式 (2.10)は, σxおよび σy成分から構成される. このような 2成

分の場合, (2.29)-(2.31)式から, Sz = ±1の p波成分の対振幅が誘起されることが分かる.

図 2.5の上段および中段は, p波対振幅の Sz = 1成分の運動量依存性を示している. 図 2.5

には, Sz = −1成分の p波対振幅を示していないが, Sz = 1成分の対振幅に対して,

Φ(p, S = 1, Sz = −1) = −Φ∗(p, S = 1, Sz = 1) (2.67)

を満たすことに注意すれば Sz = 1の対振幅から容易にうることができる.

この状況で, s波相互作用を (2.33)式で与えられる p波相互作用に変更すると, p波超流

動秩序パラメータ∆p(p, Sz = ±1)が生成される. ここで,

|∆p(p, Sz = 1)| = |∆p(p, Sz = −1)| (2.68)

であるから, この p波超流動相は, ちょうど planar状態 [109–111]に対応する. (2.63)式の

行列表現を用いた場合,

∆̂(p) ∼

(
−px + ipy 0

0 px + ipy

)
. (2.69)

この planar状態 [109–111]も, 液体 3He超流動で未だ実現されていない対称性の超流動状

態である.
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図 2.5: 2方向にはたらくスピン軌道相互作用 (λ⊥/vF = 1, λz = 0)のときの対振幅

Φ(p, S, Sz). この図では pz = 0とし, 温度は T = 0である. 上段および中段はそれぞれ

Re[Φ(p, S = 1, Sz = 1)]および Im[Φ(p, S = 1, Sz = 1)]を表す. 下段は s波成分の対振幅

Φ(p, S = 0, Sz = 0). 図示していないが, Sz = −1の p波成分も誘起され, これは Sz = +1

成分との間にΦ(p, S = 1, Sz = −1) = −Φ∗(p, S = 1, Sz = 1)の関係がある.

1方向にはたらくスピン軌道相互作用 (λ⊥ = 0, λz ̸= 0)のときのように, 2方向にはた

らくスピン軌道相互作用でも, p波対振幅は, 弱結合 BCS領域では, 主にフェルミ面周辺

に誘起される. Us = 0のとき, 2方向にはたらくスピン軌道相互作用が存在するときの 1

粒子分散は, µ̃⊥ = µ+mλ2⊥/2として,

ξ±p =
(p⊥ ±mλ⊥)

2

2m
+

p2z
2m

− µ̃⊥. (2.70)

これより, pz = 0に対し 2つのフェルミ面が得られ, それらは共に p = 0を中心とし, 半

径は,

k±F =

{ √
2mµ̃⊥ ±mλ⊥, µ̃⊥ ≥ mλ2⊥/2,

±
√
2mµ̃⊥ +mλ⊥, µ̃⊥ < mλ2⊥/2.

(2.71)
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図 2.6: 2方向にはたらくスピン軌道相互作用 (λ⊥ ̸= 0, λz = 0)の場合のT = 0における計

算結果. (a) s波超流動秩序パラメータ∆s. (b) 有効的なフェルミ原子の化学ポテンシャル

µ̃⊥ = µ+mλ2⊥/2. (c) p波成分の凝縮粒子数Nc(S = 1, Sz = ±1). (d) 全凝縮粒子数N t
c .

この予想通り, 図 2.5(a1)-(c1)を見てみると, s波対振幅と p波対振幅の両方がこの 2つの

フェルミ面周辺で大きな値をとっている.

2方向にはたらくスピン軌道相互作用の場合, 先の 1方向にはたらくスピン軌道相互作

用のときとは異なり, BCS-Leggett理論から得られる s波超流動秩序パラメータ∆s, 有効

的なフェルミ原子の化学ポテンシャル µ̃⊥は, スピン軌道相互作用結合強度 λ⊥に依存す

る (図 2.6(a), および (b)参照). このため, 図 2.6(c)および (d)に見られるように, p波成

分の凝縮粒子数Nc(S = 1, Sz = ±1)だけでなく, 全凝縮粒子数N t
c もスピン軌道相互作用

(λ⊥)に影響されており, こうした結果は, 前節で調べた 1方向にはたらくスピン軌道相互

作用 (λ⊥ = 0, λz ̸= 0) の結果とは異なっている. N t
c に関しては, λ⊥依存性が解析的に計

算でき, (2.46)式の運動量積分を実行すると,

N t
c

N
=

3π∆s

16
√
2ε

3/2
F

[√
µ+

√
µ2 +∆2

s +

√
mλ⊥
2

arccos

√
µ2 +∆2

s −mλ2⊥/2√
µ̃2
⊥ +∆2

s

]
. (2.72)

図 2.6(d)を見ると, 弱結合BCS側 ((kFas)
−1 <∼ − 1)における全凝縮粒子数N t

c が, スピ

ン軌道相互作用によりλ⊥ = 0のときの値に比べて, 増大していることがわかる. この増大
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凝縮粒子数Nc(S = 1, Sz = ±1)のピーク位置. 背景の強度分布は計算した Tcの大きさを

示している. (b) Tcの 3次元プロット.

を反映し, 図 2.6(c)に示した p波成分の凝縮粒子数Nc(S = 1, Sz = ±1)も, 弱結合BCS領

域において λ⊥が大きくなるにつれ, 増大している. このため, 図 2.4(b)に示した 1方向に

はたらくスピン軌道相互作用の場合に比べ, 図 2.7(a)に示すように, Nc(S = 1, Sz = ±1)

のピーク位置 (図中黒線)は弱結合BCS側にシフトしてる.

通常, s波超流動の転移温度 Tcは, 弱結合 BCS領域で低いが, 図 2.7(b)を見ると, p波

成分の凝縮粒子数がピークを持つ「最適な領域」(図 2.7(a)に示したピーク位置)周辺の

Tcが, 弱結合 BCS側にも関わらず, スピン軌道相互作用によって比較的高い値をとって

いることがわかる. p波対振幅を用意するためには s波超流動相を実現しなければならな

いので, このスピン軌道相互作用による Tcの上昇は, 好ましい結果である. この領域で

Tcの値が大きくなることは, Rashba型のスピン軌道相互作用に対して近年指摘されてい

る [102,106].
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−1 = −1 (BCS). 緑線の相互作

用は (kFas)
−1 = 0 (ユニタリー極限). 赤線の相互作用は (kFas)

−1 = 1 (BEC). また, 2つ

のフェルミ原子が束縛状態 (分子ボソン)を形成するときの化学ポテンシャル−Ẽb/2を,

(kFas)
−1 = −1 (黒破線), (kFas)

−1 = 0 (黒点線), (kFas)
−1 = 1 (黒丸点線)に対しそれぞ

れプロットしている. Ẽb/2 = Eb/2 +mλ2⊥/2であり, Ebは (2.73)式で決まる 2体束縛状

態の束縛エネルギーである.

今考えているスピン軌道相互作用 (λ⊥ ̸= 0, λz = 0)の場合に, 弱結合BCS領域の Tcや

凝縮粒子数が増大する理由は, 2体の束縛分子 (ボソン)の形成に由来し, この分子は当該

研究分野で rashbonと呼称されている [98–105]. 3次元フェルミ原子気体系では, 2体問題

の解析から, 一般的に, as < 0 (弱結合領域)に対して, 束縛状態 (分子ボソン状態)を形成

し得ない. しかし今の場合, (2.70)式で表す ξ−p のフェルミ縮退は, スピン軌道相互作用が

強くなるにつれて, バンドの底周辺で状態密度が 2次元的になる [98]. 1, 2次元系では, 2

つのフェルミ原子は 2体問題のレベルで, as < 0においても束縛状態を持つため, 今回の

場合, スピン軌道相互作用による「低次元化」が, 弱結合BCS領域においても, 2体の束縛

状態 (rashbon) [98–105]を安定化させたものと考えられる. よって, スピン軌道相互作用

強度が強い領域の超流動転移は, スピン軌道相互作用の存在により形成される分子ボソン

「rashbon」が巨視的に凝縮してBECとなる転移であり, これが弱結合BCS領域において

も高い Tcを与えている. これは, 超流動転移の性質が, 強い引力相互作用 (kFas)
−1 ≫ 1に

より形成される分子ボソンにより支配されるという, よく知られた極低温フェルミ原子気

体の強結合BEC領域における振る舞いと似ている. 事実, 図 2.8に示すように, スピン軌

道相互作用結合強度 λ⊥が増加すると, 系の温度が Tcのときの有効的なフェルミ原子の化

学ポテンシャル µ̃⊥ = µ +mλ2⊥/2は大きな負の値になっていき, Ẽb/2 = Eb/2 +mλ2⊥/2
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へと近づく. ここでEbは 2体の束縛状態の束縛エネルギーであり, 次の方程式により決

定される.

1 = −4πas
m

∑
p

[
1

2

∑
α=±

1

2(εp + αλ⊥p⊥)− Eb

− 1

2εp

]
(Eb < −mλ2⊥). (2.73)

ξ−p のバンドの底が−mλ2⊥/2であることに注意すると, Ẽbはゼロエネルギーから測った束

縛エネルギーと解釈することができ, また, 化学ポテンシャルは物理的に, 系に 1粒子を

加えるために必要なエネルギーを表していることから, 図 2.8は, スピン軌道相互作用の

結合強度が強い領域 (µ̃⊥ < 0)では, 引力相互作用 Us自体は弱くとも, ほとんどのフェル

ミ原子が 2体の束縛状態 (分子ボソン)を形成していることを意味している.

2.2.3 3方向にはたらくスピン軌道相互作用の場合 (λ⊥ ̸= 0, λz ̸= 0)

最後に, スピン軌道相互作用が全てのスピン方向 σx, σy, σzに存在する場合, すなわち,

(λ⊥, λz) = λ(cos θλ, sin θλ) (0 ≤ θλ ≤ π/2) (2.74)

である場合を考える. この時, (2.43)-(2.45)式の全種類 (3種類)の p波成分の凝縮粒子数

Nc(S = 1, Sz = ±1, 0)が誘起される (図 2.9を参照).

特に, 全方位に等方的なスピン軌道相互作用の場合 (λ⊥ = λz or θλ = π/4), 図 2.10(a)

および (b)が示すように, 本論文の提案に最適な p波成分の凝縮粒子数が強められる領域

は, 前節の場合 (λ⊥ ̸= 0, λz = 0)と同様, 弱結合BCS側に存在する. このとき全凝縮粒子

数は, 先に示した 2方向に働くスピン軌道相互作用のときのそれ (図 2.7(d)を参照)と定

性的な振る舞いが似ているため, 具体的に示さないが, 解析的に次のように計算される.

N t
c

N
=

3π∆s

16
√
2ε

3/2
F

√
µ̃+

√
µ̃2 +∆2

s

[
1 +

mλ2/4√
µ̃2 +∆2

s

]
. (2.75)

(ここで µ̃ = µ +mλ2/4.) ここでも, 先に議論した rashbonの形成により, BCS側におい

て凝縮粒子数の増加が見られる. 加えて, Tcも同様の機構により高い値 (図 2.10(c)を参

照)となるため, この領域は実験的に到達可能であると考えられる. このとき, s波原子間

相互作用を (2.33)式のように表される p波原子間相互作用へと急峻に変更すると, 変更直

後の p波超流動状態として, (2.63)式の行列表現を用いた秩序パラメータが,

∆̂(p) ∼

(
−px + ipy pz

pz px + ipy

)
, (2.76)
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と表される p波超流動相が生成する. これは, p波超流動相の分類では, BW (Balian-

Werthamer)相 [109–111]と呼ばれる相と同じ p波超流動秩序パラメータの対称性を有し

ている. このBW状態は, 3He超流動 (p波超流動)において既に実現しており [109], 本研

究の提案を用いて, (2.76)式の対称性を持つ p波フェルミ原子気体超流動が実現されれば,

3He超流動の物理にもアプローチが可能であるといえる.
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ている.
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第3章 p波相互作用印加後のp波超流動

状態の時間発展

本章では, 前章で説明した「p波対振幅をスピン軌道相互作用を有する s波フェルミ原

子気体超流動を用いて誘起した状態」に対し, 引力相互作用を s波型から p波型に変更す

ることで, 実際に p波の超流動秩序パラメータが作り出せるのかを議論する. ここでは

T = 0を考え, スピン軌道相互作用としては 1方向成分のみ有するタイプ (λ⊥ = 0, λz ̸= 0)

を扱う. 3.1節で本章で扱うモデルを概説し, 3.2節で相互作用変更後の系の時間発展を計

算するための時間依存Bogoliubov de-Gennes (TDBdG)理論に基づく定式化を説明する.

3.3節では, TDBdG方程式を用い, 前章で得た誘起された p波対振幅を初期条件として, p

波相互作用印加後の p波超流動秩序パラメータの時間発展の様子を明らかにする.

3.1 モデルの設定

ここでは, 次のような時間依存性を有するBCSハミルトニアンを考える.

Ĥ(t) =
∑
p

(c†p,↑(t), c
†
p,↓(t))[εp + Λ(t)]

(
cp,↑(t)

cp,↓(t)

)
− Us(t)

∑
p,p′

c†p,↑(t)c
†
−p,↓(t)c−p′,↓(t)cp′,↑(t) (3.1)

+
1

2

∑
p,p′

Up(p,p
′, t)c†p,↑(t)c

†
−p,↑(t)c−p′,↑(t)cp′,↑(t).

cp,σ(t)は運動量 p, 擬スピン σ(=↑, ↓)および質量m のフェルミ原子の消滅演算子を表し,

εp = |p|2/(2m)はその運動エネルギーである. ただし, 本章では, フェルミ原子の生成消滅

演算子の時間発展 (Heisenberg描像)を扱うため, cp,σ(t)は時間 tに依存している. (3.1)式

において, cp,σ(t)以外の,時間依存する部分は s波相互作用Us(t), p波相互作用Up(p,p
′, t),

およびスピン軌道相互作用 Λ(t)である. t < 0では系は前章で議論した熱平衡状態にあ

る. その時, Λ(t) ̸= 0, Us(t) ̸= 0, Up(p,p
′, t) = 0 である. 他方 t ≥ 0では s波相互作用

を p波相互作用に入れ替え, スピン軌道相互作用もゼロにするので, Λ(t) = 0, Us(t) = 0,

Up(p,p
′, t) ̸= 0とする. 図 3.1には, このプロセスを模式的に示してある. この過程にお

いてスピン軌道相互作用は, 1方向にはたらく場合を考えると, t ≥ 0ではゼロになること
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図 3.1: 本章における p波超流動に至るための過程の模式図. t < 0で, スピン軌道相互作

用 (λ)を有する s波フェルミ原子気体超流動において有限の p波対振幅Φt(p)を用意する

(gsは s波原子間相互作用). この段階では, p波原子間相互作用 gpが印加されていないた

め, p波超流動秩序パラメータ∆p(p)はまだ存在しない. t = 0で, gs = 0 (かつ λ = 0)か

ら gp ̸= 0へと急に変更する. すると, 有限の gpとΦt(p)との積が直ちに生成され, 有限の

p波超流動秩序パラメータ∆p(p)が生じる. このとき, t ≥ 0で gs = 0より, s波超流動秩

序パラメータはゼロである. 結果として, 有限の∆p(p)により特徴付けられる p波超流動

が実現する.

から,

Λ(t) = λpzσxθ(−t), (3.2)

と書ける. ここで, λ(≥ 0)はスピン軌道相互作用の結合強度である. 前述したようにこの

タイプは実験で既に実現している [73–77]. λpzσxは前章で扱った λzpzσz とは異なるよう

に見えるが, pzσzに対してスピン軸を σy軸周りに π/2回転すれば pzσxとなる. このよう

にスピン軸を取り直した理由は, (3.1)式のハミルトニアンの第三項で導入した p波原子間

相互作用が, 同種擬スピン (↑)間に作用するものであることに因る. このときに形成され

るCooper対は, ⟨cp,↑c−p,↑⟩ の p波対振幅のみを持っているため, p波超流動秩序パラメー

タは σxと結合する (例えば前章の (2.63)式を参照). このCooper対のスピン状態に対し p

波対振幅を誘起するためには, スピン軌道相互作用の形式も同様に σxと結合したものに

しなければならず, それには, pzσxが都合よい.

次に, s波相互作用も t ≥ 0ではゼロとするよう設定するので,

Us(t) = gsθ(−t) (gs > 0) (3.3)

である. ただし, ここでも接触型相互作用 Us(t)を用いることによる紫外発散を s波散乱
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長 asに吸収させて取り除く.

4πas
m

= − gs
1− gs

∑pc
p 1/(2εp)

. (3.4)

ここで, pcは運動量のカットオフである.

t ≥ 0では, 単一擬スピン-↑の原子間にのみ働く p波引力相互作用を系に導入する.

Up(p,p
′, t) ≡ Vp(p,p

′)θ(t). (3.5)

先に導入した s波原子間相互作用のモデルにおいて, 異なる 2種類の擬スピン状態を考え

たのに対し, ここでは単一擬スピン-↑のみを考えている. 従ってこのモデルでは, 擬スピ

ン-↓成分は t ≥ 0で自由フェルミ気体になる. (3.5)式における Vp(p,p
′)は, 球面調和関数

Y1,Lz(p̂) (p̂ ≡ p/|p|) で展開し, 次のように書かれると仮定する [36–38].

Vp(p,p
′) = −4πgp

∑
Lz=0,±1

F ∗
pFp′Y ∗

1,Lz
(p̂)Y1,Lz(p̂

′) (3.6)

≡ −4πgp
∑

Lz=0,±1

Γ∗
p,Lz

Γp′,Lz . (3.7)

ここで,

Fp ≡ |p|p0
|p|2 + p20

(3.8)

はカットオフ関数を表し, gp (≥ 0)は p波 (引力)相互作用の結合定数である. gpは, 観測

量である散乱体積 vpと次の関係式により結びついている.

4πvpp
2
0

m
= − gp

1− gp
∑

p F
2
p/(2εp)

. (3.9)

s波相互作用のときと同様に, 以下では p波相互作用強度を散乱体積 vpを用いて表すと,

v−1
p → −∞が弱結合極限, v−1

p → ∞が強結合極限にそれぞれ対応する. p0はカットオフ

運動量であるが, これは p波原子間に引力が働く有効距離 p−1
eff と

peff = −πp
2
0

m2

∑
p

F 2
p

ε2p
− 2

p20vp
(3.10)

のように関係している [36–38]. 40Kフェルミ原子気体では peff ≃ −0.02a−1
B [22], 6Liフェ

ルミ原子気体では peff ≃ −0.05a−1
B [27] と報告されている (aBはBohr半径). この系の典

型的な長さスケール k−1
F ≃ 100 nmを用いると, 有効距離の実験値は, peff(∼ p0) ∼ 102kF

と見積もられる. しかし, 本研究では, 数値計算の技術的な問題から, p0 = 10kF の値を用

いる [43]. この値は実験値に比べ小さいが, 本章の結論には定性的には影響を与えない.
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しかし, 例えば p波超流動秩序パラメータの定量的な値等には影響する [37, 38].

後述するように, 本章で考えるスピン軌道相互作用 ((3.2)式を参照)は, pz成分の p波対

振幅のみを誘起する. 従って, これを種として生成する p波超流動秩序パラメータは, pz

に比例した成分のみである. つまり, (3.6)式および (3.7)式のように表される p波相互作

用のうち, s波超流動状態中であらかじめ用意しておいた p波対振幅から p波超流動秩序

パラメータを作ることを考えると, Lz = 0成分のみを扱えばよい. 従って以下では p波相

互作用として, この成分を抜き出した

Vp(p,p
′) = −4πgpΓ

∗
p,0Γp′,0, (3.11)

を扱う.

最後に, 次式で定義される時間依存する s波超流動秩序パラメータ

∆s(t) ≡ −gsθ(−t)
∑
p

⟨c−p,↓(t)cp,↑(t)⟩ (3.12)

および, 時間依存する p波超流動秩序パラメータ

∆p(p, t) ≡ Γ∗
p,0∆p(t) ≡ Γ∗

p,0(−4πgp)θ(t)
∑
p′

Γp′,0⟨c−p′,↑(t)cp′,↑(t)⟩, (3.13)

を導入する. このときの平均は, TDBdGの枠組みでは t < 0のBCS基底状態に対して行

う (ただし, スピン軌道相互作用の効果は含まれる).

以上の準備の元, (3.1)式に対し平均場近似を行うと,

Ĥ
MF

(t) =
∑
p

(c†p,↑(t), c
†
p,↓(t))[εp + Λ(t)]

(
cp,↑(t)

cp,↓(t)

)

+∆s(t)
∑
p

c†p,↑(t)c
†
−p,↓(t) + ∆∗

s(t)
∑
p

c−p,↓(t)cp,↑(t) +
|∆s(t)|2

gsθ(−t)
(3.14)

+
1

2

∑
p

[
∆p(p, t)c

†
p,↑(t)c

†
−p,↑(t) + ∆∗

p(p, t)c−p,↑(t)cp,↑(t)
]
+

1

2

|∆p(t)|2

4πgpθ(t)
.

3.2 時間依存Bogoliubov de-Gennes (TDBdG)理論の

定式化

ここでは t ≥ 0における系の時間発展を解析するための,時間依存Bogoliubov de-Gennes

(TDBdG) 方程式の導出を行う [116–118]. (3.14)式で与えられる平均場ハミルトニアン
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に対し, 時間発展ユニタリー演算子を

Û(t) = Tte
−i

∫ t
0 dsĤ

MF
(s) (3.15)

のように導入する. Ttは時間順序積である. 任意の演算子 Ô(t)に対する時間発展を Ô(t) =

Û †(t)Ô(0)Û(t) と書くと, 演算子 Ô(t)に対するHeisenberg方程式は

i
∂

∂t
Ô(t) =

[
Ô(t), ĤMF(t)

]
. (3.16)

ここで, Bogoliubov準粒子の消滅演算子 γp,αを, 次式を満たすように導入する.

cp,σ(t) =
∑
α

[
ũαp,σ(t)γp,α + ṽα∗−p,σ(t)γ

†
−p,α

]
, (3.17)

ただし, 係数は次の規格化条件を満たすとする.

|ũαp,σ(t)|2 + |ṽαp,σ(t)|2 = 1. (3.18)

(3.18)式は γp,α がフェルミ粒子の演算子 (反交換関係を満たす)であることを保証する.

αは準粒子の固有状態のラベルである [118]. γp,α は t < 0の s波超流動状態に対する

Bogoliubov励起を表す演算子とする. つまり,
⟨γ†p,αγp′,α′⟩ = δα,α

′

p,p′ ⟨γ†p,αγp,α⟩,
⟨γ†p,αγ

†
p′,α′⟩ = ⟨γp,αγp′,α′⟩ = 0,

⟨γ†p,αγp,α⟩ = 1− ⟨γp,αγ†p,α⟩ = f(Eα
p ) = 0,

(3.19)

ここで, Eα
p は (2.23)式直下の (λ⊥ = 0, λz = λ)に対し与えられる Bogoliubov励起であ

る. また, f(x)はフェルミ分布関数を表し, 本章では絶対零度 (T = 0)を考えているため,

f(Eα
p ) = 0である.

演算子 cp,↑(t)の運動方程式は, (3.14)式および (3.16)式を用いると, 次のようになる.

i
∂

∂t
cp,↑(t) = εpcp,↑(t) + λθ(−t)pzcp,↓(t) + ∆p(p, t)c

†
−p,↑(t) + ∆s(t)c

†
−p,↓(t). (3.20)

この式に左から γ†p,α(時間に依らない)をかけて期待値をとると, (3.17)式, および, (3.19)

式から,

i
∂

∂t
ũαp,↑(t)⟨γ†p,αγp,α⟩ = (εpũ

α
p,↑(t) + λθ(−t)pzũαp,↓(t)

+ ∆p(p, t)ṽ
α
p,↑(t) + ∆s(t)ṽ

α
p,↓(t))⟨γ†p,αγp,α⟩. (3.21)
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これが, 任意の ⟨γ†p,αγp,α⟩に対して成り立つことから,

i
∂

∂t
ũαp,↑(t) = εpũ

α
p,↑(t) + λθ(−t)pzũαp,↓(t) + ∆p(p, t)ṽ

α
p,↑(t) + ∆s(t)ṽ

α
p,↓(t). (3.22)

以上の計算を, 他の演算子 cp,↓(t), c
†
−p,↑(t), c

†
−p,↓(t) に対しても同様に行うと, TDBdG方程

式が

ũp(t) ≡


ũαp,↑(t)

ũαp,↓(t)

ṽαp,↑(t)

ṽαp,↓(t)

 (3.23)

を用いて次のように得られる.

i
∂

∂t
ũp(t) = HBdG(t)ũp(t). (3.24)

ここでHBdG(t)は 4× 4行列のハミルトニアンであり,

HBdG(t) ≡


εp λθ(−t)pz ∆p(p, t) ∆s(t)

λθ(−t)pz εp −∆s(t) 0

∆∗
p(p, t) −∆∗

s(t) −εp λθ(−t)pz
∆∗

s(t) 0 λθ(−t)pz −εp

 . (3.25)

TDBdG方程式 (3.24)の時間発展を計算する際, 以下の (時間依存)ギャップ方程式も同時

に解く必要がある. まず, s波超流動秩序パラメータに対するギャップ方程式 (3.12)は,

∆s(t) = −1

2
gsθ(−t)

∑
p,α

ũαp,↑(t)ṽ
α∗
p,↓(t) (3.26)

他方, p波超流動秩序パラメータのギャップ方程式 (3.13)は,

∆p(p, t) ≡ Γ∗
p,0∆p(t) ≡ Γ∗

p,0(−2πgp)θ(t)
∑
p′,α

Γp′,0ũ
α
p′,↑(t)ṽ

α∗
p′,↑(t), (3.27)

となる. 更にこのとき p波対振幅は,

Φ(p, S = 1, Sz = 1, t) ≡ ⟨cp,↑(t)c−p,↑(t)⟩ =
∑
α

ũαp,↑(t)ṽ
α∗
p,↑(t) (3.28)

から計算される.

48



最後に, 系の全粒子数は,

N(t) ≡
∑
p,σ

np,σ(t) =
1

2

∑
p,σ

⟨c†p,σ(t)cp,σ(t)⟩ =
1

2

∑
p,σ,α

|ṽαp,σ(t)|2 (3.29)

のように表される. TDBdG理論の枠組みでは, 厳密に dN(t)/dt = 0が成立し, N(t)は時

間に依らない. ただし, 粒子数密度 np,σ(t)は時間変化する. ここで, (3.26)-(3.29)式に対

し 1/2のファクターを乗じたが, これは, 全運動量空間 pの和をとる際に, (準)粒子と正

孔のダブルカウントを取り除くための処置である.

初期条件 (t < 0)の構成

TDBdG方程式 (3.24)の初期条件として, t < 0での熱平衡状態にある s波超流動状態

を考える (ただし 1方向にはたらくスピン軌道相互作用を含む). この熱平衡状態にある s

波超流動状態に対しては, 化学ポテンシャル µを

ũαp,σ(t) = uαp,σe
−i(E+µ)t, ṽαp,σ(t) = vαp,σe

−i(E−µ)t, (3.30)

のように導入し, これらと

∆s(t) = −gs
2

∑
p,α

uαp,↑v
α∗
p,↓e

−2iµt ≡ ∆se
−2iµt (3.31)

(∆sは実数とする)を用いると, TDBdG方程式 (3.24)は通常のBdG方程式に帰着する.
εp − µ λpz 0 ∆s

λpz εp − µ −∆s 0

0 −∆s −(εp − µ) λpz

∆s 0 λpz −(εp − µ)

u0 = Eu0. (3.32)

ただし, u0 ≡
[
uαp,↑, u

α
p,↓, v

α
p,↑, v

α
p,↓
]T
である. この固有エネルギーは, ただちに

E = ±Eα
p ≡ ±

√
(ξαp )

2 +∆2
s (3.33)

(ξ±p ≡ εp ± λ|pz| − µ)と求まり, これは, (3.19)式のBogoliubov準粒子の固有エネルギー

Eα
p を再現する. 対応する固有状態は, E = Eα

p に対し,
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図 3.2: (a) T = 0における, スピン軌道相互作用を有する s波フェルミ原子気体の BCS-

BECクロスオーバー領域における化学ポテンシャル µ. gs = 0のとき, µ+mλ2/2はスピ

ン軌道相互作用によって生じる 1粒子分散の最低エネルギーから測った化学ポテンシャル

を意味する. 差し込み図は s波超流動秩序パラメータ∆s. 今考えているスピン軌道相互

作用 λpzσxに対しては, µと∆sはスピン軌道相互作用依存性がない. 図中において, S1,

S2, S3は本論文において時間発展計算の初期値として用いる s波相互作用の結合定数で

ある；S1：(kFas)
−1 = −1 (BCS), S2：(kFas)

−1 = 0 (ユニタリー極限), S3：(kFas)
−1 = 1

(BEC). (b) Nc ≡
∑

pp
|Φ(p, S = 1, Sz = 1)|2. これが有限の値となることは, p波対振幅

Φ(p, S = 1, Sz = 1)の誘起を意味する.

u0 ≡


uαp,↑

uαp,↓

vαp,↑

vαp,↓

 =



(Eα
p + ξαp )√

2Eα
p (E

α
p + ξαp )

α
pz
|pz|

(Eα
p + ξαp )√

2Eα
p (E

α
p + ξαp )

α
pz
|pz|

∆s√
2Eα

p (E
α
p + ξαp )

− ∆s√
2Eα

p (E
α
p + ξαp )


. (3.34)
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この固有状態から, (3.31)式, (3.30)式, および, (3.29)式を用いて,

∆s =
1

2
gs
∑

p,α=±

∆s

2Eα
p

, (3.35)

N =
∑
p

(
1−

∑
α=±

ξαp
2Eα

p

)
(3.36)

が得られるが, これらは, 2章で議論した 1方向にはたらくスピン軌道相互作用に対する

BCS-Leggett理論 [12]で得られた (2.24)式, および, (2.26)式と一致する. 図 3.2(a)に,

(3.35)式と (3.36)式を解いて得られる, 熱平衡における化学ポテンシャル µおよび s波超

流動秩序パラメータ∆sの s波相互作用依存性を示した. また, 「初期状態 (t < 0)」にあ

る (誘起された) p波対振幅Φ(p, S = 1, Sz = 1)は, (3.28)式, (3.30)式, および, (3.34)式

より,

Φ(p, S = 1, Sz = 1) ≡ Φ(p, S = 1, Sz = 1, t)e2iµt

= −
∑
α=±

uαp,↑v
α∗
p,↑ = − pz

|pz|
∑
α=±

α
∆s

2Eα
p

. (3.37)

図 3.2(b)に, 前章で議論した凝縮粒子数に対応する量Nc ≡
∑

pp |Φ(p, S = 1, Sz = 1)|2の
s波原子間相互作用依存性も示してある. 3.3節では図 3.2(a)の S1, S2, S3を初期状態と

して p波相互作用導入後の系の時間発展を調べる.

(3.37)式の p波対振幅は, pzに比例している. よって,

∑
p,Lz=0,±1

Γp,LzΦ(p, S = 1, Sz = 1) =
∑
p

Γp,0Φ(p, S = 1, Sz = 1) (3.38)

が成り立つ. このことから, 有限の p波超流動秩序パラメータは, (Lz = 0)-成分の相互作

用由来のもののみ残る. これにより, (3.11)式で与えられる p波相互作用のみを考えてよ

い. 第 1章でも説明したように, p波 Feshbach共鳴の共鳴磁場は Lz = 0と Lz = ±1とで

異なる値をとり得ることから, 実験状況としては, t = 0において前者の共鳴磁場へと原

子間相互作用を変更したと考えればよい.
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時間発展方程式 (t ≥ 0)の構成

t ≥ 0では (3.34)式を t = 0での初期条件としてTDBdG方程式 (3.24)を解く. この時,

s波相互作用 gs, およびスピン軌道相互作用 λは共にゼロなので, TDBdG方程式は,

i
∂

∂t
ũp(t) =


εp 0 ∆p(p, t) 0

0 εp 0 0

∆∗
p(p, t) 0 −εp 0

0 0 0 −εp

 ũp(t), (3.39)

となる. (3.39)式は, 擬スピン ↑と擬スピン ↓の成分が分離しており, 特に後者については

p波相互作用がはたらかないことから, 自明な解{
ũαp,↓(t) = uαp,σe

−iεpt,

ṽαp,↓(t) = vαp,σe
iεpt,

(3.40)

となる. したがって, t ≥ 0の解析は今の場合実際には, 擬スピン ↑の成分のみを考えれば
よく, その部分を抜き出したTDBdG方程式は 2× 2行列形式となる.

i
∂

∂t

[
ũαp,↑(t)

ṽαp,↑(t)

]
=

[
εp ∆p(p, t)

∆∗
p(p, t) −εp

][
ũαp,↑(t)

ṽαp,↑(t)

]
. (3.41)

(3.41)式を数値的に解く方法については付録Aにまとめる.

ここでは参考のため, 今回用いる p波相互作用に対する「熱平衡解」について触れてお

く. 計算の詳細は付録Bに示すが, 解くべきBdG方程式は,[
εp − µp Γ∗

p,0∆p

Γp,0∆p −(εp − µp)

][
up,↑

vp,↑

]
= E

[
up,↑

vp,↑

]
. (3.42)

(擬スピン ↓成分は通常の自由粒子系になっている.) ここで p波超流動秩序パラメータ∆p

は実数と仮定する. また, µpは熱平衡状態におけるフェルミ原子気体の化学ポテンシャル

を表すが, 初期条件 (t < 0側)で導入した化学ポテンシャル µ (スピン軌道相互作用を有

する s波フェルミ原子気体超流動熱平衡状態のもの)と区別するため, 添え字「p」を付け

ている. (3.42)式の固有エネルギーは

E = ±Ep ≡ ±
√
ξ2p + |Γ∗

p,0∆p|2 (ξp ≡ εp − µp) (3.43)
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図 3.3: T = 0の熱平衡 p波超流動基底状態における (a) フェルミ原子の化学ポテンシャ

ル µp, および, (b) 超流動秩序パラメータ∆p [12,37]. vpは散乱体積で gpと (3.9)式で関係

付けられる. P1, P2, P3はそれぞれ (k3Fvp)
−1 = −6 (BCS), (k3Fvp)

−1 = 0 (ユニタリー極

限), (k3Fvp)
−1 = 6 (BEC).

であり, 対応する固有状態は, E = Epに対して,
up,↑ =

Ep + ξp√
2Ep(Ep + ξp)

,

vp,↑ = −
Γ∗
p,0∆p√

2Ep(Ep + ξp)
.

(3.44)

これらから, T = 0の熱平衡 p波超流動基底状態における, 超流動秩序パラメータ∆p, お

よび, 化学ポテンシャル µpを求める方程式が次のようになる.

∆p = −4πgp
∑
p

Γp,0up,↑v
∗
p,↑, (3.45)

N↑ =
∑
p

|vp,↑|2 ≡
∑
p

ñp,↑. (3.46)

図 3.3は∆pおよび µpの p波原子間相互作用依存性である. 次節では t ≥ 0の相互作用と
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して図 3.3 の P1, P2, P3を考える.

最後に, 本章で用いた解析手法 (TDBdG理論)の適応範囲について述べる. 一般に,

TDBdG理論は, 緩和の効果が考慮されていないため, ある操作に対する応答としての時

間発展を解析する際, その操作をした直後の早い時間スケールの振る舞いを見るのに適

している. その意味で, 本論文の提案するアイデアの第 2段階である, 「急激に原子間相

互作用を (s波から p波に)変更」した直後の時間発展の振る舞いを解析するのに適した

方法である. このような, 物理パラメータの急激な変更を行った後の系の時間発展は, ク

エンチダイナミクスと呼ばれ, 当該分野あるいは超伝導分野で, 近年盛んに研究されてい

る [119–146]. これらの研究で特に注目されているのは, Higgsモード [147, 148]と呼ばれ

る, 超流動秩序パラメータの振動に関する現象であるが, 近年, テラヘルツ光を用いた技

術で超伝導体におけるHiggsモードの観測が行われた [149,150]. この実験では, まず薄い

膜状の (s波)超伝導体にテラヘルツ光をパルス的に照射し, 超伝導基底状態を瞬時に励起

する. そして, 膜の電磁場応答を観測し, 超伝導秩序パラメータの時間変化と対応させる

というものである. このとき, 文献 [149,150]では, 実験で得られた超流動秩序パラメータ

の振動データとTDBdG理論の計算とを比較しているが, TDBdG理論の計算が, 超伝導

基底状態の励起に用いたテラヘルツ光の照射直後から比較的早い時間スケールの振動を

よく記述しており, 上述したような時間発展の初期段階の記述にTDBdGが適しているこ

とに符合している.

3.3 1方向にはたらくスピン軌道相互作用により誘起された

p波対振幅を初期値とする p波超流動秩序パラメータの

時間発展

図 3.4～図 3.6は, 引力相互作用を s波から p波に変えた後 (t ≥ 0)の p波超流動秩序パ

ラメータ∆p(t)の時間発展である. (スピン軌道相互作用もゼロにしてある.) この 3つの

図では初期状態として図 3.2の S1～S3 (弱結合, 中間結合, 強結合), t ≥ 0の相互作用強

度としては図 3.3のP1～P3 (弱結合, 中間結合, 強結合)を考え, その全ての組み合わせに

対し, ∆p(t)がどの程度作り出せるか調べている. 横軸は, フェルミエネルギーで無次元化

した時間 tεFであり, フェルミ原子気体のフェルミエネルギーの典型的な値 εF = 1µKに

対し, tεF = 1は 10−2 msに相当する. この値を用いると, 図の横軸において, 本研究で無

視した p波 Cooper対の寿命によって決まる緩和時間 5～20 msは, 500 <∼ tεF <∼ 2000で

あるため, 仮に緩和の効果を考えた場合, tεF ≃ 500程度から支配的になると考えられる.

そのため本章の解析が妥当と判断される, tεF ≪ 500に対し, 全ての結果を図示している.

図 3.4～図 3.6の結果において, 図 3.4(a), 図 3.4(b)の S2→P1および S3→P1, 図 3.4(c)の

54



 0

 0.4

 0.8

 0

 1

 2

 0

 1

 2

 3

 0  40  80  120
tε

F 

|∆
p
(t

)|
/ε

F

(a)

(b)

(c)

S1→P1
S2→P1
S3→P1

図 3.4: 相互作用を s波から p波にかえた (t = 0)後の p波超流動秩序パラメータの時間

発展. 全てにおいて, p波原子間相互作用は p波原子間相互作用を弱結合 BCS側に操作

している (図 3.3における P1). 初期状態としては, 図 3.2(a)にある S1, S2, S3の s波相

互作用で実現する熱平衡 s波超流動を用意し, スピン軌道相互作用, (a) λ/vF = 0.1, (b)

λ/vF = 0.5, (c) λ/vF = 1 である. 図中の丸は t = 0の値.

S3→P1以外は, p波超流動秩序パラメータ∆p(t)は tεF = 0における有限の初期値から出

発して, tεF ≃ 1程度までの時間に急速に成長・減衰し, その後 tεF ≫ 1でも有限に残るこ

とが分かる. 前述したように, 従来の方法における p波フェルミ原子気体超流動実現の困

難さは超流動状態とみなせる凝縮体に成長するまでに必要な時間 (= O(100 ms))に対し,

系の寿命が 5～20 ms (tεF ≃ 103) と短いため, 超流動秩序パラメータが生成されないこと

にあるが, 図 3.4に見られるいくつかの場合を除き, 系の寿命内に充分な大きさの p波超

流動秩序パラメータをこの方法は作り出すことができることを示している. ちなみに凝

縮体の成長に必要な時間～100 msは図 3.4～図 3.6 のスケールでは, tεF = O(104)である.

これに対し,図 3.4に対し上で述べたいくつかの場合 (例えば図 3.4(a)の S2→P1)は p波

相互作用印加直後は t = 0の値 (図中丸印)から急速に増大するが,その後急減し, tε
F
≃ 20
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図 3.5: 図 3.4と同じであるが, p波原子間相互作用は中間結合に操作した場合 (図 3.3に

おける P2). (a)の差し込み図は, ここに図示しなかった (a)のより長時間の振る舞い.

でほぼ |∆p(t)| = 0となる. 従って, p波相互作用印加後 t <∼ 10−1 ms (tε
F
≃ 10)程度の時

間内で測定しない限り, この場合 p波超流動状態は検出できない.

図 3.4～図 3.6の結果から本論文が提案する方法で p波超流動秩序パラメータ∆p(t)で

特徴付けられる p波超流動を作り出せることが分かったが, 同時にそれは常に可能ではな

いことも明らかとなった. そこでどのような場合に今回の提案で p波超流動が実現できる

かを明らかにするために, 50 ≤ tεF ≤ 100の時間領域で p波超流動秩序パラメータの大き

さ |∆p(t)|を時間平均化した量∆ave
p を考える.

∆ave
p ≡ 1

50

∫ 100

50

dt̃|∆p(t̃)| (t̃ ≡ tεF). (3.47)

(3.47)式の時間平均化の理由は, 図 3.4～図 3.6の tεF ≫ 1における |∆p(t)| ̸= 0となる典

型的な値を評価するためである. まず, 図 3.4および図 3.5の結果から, |∆p(tεF ≫ 1)| ̸= 0
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図 3.6: 図 3.4と同じであるが, p波原子間相互作用を強結合 BEC側に操作した場合 (図

3.3における P3). (a)の差し込み図は, (kFas)
−1 = −1 (S1, (a)の赤線)の場合の, |∆p(t)|

の t ∼ 0近傍における振る舞いを拡大したもの.

が異なる周期の振動を有するため, ある時刻での |∆p(t)| の値を使うことはできない. 次

に図 3.4および図 3.5の |∆p(t≫ 1)| ̸= 0の振動は, おおよそ tεF = 50を始点とした余弦型

のため, これを時間平均の下限とし, これより |∆p(tεF ≫ 1)| ̸= 0の振動の半周期程度を含

みかつ先述した緩和の効果が支配的となりはじめる tεF ≃ 500より充分短い時間上限とし

て, tεF = 100を選んだ. ∆ave
p は, 図 3.6の場合にはほぼ |∆p(t)|の tεF = +∞の値を与え

るが, 図 3.4, 図 3.5ではまだこの領域の |∆p(t)|には振動が見られるため, ∆ave
p ̸= ∆p(∞)

ではあるが, ∆ave
p が有限に残るか否かを見る上では, この量は有効な目安となる量である.

(3.47)式で表される∆ave
p を, 相互作用変更後の様々な p波原子間相互作用強度に対して計

算したものが, 図 3.7である. この図において, ∆ave
p が有限の値であれば, 本論文の提案は

少なくとも理論的には機能していると考えられる.
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図 3.7: p波超流動秩序パラメータ∆p(t)の 50 ≤ t̃ ≡ tεF ≤ 100での平均値∆ave
p . 初期状態

は, (a)：(kFas)
−1 = −1 (図 3.2(a) S1). (b)：(kFas)

−1 = 0 (図 3.2(a) S2). (c)：(kFas)
−1 = 1

(図 3.2(a) S3). (k3Fvp)
−1 ≃ 0.447の縦線は, T = 0の熱平衡 p波超流動基底状態における

量子相転移を起こす相互作用強度 [37]であり, この線の左側では µp > 0, 右側では µp < 0

となる.

図 3.7は (3.47)式で与えられる∆ave
p の p波相互作用依存性である. この結果から, どの

ような初期条件 (S1, S2, S3)から出発しても弱結合側 (k3Fvp)
−1 <∼ − 7の領域では本論文

の提案で p波超流動状態を作り出すのは難しいことが分かる. 他方強結合側は, 初期条件

でのスピン軌道相互作用 λが強い程 p波超流動秩序パラメータ∆ave
p も大きい. また, 強結

合側の∆ave
p の p波相互作用依存性は, 初期条件の s波相互作用が強い程, なくなる傾向に

ある. 図 3.7(c)では図に示す相互作用の範囲のうち, 0 ≤ (k3Fvp)
−1 ≤ 8 では∆ave

p の p波相

互作用依存性は図 3.7(a), (b)に比べ弱い.

図 3.7(a)の弱結合 (k3Fvp)
−1 ≤ 0の領域では, λ/vF = 0.1, 0.5の時, ∆ave

p は p波相互作用

依存性に関しピーク構造を示し, その結果スピン軌道相互作用が小さい λ/vF = 0.1の方

が, λ/vF = 1より大きな p波超流動秩序パラメータ∆ave
p が得られる領域が現れる. また,
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図 3.8: λ/vF = 0.5におけるp = (0, 0, pz)に対する粒子数密度の運動量分布np,↑(t). 赤線：

tεF = 100. 黒点線：tεF = 0. 青破線：熱平衡状態にある p波超流動の結果. 図中 (S1,P1)

等は例えば初期状態として S1の状態 (図 3.2)を選び t ≥ 0に相互作用を P1の値 (図 3.3)

に変化させた場合を意味する.

λ/vF = 0.1の時の∆ave
p は, 強結合側から p波相互作用を下げていくと熱平衡状態での化

学ポテンシャル µpが負から正に変わるところ ((k3Fvp)
−1 ≃ 0.447)から急激に増大してい

る. この µpの符号が変わるところでは, 図 3.7(b), (c)でも∆ave
p の相互作用依存性に変化

が見られ, これらの結果は, 生成される∆ave
p の大きさは単に t < 0で用意される p波対振

幅の大きさだけでなく, t ≥ 0側の p波超流動状態における粒子の分布関数にも依ってい

ることを示唆している.

図 3.8は tεF = 100における粒子数分布 np,↑(t) (p = (0, 0, pz))の運動量依存性である.

この運動量の方向は実現している p波超流動秩序パラメータ∆p(p, t) ∝ pzが有限な値を

とる方向である. 図は初期条件 λ/vF = 0.5に対し, (S1, S2, S3)から (P1, P2, P3)に変化

させる全ての組み合わせの結果を示しているが, いずれの場合も∆p(t)があるにも関わら

ず細かい構造の変化はあるものの t = 0の粒子数分布から大きな変化はない. この t = 0

の粒子数分布は s波超流動状態の熱平衡状態の粒子数分布であり (図 3.8中黒点線), p波

超流動熱平衡状態での粒子数分布 (図 3.8中青破線)とは大きく異なる. このことは, t ≥ 0

では∆p(t)が有限になることで, 系自体は p波超流動状態となっているものの, それは熱平

衡状態 (T = 0では基底状態) からはかなり異なる励起状態であることを示している. 実
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図 3.9: λ/vF = 0.5におけるp = (px, py, 0) (p⊥ ≡
√
p2x + p2y)方向の粒子数密度np,↑(tεF ≥

0) (赤線). 青破線は熱平衡 p波超流動基底状態の粒子数分布 ñp,↑.

際, 図 3.4～図 3.6に示す∆p(t)の大きさは, 図 3.3(b)に示した基底状態での値より小さく,

このことは励起状態であるために, p波超流動秩序パラメータが抑制されていることを示

している. 現実には系は基底状態に緩和していくが, TDBdGはエネルギーが保存してお

り, その緩和プロセスが記述できないため, 系の励起状態のままになる. ただし, 冷却原子

気体の凝縮体の成長時間から, この緩和はO(100 ms)と評価され, 3体衝突等による系の

寿命が 5～20 msであることから, 実験的に観測される時間内では, 今回の方法で実現す

る p波超流動はTDBdGで得られる p波超流動の励起状態になるであろうと予想される.

図 3.9 は実現している p 波超流動秩序パラメータ ∆p(p, t) ∝ pz がゼロとなる p =

(px, py, 0)方向の粒子数分布 (t > 0)である. この方向は∆p(p, t) = 0 を反映し, TDBdG
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表 3.1: 相互作用を s波から p波に変えた際に実現する∆ave
p (図 3.7を参照)と熱平衡状態

での値∆p (図 3.3(b)を参照)の比較 (λ/vF = 0.5).

(kFas)
−1 (k3Fvp)

−1 ∆p/εF ∆ave
p /εF

-1 -6 1.99 0.48

0 0 14.8 2.50

1 6 17.4 1.89

方程式 (3.41)は

i
∂

∂t

[
ũαp,↑(t)

ṽαp,↑(t)

]
=

[
εp 0

0 −εp

][
ũαp,↑(t)

ṽαp,↑(t)

]
(3.48)

となり, これは解析的に解けて, 自由粒子系と同じ結果{
ũαp,↑(t) = uαp,↑e

−iεpt,

ṽαp,↑(t) = vαp,↑e
iεpt,

(3.49)

を得る. これを (3.29)式に代入すると

np,↑(t) ≡
1

2

∑
α=±

|ṽαp,↑(t)|2 =
1

2

∑
α=±

|vαp,↑|2 ≡ np,↑(0) (3.50)

となり, 粒子数分布は時間依存性がなくなる. つまり t < 0で用意された熱平衡状態にあ

る s波超流動の粒子数分布が t > 0でもTDBdGの範囲ではずっとそのまま残ることにな

る. 結果, 本来 p波超流動の基底状態に期待される粒子数分布 (図 3.9中青破線)とは異な

る粒子数分布が, この方向でも実現することになる.

もし粒子数分布 np,↑(t)が与えられた p波相互作用の熱平衡状態のそれに一致するなら

ば,図 3.3に示す∆pが得られるはずである. しかし実際には,表 3.1に示すように今回の方

法で得られる∆ave
p はその値より小さく, また, 本章で図示した粒子数分布 np,↑(tεF = 100)

が, ほとんど初期分布 np,↑(0)から時間変化していないことから, 先述した緩和の効果が支

配的になり始める tεF ≃ 500 までに, np,↑(t)が p波超流動の熱平衡状態 (基底状態)の分

布 ñp,↑へ時間発展と共に近づくことは期待できない. 従って, 今回の方法でできるだけ大

きな p波超流動秩序パラメータを得るには, 初期条件で用意された s波超流動状態の粒子

数分布 np,↑(0)の時点で, 相互作用を p波に変えた際, その相互作用で熱平衡状態に達した

際期待される粒子数分布 ñp,↑に近くなるようにすれば良いことが考えられる. これを確

認するために, 図 3.7(a)の λ/vF = 0.1 (赤線)の場合について, いくつかの相互作用にお

いて粒子数分布をプロットしたものが図 3.10である. p波相互作用をパネル (a)における

A→B→Cの順に強くしていくと, 確かに∆ave
p /∆pが急増するA→B において, tεF = 100
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図 3.10: (a) (3.47)式で与えられる∆ave
p を熱平衡p波超流動秩序パラメータ∆p (図3.3(b)を

参照)でスケールしたもの. λ/vF = 0.1, (kFas)
−1 = −1. (b)～(d)：λ/vF = 0.1, (kFas)

−1 =

−1の場合の p = (0, 0, pz)方向における粒子数密度 np,↑(t). p波原子間相互作用強度は,

(b) (k3Fvp)
−1 = −6, (c) (k3Fvp)

−1 = −3, (d) (k3Fvp)
−1 = 0である. (b)～(d) において,

tεF = 100での np,↑(t)が, 赤い実線. np,↑(0) (初期分布)が黒の点線. 熱平衡 p波超流動基

底状態の分布 ñp,↑ ((3.46)式を参照)が青破線.

での粒子数分布 np,↑(t)は熱平衡状態になった際の分布 (青破線)をよぎることが (b)→(c)

から分かる. 同時に tεF = 100での np,↑(t)は図 3.8でも見たとおり tεF = 0の「初期分

布」にほぼ等しく, np,↑(tεF = 100)と ñp,↑の類似性はこの初期分布でほぼ決まってしま

う. p波相互作用を更に強くしてB→Cに移動すると, (c)→(d)に示すように, 粒子数分布

np,↑(tεF = 100)は ñp,↑と大きくずれ, (a)に示すように∆ave
p /∆pも小さくなる.

前述したように図 3.7から p波の強結合側では∆ave
p はスピン軌道相互作用が大きい程大

きく, また, p波相互作用の強度依存性も特に図 3.7(c)では小さい. この領域では, µp < 0

であるため (この図の (k3Fvp)
−1 ≃ 0.447 にひかれた垂直線が µp = 0の位置である), 粒子

数分布は熱平衡状態では運動量空間に広がったものになっており, 弱結合側 (µp > 0)のよ

うな階段関数的振る舞いは示さない. 一方初期分布を与える s波超流動状態の粒子数分布

も特に図 3.7(c)の場合は強結合 BEC側 (µ < 0) であるため, やはり運動量空間で広がっ

ており, ある意味両者の粒子数分布は似た構造となる. この類似性により, この領域では

大きなスピン軌道相互作用で初期に用意された p波対振幅が大きければ, 大きな∆ave
p が
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図 3.11: 相互作用の変更を 2回行う過程. 先ず t = 0で今までと同様に s波相互作用を p

波相互作用に変更, 生じた p波超流動秩序パラメータの時間発展がほとんどなくなった状

態で再度時刻 t0で p波相互作用を弱結合側の値に変更 (g
(1)
p → g

(2)
p ) し, 弱結合領域でも p

波超流動が作れるか検証する.

得られると考えられる. 一方で, p波相互作用依存性は弱結合側に比べ顕著ではないが, こ

のことは強結合側では相互作用の値により上述の粒子数分布の類似性が∆ave
p の大きさに

とって重要であることを示唆している.

図 3.4～図 3.7で見たように, 弱結合領域 (k3Fvp)
−1 <∼ − 7では p波超流動秩序パラメー

タは相互作用を s波から p波に変えた直後以外は消滅してしまう. これに関し, p波超流動

において p波の相互作用を変化させた際のダイナミクスの研究が行われており [134], そ

れによると, p波強結合領域から p波弱結合領域にクエンチした際有限な p波超流動秩序

パラメータが残ることが報告されている. 実際にこの状況を計算すると付録 Bに示すよ

うに弱結合側に相互作用を変化させた後も有限な p波超流動秩序パラメータが得られる

ことが確認できる. このことから, 1つのアイデアとして, まず s波相互作用を p波の強結

合領域の相互作用に変更, 充分大きな値の p波超流動秩序パラメータが生成された後, 更

に p波相互作用を弱結合側に変化させれば, 図 3.7で p波超流動秩序パラメータがほとん

どゼロとなっている領域でも有限な p波超流動秩序パラメータが得られるかもしれない.

ここではその可能性を検証するため, 図 3.11のような相互作用の時間調整を行い, ∆p(t)

の時間発展を計算してみる. p波相互作用はこの場合,

Up(p,p
′, t) ≡ −4πGp(t)Γ

∗
p,0Γp′,0, (3.51)

Gp(t) ≡

{
g
(1)
p (0 ≤ t ≤ t0),

g
(2)
p (t ≥ t0),

(3.52)

のようにとる. t0 は t0εF = 20とし, 0 ≤ tεF ≤ 20での p波相互作用は強結合領域の
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図 3.12: 図 3.11の手順で相互作用を変化させた場合の p波超流動秩序パラメータ∆p(t)

の時間依存性 (λ/vF = 0.5). t0εF = 20 (縦方向の点線)において相互作用を 2回目に変更

する.

(k3Fvp)
−1 = 6 (図 3.3(b)の P3)とする. そして tεF ≥ 20に対しては (k3Fvp)

−1 = −6 (図

3.3(b)の P1)の値を用いる.

図 3.12に計算結果を示す. 予想に反し, 強結合 p波 (P3)から弱結合 p波 (P1)へのクエ

ンチを行うと, 0 ≤ tεF ≤ 20で安定的に存在していた∆p(t)は急減し, 付録Bに示す強結

合 p波から弱結合 p波へのクエンチの結果から期待されるように大きな p波超流動秩序パ

ラメータを得ることはできなかった. その理由は, 図 3.13に示すように, tεF = 100にお

ける粒子数分布 np,↑(t)は 2回目の相互作用の変更を行った tεF = 20でのそれとほとんど

同じで, 熱平衡状態にあるとした場合の p波超流動での粒子数分布とはかけ離れたままで

あることに因る.

TDBdGの解析が基底状態への緩和を記述できないため図 3.12のような結果となった

が, 初期状態として用意した熱平衡 s波超流動状態が, t > 0において p波超流動状態へと

「緩和」していく過程が理論に取り込めたとすると, ある程度の時間経過後, 粒子数密度や

p波超流動秩序パラメータは, 熱平衡 p波超流動状態のそれらへと近付くはずである. そ

のうえで, 再度 p波相互作用を変化させれば今回の計算結果より, 大きな値になると期待
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図 3.13: 図 3.12で時間発展を行った際の粒子数密度np,↑(t)と熱平衡 p波超流動基底状態と

の比較. 初期状態としてλ/vF = 0.5を用意する. tεF = 20でのnp,↑(t)は黒破線. tεF = 100

でのnp,↑(t)は赤線. 青点線は p波超流動が熱平衡になった場合の粒子数分布 ñp,↑ (3.46)式.

される. 3体衝突による粒子の損失も併せ, 系の基底状態への緩和過程を取り込んだ時間

発展を考えることは本研究にとって今後の大きな課題である.
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第4章 まとめ

本論文では, 極低温フェルミ原子気体において未だ実現されていない p波超流動状態を

実現する新しい方法を理論的に提案し, それが現在の実験技術の範囲内で実現可能であ

ることを理論的に示した. 通常, p波フェルミ原子気体超流動の実現を目指す研究では, p

波相互作用を有するフェルミ原子気体を冷却, 超流動転移温度以下の状態にしようとする

が, 実際には p 波引力相互作用がもたらす 3体衝突などにより p波対凝縮体が充分成長す

る前に系自体が崩壊してしまうという困難が立ちはだかり, 現在に至るまでこれを克服す

る方法が見つかっていない. 本研究はこの問題を 2段階の手順を踏むことで回避する方法

を提案した. まず第 1段階で, p波相互作用を用いずに, s波フェルミ原子気体超流動状態

において, 空間反転対称性を破るスピン軌道相互作用を用いて p波対振幅だけを誘起させ

る. この時, p波相互作用はないので, それに伴う 3体の粒子ロスは起こらない. また, 秩

序パラメータ自体は s波のままなので系は s波超流動である. この状態に対し, 第 2段階

として, 原子間相互作用を s波対称性のものから p波対称性のものへと急激に変更し, 印

加された p波相互作用と第 1段階で用意しておいた p波対振幅との積が有限な p波超流動

秩序パラメータを与え, 結果として系はこの秩序パラメータで特徴付けられた p波超流動

状態になる. このアイデアにおける「空間反転対称性を破るスピン軌道相互作用」は近年

冷却原子気体研究の分野で可能となった人工ゲージ場の技術を使ってすでに実現してお

り, また,「相互作用を s波から p波に変換」することもFeshbach共鳴の技術を用い共鳴

磁場を s波のそれから p波の共鳴磁場近くに変えることで実験的に可能である. もちろん

p波相互作用印加後, 系は従来と同様 3体ロスなどにより崩壊するが, 本論文で提案され

た方法は, 相互作用を p波に変更した直後から p波超流動になるので, 少なくともこの操

作を行った直後は p波超流動であると云える.

本論文の前半では, 上述のアイデアの第 1段階部分の理論的検証を行った. スピン軌道

相互作用を有する s波フェルミ原子気体超流動状態において, p波対振幅がどの程度誘起

されるかを T = 0でBCS-Leggett理論の枠組みで研究, s波相互作用強度およびスピン軌

道相互作用強度に対して, 大きな p波対振幅が誘起される領域を特定した. また, この領域

における s波超流動相への超流動転移温度をNozièresと Schmitt-Rinkによる BCS-BEC

クロスオーバー理論 (NSR理論)をスピン軌道相互作用がある場合に拡張し調べ, 現在の

実験技術でも充分到達可能であることを示した.

本論文の後半では, アイデアの後半部分, すなわち原子間相互作用を s波対称性のもの
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から p波対称性のものへと急峻に変更した後に, 本当に p波超流動が生成され, かつ安定

に存在できるのかを時間依存Bogoliubov de-Gennes理論 (TDBdG)を用い T = 0で研究

した. 結果, p波超流動秩序パラメータが, 時間発展とともに消えずに残る場合があること

を明らかにし, 更に, 大きな p波超流動秩序パラメータが得られる条件も理論的に明らか

にした. 以上より, 前半部分の研究結果と併せ, 本論文で提案された方法により, 実際に p

波フェルミ原子気体超流動が作り出せることを理論的に明らかにした.

本研究では, フェルミ原子気体の実験では必須のトラップポテンシャルの効果を無視し

た. また, BCS-Leggett理論を用いた解析では, そもそも超流動揺らぎによる影響が扱え

ない. こうした効果を取り入れることは今後の課題である. ただし, 空間反転対称性の破

れたスピン軌道相互作用によるパリティ混成効果はこうした効果を加味しても存在するこ

とから, p波対振幅が誘起されるという結果は定性的には変更されないと考えられる. ま

た, p波相互作用印加後の系の時間発展の研究に用いたTDBdGはエネルギーの緩和が無

視されており, この点を改良することで, 今後どう p波基底状態 (熱平衡状態)に緩和して

いくか, あるいは, その過程で 3体ロス等の効果がどう影響するか, といった相互作用を

p波に変更した後のより長時間側の非平衡現象が議論できるようになるはずである. これ

も本研究の今後の課題の 1つである.

本研究のアイデアはフェルミ超流動 (フェルミ凝縮)を特徴付ける秩序パラメータが引

力相互作用と対振幅との積であることに着目, それらを別に用意して最後に 1つにまとめ

ることで, 超流動状態を実現させようとする画期的なものである. これまでのフェルミ原

子気体超流動の実現方法とは, 全く異なる方法であり, 本研究の成果は冷却フェルミ原子

気体超流動のみならず, 金属超伝導を含むフェルミ超流動 (フェルミ凝縮)研究の発展に

大いに貢献するものである.
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付 録A TDBdG方程式の数値解法

ここでは, 本論文で用いたTDBdG方程式の数値解法を説明する. (3.41)式を

Ψ(t) ≡

[
ũαp,↑(t)

ṽαp,↑(t)

]
, (A.1)

H̃(Ψ(t), t) ≡

[
εp ∆p(p, t)

∆∗
p(p, t) −εp

]
, (A.2)

を用いて書き直すと,

i
∂

∂t
Ψ(t) = H̃(Ψ(t), t)Ψ(t). (A.3)

この方程式を解く際に重要となるのは, Ψ(t)のノルム |Ψ(t)|2の保存である. そのため, 離

散化された時間 dt (本論文では dt = 10−5ε−1
F として計算した. ) に対し, 次のような時間

発展ユニタリー演算子を定義する.

U(Ψ(t), t, dt) ≡ e−iH̃(Ψ(t),t)dt. (A.4)

(A.3)式において, dtに対してΨ(t+ dt)をTaylor展開する.

Ψ(t+ dt) = Ψ(t) + dt
∂Ψ(t)

∂t
+

(dt)2

2!

∂2Ψ(t)

∂t2
+O((dt)3)

∼ Ψ(t)− iH̃(Ψ(t), t)Ψ(t)dt

−

(
i
∂H̃(Ψ(t), t)

∂t
+ H̃2(Ψ(t), t)

)
Ψ(t)

(dt)2

2!
+O((dt)3). (A.5)

本論文では, (A.5)式のO(dt2)項まで一致するように数値計算を行った. そのようにする

には, Ψ(t)からΨ(t+ dt)への時間発展を記述するために, (A.4)式を次のように拡張して

扱う必要がある.

Ψ(t+ dt) ≡ U(Ψ(t+ b1dt), t+ b1dt, a2dt)U(Ψ(t), t, a1dt)Ψ(t). (A.6)
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ここで, a1, a2, b1は実係数であり, これらは (A.6)式をO(dt2)項までTaylor展開した表式

Ψ(t+ dt) ∼ Ψ(t)− i(a1 + a2)H̃(Ψ(t), t)Ψ(t)dt

−
(
i(2a2b1)

∂H̃(Ψ(t), t)

∂t
+ (a1 + a2)

2H̃2(Ψ(t), t)
)
Ψ(t)

(dt)2

2!
(A.7)

と (A.5)式とを比較することで次の条件を満たす必要があることが分かる.

a1 + a2 = (a1 + a2)
2 = 2a2b1 = 1. (A.8)

本論文では, (A.8)式の解の 1つとして

a1 = a2 =
1

2
, b1 = 1 (A.9)

を採用した.

今 (A.2)式で導入した H̃(Ψ(t), t)に対し,

H̃2(Ψ(t), t) = E2
p(t)σ0 (A.10)

となることに注意すると (σ0は 2×2の単位行列.), 実数 cに対して,

U(Ψ(t), t, cdt) ≡ e−iH̃(Ψ(t),t)cdt

= cos(Ep(t)cdt)σ0 − i sin(Ep(t)cdt)
H̃(Ψ(t), t)

Ep(t)
(A.11)

が成立する. ただし, Ep(t) ≡
√
ε2p + |∆p(p, t)|2である. 本論文では, この時間発展の表式

を (A.6)式における各 dtのステップに対し, Ψ(t)に作用させ時間発展を計算した.
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付 録B 熱平衡p波超流動と時間発展

ここでは, 第 3章で議論した, 絶対零度における熱平衡 p波超流動状態の BdG理論の

枠組みにおける定式化と, これを初期条件にしたときの p波原子間相互作用強度の変更に

よる, p波超流動状態のダイナミクスについて説明する. ハミルトニアンは次式の通りで

ある.

Ĥ(t) =
∑
p

εpc
†
p,↑(t)cp,↑(t) +

1

2

∑
p,p′

Up(p,p
′, t)c†p,↑(t)c

†
−p,↑(t)c−p′,↑(t)cp′,↑(t). (B.1)

同種擬スピン間の p波原子間相互作用として, 次の形を考える (図B.1を参照).

Up(p,p
′, t) ≡ −4πGp(t)Γ

∗
p,0Γp′,0, (B.2)

Gp(t) ≡ gip + (gfp − gip)θ(t). (B.3)

ここで, Γp,0は, (3.7)式で与えられ, p波相互作用の結合定数 gi,fp は, (3.9)式で与えられる

ような, 無次元化散乱体積 (k3Fvp)
−1を用いて扱う. 時間依存する超流動秩序パラメータ

∆p(p, t) = Γ∗
p,0∆p(t)

= Γ∗
p,0(−4π)Gp(t)

∑
p′

Γp′,0⟨c−p′,↑(t)cp′,↑(t)⟩ (B.4)

を導入すると (B.1)式に対し, TDBdGに用いる時間依存平均場ハミルトニアンが次のよ

うに与えられる.

Ĥ
MF

(t) =
∑
p

εpc
†
p,↑(t)cp,↑(t) +

1

2

|∆p(t)|2

4πGp(t)
(B.5)

+
1

2

∑
p

[
∆p(p, t)c

†
p,↑(t)c

†
−p,↑(t) + ∆∗

p(p, t)c−p,↑(t)cp,↑(t)
]
.

ここで, Bogoliubov準粒子の消滅演算子 γηを, 次式を満たすように導入する.

cp,↑(t) = ũp,↑(t)γp + ṽ∗−p,↑(t)γ
†
−p, (B.6)

|ũp,↑(t)|2 + |ṽp,↑(t)|2 = 1. (B.7)
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t0

gp
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相互作用

p波超流動状態(時間発展)p波超流動熱平衡状態

i

f

図 B.1: p波相互作用の時間依存性. gipは t < 0に初期状態として用意した相互作用強度.

t < 0では系は熱平衡状態であるとする. gfp は t ≥ 0における p波相互作用強度.

加えて, γηに関する期待値を次のように定義する.

⟨γ†ηγη′⟩ = δη,η′⟨γ†ηγη⟩, (B.8)

⟨γηγη′⟩ = ⟨γ†ηγ
†
η′⟩ = 0, (B.9)

⟨γ†ηγη⟩ = 1− ⟨γηγ†η⟩ = f(Eη) = 0. (B.10)

f(x)はフェルミ分布関数を表し, 絶対零度を考えているため, f(x) = 0である. さらに,

EηはBogoliubov準粒子の固有エネルギーで, 以降で導出する熱平衡 p波フェルミ原子気

体超流動状態の準粒子分散に対応する. このとき, 時間依存 p波超流動秩序パラメータは

次のように書き直せる.

∆p(p, t) ≡ Γ∗
p,0∆p(t) ≡ Γ∗

p,0(−4π)Gp(t)
∑
p′

Γp′,0ũp′,↑(t)ṽ
∗
p′,↑(t). (B.11)

また, 粒子数は

N(t) ≡
∑
p

np,↑(t) =
∑
p

⟨c†p,↑(t)cp,↑(t)⟩ =
∑
p

|ṽp,↑(t)|2. (B.12)

TDBdG方程式 (3.24)および (3.25)式を導出した手順を今の場合に適用すると,

i
∂

∂t

[
ũp,↑(t)

ṽp,↑(t)

]
=

[
εp ∆p(p, t)

∆∗
p(p, t) −εp

][
ũp,↑(t)

ṽp,↑(t)

]
, (B.13)
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図 B.2: p波超流動秩序パラメータ∆p(t)の時間発展. 初期状態は熱平衡状態における p

波超流動. 緑丸の時刻での粒子数分布 np,↑(t)は図B.3にプロットしてある.

が得られる. まず, t < 0において, 熱平衡 p波超流動状態 (相互作用強度 gip)を仮定し, そ

の化学ポテンシャル µpを

ũp,↑(t) = up,↑e
−i(E+µp)t, ṽp,↑(t) = vp,↑e

−i(E−µp)t, (B.14)

として導入する. また, 熱平衡 p波超流動秩序パラメータ∆pを実に取り,

∆p(p, t) = Γ∗
p,0∆pe

−2iµpt, (B.15)

∆p = −4πgip
∑
p′

Γp′,0up′,↑(t)v
∗
p′,↑(t). (B.16)

また, 粒子数は

N =
∑
p

ñp,↑ =
∑
p

|vp,↑|2. (B.17)

さらに, [
εp − µp Γ∗

p,0∆p

Γp,0∆p −(εp − µp)

][
up,↑

vp,↑

]
= E

[
up,↑

vp,↑

]
. (B.18)
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図 B.3: 時間依存する粒子数密度と熱平衡 p波超流動基底状態との比較. 図B.2において

緑の丸印をつけた各時間において粒子数密度をプロットしている.

これは gp = gipとしたときの, (3.42)式と同じである. この式の固有エネルギーは

E = ±Ep ≡ ±
√
ξ2p + |Γ∗

p,0∆p|2 (B.19)

(ただし, ξp ≡ εp − µp)であり, 固有状態は通常のBdG方程式の解 (ただし今の場合, p波

超流動)と同じ, E = Epに対し,

up,↑ =
Ep + ξp√

2Ep(Ep + ξp)
, (B.20)

vp,↑ = −
Γ∗
p,0∆p√

2Ep(Ep + ξp)
, (B.21)

がとれるので, これらを (B.16)式および (B.17)式に代入すると,

1 = 4πgip
∑
p

|Γp,0|2

2Ep

, (B.22)

N =
∑
p

1

2

(
1− ξp

Ep

)
. (B.23)

これらは T = 0の p波熱平衡超流動状態に対し, BCS-Leggett理論の枠組みで得られる

ギャップ方程式と粒子数方程式に一致する.

図 B.2は, 初期状態として (k3Fvp)
−1 = 6 (BEC)の熱平衡 p波超流動状態を用意した後

に, t = 0で, 原子間相互作用を (k3Fvp)
−1 = −6 (BCS) へと急に変更したときの p波超流動

秩序パラメータの時間変化をプロットしたものである. また, 図 B.3では, このときの粒

子数密度の時間変化を t = 0 (初期分布), tεF = 5, tεF = 10, tεF = 20に対して図示した.

例えば tεF = 20において, |∆p(t)| ∼ 8εFと見積もれるが, これは熱平衡解∆p ∼ 1.99εFに
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比べて非常に大きい. このときの粒子数分布を見てみると, t = 0 (初期分布)に比べて劇

的な変更を受けていることがわかる. このようなことは, 第 3章での議論においてなかっ

たが, 第 3章とここでの問題との違いは, 初期状態のみである.
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