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非隷型振動に於ける同期現象の理論

非線型振動に於げる同期現象の理論

(民空管護振器に於げる取扱)

昭和均年 (1948)6月初日受理 末 i崎 輝 雄ネ
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Teruo Suezaki: Theory of Locking Phenomena in Non-linear Oscillation. 

An oscillator is locked by a controlling signal， injected into the oscillator circuit， as 

either frequency is made to approach the other. This phenomena has been treated 

by many authors in many ways. 

It is intended in this pa per，ωfind a way， which lead to frequency moduration 

ofωcillator， suffered by a controlling ~ignal， from a non-linear stand points， and to 

obtain the basic relationships between the region of synchronism and the various 

parametors affecting to it. 

-It is sufficient to this purpose， to start from the third order non-linearity which 
• 
exist in the relation between the anode current and voltage of the oscillator valve. 

L 緒 論真空管護振同路に制御電墜を加える場合，捻周波数が観測され，いやれか

一方の周波数を愛化せしめ他の周波数に近接$せると，捻周波数も連績的に愛化するが或

る慰に於て，ごれが突然零になるむこのとき爾方の周波数は一致しているのでゐる。こ。

現象を同期現象と云うのである。又制御周波数が強振周波数よりも数等大でゐるとき}こ

~ ~，議振周波数のすL 1寄附近迄，制御周波数が近す・〈と突然捻が治える現象がゐ t，分周

波叉は分数周波現象と云われている q ぞれはこのとき護振号波数が制御周波数V:iL1仰に

なっている?こめである。

これらの現象は肱用上重要で・ゐるばかりでな〈稜振。本質の貼からしても興味深いもο

で今迄多《の論文が護去されている。湖

同期現象に就ては，制御電墜により自助振動が停止し純強制振動になるおとするもοと，制

御電堅の影響により護振周波数が愛化する明〉と云う研究がある。

本文は護振周波数の愛動機構を詳論し?こものである。

日.基礎方程式と其の近似解

第 2園の如き後振同路に就て考える。園。 Vi は制御電墜を示す。 れを加える黙は

圃の如く，陽極同路と陽極の聞でも，又は格子同路及び共振同路中CD::tイルと直列であっ

*慶鹿義塾大事教授，Pr・of.of Keio University. 
*事

1) Koga! I.R.E. t15) (1927) 669. 
2) Appelton: Pr∞. Camb. S∞. 21. (1922--23). 2但--248.
3) Van der Pol: Phil. Mag. 3. (1927). I.R.E. 22. (1934). Sept. 
4) Papalex: Z.f.P. 73. (1932) 223. 。S品抽roff: Comm. 2'1. (1939). 19. J.A.P. Aug.α940)・
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(17) 



第 1巻第 2披慶鹿義塾大串藤原記念ヱ串部研究報告

-
hセk
u
E
m
N

官

~O 

Connetion diagrain of osci11ator. 

もで全〈同様に取扱い得る。電墜電流に就てはその援化分を示している。格子電流は無視

する。 これは格子電流電堅聞の非直線性を考えなくても，陽極電流，電堅問。非直線性を

考慮すれば十分で・ある矯めである。然るときは第 2園の同路に就き

Fig.2. Region of synchronism. Fig. 1. 

• 

d.イT. _ ~. r ifldt ....，. 
Lニ;~ + RiL=' vu;ー=-Vt αt I ..."'v....-J C . 

i=!(V)=九十ic.

が成立する。これから

d2(V-Vi) I d f1 .{:'fTT¥ I R fTT_TT¥1 
dt2' 0' +マ[-¥iァf(V)+τ(V-Vi)} 

V=Vt十九

…(1) 

iR~V なることが云われ，且づ護振周波数の愛動

十会{(V-Vt)+R!(V)}=U 

同期現象が現われる場合にもれ~V

に注目しているのであるから (1)は

d2 V . d (1 ，. .... n _ R ... y 1 
~+一一{一一-fCV)十一一V~十一一V=odt2 ' dt l C J ，. I I L • J I LC 

となるo 次に陽極電流の表現として

戸 f(V)=SF和+わず
を用いる。 μ は真空管の増巾定数であり仇は線型理論に現われる相互コンダグタンスで

ある口裂振器にあっては，RiL~L.dら，jdt とすることが出来るから， :;たの関係が成立つ。

V，，=ーVt・llfjL=ー(V-Vi)・MjL

これを (3)に用い且つ D=l/μ，K=1'tfjLとする主

4=f(V)=211gn(GV+K Vt)" 

但し G=D-K ・・・(5) 

D は透過率，K は反結合係数と云われるもので (3)は動作鮪を原黙とする真空管の持性

曲線の方程式であるo さて動作賭を持性曲線。湾曲黙にをき，四次以上の項を無視すると

(4)は

今

…(2) 

-・・(3)

-・・(4)

-・・(6)i=gt(GV + K Vi)+gS(GV + K V;グ

となる o これを (2) に代入しれ~V を考慮すると

(18) 
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d2V . / . n TTO  ，.. /lTTTT"  dV す#-+(ーα+3yV2_6.βVVt)~d子+ω02V=0 …(7) 

但し -α=RjL+!JtGjC ， 
y=g3G3jC I 

ーβ=g3KG2jC I 
-・・(8)

ωIl=1jLC ' 

とする。ー尚一β，は共に負であり y は正である。 ごのことはれ=0なるとき，褒振

電墜 V が有限の値をとらねぽならぬことから云われる。 (7)は制御電監の影響を受け?こ

君主振電墜を奥えるものである。これを近似的に解〈にあ?こり，ヨえのごとを用いる。

V"+P(t)V'十ωlV=u

なる線型二階微分方程式は

v=♂均一+~P(t)dl
なる襲換により

x"+ωoZQ(t)x=O 

，uJoが極めて大なるとき (10)の近似解は*

ぉ=Q→…μω[1+式(4Q'Q-~-+ JQ'2Q~-dt) ・]

・.同-}c州 ω収むlt)

1 d~. _.， ] 
Q(t)=l-2uJ

0
2 万 P(t)一言FPE(t)

で、あるから

…(9) 

-・・(10)

-・・(11)

-・・(12)

p=ーα十3yV2-6.βVVi ・・・(13)

として，この Pを tの画数と見倣し (7)に封しでも同様なる近似計算を行い

Ae-~fPdt A • 

V=-4ω{ω。¥Q1dt) ・(14)

"" ~ 

を得るo Qは (12)により奥えられるが (12)中の第ご項を無視し，更に近似計算を行い

Qき=1-α(ーα+6.yV2-12βVlぺ)/8ωoz …(15)

'(13) (15)を (14) 中に代入すると，後振電墜の近似的表現が得られるが猶複雑しているの

で、更に簡車にする矯めに制御電歴は強振器か最移振巾に達しτから加えられるものとする

と (13)は

p=ー6.sVVi -・・(16.)

となる。又 Q も筒車になり結局 (14)は

V=AJVV4dtcω)(ω。+2~o asVVi)dl -・・(17)

となる。 V，Vi共に遡期画数と考えられるから (17)の表わす Vは複雑なる振巾並に周波

数境調を受けに電墜で、ある。而して爾者の費調度を決定するものは稔の項である。捻の周

事レグイバロット(雨宮誇): 徴分方程式の数値解法(河出書房)

(19) 
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波数が小になると共に，振巾及び周波数獲調度は大になる。然し乍ら振巾境調度は極めて

d、なるものである。

111. 周期機構以上述べ?こる如〈振巾愛調度は小であるが，目下の同期現象を考える場

合周波数の費動は無視し得ない。 それで Oを護振電墜の際時位相，oを制御電墜の瞬時

位相としで

V=A cos {} ) 
}…(18) 

Vi=Bsin ゆ j

とする。 猪ザ=γ は制御角周波数である。 Vi に sinI函数を用い?このは t=Oのとき

V，，=Oとする篤めである。制御電墜による嚢振電堅の蹄時位相の費動は ωot={}oとすると

θ-{}。である。従って (17)から

0μ一0仇hの戸=学ι幻(vv九t庇 ..べ(19助9め) 
"乙(ii}oJ 

となるカ清す述せる如し爾位相の差の項が決定的役割!そするのであるから (18)を (19)に

用い，差の項のみをとると

3αβAB r 
。一九二ー んO isin(H-6)dt ・・(20)

。-{}o=σ ノとし更に σ'=β とする。 ‘aは護振角周波数の費動分でめる。 叉 {}o-o=

(ω。ーγ)f=iJtとする，。は制御周波数が護振周波数へ近接する目安となるものである。

3αsAB/4ω。=β拠 …(21)

とすると (20)はさたの如〈表わされる。

σ= -D7/~ ~sin (dt+o胸

叉微分して

-・・(22)

。=-.(21，. sin仰+~.(刷。3)

(23)は護振周波数獲動の全貌を示すものであるが容易にわかる如<，ヨえの微分方程式に輔

牝 5れる。

ρF十 (d+D)2β=0 ・ ー ・・・(24)

従って (23)に封して行う今後の取扱いは (24)なる非線型微分方程式に封しでもあてはゆ

得るのであるo (23) を解〈にあ?こり

T=。吋Ddt ~ ...(25) 

η= iJ/Dv• ) 

主する。 η も亦制御周波数の近接する目安となるものである。 (2めから

~ 17-~rn T ~仏dt 例
η'>1として (26)を積分し h を積分常教とすると

T 1 ・/て下 r {f_j_ 1;) Drn _ /~ 1 一一=一一+ー」一一tanl(t+h)寸 rn〆京二11 …(2n 
2ηηL “ j 

(2めから 7 を求め，こ li1..を微分すると

d +nv.-1L 1 I t/示-1+.......fl-l- I z，¥ [2m /-0-，-11 
'[}=-iJ+2.す tant7+と T土 tan¥(t+h)ず内可}_l

(20) 
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これを計算すると，。の表現として弐式をうる。

rη2-1  1 
ll=一前怖い一 11山，()~ {;¥ f..+-1/') 4.-・/万二l~in (丸山川 j

λ=β叫/-1}2-1

であbψ は積分常数である。次に O の平均憶を β とすると (28)から

lI=一仇(1--.V子f)
となる。更に (28)を Fourier級数に展開すると

。=ーη仏いて急い州λ叫)一主bjsinj似 +ψ)]

α。=1-!:/η2_1

α1=2〆万C!_(〆r，2二r-1) bt=vヲにT叫
η 、 η/

α2=2V 172弓(がー2L+~〆子-1(η2_2)rV 172-1 -11 ) 

-・・(28)

.・・(29)

-・・(30)

-・・(31)

-・・(32)

-・・(33)

η JηL  'f7 J I 
ト ・・・(34)

b，，= _.i(η271L_~(η2_1Lr〆五仁王ー11 ¥ 
- η'ηLηj  I 

α.1+1=2〆不可bj-2α2十笠当Lαj-l十2〆37-Tbj_l1 
ηη一 1

1 ト…(35)
ー←ー 乙v〆がー1 が-2， ¥ 

b.1+1=-~lJi-2〆ゲー1αd ー -y ヮ aj-l十ヱ云ニ-b';_1 J 
η η ι  

61 

以上の計算により β の性質は全《明になっ?このである。 η→∞のとき， [}.→0 となるe

w→1の'ときは ο→ーβ附.[f-→-ll帥となる。然るに (33)(34) (35)により奥えられる基

本波並に高調波成分は零となるのである。 η→1に従い，周波数饗動の週期は増大し η=1

のとき無限大となるのである。この有様は第 8聞に示す。第 3圏の下は向を例にとり，

その振巾と週期を η=2，3，4，5，の場合に就て示し?こもりで T=ljl.んでゐる。 以上によ

り明かなる如し後振周波数よ b非常に離れ?こ周波数の制御電堅は何等の影響も奥えぬの

である。 η=1のときは12.=ーβ 間 =-f}ーであるから護振周波数は ω。-f}=γ となり，全

〈制御周波数と一致するOでゐる o ()が正なるとき δ が負でゐることは，制御周波数が

護振周波数より低〈て，これに近接するとき，設振周波数は複雑なる愛動を行い，その

平均値は ω。より小になφ。却も制御周波数へ接近するごとを示す， γ〉ω。なるときは

。は負となり従ってりも負となる。 このときは (30)に於て ηの符援を餐えればよし

→々ー1のとき β →θ加となることは，高い制御周波数の方へ接近することを示す。 (28)

(30) (33) (34) (35)は ηの符援を愛えるだけでそのまま使用し得る。

以上に基き同期現象は ω。と γ の差が ο叫に達し?こる場合初めて現われることを知る

のであるo ω。:t.am なる周波数範園を同期減と云うことにする。同期現象は同期域の庚い

桂起D易いことは云う迄色ないoll問は (21)から

_3ων4.BK(K -1)2)lgSI 
- 4C [gIL(K-D)-RCI - ・・・(36)

4こより奥えられる。但し 10slは 03の絶封値を示す。更に 4llmj3ωo=cをο怖の代りに

〈匁〉
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用いると

C=KR(K-D?ABlg31[gtRQ2(K-D)-lJ -・・(37)

(37)中の Qは ω。L/Rなる数でコイルの“ Qualityfactor"と云われるものである。事

れから同期現象ο護生を容易ならしめる矯めには相互コンダグタンスの大なる五極管を使

用し，反結合係数在出来るだけ大にしなければならない。~- ¥に K4に比例することは注

意を要する。又 Q も大である方がよい。 Q(0増大はコイノレの L の増大により行わるべ

きごとを (37)は示している。ごの矯め共振同路は LID大 Cの小なるものとなり，共振イ

ンピ{ダンスは大となるであろう。 集中間路にあっては Q のとり得る値には限度がある

から，Zou:共振インピーダンスとすると Zo=Q/ω。C なることにより，比較的低い周波数

促於て C としてはコイノレの浮遊容量を用いる志のが最も遁するのである。

きたに同期域内に注目しよう，ごの場合 1171く1である。ごの場合 (26)の積分は

ηtanf-1ー〆同 ........ !Jm，-vlτ二子 t 
=lvoe 

ηtan十-l+yl弓 2

となる o n加]/1-万2=μ とすると

τ=2tan-1f土一〆EF十〆I工不 1
-..."........ Lηηaη(l-Nel.tt) J 

となり三れを微分して

。=一ηθ叫

-・・(38)

4N.flmη(1ー η2)

+ -2(3ー〆E矛)(1一〆l-1J2)N+[η2十(3ー〆五万E可戸t手取(l-ylー仰が

・・・(39)

をうる，No， N は積分常数である。 tが十分大なる場合却も定常欣態として観測するもの

は

。=一ηθ抑 …(40) 

である。邸も同期域内に於ては β は非週期的に愛動し， しかも至宝〈褒振周波数は制御周

波数に一致しているのである。

さえに t=Oに於て γ=ω。-.Qn・なる角周波数の制御電堅が褒振同路に加えられに場合。

過渡現象を取扱う，この場合が最も計算が簡草である。 (26)に於て η=1として積分すμ

ばよいo

を得る。

。=一θmr 1 ， _n.L，C) ~/ _n.L， I '"' 1 L.L (dt)2_2(dt)+2 J -・・(41)

l/iJ=T  とすると β の模様は第 4固に示す如〈である。自Hも β は営初増大し t=T

に於て β怖に達し 2Tなる時刻に於いて再び零となり更にーβ隅へ接近するのである O

。が-.fl怖に達するo I3Pも同期が成立するには無限の時聞を要するごとになるが，賓際

上は 10Tで十分で・ある。 ごとに注目すべきことは β は同期域内の全領域に渡り愛動す

ることである。ごのことは (24)の微分方程式。解として (23)の正弦画教を用い?こが，こ

れを飴弦画数として

(23) 
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ー，..1;
ST 

β =[1"品捌(&t+¥l.ldt) 

としても全〈同様で、 t=-=Oに於

て β川から出裂し i=Tに於

て零となり更に t→∞と共に

-llmに漸近するのである。

最後に同期電摩が第5圏又は

-D，η|一一一一ー一一一ー一一一一ー一一一一一一 第6園の如〈加えられる場合に
-Q 

Fig. 4. Transient response of frequency. 

立する。

L笠ι+Rir，=f~ιdt=-Vdt I ~"'V.IJ- C 

i=ら+ic=f(V)

これから吹式をうる。

就き一言しよう。

第5園の場合下記の関係が成

d2V.rR.1- d .L"/TT'¥ldV， ] 一一一+1 ，一一+一一一;~Tf(V) \一一+一~V+Rf(V)]=O …(42) dt2 -. L T'  C d VJ 
¥ P I j dt 心U

パV)=孟ω

Fig. 5. Injection point of cont-
rolling signal. 

第 6園の場合

これかι

d4乙+Rh+Vi=( ~ dt=ーVdt I ~":L ιJ C 

i=iL+ic=fCV) 

Fig. 6. Injection point of cont-
rolIing signa1. 

d2V . r R . 1 d NTn l  dV. 1 7 十τ+ですf(V)Jす +τc[V + Vi+ Rf( V)]=O ・・・(44)

f(V)=21pn(GV-KKT …(45) 

いづれも全〈同様な取扱いにより同期域を求めうるのでゐる。

IV. 結 言以上の取扱により，同期現象が現れる矯めには先宇非直線住に基十《喰

(24) 
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が愛生し，且っこれが褒振周波数に比し十分小でなけれぽならない。 ごの捻が生す・る篤~

には電流が電墜の三次式で表わされるごとが必要で、あり，且つ三れで十分で・ある。三ヲえの

項が存在しない特性の場合上述せる基本波による同期現象は出現しないで、あらう。然乍

ち 7ω-mγ={) なる可能性は存するのである。分周波現象も高調波間に於ける同期現象

と解するならば，全〈同様なる取扱いをするごとが出来る。

二芝生同路による護振周波数の引張りの現象ふ二次同路に護生し?こ過渡電流が更に一女

同路に誘起する電墜を制御電墜と見倣すな色ぽ，全〈同様な取扱いにより慮理出来るので

ある。

本稿を草するに首り執行岩根氏，川上正光氏よ P貴重な文献を拝借し非常な便宜を得亡。

ことに附記して謝意を表するきた第である。
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mv i事 郎**

Sabur百Yanagisawa: Local Spectral Analysis of a Segregation in Steel. An 

abnormal structure is a ppeared in the fractures of tension t邸 tpieces of a Si-

加l-Cr-Mo-steel(C 0.38%， Si 1. QO%， Mn 1.00%， Cr 1.00%， Mo 0.40%). The author 

locally analysed the segregations using a sharp Cu bar as the anti-electrode. The 

results showed the segregation of high Mo， Si and Cr content， and the behavior of 

the segregation was discussed. 

1. 緒 言 Si・Mn・Cr.Mo鋼の製造に際しその擁張試験破面に烏真に見る如き銀

白色線欣の異常組織が屡 t禁生し材料試験iこ不合格となる。之の防止の目的の矯愛生原因

を調査する必要を生じ?こ。 依って火花分光分析に土り{高折部分の局部的定量分析・を行い，

その成分偏祈を確認、じ併せて共の偏析の奉動を論じ?こ。

11. Si. Mn ・Cr.Mo鋼に於ける備析の授生 Si・Mn Cr. Mo銅 (C0.38%， Si 

1.00%， Mn 1.00%， Cr 1.00%. Mo 0.40%)に護生する銀白色線えたの依陥は抗張試験後に

初めて共の破面に現われるものであって共の試片を etch‘せる顕微鏡組織にその異常を見

出す事の出来ないものである。結果に示す如〈此の異常紙織は合金成分の偏祈によるもの

であるが，其の熔解より偏祈護生に至る過程を以下に示す口

酸性平燈製叉は酸性電気燈製 Si・Mn.Cr・Mo銅を熔製後 L・5t弾丸型鋼塊に鋳込

み(トラフト使用，頭注)冷却後鋸にて鋼塊頭部を切断。 加熱の上直径 500mm，肉厚

100mm，長さ約 3mの園筒に搾出。 850.0Cに焼鈍。園筒の内外を例り肉厚 30--40mm

となす。 850.0Cより 70."，100.oCの泊中に焼入， 600.oC焼戻の後園筒の端より園周方向

に抗張詞験片を採取する。

申事術振興曾策 19小委員曾昭和包年 5月後表。

**慶慮義塾大串助教授， Assist. Prof. of Keio University. 
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