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弾性係数及び熱膨脹係数が温度により嬰るミきの

愛断面図盤の熟慮力三遠心感力(第 1報)

昭和 23年 (1948)5月初日受理 栖原豊太郎*

Toyotaro Suhara.: On the Stresses in a Circular Disc of Variable Thickness， 

the Coefticients of Elasticity and of the Thermal Expansion of the Material 

being taken as Functions of Temperature. The stresses due to the rotation and 

the thermal expansion of a thin circular disc of variable thickness z， which is ex-

pre関 ed by z=ゐ (1ー α川 k，are analysed for given temperature distributions， 

T=To(l+brV
). The coe出cient()f thermal expansionαand that of clasticity are 

句.kenas function..~ of temperature， or 部 functionsof the distanceγfrom the 

axis of rotation， such asα=α。(l+b'r")hand E=Eo (1-01・v)J，where Zo.α0" Eo・To.・

α， b， b'， c，γ， h， i and k are constan匂.

1. 目 的蒸汽或は内燃ターピンの圏盤形翼草に於ては，翼列を通る高湿気流で熱

せられるにめ不均等な温度分布が生じ著しい熱底力が起るが，この謄力ぽ，翼車材料の掠

性係数及び熱膨脹係数が温度によりて獲ると云う性質の?こめに大に影響されるO

一般に国盤形翼草の形は，高速同轄による底力を絞和する?こめに，中心部で厚〈外周で

薄くしであるが，この翼草の形と前記弾性係数色熱膨脹係数色温度の函数としに場合の遠

心臆力及び熱臆力との関係を解析するのが本論の目的である。然し問題が複雑で・ありEつ.

高温度。部分や高麿力の部分は塑性域に入るにめ，臆力や費形を精密に求めるのは困難で・

あるので，本論では種々の近似的{良定を用い且つ弾性限度内の問題として計算を進めに。

2. 問題の取扱い方針本問題。取扱い方針は先年機械製舎誌*に護表しに著者の一般論

によっ?こものであるo I3Pも先宇弾性係数及び熱膨脹係教を賓験的に温度の函教として表わ

す。而して弾性館に於げる温度差 Tの分布を坐標の便宜の函教として表わすと，掠性係

数及び熱膨脹係数は置もにこの弾性鰻に就いて坐標の函数で・表わされるδ これ等の闘係を

熱弾性の方程式に導いず外力，健力及び熱膨脹等による臆力及び愛位を解析するのである。

3. 圃盤の一般弾性式園署坐標 (γ，θ，z)を使い，園盤の形は Oz軸と z=O平面に封

穏でやるとし，温度分布も，従って弾性係数，熱膨脹係数の分布も，ま?こ癒力や愛位の分

布も総て O.Z軸と z=o酉に封得であるとする。 u，仰を嬰位成分;σr，ρ9，のを!僅力成

分;E，μ を弾性係数;l/m=σ を Poisson比として

(au. 1 I au . u . aw ¥ m+ 1 町、
ι=2μt 8;十万二玄(万戸+ァ+すが一万士宮αT}

事工博，慶鹿義塾大事教授， Dr. Eng.， Prof. of Keio University. 

特捜械事曾誌， 21 (1918) Aug. 50. 
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ρ。=2μ(子十世玄(会十三ト+令子)一主トT}，

( O叩 1 /OU I U I O切¥ m+l rrr ) 

oz=2μ{ヲ7+万ゴ(夜十γ+3Z7j一 方 ゴαT}.

国盤の厚さがその直径に比して小さいとしての=0とすると上式から

σr=E(1-o2)ー1{U'+σU/γー (1+σ)αT}，
σ。=E(l-σ2)ー1{σU'+U/γー (1+σ)αT}.

ごの園盤が角速度 ω で同時しているときの平均臆力の千衡式は近似的に

…(1 ) 

…(2) 

(Z1・σ..)'-zσe十(wω2/g)Z'7'"2=0.* …(3) 

但し zは圏盤。厚き ，wは材料。密度であるo (1)， (2)及ぴ(めから uとのを消去す

ると

(γσ..)" -ト{ljγ+(lgz)'ー(lgE)'}(γσ..)'+[(lgz)"ート{(1+σ)jγ

一(lgE)う(lgz)'+ (σ/γ)(lgE)'-l/γ2](γσ..) 

=一(wωEγ/g){3+σーγ(lgE)'}-E(αT)'. …(4) 

これが平均臆力品の一般算式である。 (1)乃至 (4)式中 F は γ に就ての微分を示す。

4. 圏盤の形獄式と温度分布の式 (3)式中にある園盤の厚さ zを γ の函数として

"z=zo(l-αrv
)ぺ ・・・(5) 

とするo Zo，α，γ，kは国盤の形を定める常数である。弐に園盤に於ける T の分布を熱偉

導論から定めると複雑になるから，賞用上簡単に下の式で表わすことにするO

T= To(l + brv
). …(6) 

但しれ，b，γ は常数であるD ま?こ弾性係数 E も温度の函数，従って γ の函数として

E=Et(lーのT)1=瓜(l-crV)j， …(7) 

但し瓜=広(l-ctTo)j， c=bctTo/(l-ceTo). 

同様に熱膨脹係数 q も宇径 γ の函数として

α=αt(l+btT)'~ =α。(l+b'γV)'"• …(8) 

但し α。=αt(l十btTo)h，b'=bbt To/(l+ bt To). 

(7)， (8)式にて ι，Eo， Ce， c， j; αe，α。，bt， b'， h は翼草の材料に就で決定される常数で

ある O 角計算に於ては Poisson比 σ は温度により愛ちないとしに。これは E 及ぴ μは

何れも温度により大に鑓イじするがそο比 E/μ はゐまり愛らないと云う見方からであるo

5. 個盤慮カの方程式と解 (4)式の z，T， E，αに (5)，(6)， (7)， (8)を置換し，且つ

x=αrV， ε=α/c， N=l/γ， ・・・(9)

とすると本問題に封する近似的。一般基礎式としてきたの式を得る。

" . / 1 . k i ¥， ，. 
(ro..)十 7 十五コ一五む)Cγσ..)'

_f~ 十 k _ {k-jk+(j+k)σN}X-ekー(j+εk)σN'}(γσj 
l N2 . (x-1)2 x(x-1)(x一ε) ) 

ωω2X3N-1 / rイ 3+σ¥
= 空叩 (一一」一一一一) (弐頁に績く)gr語α四 ¥ X一ε X / 

申 ζ の式は種々の書にLHている。例えば Prescott:Applied Elasticity. 
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+-Ecα。ToE，o Xー ε/vv-1i3+bYhi bF(1+h)l 
γαN12 .?=了。 ¥1十7x)l" 'o 十一τ~xJ.

・・・(10)

ごの式に (γσγ)=xl(x-l)m(xーε)叫Y と置き l=:t1/γ; 悦 =1，或は -k; n=O，或は

ω.十1)とすると左遷は Heun型の式となるからことでは (10)の Complementaryfunc-

tionとして次ーの組を採用するo Yt(x)， Y2(X)を Heul1の級数として

(γσr)ο=(X-1)-k{ClxNYt(X)+C2x-NY2(X)}， …(11) 

ごと に れ(x)=F(ε，q;α，β，y， o; x); x=αげ;或は

∞ Gn(q)・(crv)叫

Yt(αγv)=l-N(l- σ)(j+k)~~~ ， AI/ーパ ''''' ，川刊 …(12) 

q=(j十ek)j(j+k)， Gt(q)=q， 

'G2=αβ'q2十{(α十β一δ十l)+(y+δ)ε}qーεy，

=(1+2N)U+ε2k)j(j+的ー(l+N-Mσ)(j+εk)2j(j+k)

G叫t1(ω=[η{(α+βーδ+n)十(y+δ+ηーl)e}十αβq]Gn(q)

一(α十n-1)(β+ηーl)(y+η-l)neGn-l(q); 

α，β=Nーを(j+k):t{N2_... VIσ(j+k)+ま(j+k)2}ゆ，

y=1+2N， δ=-k. 

まに Y2(x)=F(ε，q; a'， s'， y'，δ; x)，或は

品 G'n(q)・(C1・つ叫
じ(arv)=l+N(l+σ)U+k)忍川いん，-)竹 / ~"い _1\ ， ・・・(13)

q=(j+εk)j(j +k)， G'l(q)=q， 

Gら(ω=αFβγ+{(αF十β'-o+1)十(y'+δ)_;}q-εyら

ロ (1日 2N)(j+ε2k)j(j+k)-(1-N-Mσ)(j+ε'C)2j(j+k)， 

G'n+tCq)=[n{(α，+βF一δ+n)+(y'十δ+nー1)ε}+αFβ'q]G'n(q)

ー(αF十%ー1)(β'+n-l)(y'十ηーl)nEG'n-l(q); 

a'， ß'=-N-2U+k):t {N2_L~σu十k)+ま Ci+k)2}ゆ，

y'=1-2N， o=-k. 

次に (10)式の昇寝特解の一つを次の如〈とる。 これを Cとすると

C与何=可(附γ

= ーが日前つ{2ohM…十Epa(α}.v)町)

但し α.=ωω2(3十σ)j(8ga3N)，

-・・(14)

α__!!)ω日[(3+σ){8N!?+Nk- .I.~σ(J+δlc)/8- Î(， -1}+lVj(5- σ)/s]
1- 8ga''>N(2N+ 1)(4N+1) 

( [(2N十11の{(1十ε)(2N十m..l)ーL2}-Mt]α叩)

，.m+lート・[(2N+悦ー1)(2N+ m  -2+ Lg) + M:Jα隅 -1 J 
UI - e(2.N+m十 1)(4N'十m+l)

b1=(bートb'h)α。ToEoj{(2十γ)αお刊}，

く3) 
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(Pn+t+ {(1+e)(n-1)η-L2n-Mt}ん)

bn~1= 1 一{(η-1)(η"十L3)+M2}bn-t J 
n+l- c(n十l)(N+n十1)

Hl =(h -l)(b' /α)， H2=(1/2!)(h-1)(h-2) (b'/，α)2， 

H"，=(1/3 !)(h -l)(h -2)(h -3)(b' /，α)'¥ 

[1，，=(h-1)! (b'/αド/{(h-Jl-1)!χ!}; 

L2ニー(1+21V)一ε(3+2N)+j-ek， L3=3十2N-j+k;

M1=lV{2ε-j+ek+σ(j+εk)}十 6'(l+k)，

J.lf2=N{2-j十k十σげ+k)}十(1-.j)(1十k); 

N1=(b+b'h)αo ToE.i(γαN"c)， 

lV2={bb'(1 + h)α自ToEfI-2(b+b'h)c}/CγαN+IC)，

N3={(b十l/h)c-2bb'(1十h)}α。TIJEo/(γαN+2)，

N長=bb'c(l十h)aoToEo/(γαN刊): 

Pt =Ntt P2=Ntl五十Nふ P3=NtHI片品Ht十品，

P4=NtH.~+九九十九九十N1， Po=NtH4+ぬ[13+N3H2+ N4Hし

p叫=J.V1Hn一l+N<_!Hn-'.!十.V:"，R山 3+N4HIl_4・

散に (10)式の完全解としてひ σ円従って σ。及ぴ γ 方向の愛位 uはそれぞね

σγ=(1--α戸)-k{B1αNYt(αγ1')十B2α-l'iγ-:!YAαザ，)}

ーが(l-arV
){:t atn(αrv)'n~+ ~十三 bn(arv) η ，

¥.111司 O 拘置1
-・・(15)

σ。=(1ーαげ)-k{BρN(rYt(αげ))'ートB2α-N(r-
1Y~(αγ1'))' 

十C'-kγαγ，，-lC/(1ーαγ1')+(1，0ω2/g)γE，…(16)

u=Bor;--fT十γ寸rU{(1-o2)め /E十(1+σ)αT}dγ. …(17)‘

園盤の内周及び外周に於ける保件をラむつようにとると常数 Bl'B2は (19)でさま."50..

(σ...)r=川 =σ吋， (σJ山内=σm・ …(18) 

BαNー (ησ吋 - C，i)ziri Y2a ー (γ刊d，.品ーら)Za'r刊r~，-，. '1 一一 -
1.... - z;;C~2YliY2a一九2Yt"Y2J 、 ! 

グ {(γaσmーら)ZariYμー(ησ"2ーら)ZiraYta I 
B2a-N= 

zo(rlY戸Y2aーγa2YlltY2J ) 

無孔園盤の場合は (σ，')r_，'a.=σ刊として

σr=(ZaY1/zY t刊)・(σγa-c，./γ品)+t;/γ，

。I 1 .，. ¥r d r .T"" ，1 
σ8=オミァ〔σr子tcaLBF(γY1)1・r

dt; 1/ Icazo MV_1f'" 1 1，0ω2 
十寸?ー一一""""'0r"-lt;+一一一九

αγ Z a -

ま?こ u は (17)と同様にして計算されるo 但し上式には

-・・(19)

-・・(20}

-・・(21)

z=zo(l-αγv)k， Z'i=Zo(l-αγ/')k; .Yt.=Yt(αγ1')， Y1i= Yt(，αri")， Y2，r=Y2(α九つ等と

略記し?こ。

上。 (11)乃至 (21)式で本論。目的としに底力の解析が常致。一般のf直に就て出来?これ

りである。特殊の例に就ての数値計算を第ご報に譲って設に本稿を移ることとする

( 4 ) 


