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研究成果の概要（和文）：(1)トーリック超ケーラー多様体におけるコンパクト特殊ラグランジアン部分多様体の構成
法を，ジョイスの非特異化の手法を応用して開発した．特殊ラグランジアン部分多様体とは，面積を最小化する曲面の
高次元空間への一般化である．そのような部分多様体を構成するには，一般には偏微分方程式を解かなければならない
が，研究代表者はこの問題が適切な状況下では初歩的な線形代数の議論に帰着できることを証明した．
(2)リッチ平坦多様体は，真空中におけるアインシュタイン方程式の解である．研究代表者は，漸近錐が一意に定まら
ないような4次元リッチ平坦多様体を構成した．

研究成果の概要（英文）：(1) I have developed the new construction of compact special Lagrangian 
submanifolds embedded in toric Hyper-Kaehler manifolds applying Joyce's desingularization. The special 
Lagrangian submanifolds are the generalization of area minimizing surfaces to the higher dimension. To 
construct such submanifolds, we have to solve partial differential equations in general. However, I have 
shown that we can reduce the problem to the argument of elementary linear algebra under the appropriate 
circumstances.
(2) The Ricci-flat manifolds are the solutions of Einstein's equations in the vacuum. I have constructed 
the 4 dimensional Ricci-flat manifolds whose asymptotic cones are not unique.
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１．研究開始当初の背景 
 
 4 次元 ALE 空間は，アインシュタイン方程
式の解の局所モデルとして知られる空間で
あり，その存在が物理学者によって発見され
て以来，幾何学，物理学の双方で興味を持た
れる研究対象であった．幾何学の側では，
1990年前後にクロンハイマーによってALE空
間の系統的構成法が確立され，さらに ADE 型
のディンキン図形との対応によって完全に
分類された．その前後の研究により，AD型の
4次元 ALE 空間に対して，Taub-NUT 変形とい
う超ケーラー多様体の変形が発見された．
ALE とは，空間の漸近挙動の性質が 4 次元ユ
ークリッド空間と近いことを意味する．この
変形によって，ALF 空間と呼ばれる ALE とは
異なる漸近挙動を持つ超ケーラー多様体が
現れた．また，このような変形は高次元のト
ーリック超ケーラー多様体に対しても拡張
されていた．トーリック超ケーラー多様体は，
その空間の 4分の 1次元のトーラス作用の対
称性を持つ超ケーラー多様体であり，
Taub-NUT 変形を施したのちもトーラス作用
が保たれることが知られていた．これらの高
次元の超ケーラー多様体の幾何学的な性質
については，コホモロジーなどの位相的性質
が良く研究されていたが，微分幾何学的なア
プローチによる研究は，未知の部分が残され
ていた．その一つは，特殊ラグランジュ部分
多様体と呼ばれる体積最小の部分多様体の
存在問題である．研究開始当初，代数幾何学
的手法による例は構成されていたが，偏微分
方程式の解析を用いた超越的な例の構成に
関しては手つかずであった． 
 また，4 次元において ALE や ALF とは異な
る漸近挙動を示す超ケーラー多様体の例が
豊富に構成されており，それらの漸近挙動に
ついて解明されていないことが多く残され
ていた． 
 
２．研究の目的 
 
 ALE 空間は，測地球の体積が，半径の 4 乗
のオーダーで増大する空間であり，ALF 空間
は半径の3乗のオーダーで増大する空間であ
る．ちょうどこの中間のオーダーで測地球の
体積が増大する超ケーラー多様体の例とし
て，A_∞型超ケーラー多様体が知られていた．
また， トーリック超ケーラー多様体は，A型
ALE 空間の高次元化に相当する空間である．
本研究の目的は，これらの超ケーラー多様体
の漸近解析と，幾何学的性質を明らかにする
ことであった．  
 
３．研究の方法 
 
 A_∞型超ケーラー多様体は，その漸近挙動
が極めて複雑である．その複雑さを逆手にと
り，｢性質の良い｣漸近挙動を持つリッチ平坦
多様体が満たすべき性質を満たさない反例

を構成することによって，A_∞型超ケーラー
多様体の漸近挙動に対する理解を深めよう
とした．また，トーリック超ケーラー多様体
における特殊ラグランジュ部分多様体を構
成し，高次元の超ケーラー幾何の，微分幾何
学的な研究対象を構築し，その性質を調べた． 
 
４．研究成果 
 
(1)リッチ平坦多様体の漸近錐の非一意性． 
 
 一般の点付き非コンパクト距離空間に対
し，その点を中心とする縮小の繰り返しによ
って得られるグロモフ・ハウスドルフ極限を，
漸近錐(無限遠点における接錐)と呼ぶ．一般
の距離空間に対しては，漸近錐は存在すると
は限らず，存在しても一意とは限らない．ま
た，距離空間論の意味での「錐」となる保障
もない．しかし，リッチ曲率が非負のリーマ
ン多様体に対しては漸近錐が必ず存在する
ことが知られており，さらにリッチ平坦で，
体積増大度がユークリッド的であり，漸近錐
の少なくとも1つは滑らかな断面を持つので
あれば，一意性が成り立つ．この一意性はコ
ールディングとミニコッチによって証明さ
れたが，一意性が成立するための仮定を弱め
ることができるかどうかについては，完全な
解答が得られていない．ペレルマンは，少な
くともリッチ平坦性を仮定しなければ，一意
性が成立しない例が存在することを証明し
た． 
 研究代表者は，A_∞型超ケーラー多様体と
呼ばれる4次元のリッチ平坦多様体の漸近錐
を研究した．その結果，このような多様体族
の中に，漸近錐の一意性が成立しない例を発
見した．その方法は次の通りである． 
 
①A_∞型超ケーラー多様体の漸近錐の構造． 
 A_∞型超ケーラー多様体は，可算無限個の
パラメータをもつリッチ平坦多様体の族で
ある．このパラメータを上手く設定すること
によって，色々なリッチ平坦多様体を構成で
きる．また，A_∞型超ケーラー多様体は，円
周群の作用による対称性を持つ空間であり，
3 次元ユークリッド空間を底空間とする円周
ファイブレーションの構造を持つ．その中で，
いくつかのファイバーは1点からなる特異フ
ァイバーとなるが，その特異ファイバーを 3
次元ユークリッド空間に射影することによ
って，3 次元空間内の，可算無限閉部分集合
が得られる．以下，特異ファイバーに対応す
るこれらの点を，モノポールと呼ぶことにす
る．3 次元ユークリッド空間内におけるモノ
ポールの位置が，最初に述べたパラメータに
相当する．すなわち，モノポールを動かすこ
とによって，リーマン計量をリッチ平坦性を
保ったまま連続的に変形することができる
のである． 
 本研究ではまず，A_∞型超ケーラー多様体
は，縮小を繰り返すことによって，円周ファ



イバーが潰れていくことを証明した．一方，
ファイブレーションから誘導される3次元ユ
ークリッド空間への写像をリーマン沈め込
みとするような，3 次元ユークリッド空間上
の非自明な距離構造が入ることが知られて
いたが，縮小の繰り返しによって，A_∞型超
ケーラー多様体は3次元の距離空間にグロモ
フ・ハウスドルフ位相の意味で収束すること
を証明した．その距離構造は，縮小前のモノ
ポールの配置によって決まることがわかっ
た． 
 
②漸近錐の一意性が成立しない例の構成． 
 まず，漸近錐の一意性が成り立つような 2
種類の A_∞型超ケーラー多様体を構成した．
それぞれの漸近錐の構造は，モノポールの配
置によって，性質が良くわかる．次に，ここ
で与えた2種類のモノポール配置を上手く混
合することにより，新しいモノポール配置を
作り，そこから構成される A_∞型超ケーラー
多様体の漸近錐として，元々与えられていた
2 種類の漸近錐がそれぞれ現れることを証明
した．一方の漸近錐は，2 次元球面の錐とい
う単純な空間だが，もう一方の漸近錐は，極
めて特異な空間であり，基点から発する測地
線の性質を詳しく調べることによって距離
空間論の意味での「錐」ではないことが証明
できた．  
 
(2)トーリック超ケーラー多様体におけるコ
ンパクト特殊ラグランジュ部分多様体の新
しい例． 
 
 超ケーラー多様体において，正則ラグラン
ジュ部分多様体から構成し得ないコンパク
ト特殊ラグランジュ部分多様体の存在を，以
下の手順で証明することができた． 
 トーリック超ケーラー多様体は，通常のト
ーリック多様体の定義には当てはまらない
が，超ケーラー幾何におけるトーリック多様
体の類似物と言えるものである．トーリック
超ケーラー多様体では，正則ラグランジュ部
分多様体と呼ばれる，特別な複素部分多様体
の例を豊富に構成することができる．それは，
超ケーラー運動量写像の3つの成分のうちの
2 つに関するレベルセットを取ることで実現
できる．レベルセットを上手く取れば，コン
パクトな正則ラグランジュ部分多様体も構
成できる．また，このようにして得られるコ
ンパクトな正則ラグランジュ部分多様体は，
自然なトーラス作用に関して，通常の意味で
のトーリック多様体とみなすことができる．
超ケーラー運動量写像の成分の選び方は，超
ケーラー多様体における四元数構造から誘
導される複素構造の選び方に対応している．
従って，異なる複素構造を選んで，対応する
超ケーラー運動量写像の成分に対してレベ
ルセットを取れば，その新たな複素構造に関
する正則ラグランジュ部分多様体となる．こ
こで，複素構造を上手く選ぶと，自然に特殊

ラグランジュ部分多様体となることが既に
知られている．このようなものを，正則ラグ
ランジュ部分多様体から誘導される特殊ラ
グランジュ部分多様体と呼ぶことにすると，
超ケーラー多様体に埋め込まれた既知のコ
ンパクト特殊ラグランジュ部分多様体は，全
て正則ラグランジュ部分多様体から誘導さ
れており，そうでない超越的な例が存在する
のかどうかは知られていなかった． 
 本研究では，トーリック超ケーラー多様体
において，いくつかの複素構造を固定し，そ
れらに関するコンパクト正則ラグランジュ
部分多様体を 1つずつ構成し，ジョイスが確
立した貼り合わせの手法によってこれらの
部分多様体を貼り合わせ，正則ラグランジュ
部分多様体から誘導されないコンパクト特
殊ラグランジュ部分多様体を構成する，とい
う手法をとった．ジョイスの貼り合わせ法を
適用するためには，コンパクト正則ラグラン
ジュ部分多様体の組を，いくつかの条件を満
たすように上手く構成しなければならない．
その条件は組み合わせ論的な条件に帰着で
きることを証明し，さらにその組み合わせ論
的な条件が満たされる具体例を構成した． 
 本研究で得られたコンパクト特殊ラグラ
ンジュ部分多様体は，多様体としては，次の
ように得られるもののいずれかと微分同相
である．まず，各頂点にプラスかマイナスの
いずれか符号を付けられた有限グラフを用
意する．このとき，辺で結ばれた 2つの頂点
が異符号になっているとする，その各頂点に，
コンパクトなトーリック多様体を対応させ，
辺で結ばれているトーリック多様体同士を
連結和で結ぶ．連結和を取る時には，各トー
リック多様体上に向きを入れる必要がある
が，それは複素構造から定まる向きか，その
反対向きを，頂点に与えられた符号に従って
入れるものとする．このようにして得られた
多様体は，コホモロジーの次元を計算できる．
そのうち，コンパクト特殊ラグランジュ部分
多様体の第 1ベッチ数は，特殊ラグランジュ
部分多様体の変形の次元に対応しており，本
研究の文脈では特に重要な不変量である．本
研究の結果により，任意の自然数Nに対して，
ある実8次元のトーリック超ケーラー多様体
において，第 1ベッチ数が Nとなるようなコ
ンパクト特殊ラグランジュ部分多様体を構
成できることもわかった． 
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