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研究成果の概要（和文）：Lp準ノルム（0<p<1）に基づく２つの最小２乗問題（Lp正則化最小２乗問題とLp制約付き最
小２乗問題）の構造を研究した。まず、過剰決定系の場合を考察し、２つの問題の本質的な相違点を明らかにするとと
もに、スパース最適化に対する貪欲アルゴリズムとの関係を明らかにした。次に、圧縮センシングなどで注目されてい
る劣決定系の場合を考察し、ある仮定の下、原点とスパース解（多数のゼロ成分を持つ解）を結ぶ連続な臨界点パスの
存在性を理論的に証明した。最後に、得られた知見をスパース適応フィルタと再生核適応フィルタに応用し、その有効
性を示した。

研究成果の概要（英文）：The structures of two least square problems (Lp-regularized least squares and 
Lp-constrained least squares for 0<p<1) have been elucidated. First, for the over-determined linear 
system, the essential difference between the two problems has been clarified, and the relation between 
the least squares based on the Lp quasi-norm and the greedy algorithm for sparse optimization has been 
established. Second, for the under-determined system, the existence of a continuous path that connects 
the origin and the sparsest least square solution has been proven mathematically under a certain 
condition. Third, the obtained results have been applied to the sparse/kernel adaptive filters.
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 スパース最適化問題の最も基本的な定式
化は、「線形等式制約の下で、変数ベクトル
の非零成分の数（L0 ノルム）を最小化せよ」
という問題である。この問題は。圧縮センシ
ングを含む様々な応用がある一方、変数の個
数の増加に伴って計算コストが組み合せ的
に増加し、NP 困難であることが知られてい
る。L0 ノルムを L1 ノルムで置き換える緩和
解法が広く研究され、この緩和解法の性質が
明らかにされてきた。例えば、ある条件の下
で L1 ノルム最小化問題（以下、L1 問題と呼
ぶ）の解が L0 問題の解と完全に一致する。 
Lp 準ノルム（ベクトルの各成分の絶対値のp

乗和のp乗根: 0 < p < 1）を用いた緩和解法も

研究され、L1 ノルムに基づく解法に対する優

位性は報告されているにも関わらず、問題の

非凸性に起因した困難性が伴うため、その素

性は解明されていなかった。 
 
２．研究の目的 
 本研究では、凸解析と情報幾何の手法に基

づく新しいスパース最適化パラダイムを構築

する。第一に、情報幾何を用いて、Lp正則化

二乗誤差関数で決まる空間の幾何構造を明ら

かにする。第二に、LARS法（L1問題の解の

軌道を生成する手法）をLp準ノルム（p<1）

の場合に拡張し、Lp問題の解軌道の持つ性質

を明らかにする。第三に、Lp問題を効率的に

解くアルゴリズムを導出し、新しいスパース

最適化パラダイムを構築する。第四に、第三

ステップで構築したアルゴリズムを信号処理

の実問題に応用し、アルゴリズムの有効性を

数値シミュレーションによって実証する。 
 
３．研究の方法 
(1) Lp 正則化二乗誤差関数の幾何構造を解析

し、空間の特徴を解明した。 

(2)「Lp 制約問題」と「Lp 正則化問題」の違

いを解明した。 

(3) L1 問題との本質的な相違点（Lp ノルムの

非凸性に起因）を解明した。 

(4) LARS 法をLp 制約問題へ拡張した。 

(5) Lp 制約問題の解軌道の持つ性質を解明し

た。 

(6) Lp 制約付き最小二乗法とOMP法の関係

を解明した。 

(7) 原点とスパース解を結ぶ連続な臨界点パ

スの存在性を証明した。 

(8) 本研究で得られた知見を実問題へ応用し、

シミュレーションで有効性を実証した。 
 
４．研究成果 

(1) Lp準ノルムに基づく２種類の問題を検討

し、その本質的な違いを明らかにした。(i) Lp

制約問題（以下、問題（P1）と呼ぶ）: Lp準

ノルムが与えられた定数以下になるという条

件の下で二乗誤差を最小化する問題、(ii) Lp

正則化問題（以下、問題（P2）と呼ぶ）：「二

乗誤差」+「Lp準ノルムの定数倍」で定義さ

れるコスト関数を最小化する問題。まず、(P1) 

において制約を緩めていったときの大域的最

小解軌道が原点において連続であること、ま

た一方で、(P2) において正則化の強さを緩め

ていったときの大域的最小解軌道が原点にお

いて不連続であることを示し、これら２つの

問題の間に本質的な違いが存在することを明

らかにした。次に、２つの問題の局所最適性

に関する必要十分条件を与え、問題（P1）で

は、問題（P2）より弱い条件で局所最適性が

満たされることを明らかにし、その具体例を

与えた。さらに、原点から最小2乗解への連続

な軌道を得るために問題（P1）、(P2)の臨界

点を考えた場合、臨界点全体の集合が(P1)と

(P2)で一致することを示し、そのパスが連続

で区分的に滑らかな曲線で与えられることを

示した。また、一般化ミンコフスキー勾配を

定義し、臨界点軌道との関係を明らかにした

（学術雑誌論文[1]）。 

(2) 劣決定系における最もスパースな最小二

乗解を考え、（ある条件の下で）この解と原

点を連続につなぐ臨界点パスが必ず存在する

ことを証明した。初めに、優決定系の（一意

的に定まる）最小二乗解に対して、（ある条

件の下で）この解と原点をつなぐ連続な臨界

点パスの存在性を証明した。次に、劣決定系



の場合、各最小二乗解に対して、そのサポー

トに対応した観測行列の部分行列の列ベクト

ル集合が一次独立であれば、連続パスが存在

することを示した。最後に、劣決定系におけ

る最もスパースな最小二乗解が、対応する部

分行列の一次独立性に関する条件を満足する

ことを示し、劣決定系における連続パスの存

在を証明した（学術雑誌論文[4]）。  

(3)スパース適応信号処理問題への応用と

して、正則化パラメータ設計問題に取り組

んだ。「解くべき問題の解を使って表現され

る平均 2 乗誤差（利用不可能）」と平均が

一致する推定量を Stein の補題から算出し、

この推定量を各反復で最小化する「統計的

に最適な」正則化パラメータを導出するこ

とに成功し、その有効性を数値例で実証し

た（学会発表論文[4]）。  

(4) 非線形適応信号処理への応用として、再

生核適応フィルタの新しいアルゴリズムを

提案し、その有効性を実証した。提案法は、

部分空間に沿った射影、フィルタ係数の選択

的更新、並列射影の３つのアイデアに基づい

て構築されている。また、適応射影劣勾配法

に基づいて、提案法の収束解析を与えること

に成功した。提案法は、Chen らによって提

案された  Quantized kernel least mean 

square (QKLMS) 法と Dodd らによって提

案された Sparse sequential (SS) 法を特別

な場合として含む一般的な手法となってい

る。計算機シミュレーションにより、再生核

適応フィルタの最新の手法に対する提案法

の利点を明らかにした（学術雑誌論文[3]）。 
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