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研究成果の概要（和文）： 

本研究では「ポリログ」と呼ばれる数論幾何的対象に対する代表者の研究成果を基盤に、複数の

若手研究者を交えたプロジェクト型研究として、代数多様体の数論幾何的予想に組織的に挑戦し

た。その結果、特に特定の虚２次体のHecke指標に対して、p進Beilinson予想を解決することに成

功した。これは円分体以外の場合におけるp進Beilinson予想の初めての証明であり、極めて画期

的な成果である。さらに、Hilbert modular多様体の場合のポリログの具体的表示として有望な候

補を発見した。この候補は、今後様々な数論幾何的予想の解決に実際に応用できると期待さ

れる。 

 
研究成果の概要（英文）： 
Working on previous research concerning arithmetic geometric object called the 
“polylogarithm,” we formed a group of young researchers and attacked certain 
conjectures in arithmetic geometry.  We succeeded in solving the p-adic Beilinson 
conjecture for certain Hecke characters of an imaginary quadratic field.  This result 
is first such result in the non-cyclotomic case.  We then discovered a potential candidate 
for the expression of the polylogarithm in the Hilbert modular case.  We expect this 
candidate will play an important role in solving conjectures in arithmetic geometry. 
 
研究分野：代数学 
 

キーワード：楕円曲線，虚数乗法，Hecke指標，ポリログ，p進L関数，p進Beilinson予想 

 
１．研究開始当初の背景 

 整数論では古くから、整数論的に重要な

代数的不変量と L 関数の特殊値という解

析的な不変量の関係が注目されてきた。代

数多様体の類数を、Dedekind ゼータ関数

で書き下す「類数公式」などはこの典型的

な現れである。この関係は予想として様々

な場合に一般化され、最終的に、代数多様

体の玉河数予想（Bloch-加藤予想とも呼ば

れる）として定式化された。この予想は、

クレイ研究所が主催しているミレニアム

懸賞問題の１つである Birch-Swinnerton 

Dyer 予想（BSD 予想）をも特別な場合と

して含む整数論の中心的な予想である。

しかしながら、証明する方法が技術的に

難しいことから、今まで非常に限られた

場合にしか証明されて来なかった。この

予想の難しさは、代数的に定義される整

数論的不変量と、解析的に定義される L
関数の特殊値という、一見全く別世界の

量の関係を主張していることにある。整

数論的不変量と L関数の特殊値の両方を

内在する数論幾何的な対象をうまく構成

することができれば、この予想を解決で

きると信じられている。しかしながら数

論幾何的な対象を構成すること自体、技

術的に極めて難しく、問題解決に必要と
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する数学的技が多岐に渡ることから、こ

の研究を進めるために組織的に取り組む

というプロジェクト型研究に問題解決へ

の可能性を見出した。 
 

２．研究の目的 

 本研究の目的は、この両者の架け橋とな

りうる「ポリログ」という motivic（数論

幾何的）な対象物を研究することである。

「ポリログ」とは、様々な代数多様体に対

して構成されている数論幾何的対象であ

る。射影直線引く３点の場合に Beilinson

と Deligne によって初めて定義され、

Beilinson と Levin によって楕円曲線の場

合、その後、Wildeshaus や Kings によっ

てアーベル多様体の場合などに類似の構

成が行われた。非常に簡単な抽象的特徴付

けを持つことが強みだが、具体的に書き下

すことの難しさが難点であった。研究代表

者はこれまで、辻雄（東大数理）、小林真

一（東北大）、Guido Kings（Regensburg

大学）との共同研究を通して、楕円曲線の

場合のポリログや関連する Eisenstein 類

の研究を進めてきた。本研究ではこれらの

成果を発展させ、論文としてまとめ、さら

にこれらの結果を踏まえて次の２つの事

柄を目指して来た。 

(1) 楕円曲線のポリログが具体的に記述で

きたことの数論的帰結を網羅的に研究

する。 

(2) アーベル多様体等、他の代数多様体の

場合のポリログを具体的に記述するこ

とを試みる。 

この２つの事項は並行して研究を進めた
が、研究期間の前半には主に(1)を、研究
期間の後半には主に(2)を重点的に研究し
た。また、これらの研究を進める上で、広
範囲に渡る、関連する数論幾何的手法の整
備も行うことを目指した。 
 
３．研究の方法 

研究期間中、通算 10 名の若手研究者を

特任助教として雇用し、チームで行うプロ

ジェクト型研究として研究を進めて来た。 

研究期間の前半には、主に、楕円ポリロ

グや Eisenstein 類の具体的記述という成

果を踏まえて、その数論的帰結や、今後の

その研究を発展させるための数論的技術

の整備のため、主に岩澤理論の専門家や p

進表現の専門家（中村健太郎、加塩朋和、

新井啓介、萩原啓、津嶋貴弘、大槻玲）を

雇用した。中村氏は、Trianguline 表現の

研究を遂行した。加塩氏は、p 進ガンマ関

数の研究を遂行した。新井氏はモジュライ

曲線の有理点やガロア表現の像について、

萩原啓氏はmotiveについて研究を行った。

津嶋氏、大槻玲氏は、supersingular な素

数の場合に虚２次体に付随する Hecke 指

標の p 進 L 関数について研究を遂行した。 

研究は順調に進み、研究期間の後半で、

特に Eisenstein 類の方法が Hilbert 

modular の場合に有望であることが期待

されてからは、就職等を要因として良いタ

イミングで特任助教が順次入れ替わり、主

に総実代数体や Hilbert modular の専門家

（山本修司、高井勇輝、三浦崇、長谷川泰

子、大槻玲）を雇用することにより、Hilbert 

modular 多様体や関連する技術について、

研究を進めることができた。 

 
４．研究成果 

(1) 研究代表者は小林真一氏（東北大）、辻

雄氏（東大）との共同研究を通して、CM楕

円曲線のポリログのホッジ実現およびp進

実現を具体的、明示的に記述することに成

功し、結果を論文としてまとめた（雑誌論

文4,5）。 

 

(2) 研究代表者は小林真一氏との共同研究

を通して素数 pがordinary場合に、虚２次

体のHecke指標に付随するp進L関数のテー

タ函数を用いた構成に成功し、論文として

まとめた（雑誌論文3）。本研究プロジェク

トメンバーである大槻玲氏はこの研究をさ

らに発展させ、p がsupersingularな場合に

虚２次体のHecke指標に付随する p進 L関

数のテータ函数を用いた構成に成功した。 

 

(3) 研究期間の前半で、中村健太郎氏は、

Trianguline表現のZariski稠密性を証明し

た（雑誌論文14,15,16）。新井啓介氏はモ

ジュライ曲線の有理点やガロア表現の像に

関する結果を得た（雑誌論文16, 17, 18, 19

）。加塩朋和氏は、ｐ進多重ガンマ関数と

ｐ進周期の関係についての論文を執筆した

（雑誌論文10）。津嶋貴弘氏はモジュライ曲

線の還元について結果を得た （雑誌論文13

）。 

 

(4) 研究代表者は海外研究協力者のGuido 

Kings氏（Regensburg大）とともに虚２次

体に付随するHecke指標のp進Beilinson予

想の研究を進めた。まず、p進 Eisenstein 

類を明示的に表示することに成功した (雑

誌論文2)。この結果に基づき、素数pが

ordinaryな場合、虚2次体に付随するHecke

指標のp進Beilinson予想を証明することに

成功し、結果を論文としてまとめた(雑誌論

文１)。さらに、Kings氏の学生M. Niklas

との共同研究を通して、この結果を一般の

楕円保型形式の場合にも拡張した（Niklas

氏の博士論文）。 



(5) 研究期間の後半では、高井勇輝氏が代数

体の相対類数の非加除性について（雑誌論

文12）、長谷川泰子氏がSp(2)の標準L関数

について、それぞれ研究を順調に進めた。

また、三浦崇氏は非巡回型のCM拡大のイデ

アル類群をFittingイデアルを用いて研究し

、山本氏は、多重ゼータ値の研究を進めた

（雑誌論文7, 8, 9, 10, 11）。 

 

(6) 研究代表者は、小林真一氏、古庄英和氏

とともに、虚２次体の導手がpで割れる

Hecke指標のp進Beilinson予想を考える上

で必要となる、p進Eisenstein-Kronecker

級数をColeman関数として定義した（雑誌

論文1）。広常智輝氏は、この研究と関連し

て、p進L関数をp進Einseinstein級数で書き

表した（雑誌論文22）。 

 

(7) 研究代表者は、Hilbert modular多様体の

場合のポリログを具体的に記述する決定的

なアイディアを得た。より具体的には、

Hilbert modular多様体の場合のポリログの

具体的表示と思われる有望な候補を発見す

ることに成功した。この候補は、Eisenstein

級数やp進Eisenstein級数を用いて記述され、

研究代表者のそれまでの研究と照らし合わ

せても極めて自然なものである。また、

Eisenstein級数やp進Eisenstein級数はL関数

の値とも関係することから、この候補が実

際にポリログを記述していることが導かれ

れば、様々な数論幾何的予想の解決に実際

に用いることができると期待される。この

発見が、研究代表者を代表とする科学研究

費補助金・基盤研究 (A)「Eisenstein類を核

とした数論幾何的予想の解決に向けた戦略

的研究 」の研究へと繋がった。 

 

以上の研究成果、特に(4)(7)より、当初目指

していた研究成果を達成することができた

ことになる。特に、高次元であるHilbert 

modularの場合に有用な知見を得られたこ

とは、極めて意義深い。 

 
５．主な雑誌論文等 
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