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研究成果の概要（和文）：幾何学において不変量は重要な役割を果たしているが、本研究ではそ

の中で指数と基本群についてそれぞれ異なった動機づけで解析が行われた。前者においては指

数の局所化と呼ばれる現象をシンプレクティック幾何学におけるトーラス作用において見出し、

定式化を行った。後者においては複素曲面の基本群の分類に現れる SL(3,Z)の共役類の問題に
ついて幾何的な問題との関連について多少の進展を得たが、まだ理解されていない部分があり、

研究は続いている。 
 
研究成果の概要（英文）：It is well known that topological  invariants play important role in 
geometry. In this research we studied the index of Dirac operators and fundamental groups 
in different situations. In the former we found a localization of Dirac operators in 
symplectic action of tori. In the latter we found a geometric interpretation of conjugacy 
classes of SL(3,Z), which is related to topology of complex surfaces, though it is not 
completely understood. 
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１． 研究開始当初の背景 
微分位相幾何学は主に多様体の位相につ
いて調べる学問である。その手法におい
て、多くの位相的な情報が多様体のハン
ドル分解を通して基本群やコホモロジー
群などの不変量から得られることはよく
知られている。一方、コホモロジー群は
そのような位相的側面とは別に解析的な
側面を持っており、deRham作用素や複
素幾何学に現れる Dolbeaut 作用素など

の微分作用素の性質と幾何学的な性質と
の関係が積分を通じて理解されている。
後者の Dolbeaut 作用素は可微分多様
体上で Dirac作用素として拡張され、指
数定理においても重要な役割を果たして
いるが、コホモロジー群との関係が直接
的でないことから、近年の数理物理学の
発展まで、研究の対象としての認識は幾
何学全体の中では高くなかったのではな
いかと思われる。 
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 そのDirac 作用素はWitten によるル
ー プ 空 間 上 の 指 数 定 理 や
Seiberg-Witten方程式により、幾何学に
おいても研究が進み、指数定理の証明や
群作用がある場合のDirac作用素の指数
の消滅定理などを生み出した。特に 
Seibrg-Witten 方程式によって  Dirac
作用素が定義されるベクトル束の特性類
の研究が進み、４次元スピン多様体の構
造や複素曲面の微分同相類はよく理解さ
れるようになった。 
このような現状からDirac作用素の性
質およびそれによって現れる現象を様々
な角度から研究することは有意義と思わ
れる。更に、基本群など Dirac作用素と
は直接関連しない対象にも焦点をあて、
多様体の位相的な性質との関係を明らか
にしていく。 

 
２． 研究の目的 

 (1)４次元多様体の位相的な性質は
Dirac 作用素の指数によって得られる
ものとして、Rokhlin の定理はよく知ら
れている。その証明におけるDirac作用
素の役割と Seiberg-Witten 方程式を使
った「10/8-定理」の証明の役割は類似し
ている。一方、基本群が自明でない場合
に 10/8-定理は拡張されているが、その
式はオイラー数や符号数とは違う新しい
不変量を使って記述される。これはコホ
ロジー環だけでは決まらない量であるが、
コホモロジー環を使った量を使った評価
も可能である。計算例も含めてこれを理
解したい。 
 (2)Dirac 作用素の性質を理解する方
法として、局所化はよく知られている。
その例は指数定理の K-理論を使った証
明や熱核を使った証明にそれぞれ異なっ
た場面において表れている。特に
Atiyah-Singer の不動点定理においては
指数の固定点への局所化が顕著に現れる
ため、その結果や手法が別の方向に応用
され、Dirac 作用素の別の側面を提示し
ていると思われる。これらの結果から更
なる別の状況下で新しい局所化の現象を
見出すことは期待される。 
 (3) Seiberg-Witten 理論により４次元
多様体論は飛躍的に進歩し、特に複素曲
面はその微分同相類の分類についてまと
まった結果が得られているが、完全な形
で は な い 。 そ の よ う な 現 象 は
Seiberg-Witten 理論の更なる発展を期
待させるが、もう一つは Seiberg-Witten
理論によらない複素曲面の微分同相類の
分類である。本研究はそのような例とし
て基本群によって分類できる複素曲面を
考察している。 

 
３．研究の方法 
 (1) 本研究で問題としている４次元スピン
多様体の不変量はKO-理論の枠組みで定義
されているが、コホロジー環によって定義さ
れるある不変量を使って評価できることが
わかっている。この量は枠組みにおいて
Dirac作用素を de Rham作用素に置き換え
ると、Novikov不変量に近い形をしているの
で、その議論や結果を手掛かりにして、符号
数のような代数的な意味を明らかにできる
ことが期待できる。 

(2) 本研究では、主にトーラスがシンプレ
クティック多様体に作用し、完全可積分とな
っている場合がモデルとなっている。そのよ
うな場合のDirac作用素の指数は不動点の周
りに局所化されることはよく知られている
が、その手法を考察することにより、局所化
の様子が詳しく解析され、一般化が可能とな
る。 

(3) これまで、松本幸夫氏や上正明氏によ
って基本群が大きい場合の楕円曲面の微分
同相類が研究され、オイラー数や基本群によ
って特徴付けられることがわかっている。そ
れと同時に、楕円曲面の構成手法からも微分
同相類を特徴付けも行われている。本研究に
おいては、複素曲面の中で井上曲面の微分同
相類について考察を行っている。すでにそれ
らは基本群によって分類されることが知ら
れているが、楕円曲面と同様に構成手法から
の特徴付けを行うために行列群の考察を行
う。 

 
３． 研究成果 
(1)本研究ではまず４次元多様体のコホモロ
ジー環から定まる不変量を定義し、10/8-定
理との関係を調べた。更に、コホモロジー環
の構造を交叉形式の特徴付けのように何ら
かの意味で標準的なものから書き下し、不変
量の意味を調べる試みを行ったが、本研究に
おいて進展はほとんど得られなかった。理由
は整係数の代数に関する結果の不理解と思
われる。しかし、研究代表者は引き続き検討
を行っている。 

(2)本研究において、Dirac作用素の指数の

局所化がシンプレクティック多様体上のトー

ラスファイブレーションにおいて消滅するこ

とを見出した。特に完全可積分系における運

動量写像に対して Riemann-Roch 数が

Bohr-Sommerfeld ファイバーと特異ファイバ

ーの周りに局所化されることがわかる。その

後、更に共同研究を推し進めて、ファイバー

が退化している場合に局所化の精密化を行っ

た。その具体的な応用として、複素射影空間

上の線形なトーラス作用に関するモーメント

マップから得られるトーラスファイブレーシ



 

 

ョンにおいて Riemann-Roch 数の寄与が整数

点の逆像に局所化されることがわかることを

考察した。別の応用として、トーラス作用に

よって運度量写像が与えられている場合の 

Guillemin-Sternberg 予想の別証明も与えた

。これらはこれまでに知られている結果では

あるが、局所化が指数定理の枠の中で幾何学

的に理解でき、様々な一般化が期待できる。 

(3)本研究は、村上翔太氏（慶應義塾大学）の

研究で得られた井上曲面の微分同相類に関す

る結果に基づいている。それによると基本群

によって微分同相類は特徴付けられ、更に基

本群は井上曲面の構成手法に現れる３次の整

係数行列の共役類によって特徴付けられるこ

とがわかっている。そこで、行列の共役類の

特徴付けが問題となるが、複素射影空間への 

線形作用の考察から、代数的な問題を幾何的

な問題に変換することは可能となった。現時

点では、その作用の性質を考察している段階

である。期待できる結果は共役かどうかを判

定するアルゴリズムの構成である。 
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