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科学研究費補助金研究成果報告書 
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研究成果の概要（和文）：Good deal boundsの研究に現れるショートフォールリスク測度に
関する研究の総仕上げを行った．ショートフォールリスク測度とは，条件付請求権の売り

手がうまく戦略を組んでショートフォールリスクをある閾値以下にできる最低価格を表す

凸リスク測度である．このショートフォールリスク測度により，条件付請求権の価格の候

補を求めることができる． 
平成 21年度の前半では，20年度までに得られた結果を，原資産価格過程が非局所有界
である場合に拡張すると共に，admissible戦略が凸錘や凸に制約された場合についても論
じることに成功した．さらに後半では，inf-convolutionに関する研究を行い，これをショ
ートフォールリスク測度の表現の導出へ応用した．その結果，これまでに得られていたシ
ョートフォールリスク測度の表現は，Orlicz空間のうち Orlicz heartと呼ばれるものを対
象としてきたが，これを完全に一般の Orlicz空間に拡張することに成功した．  
 
研究成果の概要（英文）：I have completed my research on shortfall risk measures which 
appear in research on good deal bounds. Shortfall risk measures are convex risk measures 
representing the least price which enables a seller selling a claim to suppress her shortfall 
risk less than her limitation by selecting a suitable hedging strategy. Shortfall risk 
measures would decide candidates of prices of contingent claims. 

In the first half of FY 2010, I extended results which I had obtained in FY 2009 to the 
case where the underlying asset price process is non-locally bounded, and succeeded in 
getting some results on models under cone and convex constraints. Moreover, in the second 
half, I studied inf-convolutions, and applied it to the shortfall risk measure problem. As a 
result, while I had obtained results only on Orlicz hearts which are parts of Orlicz spaces, I 
succeeded in extending to general Orlicz spaces. 
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研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学・数学一般(含確率論・統計数学) 
キーワード：確率論・関数解析学・応用数学・ファイナンス論 
 
１．研究開始当初の背景 
 条件付請求権の価格は，株価をマルチンゲ
ールにする測度，同値マルチンゲール測度の
下での期待値で与えられる. この値は, 条件
付請求権を完全に複製するヘッジ戦略の初
期費用と一致する. このような複製戦略が存
在する市場を完備市場と呼ぶ．しかし，市場
の完備性は現実離れした非常に強い条件で
ある．そこで，完備性を持たない非完備市場
における条件付請求権の価格付け及びヘッ
ジング手法の研究が重要になっている．非完
備市場では, 同値マルチンゲール測度が無限
個存在し, 複製戦略は存在しない. そこで，
複製戦略に代わる何らかの意味で最適なヘ
ッジ戦略を考える．つまりヘッジ戦略に関す
る何らかの最適化問題を考える．そして，そ
の双対問題として同値マルチンゲール測度
に関する最適化問題が現れる．それが価格付
け問題に密接に関係しているのである．例え
ば，L^2の意味で最適なヘッジ戦略を選択す
る問題を考える．この時，解の存在を保証す
るために株価過程に関する確率積分全体の
空間が L^2 の意味で閉になっていなければ
ならない．この最小化問題の解を mean 
variance hedging と呼ぶ．Mean variance 
hedgingの初期費用を価格と見なすと，これ
は variance-optimal martingale measureと
呼ばれる同値マルチンゲール測度の下での
期 待 値 に 等 し い ． Variance-optimal 
martingale measure とは，ラドン・ニコデ
ィム密度関数の L^2-ノルムが最小になる同
値 マ ル チ ン ゲ ー ル 測 度 で あ る ．
Mean-variance hedging の表現は，論文「On 
L^2-projections on a space of stochastic 
integrals 」 (T. Rheinlander, and M. 
Schweizer,Ann.Prob.,Vol.25,pp.1810-pp.18
31, 1997)や私自身の研究「An extension of 
mean-variance hedging to the 
discontinuous case 」 (Fin.Stoch.,Vol.9, 
pp.129-pp.139, 2005)などにより大部分は解
決している．平成 18 年度までの私の研究対
象は，mean-variance hedging の拡張として，
条件付請求権とヘッジ戦略の価値の差の p次
平均(p>1)が最小となるようなヘッジング手
法，L^p-ヘッジングであった．数学的には，
確率変数の確率積分空間上への L^p-射影を
求める問題と同値である．p=2 の場合が
mean-variance hedging に相当する．私は，
この L^p-ヘッジングの表現とそこから導か

れる条件付請求権の価格，つまり L^p-ヘッジ
ングの初期費用の数学的特性に関する研究
成果を既に得た．Mean-variance hedgingの
結果より，L^p-ヘッジングから導かれる価格
は q-optimal martingale measureの下での
期待値で与えられると予想される．但し，q>1
は p の共役指数で，q-optimal martingale 
measureとは，ラドン・ニコディム密度関数
の L^q-ノルムが最小になるマルチンゲール
測度のことである．しかし，この予想は成立
しないことが分かった．そして，L^p-ヘッジ
ングから導かれる価格が射影作用素を用い
て特徴付けられることも示した．これらの成
果 を 論 文 「 L^p-projections of random 
variables and its application to finance」に
まとめ出版した． 
 平成 19 年度当初は，L^p-ヘッジングをよ
り一般の凸関数上の最適化問題に拡張する
ことと，リスク管理的な観点を取り入れた最
適ヘッジ戦略に関する研究を行いと考えて
いた． 
 
２．研究の目的 
私の研究分野は確率論を用いた数理ファイ
ナンスであり，特に，金融派生商品, より一
般に条件付請求権の価格付け問題に端を発
する確率過程論的問題に取り組んでいる. 最
終目標は，数学的概念とファイナンス的概念
の結びつきを明らかにすることと，数理ファ
イナンスという視点から発生した問題を通
して確率過程論の一般論に対する貢献を行
うことである．今回の研究課題では，そのよ
うな最終目標を達成すべく，非完備市場にお
けるヘッジ戦略や価格と同値マルチンゲ―
ル測度の関係を包括的に理解することを目
的とした．条件付請求権との距離が最小にな
るというファイナンス的意味を持つヘッジ
戦略が，双対性から導かれる同値マルチンゲ
ール測度という数学的概念とどう関わって
いるのかを明らかにすることを目指した．ま
た，数学的視点から提唱された同値マルチン
ゲール測度のファイナンス的意味付けにも
取り組む予定であった．これらの研究により，
セミマルチンゲールに関する確率積分空間
上の関数解析という新たな数学的枠組みを
定式化することができればと考えきた． 
 
３．研究の方法 
数学的には，確率積分空間上の関数解析また



は凸解析という立場から問題を扱ってきた．
最適ヘッジ問題の双対問題として，同値マル
チンゲール測度上の最適化問題が表れるこ
とから，ヘッジ戦略と同値マルチンゲール測
度の関係に注目して研究を行った． 
 
４．研究成果 
平成 19年度の前半は，前年度後半からの
継続である非対称関数に基づいた最小ヘッ
ジ戦略問題を扱った．解の一意存在のための
条件と特性について，関数解析の一般論を用
いて研究した．研究成果を論文「Optimal 
hedging strategies on asymmetric 
functions」にまとめた．さらに後半は，no 
good dealという概念から導かれる請求権価
格の上下限と凸リスク測度の関係について
研究した．非完備市場における請求権の価格
を無裁定条件から導こうとすると，価格は一
意に定まらず，価格の候補となる範囲のみが
与えられる．しかもこの価格の範囲は非常に
広く実用性に乏しい．そこで，何らかの指標
を基に，それがある閾値を下回るか上回る場
合を，投資家にとって良い投資機会(good 
deal)であると定義する．請求権の価格は，
買い手売り手双方にとってgood dealになら
ないような値を取るはずである．そのような
価格の範囲をgood deal boundと呼ぶ．これ
は，無裁定条件から導かれる価格の範囲より
も狭くなる．私は，期待ショートフォール(損
失額の重み付け期待値)を基にしたgood deal 
boundの研究を行った．まず，投資家が上手
く戦略を組んで期待ショートフォールをあ
る閾値以下にできる場合をgood dealと定義
した．つまり請求権の価格は，買い手売り手
共にどんなヘッジ戦略を組んでも期待ショ
ートフォールをある値以下にできないよう
な値である．このような値の上下限を，凸リ
スク測度を用いて表現した．成果を論文
「Good deal bounds induced by shortfall 
risk」にまとめた． 
さらに，3月に入ってからOrlicz space上で
の最適ヘッジ戦略とそれに関連するマルチ
ンゲール不等式の研究を行っている．この研
究に関連した研究連絡を行うためにスイス
を訪問した． 
平成20年度は2つの研究を同時に行った．
一つは，平成 19年度に始めた共同研究であ
る．共同研究者は，スイス連邦工科大学チュ
ーリッヒ校のSchweizer教授とカナダ・アル
バータ大学のChoulli准教授である．この研
究は，Orlicz空間上での最適ヘッジ問題とそ
れに関連するマルチンゲール不等式に関す
るものである．最適ヘッジ問題に関しては，
最適解が一意存在するための十分条件を得
ることに成功した．しかし，マルチンゲール
不等式に関する研究は平成 21年度に持ち越
すこととなった． 

もう一つの研究テーマは，Orlicz空間上の
凸リスク測度に関する研究である．これも昨
年度からの引き続きである．19年度末に論文
「Good deal bounds induced by shortfall 
risk」をまとめたが，20年度はこの成果の拡
張を行った．19年度の論文では，条件付請求
権の売り手がうまく戦略を組んでショート
フォールリスクをある閾値以下にできる最
低価格を，Orlicz heart上の凸リスク測度で
表現することに成功した．これに対し，投資
家の選好を表す損失関数や投資家が選択で
きる戦略のクラスを拡張するためには，この
最低価格を Orlicz空間上の凸リスク測度で
表現することが必要となる．そのための必要
条件と表現定理の導出に成功し，論文を改訂
することに成功した．この成果を得ることが
できたきっかけは，平成 20年 7月にロンド
ンで開催された国際学会に科研費を使用し
て参加したことによる．その学会において，
私は 19年度末に得られた成果を発表した．
それに対して，凸リスク測度の研究で最近大
きな成果を得ているイタリア人研究者であ
るミラノ大学のFrittelli教授から色々とア
ドバイスを頂き，今回の拡張を行うことを提
案してもらったのである． 
平成 21年度は，19年度から始めた Good 
deal boundsの研究に現れるショートフォー
ルリスク測度に関する研究の総仕上げを行
った．ショートフォールリスク測度とは，条
件付請求権の売り手がうまく戦略を組んで
ショートフォールリスクをある閾値以下に
できる最低価格を表す凸リスク測度である．
このショートフォールリスク測度により，条
件付請求権の価格の候補を求めることがで
きる． 
21年度の前半では，20年度までに得られ
た結果を，原資産価格過程が非局所有界であ
る場合に拡張すると共に，admissible戦略が
凸錘や凸に制約された場合についても論じ
ることに成功した．この結果を，19年度末に
書いた論文「Good deal bounds induced by 
shortfall risk」の改訂版に書き加え学術論
文雑誌に投稿した． 
さらに後半では，Orlicz空間上の凸リスク
測度の一般論の研究，特に inf-convolution
に関する研究を行った． Inf-convolutionは，
最適リスク分配問題などに登場するリスク
測度の分解方法であり，これまでは有界確率
変数上のリスク測度に対する研究しか行わ
れてこなかった．今回はそれを一般のOrlicz
空間上のリスク測度にまで拡張した．これを
ショートフォールリスク測度の表現の導出
へ応用した．これまでに得られていたショー
トフォールリスク測度の表現は，Orlicz空間
のうち Orlicz heartと呼ばれるものを対象
としてきたが，これを完全に一般の Orlicz
空間に拡張することに成功した．一般の



Orlicz空間は順序連続性を持たないため，リ
スク測度の表現を得るためには順序下半連
続 性 を 論 じ る 必 要 が あ る ． そ こ で
inf-convolutionを用いてショートフォール
リスク測度を2つのリスク測度に分解し，そ
れぞれの下半連続性を調べた．この結果を論
文「Convex risk measures on Orlicz spaces: 
inf-convolution and shortfall」にまとめ，
学術論文雑誌に投稿した． 
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