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研究成果の概要（和文）：自然数の部分列に対してその逆数の和が発散するとき、その中に任意の長さの等差数
列が存在するというエルデシの未解決予想の解決を目指して、エルゴード理論からどのようにアプローチできる
かを研究した。この問題のためには、古典的なエルゴード的変換の多重再帰性ではなく無限大の不変測度を持つ
エルゴード的変換の多重再帰性を考える必要がある。本研究ではこの観点から無限大不変測度を持つエルゴード
的変換の研究を行い、Rauzy induction の自然拡大、cylinder flow に関する極限定理について新しい結果を得
た。更に、多重再帰性について、特別な性質を持つエルゴード的変換の存在を示すことに成功した。 

研究成果の概要（英文）：We consider the following the long standing open question which is called 
the Erdos conjecture for arithmetic progressions : Suppose that (a_n) is a sub-sequence of natural 
numbers such that the sum of the inverse 1/a_n diverges.  Then for any natural number k, there 
exists an arithmetic progression of length k in (a_n). The aim of this research is to find a way to 
solve this conjecture from infinite ergodic theory. In this point of vie w, we got the following 
results.  (1) We constructed the natural extension of the Rauzy induction as a map on the set of 
translation surfaces.  (2) We have some limit theorems for cylinder flows. 
  Moreover we constructed an infinite measure preserving transformations which has a restricted 
mutiplicity of recurrence.      

研究分野：数理解析学

キーワード： エルゴード理論　無限大不変測度　等差数列のエルデシ予想

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
等差数列に関するエルデシ予想は21世紀に入り、Green-Taoにより素数列に関しては解決されたものの、本来の
問題は依然として未解決の難問である。本課題では、この問題解決への一つのアプローチとして1970年代に H. 
Furstenberg により提案された方法の厳密な正しさを証明することを意識しながら infinite ergodic theory 
を研究した。infinite ergodic theory の多重再帰性に関する研究の進展はエルデシ予想の解決に向けた一つの
大きな可能性を持つもので、そこに本研究の学術的意義が見いだされる。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
自然数の部分列が正の密度を持つとき、その中に任意の長さの等差数列が存在することが 1970
年代に E. Szemeredi により証明された。その後、H. Furstenberg は確率不変測度を持つ変換
の多重再帰性定理を証明し、その定理が Szemeredi の結果と同値であることも併せて証明した。
ここで多重再帰性とは、任意の正の測度を持つ事象と自然数 kに対してその事象がある同じ時
間間隔で k回続けて起こるという性質である。多重再帰定理の確立以降、すべてのエルゴード
的変換に対して「何らかの性質」が成り立つことと自然数の部分列の性質が対応付けられる、
という考え方で多くの研究が行われるようになった。この考え方は現在では Furstenberg 
correspondence と呼ばれており、Ergodic Ramsey 理論として現代エルゴード理論の大きな一分
野として 21 世紀至るまでに大きく発展している。たとえば、1980 年代には J. Bourgain は「部
分列に沿った Cesaro mean の極限がすべてのエルゴード的変換と“可測関数”に対して成立す
る」あるいは「どのようなエルゴード的変換に対しても部分列に沿った Cesaro mean の極限が
存在しない“可測関数”がある」という性質により、自然数の部分列に対して universally good, 
universally bad という概念を定義し、多くの列の分類を行った。ここで考える可測関数をど
の関数空間に設定するかにより universal な性質が異なることも同時に示している。また、V. 
Bergelson は多重再帰性定理の時間間隔を多項式 Pに対して P(n)とすることで多項式多重再帰
性定理を示した。これらの結果はその後多くの研究者により拡張された。 最近では古典的な
Wiener-Wintner 定理の部分列に対する成立の可否などにまで及んでいる。21 世紀に入って、
Szemeredi の定理の量的評価が T. Gowers により得られた。また、Furstenberg のアイデアの延
長線上の方法論を用いて B. Green と T. Tao は「任意の長さの等差数列が素数のみにより実現
出来る」という Erdos-Turan 予想の解決に成功した。これらの研究の進展が見られた背景には、
Gowers の導入した有限数列上の一様セミノルムの概念がある。これを関数空間に拡げる広げる
ことにより関数解析的手法を用いて、B. Host と B. Kra、あるいは, T. Ziegler により非伝統
的エルゴード定理が証明された。これらの研究の流れの中で、エルゴード的変換に対してその
nil factor が多重再帰性多項式再帰性などの性質を決定づけていることが明らかにされた。し
かし、密度０の問題、とりわけ「逆数の和が発散するような自然数の部分列の中に任意の長さ
の等差数列が存在する」というエルデシ予想の解決には依然として解決されていない。 
 
２．研究の目的 
1970 年後半から Furstenberg, Bourgain 達により始められた Ergodic Ramsey 理論で捉えきれ
ていない問題を、無限大不変測度を持つエルゴード理論の研究によりブレークスルーすること
を目的とする。この研究テーマは 1970 年代に Furstenberg が挑戦しているが、その当時のエル
ゴード理論ではまだ未解明の問題が多かったため不首尾に終わった。その後研究代表者と Tel 
Aviv 大学の Jon Aaronson がマルコフシフトに対して行った共同研究(2000 年)を除いては、ほ
とんど手つかずの分野である。そこで本研究では、等差数列に関するエルデシ予想をエルゴー
ド理論からのアプローチを行うことを目標に、そのための無限大不変測度を持つエルゴード的
変換のあらたな理論構築をめざした。とりわけ、エルデシ予想の解決のための手掛かりとして
無限大不変測度を持つエルゴード的変換の再帰性の速さと多重再帰性の問題を研究することで
エルデシ予想に対応するエルゴード理論としての命題を明確にすることをスタート地点として、
エルデシ予想の解決までの距離を徐々に狭めていくことでエルデシ予想、無限大不変測度を持
つ変換のエルゴード理論の新たな相互研究を発展させることを目標とした。 
 
３．研究の方法 
まず Ergodic Ramsey 理論のこれまでの研究過程を検討することから始めた。非伝統的エルゴー
ド理論の証明に潜む nil sequence と呼ばれる数列の Furstenberg correspondence に果たす役
割が無限大不変測度を持つエルゴード理論に適応可能かを意識しつつ、最新のこの分野の進展
状況をまとめ上げた。これを基にして、これまでに知られている無限大不変測度を持つエルゴ
ード的変換のタイプを分類し, 構成すべき例がどのような形で実現可能かを吟味した。特に, 
cutting and stacking の方法によるエルゴード的変換の構成を軸に研究を行った。また, マル
コフ連鎖（ランダムウォーク）, シリンダーフロー、ではなぜ多重再帰性が保証されるのかを
確率論, 数論両方の立場から検討することでこれらの変換のエルゴード理論的性質の研究を行
った。一方, エルデシ予想と 1/n-conservative の問題については背理法によるアプローチが
もっとも自然な第一歩と思われるため、それによる問題解決を試みた。また, 研究の第一歩と
しては, いきなり多重再帰性の研究に着手するのではなく, 二重再帰性の成立の十分条件の検
討から始める。そこで, cutting and stacking と呼ばれるエルゴード的変換の一般的な構成方
法を用いて, 妥当と判断できるような条件を決め, その方法でどこまで本質に迫れるかを確認
し, 一般に同値性が正しくないときに何が問題となるかの検討を行った。 
 これらの研究の進展の過程において、関連分野が多く研究されているイスラエルを訪問し、
Tel Aviv 大 Jon Aaronson 教授、Weizmann 研究所 Omri Sarig 教授、Benjamin Weiss 教授ら
と研究討論ならびに研究情報の交換を行った。また、イスラエルからの研究者招聘も行った。
さらに、数論的側面の研究のため、Paris 第 7 大学 Valerie Berthe CNRS 上級研究員、Delft
工科大学 Cor Kraaikamp 准教授との研究討論も行った。 
 



４．研究成果 
(1) 過去の研究のさまざまな結果を整理することにより、Ergodic Ramsey 理論に関する展望を
得ることができた。また、イスラエルの研究者との研究情報交換により、無限大不変測度を持
つエルゴード的変換の多重再帰性が変換の拡大により伝播することに関する Ben-Gurion 大学
T. Meyerovitch 教授 の未発表の研究成果についての貴重な情報を得ることができた。これは
本研究の基盤として重要であり、得られた知見は下記の学会等発表の⑫で講演を行った。さら
に無限大不変測度を持つエルゴード理論の研究からの視点を交えて、下記の学会等発表の⑪で
講演を行った。 
 
(2) 過去の様々な研究結果を精査することにより、1/n-conservative で、かつ多重再帰的でな
いエルゴード的変換が存在すればエルデシ予想は正しくないことが証明できることが改めて確
認された。一方、1/n-conservative なエルゴード的変換がすべて多重再帰的であればエルデシ
予想が正しいかどうかは、まだ未解決の問題である。しかし今回の研究によりその証明の困難
さのポイントとなる数列に関する性質を絞り込むことに成功した。 
 
(3) 多重再帰性の多重度の問題と Kakutani タイプ（α-タイプ；0 ≦α≦ 1）との関連につい
て結果を得ることに成功した。とりわけ Kakutani タイプの値が多重度を下から評価できるこ
とを示すことができた。また、その評価が最良のものであること、Kakutani タイプから多重再
帰性についてそれ以上の情報が得られないことも証明することができた。この成果はアメリカ
の無限大不変測度を持つエルゴード的変換の研究の第一人者である Williams College の Cesar 
Silva 教授のこれまでの研究成果と深い関係があることが判明し、今後、同教授と共同で研究
を継続することについて合意した。 
 
(4) Jon Aaronson 教授との研究討論の成果として 1/n-conservative なエルゴード的変換の典
型である cylinder flow について回転数が有界型である場合に 再帰時間が n/(√log n)であ
ることの証明に成功した。ここで回転数が有界型とは無理数で、なおかつ、その連分数展開係
数が有界であることである。この結果は従来、回転数が 2次の無理数の場合にのみ証明されて
いたが、今回の研究ではランダムな行列の積に関する固有ベクトルの挙動に関して新しいアイ
デアを用いることで、従来知られていた方法では得られなかった結果を得ることに成功した。
この研究成果は、Jon Aaronson と Michael Bromberg との共著論文として下記発表論文③に出
版されている。この問題は一般の無理数を回転数に持つ cylinder flow について成立するかに
ついては不明であるが、今回の研究過程でそうならない場合が存在することが予想されている。 
 
(5) 無限大不変測度を持つエルゴード的変換の中でも平坦面の幾何学との関わり合いにおいて
重要な意味を持つ Rauzy induction の natural extension の逆写像を Cruz-daRocha のアイデ
アに基づいて研究した。この研究は 2対 1の写像である Rauzy induction を今回の研究対象と
なる 1 対 1 のエルゴード的変換に拡張するためのものであったが、研究の副産物として
translation surface とよばれる平坦面の新たな構成法を見出すことになった。実際、自然数
を成分に持つ有限ベクトルを任意に与えた場合、それを特異点指数として持つ flat surface
がこの構成方法により構成できることが示された。また、この研究成果は井上賀絵との共同研
究として下記発表論文②に出版されている。ここで得られた 1対 1のエルゴード的変換の多重
再帰性の重複度を確定することを始めとして様々なエルゴード理論的性質を明らかにすること
は今後の研究課題となる。 
 
(6) 無限大不変測度を持つ 1対 1でないエルゴード的変換の重要な例として、加法的連分数変
換として知られている Farey map の複素数への拡張とそこから 1対 1写像を構成する研究を行
った。この問題ではフラクタ集合の解析が必要となり、多くの数学的問題がまだ解明されてい
ない。現段階では、有限不変測度を持つ乗法的連分数変換から 1対 1写像を構成することに成
功した。また、このような複素連分数変換は展開係数の属する体がユークリッド的虚二次体の
場合に限ることが証明された。この研究成果の一部は江居宏美、伊藤俊次、夏井利恵との共同
研究として、発表論文①に出版されている。残りの部分については江居宏美、夏井利恵と共に
現在論文を執筆中である。加法的連分数写像への拡張とその多重再帰性についてが、今後の研
究課題となる。 
 
(7) マルコフ連鎖の多重再帰性について、古典的な等間隔の多重再帰性以外の再帰性について
Jon Aaronson と共同研究を行った。過去の研究における方法論を詳細に吟味し、その方法でど
のような再帰性の成立が証明できるかを研究した。その結果として多項式間隔など他の多重再
帰性についても、過去の証明法を改良することで幾つかの新しい性質を証明できることが確認
された。証明のアイデアは時間間隔の一定性を時間間隔のパターンとして捉えなすことでこれ
までの証明を一般化することである。また、負曲率コンパクト面の Z-cover 上の測地流に関し
てもこの方法論で多重再帰性の議論を一般化できるかについても研究を行った。この成果は、
更に新たな ergodic Ramsey 理論との結びつきを明らかにするために現在も研究を継続中であ
る。 
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