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異なる接触頻度を持つ個体からなる人口集団における感染症流行のモデル化について（南（就）・水野・南（隆））

異なる接触頻度を持つ個体からなる人口集団 
における感染症流行のモデル化について

南　就将＊・水野洸太＊＊・南　隆二＊＊

Modelling Infectious Disease Epidemic in a Population Consisting of Individuals 
with Different Contact Rates

Nariyuki MINAMI, Kota MIZUNO and Ryuji MINAMI

Summary―We formulate and analyze some mathematical models which describe 
infectious disease epidemic in a population containing a small sub-population of 
individuals with higher contact rate.

1 ．序論

1－1．Compartmental models
　誰もが知っているように感染症は，病原体に感染した（infected）後に，体内で増殖した病
原体を排出することにより感染性を持つ（Infectious）に至った個体が，その病原体に対する
免疫を持たない―いいかえると感受性を持つ（Susceptible）―個体を感染させることに
より人口集団の中に広がってゆく。一方，病気が致死的でない場合，感染者は一定期間の後に
自然に，または治療により回復して（i）麻疹，水痘などのように免疫を獲得する（Recovered 
and immune）かまたは（ii）一般的な風邪または淋病などの性感染症のように再び感受性者
にもどる。
　このように感染症の流行をモデル化するには，まず人口集団を構成する各個体を，考察して
いる感染症に関する状態の違いにより分類することが出発点となる。通常は人口集団を S（感
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受性者），I（感染者）および R（回復者あるいは除去者）の 3 つのカテゴリー（compartment）
に分ける。さらに，感染しているがまだ他者への感染性を持つに至らない状態 E（exposed）
を加えることもある。そして各個体が感染症の進行に伴って，これらの分類カテゴリーをどの
ように移っていくかを規定することにより，様々なモデルを考えることができる。例えば上記

（i）のように，回復後に免疫が獲得される感染症は S → I → R の順に状態が変わっていくから，
いわゆる SIR モデルにより記述され，（ii）のような感染症は SIS モデルにより記述される。
その他，回復を考慮しない場合は SI モデル，またある期間の後に免疫が失われる感染症の記
述には SIRS モデルが用いられる。これらのモデルは compartmental models と総称されてい
る（Farrington［ 9 ］）。

1－2．基本再生産数 R0

　数理モデルの詳しい考察に入る前に，流行の観点から感染症を特徴づける重要なパラメータ
である基本再生産数（basic reproduction number）R0について述べておく。R0は「全員が感
受性者である人口集団に一人の感染者 X が導入された場合に，X の感染性持続期間内に X か
ら直接感染を受ける個体（ 2 次感染者）の数の平均値」と定義される。この定義が仮想的なも
のであることは，例えば麻疹についていえば全員が感受性者である人口集団など現実には存在
しないことからもわかる（［ 9 ］）。また R0の値は，感染者が排出する病原体の量，感染を受け
た感受性者の体内での病原体の増殖の速さなど病気の性質により規定される一方で，人と人と
の接触の様式など，社会的要因の影響も受けることは明らかである。したがって，物理法則に
現れる物質定数のような精度で R0を測定することは望むべくもないが，その重要性から，特
定の時期と地域における疫学データに基づいて R0の値が見積もられている。例えば麻疹の R0

は1947-50年のイングランドとウェールズでは13から14，1960-68年のガーナでは14から15，
1960-68年の東ナイジェリアでは16から17と推定されている（［ 9 ］）。
　R0の定義から明らかなように，全員が感受性である人口集団に少数の感染者が導入された場
合，R0＞ 1 なら流行が起こり，R0＜ 1 ならば起こらない。実際，感受性者の集団が十分に大き
いとすると， 2 次感染者のそれぞれが感染期間の終了までに平均 R0人の 3 次感染者を産み，
以下同様に n 次感染者の各々が平均 R0人の n＋ 1 次感染者を産むと考えられるから，第 n 次

（第 n 世代）感染者数の平均は Rn
0となるであろう。R0＜ 1 であれば Rn

0 → 0（n →∞）となり流
行は起こらない（あるいは急速に終息する）が，R0＞ 1 ならば，感受性者が補充される限り平
均感染者数は世代数 n とともに指数関数的に増大し，大流行に至るであろう。R0のこの性質
を用いると，ワクチン接種率の目標値を決定することができる（ギセック［ 6 ］第10章）。す
なわち，人口集団中に占める免疫保有者の割合が p（ 0 ＜p＜ 1 ）であるとすると，感受性者の
割合は 1 －p であるから，この感染症にとっては基本再生産数が（ 1 －p）R0で置き換えられた
のと同じことになる。したがって流行が起こらないためには

（ 1 －p）R0＜ 1  あるいは　p＞ 1 －
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でなければならないことになる。例えば麻疹の場合に R0＝15とすると，人口の約94％以上に
免疫を与えなければ大流行は防げないことになる。
　このような実用上の意義に加えて，R0は第 2 節以下に見るように，数理モデルを特徴づける
様々なパラメータと密接な関係を持っており，R0と 1 との大小関係によりモデルの数学的な性
質が大きく変わる。

1－3．確率論的モデルと決定論的モデル
　感染症の数理モデルには大きく分けて， 1 人の感染者から生じる 2 次感染者の数を確率変数
とみなす確率論的モデル（stochastic model）と，人口集団中の感受性者数 S，感染者数 I 等
の時間変化を微分方程式で表す決定論的モデル（deterministic model）とがある。個体レベ
ルで考えると，人と人との接触による感染の成立は統計的現象だから，小集団（家庭，教室，
事務所など）における感染症の流行を記述するには確率論的モデルが必要である。一方大きな
人口集団での大規模な流行を考える際には，確率論的モデルが複雑になる一方で，感染者数の
細かな統計的揺らぎよりは大局的な動きが問題になるため，少なくとも第 1 近似として決定論
的モデルがふさわしい。しかしこの場合でも，数理モデルの定式化と解釈には集団を構成する
各個体の挙動を統計的に理解することが重要であり，その際感受性者と感染者が集団の中で一
様に混合していること（homogeneous mixing）が仮定される。このような単純化は極端で
非現実的，という批判は当然あるのだが（ギセック［ 6 ］第10章），第 1 近似としての一様混
合の仮定から出発して，より現実に近いモデルを構築することは可能であるし，単純なモデル
の観察から得られる概念は複雑な現象を理解するためにしばしば有用である。また全寮制学校
のように，よく似た活動的な個体だけからなる，境界の明確な集団においては一様混合の条件
が近似的に成り立っていると考えられ，決定論的モデルによって，例えば日にちを追ってのイ
ンフルエンザの発生件数データがよく説明される（Murray［15］Figure 10.3）。感染症対策の
大きな部分が予防と制御に存することを考えれば，数理モデルによる感染症流行の予測という
方法はわが国においても今後もっと普及していくことが望ましい。
　感染症の数理モデルに関する概説書やモノグラフは数多く出版されているが，ここでは日本
語で読める稲葉（［ 1 ］，［ 2 ］），および Daley-Gani（［ 7 ］）および Diekmann-Heesterbeek

（［ 8 ］）を挙げるにとどめる。

1－4．分枝過程（branching process）
　次節以下では専ら決定論的モデルのみを扱うが，ここで最も単純な確率論的モデルである分
枝過程（あるいは Galton-Watson 過程）について触れておこう。
　基本再生産数 R0の定義におけるように，感受性者のみから成る集団に 1 人の感染者が導入
された状況を考える。集団は十分に大きく，流行の進行にともなう感受性者の減少効果は無視
されるものとする。また，一様混合の条件が成り立っているとすると，上記のことから感染者
が接触する相手は常に感受性者であると仮定されるであろう。
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　初めに導入された感染者（ 1 次感染者）が産み出す 2 次感染者の数を Z2としよう。Z2は確
率変数であって，定義によりその期待値が R0である。詳しく言うと，Z2＝k である確率を pk（k
＝ 0 ，1 ，2 ，...）とおくとき，R0＝ kpk である。また t を実変数として g（t）＝ pktk に
より確率分布 {pk} の母関数 g（t）を定義する。
　さて， 2 次感染者のそれぞれが感受性者と接触することにより，Z2と同じ確率分布に従って，
互いに独立に，新たな感染者が産まれる。それらの合計が 3 次感染者であって，その数を Z3

とする。以下同様に Zn 人の n 次感染者が産み出す新しい感染者の合計 Zn＋1が n＋ 1 次感染者
である。初等確率論を用いた考察により（Harris［11］，Diekmann-Heesterbeek［ 8 ］）Zn

の確率分布の母関数を gn（t）とすると，gn（t）は関数 g（t）を n－ 1 回合成したものになる。
すなわち

	 g2（t）＝g（t），g3（t）＝g（g（t）），...，gn（t）＝g（g（···（g（t））···）（n－ 1 回）...� （ 1 ）

 したがって Zn＝ 0 となる確率を qn とおくとき，

	 qn+1＝gn+1（0）＝g（gn（0））＝g（qn）	 （ 2 ）

が成り立つ。数列 {qn} はその意味から明らかに単調非減少で，その極限 q:＝limn →∞qn は第 1
次感染者の導入による感染の連鎖が最終的に途絶する確率を表す。（ 2 ）において n → ∞とす
ればわかるように，この確率 q は関係式 q＝g（q）を満たす。関数 g（t）が単調増加かつ下に凸，
g（1）＝ 1 ，g′（1）＝ kpk＝R0であることを考慮すると，R0 ≤ 1 のとき q＝g（q）を満たす q

（ 0 ≤ q ≤ 1 ）は q＝ 1 のみであることがわかる。すなわち R0 ≤ 1 なる限り感染の連鎖は確率 1
で途絶し，大流行には至らない。一方 R0＞ 1 ならば q＝g（q）を満たす q（ 0 ≤ q＜ 1 ）が存在
するから，正の確率 1 －q で感染の連鎖は無限に進行する。このような現象は人口集団の有限
性と矛盾するので現実的ではないが，R0 ≤ 1 なる分枝過程には，免疫保有率の高い集団におけ
る小規模で散発的な流行を記述するモデルとして応用の可能性がある（例えば［10］）。特に
R0＝ 1 の場合（臨界的という）には，最終的な感染者数 Z＝ 1 ＋Z2＋Z3＋··· の確率分布は，初
めに与えられた確率分布 {pk} の詳細に依らないベキ乗法則

P（Z＝N）～const.N −3/2（N →∞）

に従うことが知られている（Otter［16］）。孤島にある集落のように，外界との人口の出入り
が少ない環境においては，麻疹の流行規模の分布が上記のようなベキ乗法則に従うことが知ら
れているが，このことは出生による感受性者の補充と，過去の感染経験による成人間での免疫
保有率の高さがバランスして，R0が 1 の近くに自然調整されることから説明される（Jansen，
Stollenwerk［13］）。
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2 ．基本的な決定論的モデルの例

2－1．モデルを構成する基礎的なパラメータ
　一様混合の仮定の下では，感染症流行の条件は次の 3 つの量でほぼ規定される。

（i）	 接触頻度（contact rate）c ;
（ii）	 感染確率（transmission risk）p ;
（iii）	 感染持続期間（infectious period）D.

c は集団中の 1 つの個体が単位時間あたりに他の個体と接触を行う平均回数である。ここで
「接触」とは，片方が感染者でもう片方が感受性者である場合に感染が成立するための最低限
の強度を持つものであって，詳しくは「有効な接触（effective contact）」と呼ばれる。大き
な集団における一様混合の条件の下では，特定の 2 個体が短い時間内に繰り返し接触する可能
性は無視されるから，ある微小時間内に 1 つの個体が行った接触の回数と，接触の相手の数と
は同一視される。p は感染者と感受性者の間に有効な接触があった場合に，実際に感染が成立
する確率である。また D は個々の感染者が感染性を持つ期間 T の平均値である。以上により

	 R0＝cpD	 （ 3 ）

を得る。
　感染齢 t の感染者の回復率α（t）は「感染を受けてから t 単位時間経過した感染者が次の微
小時間の間に感染性を失う（回復する）単位時間あたりの確率」と定義される。すなわち，感
染持続期間 T を用いて表すと

	 α（t）dt＝P（t＜T＜t＋dt|T＞t）．	 （ 4 ）

ここで q（t）＝P（T＞t）とおくと，上の式は

	 	 （ 5 ）

となる。初等的なモデルでは簡単のためα（t）＝α（定数）とおくことが多い。このとき
q（0）＝P（T＞ 0 ）＝ 1 および

	 q′（t）＝－α（t）q（t）＝－αq（t）	 （ 6 ）

より q（t）＝P（T＞t）＝e −αt，すなわち感染持続期間 T はパラメータ α の指数分布に従う確率
変数となり，このとき D＝E［T］＝ 1 /α，したがって R0＝cp/α である。
　－q′（t）/q（t）＝α＝定数という条件は「無記憶性」と呼ばれるが，このことは感染を受けて
からの経過時間の長短に関わらず，全くランダムに感染性が失われることを表している。一様
混合条件が成り立っているとき，時刻 t における集団中の感染者数を I（t）で表すと，無記憶
性を考慮すれば，時間の原点の選び方によらず
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	 	 （ 7 ）

と考えられる。すなわち新規の感染による増加を別にすると，感染者数は単位時間あたり
－αI（t）の率で減少してゆく。
　感染力λ（t）（force of infection）とは「時刻 t において感受性者であった個体が，続く微
小時間に感染を受ける単位時間あたりの確率」と定義される。すなわち λ（t）dt は，ある個体
が時刻 t において感受性者であるという条件の下で，t から t＋dt の間に感染を受ける確率で
あるから，一様混合条件の下では，集団の総人口を N（定数），感受性者数を S＝S（t）として

	 	 （ 8 ）

という関係が成り立つ。
　さて，1 人の感受性者が他の個体と接触を行うとき，確率 I（t）/N でその相手は感染者であり，
さらにその条件の下に確率 p で感染が成立する。dt 時間内に接触する相手の数は cdt である
から，感染力の定義より

	 	 （ 9 ）

となり，（ 8 ）と合わせると新規の感染による感受性者数 S の減少率に関する次の関係式が得
られる：

	 	 （10）

以上の準備の下に，代表的な決定論的モデルのいくつかを定式化し，その基本的な性質を紹介
する。

2－2．SIS モデル
　SIS モデルにおいては，感染者は回復と同時に感受性者に戻るから，大きさ N の集団中の感
受性者と感染者の数をそれぞれ S＝S（t），I＝I（t）とすると，つねに S（t）＋I（t）＝N が成り立
っている。N は定数だから dS/dt＝－dI/dt。また回復率を α（定数）とすると（10）と合わ
せて

	 	 （11）

という方程式が得られる。S＝N－I により S を消去すればこれは

	 	 （12）

となる。この方程式は変数分離により容易に解くことができる。R0＝cp/α だから R0 ≤ 1 のと
き cp－α ≤ 0 であり，I（t）＞ 0 なる限り I（t）は減少し続け，最終的に limt →∞ I（t）＝ 0 となり，
流行は起こらない。また I＝ 0 は安定な平衡状態である。一方 R0＞ 1 のときは cp－α＞ 0 で
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あり，方程式はいわゆるロジスティック方程式と同形である。この場合 I＝ 0 は不安定な平衡
状態で，I（0）＞ 0 から出発すると

	 	 （13）

となる。今度は Ĩ＞ 0 が安定な平衡状態となるが，これはエンデミックな状態（endemic 
steady state）と呼ばれる。すなわち R0＞ 1 の場合は流行の結果，集団中につねに一定の割合
で感染者が存在する状態に落ち着く。
　なお，エンデミックな状態における感受性者数は S̃＝N/R0，すなわち R0 ＝ 1 を満たす。今
R0の解釈を少し変えて「 1 人の感染者が感染の持続期間中に行う有効な接触の平均回数」と考
えれば，S̃/N はその接触の相手が感受性者である確率だから，エンデミックな平衡が保たれる
ためには R0 ＝ 1 でなければならない（Farrington［ 9 ］）。この関係式はモデルの詳細によら
ず，エンデミックな平衡状態において普遍的に成り立つべきものである。

2－3．SIR モデル
　このモデルでは，感染者は回復と同時に免疫を獲得する。集団中の免疫獲得者の数をR＝R（t）
で表すと，つねに S＋I＋R＝N が成り立っている。S，I，R が満たすべき微分方程式は，2－1
節での考察より

	 	 （14）

となる。このモデルは Kermack と McKendrick［14］が1927年に提唱して以来，感染症の数
理モデルの中では最もよく知られている。
　連立方程式（14）の第 1 式と第 3 式から，あるいは端的に S → I → R という移行から明ら
かなように，時間 t とともに S は減少し，R は増加する。また（14）の第 2 式は

	 	 （15）

と書き換えられるから，R0 ≤ 1 ならば I（t）＞ 0 なる限り I（t）は t とともに減少し，流行は起こ
らない。一方 R0＞ 1 ならば I（t）が小さく S（t）＞N/R0である限りは I（t）は増加し続けるが，S
＝N/R0まで感受性者が減少した時点で I（t）は最大となって，以後減少に転ずる。この減少傾
向は 0 ＜I（t）＜N（ 1 － 1 /R0）である限り続くから，limt →∞ I（t）＝ 0 である。
　SIS モデルと異なり，R0＞ 1 の場合の S＝N/R0という状態は平衡状態ではない。SIR モデル
において流行の規模（最終規模）は「最終的に感染を免れた個体数の全人口に占める割合 s」
と定義される。s が小さいほど流行は激しかったことになる。それを求めるために，まず流行
は無限の過去 t＝－∞から始まり，無限の未来 t＝＋∞に至るものと考えて，S（－∞）＝N，I（－∞）
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＝I（＋∞）＝ 0 ，R（－∞）＝ 0 と仮定する。すると R（＋∞）＝N－S（＋∞）である。（14）の第 1 式
および R0＝pc/αから

	 	 （16）

したがって（14）の第 3 式より

	 	 （17）

したがって最終規模 s:＝S（＋∞）/N は方程式

	 log s＝R0（s－1）	 （18）

あるいは

	 s＝eR0（s−1）	 （19）

を満たすことがわかる。（19）は最終規模方程式（final size equation）と呼ばれている。La-
grange の逆公式（ 5 節参照）を用いてこれを解くと

	 	 （20）

という無限級数表示が得られる。

2－4．人口流入と自然死のある SIR モデル
　今度は人口集団が閉じていなくて，出生による感受性者の増加と自然死による総人口の減少
が動的平衡状態を保っている状況を考えよう。単位時間あたりの出生数を B とし，死亡率を µ
とすると，感染症が存在しない状況では，感受性者数の時間変化は

	 	 （21）

に従う。ここで死亡率を µ＝定数としていることは，自然死による寿命 L がパラメータ µ の指
数分布に従うことを示す。（21）より，全人口が N＝B/µ ならば，感染症が不在のとき人口は
平衡状態にある。以下これを仮定して，この集団に感染症が導入されたとすると，S，I が満
たすべき方程式は

	 	 （22）

である。この 2 式から I（t）が求められれば，免疫保持者の数 R は

	 	 （23）
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により定まる。さて，このモデルにおいて感染性の持続期間は，自然死を考慮すれば min{T，L}
であり，これは T と L の独立性を仮定すればパラメータ α＋ µ の指数分布に従う。このこと
から

	 	 （24）

であることに注意する。連立方程式（22）の右辺を 0 とおいて得られる平衡状態は R0＜ 1 の
ときは疾病のない状態（S，I）＝（N， 0 ）のみであるが，R0＞ 1 のときは新たにエンデミック
な平衡状態（S，I）＝（S̃，Ĩ）が出現する。ただし

	 	 （25）

である。R0＞ 1 のときは疾病のない平衡状態は不安定であり，エンデミックな平衡状態（S̃，Ĩ ）
が安定となる。関係式 R0 ＝ 1 が成り立つことは SIS モデルの場合と同様であるが，S（t）は
時間 t について単調ではなく，S̃ の前後に減衰振動しながら S̃ に近づく。その振動の周期は近
似的に で与えられる。これは政策的なワクチン接種が行われる以前に西欧お
よび米国においてほぼ 2 年周期で麻疹の大流行が観測されたことをある程度説明している。詳
しくは Diekmann-Heesterbeek［ 8 ］第 3 章を見られたい。

3 ．異なる接触頻度を持つ個体が混在する集団のモデル化

3－1．問題の定式化
　ギセック（［ 6 ］，pp.187-188）は性感染症の流行に与える人間の行動様式の影響に関連して
次のように述べている。

パートナー交換率という概念が非常に問題の多いものであるとしても，性感染症の疫学で
はしばしば，その概念が使用される。……最初の例では，同じ程度のパートナー交換率を
持つ人同士が接触を持った場合を想定してみよう。高いパートナー交換率を持つ人は高い
パートナー交換率を持つ人と関係を持ち，低いパートナー交換率を持つ人は低いパートナ
ー交換率を持つ人と関係を持つという状況である。こうした接触パターンは，選別的交流
と呼ばれる。性感染症がこうした接触パターンを有する集団に持ち込まれたとすれば，そ
の感染症は高いパートナー交換率を持つ人たちの集団では一気に流行するが，他の集団で
は流行を維持できないということになっても不思議はない……第 2 の接触構造について見
てみよう。第 2 の種類の接触構造下では，パートナー交換率は相手の選択に何ら影響を与
えないと仮定しよう。こうした接触パターンを，ランダムな交流という。こうした接触構
造下では，感染者の多くは低いパートナー交換率の人となるため，初期の流行は緩やかで
ある。しかし最終的な流行状況は，上記の選別的交流の場合より大きくなる。
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　ギセックは最後の 3 行に述べたことについて特に根拠を示してはいない。常識的に考えれば，
ランダムな交流が行われる場合は，高いパートナー交換率を持つ小集団（コア・グループ）が
触媒のような働きをして，低いパートナー交換率を持つ集団にも感染症を流行させる一方で，
高いパートナー交換率を持つ個体が触媒として使われる分だけ，コア・グループ内の流行が穏
やかになるのであろう。しかし，パートナー交換率を第 2 節で述べた接触頻度（effective 
contact rate）と理解すれば，ギセックがいうところの選別的交流とランダムな交流を表す数
理モデルを定義することは可能であり，そうすることによって 2 つの交流様式の感染症流行に
与える影響を定量的に比較することができるであろう。本節と次節においてこれを試みる。な
お，我々は一般の感染症を考えることとし，個体の性別をモデルの中に変数として導入せず，
単に大きさ N の人口集団が，異なる接触頻度 c1，c2を持つ，それぞれタイプ 1 ， 2 と呼ばれ
る人々から成る大きさ N1，N2の部分集団に分れることのみを仮定する。また接触頻度の違い
は感染確率（transmission risk）p および感染持続期間 D＝ 1 /α には影響を与えないとする。
またタイプ i の感受性者，感染者，免疫保持者の数をそれぞれ Si，Ii，Ri で表す（i＝ 1 ， 2 ）。
　第 2 節で見たように，一様混合条件の下で感染症流行のモデルを定式化するには，感染力

（force of infection）を ci，Ni，p，Si，Ii 等により表現することが必要である。選別的交流の
場合には部分集団 N1，N2の中だけで一様混合条件が成り立ち， 2 つの部分集団の間には交流
がないから，2－2，2－3，2－4節で述べたのと全く同じモデルをそれぞれの部分集団の中で考
えるだけのことになる。一方，ランダムな交流の場合は，N1と N2とを合わせた集団において
一様混合が成り立つと考える。その際，混合の一様性を「タイプ i の個体が有効な接触を行う
ときに，その相手がタイプ j である確率 qij が

	 	 （26）

で与えられること」と定義する。これは「出会う確率」がそれぞれのタイプの個体数 Ni より
は，単位時間当たりの接触の総数 ciNi に比例すると考えられるからである（Diekmann-
Heesterbeek［ 8 ］第 2 章）。
　以上の考察に基づいて，ランダムな交流の場合にタイプ i の感染者の感染力 λi（t）を求めよ
う。第 2 節と同様，λi（t）dt は「タイプ i の感受性者が時刻 t と t＋dt の間に感染を受ける確率」
と定義されるから，まず

	 	 （27）

である。一方 dt 時間の間にタイプ i の感受性者が行う接触の平均回数は cidt，その接触の相
手がタイプ j である確率は qij，さらにそれが感染者である確率は Ij /Nj である。感受性者と感
染者の間に有効な接触が成立したという条件の下では確率 p で感染が成立するから

	 	 （28）

となる。
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3－2．R0について
　第 2 節で見たように，基本再生産数 R0は人口集団中における感染症流行の強さを簡明に要
約している。また種々の数理モデルにおいてパラメータの値を R0＜ 1 が成り立つように選ぶ
か R0＞ 1 が成り立つように選ぶかに応じて，モデルは異なる挙動を示す。しかしながら，感
受性者と感染者にタイプの違いがある状況では，1－2節に述べた R0の定義をそのまま適用す
ることはできない。そこで R0を「世代の経過にともなう感染者数の指数関数的増大度を表す
パラメータ」と理解して，Diekmann-Heesterbeek（［ 8 ］第 5 章）に従って以下のように定
義する：3－1節と同様にタイプ j の個体が dt 時間の間にタイプ i の個体と有効な接触を行う平
均回数は cjqjidt である。したがって，感受性者ばかりから成る集団にタイプ j の感染者が 1 人
導入されたとき，平均 D＝ 1 /αの感染性持続期間に産み出すタイプ i の 2 次感染者の平均数
kij は

	 	 （29）

である。このことから，感受性者ばかりの集団にタイプ 1 ， 2 の感染者がそれぞれ φ1人，φ2

人導入されたとすると，タイプ 1 ， 2 の 2 次感染者の平均数 φ′1，φ′2はそれぞれ

	 	 （30）

すなわち

	 	 （31）

ただし

	 	 （32）

で与えられる。この意味で行列 K を次世代行列（next generation matrix）と呼ぶ。集団が十
分大きくて，感受性者が使い尽くされることはないとすると，（31）を繰り返して，タイプ別
の n 次感染者数の平均φ1

（n），φ2
（n）は

	 	 （33）

となる。
　一般に m 次正方行列 A＝［aij］の成分がすべて正（すなわち aij＞ 0 ）ならば（より一般には，
A のあるベキ乗の成分がすべて正ならば），A は絶対値最大の正の固有値 µ＞ 0 を持ち，他の
すべての固有値（一般には複素数）λは |λ|＜µ を満たす。（µ はいわゆる Perron-Frobenius
固有値である。詳しくは例えば，カーリン（［ 4 ］付録）を参照されたい。）我々の 2 × 2 次世
代行列 K に対しては，上記のことは初等的に直接確かめられる。特に K の 2 つの固有値
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λ＜µ（|λ|＜µ）はともに実で，互いに異なるから，K は実数の範囲で対角化可能である。こ
のことから直ちにわかるように，µ＜ 1 ならば任意のベクトル t［φ1，φ2］から出発して φi

（n）

→ 0（n →∞，i＝ 1 ， 2 ）となり，流行は起こらない。一方，µ＞ 1 ならばベクトル t［φ1，φ2］
が固有値λに対する固有ベクトルでない限りφ1

（n），φ2
（n）の少なくとも一方は n →∞とすると

き µn の程度で増大する。すなわち流行が起こる。そこで，次世代行列 K の Perron-Frobenius
固有値として R0を定義する。
　今考えているランダムな交流モデルの場合は，rank K＝ 1 であるから，K の固有値は λ＝ 0
および

	 	 （34）

である。ただし自然死を考慮する場合は，感染性持続期間が 1 /（α＋µ）となるのに応じて

	 	 （35）

と考える。
　ここまではタイプ 1 ， 2 ，を対等に扱ってきたが，以後 c1＞c2，N1＜N2を仮定する。すると
明らかに

	 	 （36）

である。右辺は選別的交流の場合のコア・グループにおける基本再生産数だから，世代ベース
で考えた場合に，ランダムな交流の場合の方が初期の感染者数の増大は確かに緩やかになる。
　次にギセックがいうところの「最終的な流行状況」を比較するために，2－2，2－3，2－4節
のモデルをランダムな交流の場合に拡張して定式化する。

3－3．ランダムな交流モデル
　感染力λi（t）はすでに3－1節において定式化されているから，あとは compartmental model
としての型を指定すればモデルは直ちに数式化される。

（i）	 SIS モデル：タイプ i の感染者は単位時間あたり α の確率で回復し，再びタイプ i の感受
性者になるから，i＝ 1 ， 2 に対して

	 	 （37）

Si＝Ni－Ii により Si を消去すると

	 	 （38）

という連立微分方程式を得る。（I1，I2）＝（ 0 ，0 ）は当然この微分方程式系の平衡状態であるが，
この他に（I1，I2）＝（Ī1，Ī2）（ 0 ＜Ii＜Ni，i＝ 1 ， 2 ）という平衡状態が存在するとき，感
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染症はエンデミックとなる。このエンデミックな平衡状態を「最終的な流行状況」と考え，選
別的交流の場合と比較すればよいであろう。

（ii）	 SIR モデル：タイプ i の感染者が回復すると免疫を獲得するから，次の連立微分方程式を
得る：

	 	 （39）

2－3節と同様に t とともに Si（t）は減少し，Ri（t）は増加する。したがって t →＋∞での極限
Ii（＋∞）＝Ni－Si（＋∞）－Ri（＋∞）が存在するが，I1（＋∞）＝I2（＋∞）＝ 0 である。なぜならば

（Si，Ii，Ri）＝（Si（＋∞），Ii（＋∞），Ri（＋∞））（i＝ 1 ， 2 ）はこの微分方程式系の平衡状態だか
ら（39）の右辺をそれぞれ 0 にするはずである。特に第 3 式の右辺が 0 になることより I1（＋
∞）＝I2（＋∞）＝ 0 とならなければならない。このモデルにおける最終的な流行状況とは，最終
的に感染を免れた感受性者の数 Si（＋∞），あるいはその部分集団に占める割合 si :＝Si（＋∞）/Ni，
すなわち最終規模と考えればよく，これらを選別的交流の場合の最終規模と比較すればよいで
あろう。
　ここで最終規模 s1，s2を求める，あるいは評価するために s1，s2が満たすべき最終規模方程
式を導いておこう。（32）を用いて（39）の第 1 式を書き換えると

	 	 （40）

この両辺を t について－∞から＋∞まで積分し，Si（－∞）＝ 0 と仮定すると，

	 	 （41）

となるが，第 3 式および Ri（－∞）＝ 0 ，Ri（＋∞）＝Ni－Si（＋∞）＝Ni（ 1 －si）に注意すると

	 	 （42）

あるいは

	 	 （43）

が得られる。

（iii）	人口流入と自然死がある SIR モデル：タイプ i の感受性者数の単位時間あたりの増加を Bi

とし，またタイプによらない死亡率を µ とすると，2－4節と同様に i＝ 1 ， 2 に対して微分方
程式系
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	 	 （44）

を得る。ただし感染者がいないときの人口のつり合い条件として Bi＝µNi を仮定する。SIS モ
デルの場合と同様にエンデミックな定常状態を最終的な流行状況と考えて，選別的交流の場合
と比較すればよいであろう。

4 ．最終的な流行状況の比較

　本節では3－3節で定式化した 3 つのモデルによって，ランダムな交流と選別的な交流につい
て最終的な流行状況を比較する。

（i）	 SIS モデル：方程式（38）の右辺を fi（I1，I2）（i＝ 1 ， 2 ）とおくと

	 	 （45）

	 	 （46）

となる。ただし

に注意する。
　f1＝ 0 ，f2＝ 0 で表される 2 つの図形はともに I1I2平面における双曲線であって，その概形は
次に述べるとおりである。

（i）	 双曲線f1＝ 0 の 2 つの漸近線は，直線I1＝N1および直線I2＝－（k11 /k12）I1－（N1/k12）であり，
その交点（すなわち双曲線の中心）の座標は（N1，－N1（k11＋ 1 ）/k12）。この双曲線を構成
する 2 つの曲線のうち，漸近線 I1＝N1の左側にある部分だけが我々の問題に関係するので，
それをΓ1で表すとその方程式は

	 	 （47）

だからΓ1は下に凸で，I1軸とは I1＝ 0 および I1＝N1 において交わる。この曲線の上
側の領域は f1＞ 0 で表され，下側の領域は f1＜ 0 で表される。（ただしいずれも I1＜N1に
おいて考える。）

（ii）	 双曲線 f2＝ 0 の 2 つの漸近線は，直線 I2＝N2および直線 I1＝－（k22/k21）I2－（N2/k21）であり，
その交点（すなわち双曲線の中心）の座標は（－N2（k22＋ 1 ）/k21，N2）。この双曲線を構
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成する 2 つの曲線のうち，漸近線 I2＝N2の下側にある部分だけが我々の問題に関係するの
で，それをΓ2で表すとその方程式は

	 	 （48）

だからΓ2は左に凸で，I2軸とは I2＝ 0 および I2＝N2 において交わる。この曲線の右
側の領域は f2＞ 0 で表され，左側の領域は f2＜ 0 で表される。（ただしいずれも I2＜N2に
おいて考える。）

　以上に基づいて I1I2平面に曲線Γ1，Γ2の概形を描いてみればわかるように，この 2 曲線は原
点以外にもう一つの交点（Ī1，Ī2）（Ī1＜N1，Ī2＜N2）を有する。Ī1＞ 0 ，Ī2＞ 0 の場合にこの交
点はエンデミックな定常状態を表す。曲線の凸性などから，このような交点が存在するための
必要十分条件は，Γ1，Γ2の原点における接線の傾きをそれぞれ α1，α2とするとき，α1＜α2で
あることがわかる。具体的には

	 	 （49）

であるから，条件α1＜α2は k11＋k22＞ 1 と同値である。（ここで k11k22－k12k21＝ 0 を用いた。）
よってエンデミックな定常状態が存在するための条件は R0＞ 1 であることがわかった。また
2 曲線Γ1，Γ2は微分方程式系（38）のいわゆるアイソクライン（isocline）であって，f1，f2

の符号を調べることにより R0＞ 1 のときにエンデミックな平衡状態（Ī1，Ī2）が安定であるこ
とがわかる（巌佐［ 3 ］）。
　平衡状態（Ī1，Ī2）を求めるには，連立方程式 f1＝f2＝ 0 を解く必要がある。次にその方針を
述べるが，実際の計算はかなり繁雑であり，（Ī1，Ī2）を与える一般的な公式を得るには至らな
かった。
　まず f1＝f2＝ 0 を書き直すと

	 	 （50）

となる。括弧の中の Ii と外の Ii にそれぞれ係数，未知数の役割を与えると，（50）は I1，I2に
関する連立 1 次方程式とみなされる。（I1，I2）≠（ 0 ， 0 ）なる解が存在するための条件は

	 	 （51）

であるが，k11k22－k12k21＝ 0 を用いてこれを変形すると

	 	 （52）
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が得られる。この関係式を I1または I2について解いて，f1＝ 0 または f2＝ 0 に代入すれば 2 次
方程式が得られ，それを解けば Ī1，Ī2が得られるはずなのであるが，上述したように計算の見
通しはかなり悪い。よく整理された公式，あるいは典型的な状況で成り立つ簡便な近似式を得
ることは今後の課題としたい。
　なお，タイプ i の感受性者が部分集団に占める割合を si :＝Si /Ni＝ 1 －（Ii /Ni）とすると，

（51）は，E を単位行列として

	 	 （53）

と書かれる。これは一様な集団がエンデミックな状態にあるときになりたつ関係式 R0 ＝ 1 の
一般化といえよう。
　さて，選別的交流のモデルは，タイプ 1 ， 2 の集団にそれぞれ2－2節の SIS モデルを設定す
るだけであるから，部分集団に対する基本再生産数 R0

（i）:＝pci /α が 1 より小であるか大である
かに応じて，安定な平衡状態は Ĩi＝ 0 となるかまたはエンデミックな状態 Ĩi＝Ni（ 1 － 1 /R0

（i））
となる。
　いま R0

（i）＞ 1（i＝ 1 ， 2 ）となる場合を考えると，当然ランダムな交流モデルでも R0＞ 1 と
なる。計算により

f1（Ĩ1，Ĩ2）＜ 0 ，　f2（Ĩ1，Ĩ2）＞ 0

および

が導かれるが，これにより I1I2平面における 2 点（Ī1，Ī2）と（Ĩ1，Ĩ2）の位置関係を比較すると，
Ī1＜Ĩ1，Ī2＞Ĩ2であることがわかる。また R0

（2）＝pc2 /α＜ 1 ， 1 ＜R0＜pc1 /α＝: R0
（1）である場合は

Ī2＞ 0 ＝Ĩ2。いずれにしても低いパートナー交換率の集団 N2内での流行状況はランダムな交流
の場合の方が大きくなる。Ī1＋Ī2＞Ĩ1＋Ĩ2であるかどうかを一般的に確かめることはできなかっ
たが，c1＞＞c2，N1＜＜N2ならば，コア・グループ N1を触媒として Ī2＞Ĩ2となる効果が大きい
と予想される。パラメータに具体的な値を代入して数値計算を行い，次の結果を得た。すなわ
ち p＝ 1 ， 1 /α＝ 1 （年）として，

（a）	N1＝104，c1＝100，N2＝106，c2＝0.5；
（b）	N1＝104，c1＝100，N2＝106，c2＝10；
（c）	N1＝104，c1＝ 2 ，N2＝105，c2＝0.5；
の 3 つの場合を考えて次の結果を得た（ただし ci の単位は回/年）：

case R0
（1） R0

（2） R0 Ĩ1 Ĩ2 Ī1 Ī2

（a）
（b）
（c）

100
100

2

0.5
10
0.5

66.8
18.2

0.929

9,900
9,900
5,000

0
900,000

0

9,868
9,891

0

272,376
900,883

0
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典型的な（a）においては集団 N1の触媒効果により，それ自体では流行が維持されない集団
N2においても27％が感染する。一方 N1における流行の規模はそれほど小さくなっていない。

（b）の場合は接触頻度の低い集団だけでも90％の有病率で流行が起こり，ランダムな交流が
あってもその状況は大きく変わらない。（c）においてはタイプ 1 の個体の接触頻度がそれほ
ど高くないため，ランダムな交流においては，それよりさらに接触頻度の低い集団 N2に吸収
されてしまい，集団全体では R0＜ 1 となって流行が維持できなくなる。

（ii）	 SIR モデル：3－3節で導いた最終規模方程式（43）は

	 	 （54） 

	 	 （55）

と書くことができる。その解 s̄1，s̄2はランダムな交流の下での，部分集団 Ni それぞれにおけ
る流行の最終規模を表す。また（54），（55）をそれぞれ s1＝s2と連立させると si＝eR0

（i）（si−1）（i＝
1 ， 2 ）となり，その解 s̃i は選別的交流の下での，部分集団 Ni それぞれにおける流行の最終
規模である。
　（54），（55）をそれぞれ s1，s2について解いて得られる，s1s2平面の曲線をそれぞれ

	 C1：s1＝σ（s2）（ 0 ≤ s2 ≤ 1 ），　C2：s2＝τ（s1）（ 0 ≤ s1 ≤ 1 ）	 （56）

とすると，s̃1，s̃2はそれぞれ C1，C2と直線 s1＝s2との交点の座標であり，s̄1，s̄2は曲線 C1と C2

の交点のそれぞれ第 1 座標，第 2 座標である。
　Lagrange の逆公式を用いるとσ，τはそれぞれ

	 	 （57）

	 	 （58）

と表示される。項別に微分して

σ′（s2）＞ 0 ，　σ′′（s2）＞ 0 　（ 0 ≤ s2＜ 1 ） 

τ′（s1）＞ 0 ，　τ′′（s1）＞ 0 　（ 0 ≤ s1＜ 1 ）

がわかるからσ（s2），τ（s1）はそれぞれ s2，s1の関数として単調増加かつ凸である。また 5 節
（72）式の後の注意から，k11 ≤ 1［または k22 ≤ 1 ］ならば σ（1）＝ 1［または τ（1）＝ 1 ］であり，
k11＞ 1［または k22＞ 1 ］ならばσ（1）＜ 1 ［または τ（1）＜ 1 ］となる。したがって

	 k11 ≤ 1 ，k22 ≤ 1 かつσ′（1）τ′（1）≤ 1 	 （59）

のとき，曲線 C1，C2は点（ 1 ， 1 ）のみを共有し，それ以外の場合には s̄1＜ 1 ，s̄2＜ 1 なる交
点（s̄1，s̄2）が存在する。ところが（54），（55）を点（ 1 ， 1 ）で微分することにより（59）は
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	 	 （60）

と同値であることが示される。k11k22－k12k21＝ 0 に注意すると条件（60）はさらに k11＋k22＝
R0 ≤ 1 と同等である。以上により最終規模方程式（43）が s̄1＜ 1 ，s̄2＜ 1 なる解（s̄1，s̄2）を持
つためには R0＞ 1 が必要十分である。典型的なケースとして R0＞ 1 ，R0

（2）＜ 1 を仮定すると
k12＋k22＝R0

（2）＜ 1 よりτ（1）＝ 1 ，τ′（1）＝k12 /（ 1 －k22）＜ 1 となる。s1s2平面に曲線 C1，C2の
概形を描けば s̄2＜ 1 ＝s̃2，s̄1＞s̃1がわかる。すなわちランダムな交流の下では，接触頻度の高
い集団の触媒効果により，接触頻度の低い集団において流行が起こる。

（iii）	人口流入と自然死のある SIR モデル：微分方程式系（44）の右辺を 0 とおいて平衡状態
を求める。i＝ 1 ， 2 に対して

	 	 （61）

	 	 （62）

であるが， 2 式を加えると

すなわち

	 	 （63）

が得られる。これを用いて（62）から Si を消去すると

	 	 （64）

となる。ここで Ni′ :＝（µ/（µ＋α））Ni，p′＝（µ/（µ＋α））p とおくと（64）は

	 	 （65）

と書き換えられるが，この式は SIS モデル（38）の右辺を 0 とおいて得られる式と全く同形で
ある。したがって先の考察をそのまま適用すると（I1，I2）＝（ 0 ， 0 ）以外に Ī1＞ 0 ，Ī2＞ 0 な
る平衡状態（endemic steady state）（Ī1，Ī2）が存在するための必要十分条件として

	 	 （66）

を得る。p′，Ni′の定義より，これは

	 	 （67）

と同等である。感染症の持続期間 D＝α−1を 1 年以下とすれば，それは平均寿命 µ−1にくらべ
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て小さいから（すなわち µ＜＜αだから）上記 R0は SIS モデルの R0とほぼ等しい。したがっ
て ci，Ni 等に（i）の例と同じ数値を与えれば，今の場合にも Ī1，Ī2に対する同様の数値計算結
果が得られるであろう。

5 ．Lagrange 逆公式による最終規模方程式の解

　φ（x）は原点において解析的な関数で，φ（ 0 ）≠ 0 とする。このとき w＝ 0 において解析的
な関数 x（w），x（ 0 ）＝ 0 が存在して w＝x/φ（x），すなわち x（w）＝wφ（x（w））をみたす。x
を w の整級数として x＝ γnwn と表すとき，係数 γn を与える公式

	 	 （68）

は Lagrange 逆公式（Lagrange inversion，または Lagrange-Bürmann の公式）と呼ばれて
いる。ただし一般に原点において解析的な関数ψ（x）に対して ψ（x）|xk はその整級数展開に
おける xk の係数を表すものとする。Lagrange 逆公式の簡潔な証明は Hofbauer［12］により
与えられている。以下でも用いられる例として，x に関する方程式

	 x＝wex	 （69）

を考える。関数 xe−x のグラフの形状からわかるように，0 ＜w＜e−1に対して（69）は解を 2
つ持つ。一方，φ（x）＝ex は解析的で，φ（0）＝ 1 ≠ 0 を満たすから，Lagrange 逆公式より

	 	 （70）

は（69）の解である。この整級数の収束半径は r＝e−1であり，0 ＜w＜e−1に対し，（70）は
（69）の 2 つの解のうち絶対値の小さい方を表している。また w＝e−1に対する（69）の解は x
＝ 1 である。一方 Stirling の公式より

だから整級数（70）は w＝± e−1に対しても絶対収束する。したがって（69）において w ↗ e−1

とすると，Abel の定理（例えば高木［ 5 ］参照）より

	 	 （71）

となる。
　一様な人口集団において感染症の流行が SIR モデルに従って進行するとき，その最終規模
0 ＜s ≤ 1 は方程式 s＝eR0（s−1） の正の最小解である。したがって x :＝R0s は x＝（R0e−R0）ex の正
の最小解となるから，最終規模 s は

	 	 （72）
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で与えられる。任意の R0＞ 0 に対して R0e−R0 ≤ e−1だから（72）の級数は収束し，（72）の右辺
は R0 ≤ 1 のとき 1 に等しく，R0＞ 1 のとき 1 より小さい。
　次に（54），（55）を

 

と書き直せば，（70）を用いてσ（s2），τ（s1）の無限級数表示（57），（58）が得られる。また
0 ≤ si＜ 1 ，i＝ 1 ， 2 なる限り

	 	 （73） 

	 	 （74）

だからτ（s1），σ（s2）は確かに項別微分可能である。
　さて，連立方程式（54），（55）を近似的に解くために，次の変換をおこなう。a＝［a1，a2］，
b＝［b1，b2］をそれぞれ次世代行列 K の固有値 R0， 0 に対する左固有ベクトルとする：

	 aK＝R0a;　bK＝ 0 ．	 （75）

s＝［s1，s2］を a，bの線形結合として s＝ta＋ubと表すと，最終規模方程式は

	 	 （76）

すなわち

	 	 （77） 

	 	 （78）

と書き換えられる。固有ベクトルとしては a＝［c1，c2］，b＝［c2N2，－c1N1］を取ることがで
きるから，（77），（78）から u を消去すれば t だけの方程式

	 	 （79）

あるいは

	 	 （80）

が得られる。ただし

	 	 （81）

とおいた。φ（t）は解析的でφ（ 0 ）≠ 0 だから再び Lagrange 逆公式より t の無限級数表示

	 	 （82）
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を得る。先に考察した

p＝α＝ 1 ，c1＝100，N1＝104，c2＝0.5，N2＝106

の場合にこの級数の最初の数項を計算して，近似解 t＝0.0031が得られ，これを（77），（78）
に代入すれば，ランダムな交流の場合の最終規模は近似的に

s1＝ 0 ，　s2＝0.34

と求められる。選別的交流の場合は R0
（2）＝0.5＜ 1 だから集団 N2には流行が起こらないが，ラ

ンダムな交流により N2における有病率は60％以上に拡大することになる。

後記
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