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「三田学会雑誌」115巻 4号（2023年 1月）

解 説

Antonelliの連立偏微分方程式

丸山 徹 ∗

序

1886年，G.B. Antonelliは，効用理論における積分可能条件をめぐる先駆的な成果を公刊した。

『経済学の数学的理論』と題した小冊 [1]がそれである。彼の推論の主たる根拠を成しているのは，

一階の線形連立偏微分方程式の解法に関する，19世紀における解析学の蓄積であった。この覚え書

は，Antonelliが提示した型の方程式をめぐる解の存在と具体的解法を示そうとするものである。

U を Rl の開集合とし，函数

fi : U → R, i = 1, 2, · · · , l

は与えられたものとする。形式的に
l∑

i=1

fi(x)dxi = 0 （1）

なる方程式を考え，これを全微分方程式（total differential equation）と呼ぶが，これは　
（1）

Diφ = fi, i = 1, 2, · · · , l （2）

を満たす微分可能な函数 φ : U → Rを求める問題を意味する。このような函数 φが存在するとき，

上記の全微分方程式 (1) は狭義の積分可能性を満たす，あるいは完全（exact）であるという。また

0にならない函数 µ : U → R と函数 φ : U → Rとが存在して

∗ 慶應義塾大学名誉教授

（1） Diφ = ∂

∂xi
φ = φxi であり，適宜便利な記法を用いる。
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Diφ = µ · fi, i = 1, 2, · · · , l （3）

が成り立つとき，全微分方程式は積分可能性（integrability）を満たす（あるいは積分可能 integrable

である）といい，φをこの方程式の積分，µを積分因子（integral factor）と称する。

方程式（1）が積分可能であるための必要十分条件はG. Frobenius[4]によって与えられた。次のよ

うに記号を約束する。

aij = ∂fi

∂xj
− ∂fj

∂xi
, i, j = 1, 2, · · · , l （4）

Aijk = ajkfi + akifj + aijfk, i, j, k = 1, 2, · · · , l （5）

Frobeniusの定理　各 fi(i = 1, 2, · · · , l)が Cl- 級であるとき，全微分方程式（1）が積分可能で

あるためには，

A1pq = 0, p, q = 2, 3, · · · , l, p ̸= q （6）

の成り立つことが必要十分である。
（2）

この定理を証明するためには，単独の一階線形同次偏微分方程式に関する次の基本定理が不可欠

の役割を果たす。

U を Rl の開集合，函数

ξi : U → R, i = 1, 2, · · · , l

は与件とし，
l∑

i=1

ξi(x) ∂

∂xi
u(x) = 0 （7）

を満たす函数 uを見出す問題を考えよう。ξ1(x), ξ2(x), · · · , ξl(x)のうちすくなくともひとつは 0で

ないような点 xを方程式（7）の正常点と称する。

Monge-Cauchyの定理　各 ξi(i = 1, 2, · · · , l)が C1-級であるならば，方程式（7）には正常点

の近傍において　
（3）

rank D(η1, η2, · · · , ηl−1) = l − 1 （8）

を満たす (l − 1)個の解 η1, η2, · · · , ηl−1 が存在する。

S : Rl−1 → Rを任意の微分可能な函数とすれば，

（2）（6）が成り立てば，すべての i, j, k = 1, 2, · · · , l について Aijk = 0が成り立つ。
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S(η1, η2, · · · , ηl−1) （9）

もまた（7）の解であり，（7）の任意の解は（9）の形式に表現される。

Frobeniusの定理はMonge-Cauchyの定理を基礎とし，lについての数学的帰納法によって証明

される。

いま消費財が l種存在するものとし，逆需要函数 P (x) = (P1(x), P2(x), · · · , Pl(x)) が定義され

るとしよう。（ここで xは消費財の需要ベクトルである。）観察された需要函数または逆需要函数を既

知として，それを生成する効用函数を求める問題を，全微分方程式

l∑
j=1

Pj(x)dxj = 0 （10）

の積分可能性として把握したのは Pareto[13],[14] であった。そして積分可能性を保証する経済学的

条件を初めて究明したのは Samuelson[16] である。

細矢・虞 [6]は，Frobeniusの定理に基づく Pareto-Samuelsonの数理の全貌を厳密に整理した研

究である。

しかし一方，逆需要函数から効用函数を析出する問題に Paretoよりもひと足先んじて成果を世に

問うた Antonelliは，Frobeniusの定理を経由せず，直接に連立偏微分方程式

∂u

∂xj
− Pj

∂u

∂x1
= 0, j = 2, 3, · · · , l （11）

（P1(x) = 1とする）を解く形式で問題を把握した。この型の一階線形連立偏微分方程式は所謂 Jacobi

系と呼ばれる条件を満たし，幾とおりかの解法が知られている。以下の解説は，その一般論に多少

なりとも見易い整理を加え，細矢・虞 [6]を補充しようとするものにほかならない。
（4）

数学的な基礎理論をひととおり記述したのちに，最終節において Antonelliの結果を正当化する

根拠を明示することとしよう。本稿が数理経済学に携わる読者だけでなく，効用理論の発展に関心

（3）（8）の左辺は函数 η = (η1, η2, · · · , ηl−1) の導函数を表わす行列（Jacobian matrix）

D(η1, η2, · · · , ηl−1) =


∂η1/∂x1, · · · , ∂η1/∂xl

∂η2/∂x1, · · · , ∂η2/∂xl

...
...

∂ηl−1/∂x1, · · · , ∂ηl−1/∂xl


の階数を示している。

（4） この問題にはより現代的な視覚からの取り扱いも可能であるが，ここでは専ら古典解析の手法に拠っ
た。とくに藤原 [5]pp. 496–517, Carathéodory [2] pp. 31–45 などを参照した。また単独の方程式につ
いては南雲 [11]第 2, 3章および [12]第 1章の説明が優れている。
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を寄せる経済学史家にとっても参考になるならば幸いである。

I. 微分作用素Xi

Rl の適当な領域 Ω で定義された C1-級の実数値函数

ξi
k : Ω → R,

i = 1, 2, · · · , r;

k = 1, 2, · · · , l

が与えられたとき，C1(Ω,R)上の微分作用素Xi : C1(Ω,R) → C(Ω,R)を

Xi =
l∑

k=1

ξi
k

∂

∂xk
, i = 1, 2, · · · , r, （1）

つまり各 v ∈ C1(Ω,R)に対して

(Xiv)(x) =
l∑

k=1

ξi
k(x) ∂v

∂xk
(x), x ∈ Ω, i = 1, 2, · · · , r （1′）

と定める。これを用いて

Xiu = 0, i = 1, 2, · · · , r, （2）

すなわち（Xiu)(x) = 0 (i = 1, 2, · · · , r）を満たす u ∈ C1(Ω,R) を求める連立線形一階の偏微分方

程式の解法について論じよう。

まず微分作用素 Xi の初等的性質を摘記しておく。1◦～3◦ では添数 iを省略し，単に X と表記

する。

1◦ 　任意の v, w ∈ C1(Ω,R)と α, β ∈ Rに対して

X(αv + βw) = αXv + βXw.

つまりX は線形である。

2◦ 　 v, w ∈ C1(Ω,R)，F ∈ C1(R2,R) に対して，
（5）

XF (v, w) = ∂F

∂v
Xv + ∂F

∂w
Xw.

（5） ここで ∂F/∂v, ∂F/∂wはそれぞれ v, wを代入する F の第一，第二変数についての偏導函数である。
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証明 XF (v, w) =
l∑

k=1

ξk
∂

∂xk
F (v, w)

=
l∑

k=1

ξk

{
∂F

∂v

∂v

∂xk
+ ∂F

∂w

∂w

∂xk

}
= ∂F

∂v
Xv + ∂F

∂w
Xw. （証了）

3◦ 　 v, w ∈ C1(Ω,R)に対して，

X(v · w) = wXv + vXw.

証明 X(v · w) =
l∑

k=1

ξk
∂

∂xk
(v · w) =

l∑
k=1

ξk

(
w

∂v

∂xk
+ v

∂w

∂xk

)

= w

l∑
k=1

ξk
∂v

∂xk
+ v

l∑
k=1

∂w

∂xk
= wXv + vXw. （証了）

4◦ 　 v ∈ C2(Ω,R)に対して，　
（6）

Xi(Xjv) − Xj(Xiv) =
l∑

k=1

{
Xiξj

k − Xjξi
k

} ∂v

∂xk
,

i, j = 1, 2, · · · , r.

証明 Xi(Xjv) = Xi

{
l∑

k=1

ξj
k

∂v

∂xk

}

=
l∑

k=1

Xi

(
ξj

k

∂v

∂xk

)
（1◦ による） （3）

=
l∑

k=1

{
∂v

∂xk
Xiξj

k + ξj
kXi ∂v

∂xk

}
. （3◦ による）

同様にして

Xj(Xiv) =
l∑

k=1

{
∂v

∂xk
Xjξi

k + ξi
kXj ∂v

∂xk

}
. （4）

（3）,（4）右辺の
∑

k

ξj
kXi∂v/∂xk と

∑
k

ξi
kXj∂v/∂xk とは相殺するので，ただちに 4◦を得る。念の

ため直接計算をすると次のとおり。

（6） Xi(Xjv)を計算するためには，以下に見るとおり ∂2v/∂xk∂xh が現われる。ゆえに vは C2-級であ
ることを要する。
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Xi(Xjv) − Xj(Xiv) = Xi

(
l∑

k=1

ξj
k

∂v

∂xk

)
− Xj

(
l∑

k=1

ξi
k

∂v

∂xk

)

=
l∑

h=1

ξi
h

∂

∂xh

(
l∑

k=1

ξj
k

∂v

∂xk

)
−

l∑
h=1

ξj
h

∂

∂xh

(
l∑

k=1

ξi
k

∂v

∂xk

)

=
l∑

h=1

ξi
h

{
l∑

k=1

∂ξj
k

∂xh

∂v

∂xk
+

l∑
k=1

ξj
k

∂2v

∂xk∂xh

}

−
l∑

h=1

ξj
h

{
l∑

k=1

∂ξi
k

∂xh

∂v

∂xk
+

l∑
k=1

ξi
k

∂2v

∂xk∂xh

}

=
l∑

k=1

{
l∑

h=1

ξi
h

∂ξj
k

∂xh
−

l∑
h=1

ξj
h

∂ξi
k

∂xh

}
∂v

∂xk

=
l∑

k=1

{Xiξj
k − Xjξi

k} ∂v

∂xk
.

これで 4◦ が示された。 （証了）

微分作用素Xi の初等的性質として最後にその独立・従属の関係を述べておこう。

定義 すべての v ∈ C1(Ω,R)に対して

r∑
i=1

λi(x)(Xiv)(x) = 0 for all x ∈ Ω （5）

を満たす，すべてが恒等的には 0でない函数 λi : Ω → R (i = 1, 2, · · · , r)が存在するとき（ここで

λi はすべての v に共通），X1, X2, · · · , Xr は擬一次従属（pseudo linearly dependent）であるという。

この作用素系が擬一次従属でない場合，それは擬一次独立（pseudo linearly independent）であると

いう。
（7）

ただしここで，函数 λi には（連続性，滑らかさなど）特定の性質は要請されていないことに注意

しよう。また（5）は簡単に
r∑

i=1

λiX
i = 0 （5′）

（7） ここでは λi が定数ではなく Ω 上の函数なので，通常の一次従属・独立の概念と区別するために，仮
に擬一次従属・独立という用語を工夫したのである。
念のため書き添えるが，擬一次従属というのは，恒等的には 0でない λi(i = 1, 2, · · · , r)がすくな

くともひとつ存在することを意味する。
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と書いても誤解はあるまい。

5◦ 次の同値関係が成り立つ。

(i) X1, X2, · · · , Xr は擬一次従属⇐⇒

r∑
i=1

λi(x)ξi
k(x) = 0 for all x ∈ Ω, k = 1, 2, · · · , l （6）

を満たす，すべてが恒等的には 0でない函数 λi : Ω → R (i = 1, 2, · · · , r)が存在する。

(ii) X1, X2, · · · , Xr は擬一次独立⇐⇒

rank (ξi
k(x)) = r for all x ∈ Ω　

（8）
. （7）

証明 (i) 定義により，v ∈ C1(Ω,R) に対して

r∑
i=1

λiX
iv =

r∑
i=1

λi

(
l∑

k=1

ξi
k

∂v

∂xk

)
=

l∑
k=1

(
r∑

i=1

λiξ
i
k

)
∂v

∂xk
. （8）

したがって（6）を満たす（すべてが恒等的には 0でない）函数 λi (i = 1, 2, · · · , r)が存在するならば，

この λi について
r∑

i=1

λiX
iv = 0 for all v ∈ C1(Ω,R). （9）

つまりX1, X2, · · · , Xr は擬一次従属である。逆に，X1, X2, · · · , Xr が擬一次従属と仮定し，（すべ

てが恒等的には 0でない）ある函数 λi(i = 1, 2, · · · , r)に対して（9）が成り立つとしよう。いま仮に，

この λi に対して
r∑

i=1

λi(x̄)ξi
k̄(x̄) ̸= 0 （10）

となる k̄と x̄ ∈ Ω とが存在するものとしてみると（9）に矛盾が生ずる。実際，v̄ ∈ C1(Ω,R) を特定

化して v̄(x) = xk̄ とすれば，この v̄については（8）により

r∑
i=1

λi(x̄)(Xiv̄)(x̄) =
l∑

k=1

(
r∑

i=1

λi(x̄)ξi
k(x̄)

)
∂v̄

∂xk
(x̄)

（8） ここで (ξi
k(x))は ξi

k(x)を k 行 i列要素とする l行 r 列の行列を表わす。
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=
r∑

i=1

λi(x̄)ξi
k̄(x̄)

̸= 0 （（10）による）

これは（9）に矛盾。こうして (i)の同値関係が示された。

(ii)　（6）を行列表示すれば
ξ1

1(x) ξ2
1(x) · · · ξr

1(x)

ξ1
2(x) ξ2

2(x) · · · ξr
2(x)

...
...

...

ξ1
l (x) ξ2

l (x) · · · ξr
l (x)




λ1(x)

λ2(x)
...

λr(x)

 =


0

0
...

0

 . （11）

左辺の係数行列を Ξ(x)と書く。まず r ≦ lの場合には，rank Ξ(x) ≦ r。すべての x ∈ Ω におい

て rank Ξ(x) = rの場合は，（6）を成り立たしめる λi は

λ1(x) = λ2(x) = · · · = λr(x) = 0 for all x ∈ Ω

に限る。したがって (i)により，X1, X2, · · · , Xr は擬一次独立である。ある x̄ ∈ Ω において rank

Ξ(x) < rが成り立つならば，この x̄において，（11）は解 (λ1(x̄), λ2(x̄), · · · , λr(x̄)) ̸= 0 を有する。

ゆえに再び (i)により，X1, X2, · · · , Xr は擬一次従属である。r > lの場合は rank Ξ(x) ≦ l < r

であるから，（7）の ⇐⇒ の両側はともに成り立たない。 （証了）

いま X1, X2, · · · , Xr は擬一次独立であるが，これに Xr+1 をつけ加えた系は擬一次従属とす

る。各 Xi の係数ベクトルを ξi = t(ξi
1, ξi

2, · · · , ξi
l ) (i = 1, 2, · · · , r + 1) と記せば，ξr+1(x) は

ξ1(x), ξ2(x), · · · , ξr(x) の一次結合として表現できるので，
（9）

ξr+1(x) =
r∑

i=1

λi(x)ξi(x), x ∈ Ω （12）

（9） 一次方程式（11）は右辺を ξr+1(x)に替え，

(ξ1(x), ξ2(x), · · · , ξr(x))


λ1(x)
λ2(x)

...
λr(x)

 = ξr+1(x)

を解けばよい。rank Ξ(x) = rank(ξ1(x), ξ2(x), · · · , ξr(x), ξr+1(x)) = r であるから，上記の方程式
はすべての xについて解ける。
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なる函数 λi (i = 1, 2, · · · , r)が存在する。u ∈ C1(Ω,R) が連立方程式（12），つまり Xiu = 0 (i =

1, 2, · · · , r) の解であるならば，uはXr+1u = 0 をも満たす。実際，

Xr+1u =
l∑

k=1

ξr+1
k

∂u

∂xk
=

(12)

l∑
k=1

(
r∑

i=1

λiξ
i
k

)
∂u

∂xk

=
r∑

i=1

(
l∑

k=1

ξi
k

∂u

∂xk

)
λi =

r∑
i=1

λiX
iu = 0.

したがって（2）の形の連立微分方程式を解くためには，一般性を失うことなく，X1, X2, · · · , Xr

が擬一次独立な場合を考えればよいのである。

II. 完全系の連立方程式

C1(Ω,R)上の微分作用素の系 Xi(i = 1, 2, · · · , r)を前節の（1）と同様に定義し，これらのペアを

括弧でくくった (Xi, Xj)を，前項 4◦ に現われた C2(Ω,R)上の微分作用素

v 7→ Xi(Xjv) − Xj(Xiv), v ∈ C2(Ω,R) （1）

を表わすものとする。すなわち簡略に記せば

(Xi, Xj) = XiXj − XjXi, i, j = 1, 2, · · · , r （1′）

であり，(Xi, Xj) : C2(Ω,R) → C1(Ω,R) の形式を有する。前節 4◦ により

(Xi, Xj)v =
l∑

k=1

{Xiξj
k − Xjξi

k} ∂v

∂xk
, v ∈ C2(Ω,R), i, j = 1, 2, · · · , r （2）

である。この (Xi, Xj)の記法を Jacobiの括弧（Jacobi’s bracket）と称する。

Jacobiの括弧については，次の公式が成り立つことは明白であろう。

(Xi, Xj) = −(Xj , Xi), （3）

(Xi + Xj , Xh) = (Xi, Xh) + (Xj , Xh). （4）

定義 微分作用素の系Xi(i = 1, 2, · · · , r)が擬一次独立で，しかも任意の i, j に対して

(Xi, Xj) =
r∑

h=1

λi,j
h Xh （5）
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を満たす函数λi,j
h : Ω → R(i, j, h = 1, 2, · · · , r)が存在するとき，X1, X2, · · · , Xrは完全系（complete

system）を成すという。

注意 X1, X2, · · · , Xr が擬一次独立で，これに (Xi, Xj)を加えた系が擬一次従属ならば，(Xi, Xj)は

必ず（5）の如く表現される。（前節の最後を参照）

擬一次独立な系 X1, X2, · · · , Xr が完全系でないとしよう。この場合にも，これに有限個の微分

作用素をつけ加えて拡大することにより，当初の系を含む完全系を得ることができる。
（10）

（3）によれば，(Xi, Xj)と (Xj , Xi)は符号が異なるにすぎないから区別せずに扱うことにすると，

このようなペアは全部で
(

r

2

)
組存在する。このなかに（5）の形に表現できないものがすくなくとも

ひとつ存在するので，それを (Xi0 , Xj0)としよう。当初の系X1, X2, · · · , Xr にこの (Xi0 , Xj0)を

つけ加えた拡大系を記号を変えて Y 1, Y 2, · · · , Y r+1とすれば，上記の注意により，これは擬一次独

立である。さらにこれが完全系になってもいれば，Y 1, Y 2, · · · , Y r+1 が所望の拡大系である。もし

これが完全系でなければ，
(

r + 1
2

)
組の (Y i, Y j)のなかに

(Y i, Y j) =
r+1∑
h=1

θi,j
h Y h, θi,j

h : Ω → R, i, j, h = 1, 2, · · · , r + 1

の形に表現することのできない (Y i1 , Y j1)がすくなくともひとつ存在する。Y 1, Y 2, · · · , Y r+1 に

(Y i1 , Y j1)をつけ加えた拡大系を
（11）

記号を変えて Z1, Z2, · · · , Zr+2 とすれば，これは擬一次独立であ

る。Z1, Z2, · · · , Zr+2 が完全系であれば，これが当初の系を含む所望の拡大である。もしこれが完

全系でない場合は，同様の手続きでひとつずつ系の拡大を続けてゆくと，必ず有限回のステップで，

当初の系を含む完全系に到達する。実際，拡大系を構成する作用素の数が (l + 1)以上ならば，この

系は擬一次従属となるので，上記のプロセスはそれ以前に終結するのである。（p. 54を見よ。）

この結果を定理としてまとめておこう。

定理 1 微分作用素の系 X1, X2, · · · , Xr が擬一次独立であるとき，これに有限個の微分作用素

をつけ加えた拡大系で完全系を成すものが存在する。

（10）X1, X2, · · · , Xr にいくつかの微分作用素をつけ加えて得られる新たな系を，当初の系の拡大（ex-
tension）と称する。完全系については Carathéodory [2] pp. 31–33，藤原 [5] pp. 498–501などを参照
した。

（11）Z1, Z2, · · · , Zr+2 は X1, X2, · · · , Xr の拡大でもある。
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X1, X2, · · · , Xr を拡大した完全系を Y 1, Y 2, · · · , Y s（r ≦ s）とし，ふた組の連立偏微分方程式

Xiu = 0, i = 1, 2, · · · , r, （6）

Y ju = 0, j = 1, 2, · · · , s （7）

を比べてみよう。{Y j}s
j=1 は {Xi}r

i=1 の拡大系であるから，（7）の解はもちろん（6）の解でもある。

つまり連立線形一階の偏微分方程式の解法は，完全系の定める偏微分方程式を解くことに帰着する

のである。

次に C1(Ω,R)上のふたつの微分作用素系

{Xi} = {X1, X2, · · · , Xr},

{Y i} = {Y 1, Y 2, · · · , Y r}
（8）

を考える。いま

a. Y i(x) =
r∑

j=1

κi
j(x)Xj(x), i = 1, 2, · · · , r,

b. det(κi
j(x0)) ̸= 0 for some x0 ∈ Ω　

（12）

を満たす κi
j ∈ C1(Ω,R)（i, j = 1, 2, · · · , r）が存在するとしよう。このとき {Xi}と {Y i}とは同等

であるといい，X1, X2, · · · , Xr は，x0 の十分に小さな近傍 Ω′ において，Y 1, Y 2, · · · , Y r の一次

式として解ける。
（13）

次の定理は Xi や Y i を C1(Ω,R)ではなく C1(Ω′,R)上の微分作用素とみなして（つまり局所的

に）成り立つものである。煩雑を避けるために繰り返して述べないが，そのように理解していただ

きたい。

定理 2 （8）のふたつの系が同等で，しかも {Xi}が完全系ならば，{Y i}も完全系である。

証明 a, bが満たされているものとすれば，v ∈ C2(Ω,R)に対して

（12）(κi
j(x0))は κi

j(x0)を第 i行第 j 列要素とする行列。
（13）もちろん Ω′ 内において，{Xi(x)}が {Y i(x)}の一次式として解けるという意味である。
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(Y i, Y j)v =

(∑
k

κi
kXk,

∑
h

κj
hXh

)
v

=
∑
k,h

{κi
kXk(κj

hXh) − κj
hXh(κi

kXk)}v =
∑
k,h

[
κi

k

{
Xkκj

h · Xhv + Xk(Xhv)κj
h

}]
−
∑
k,h

[
κj

h

{
Xhκi

k · Xkv + Xh(Xkv)κi
k

}]
（I,3◦ による） （9）

=
∑
k,h

κi
kκj

h(Xk, Xh)v +
∑
k,h

[κi
kXkκj

h · Xhv − κj
hXhκi

k · Xkv].

X1, X2, · · · , Xr は完全系なので，（9）の右辺第一項はX1v, X2v, · · · , Xrvの一次式として表わさ

れる。第二項はもとより X1v, X2v, · · · , Xrv の一次式である。したがって（9）の右辺は Y 1v, Y 2v,

· · · , Y rvの一次式を以て表現される。すなわち Y 1, Y 2 · · · , Y r が完全系であることが示されたので

ある。 （証了）

III. 変数変換

ふたつの開集合 V ⊂ Ω, W ⊂ Rl の間に，C2-級の全単射 φ : V → W が存在するものとしよう。

煩雑を避けるために，まず単一の微分作用素

Xv(x) =
l∑

k=1

ξk(x) ∂

∂xk
v(x), v ∈ C1(Ω,R) （1）

を考える。函数の定義域を V（あるいはそれに対応するW = φ(V )）に限定することとし，x = φ−1(y)

を（1）に代入すれば，

Xv(φ−1(y)) =
l∑

k=1

ξk(φ−1(y)) ∂v

∂xk
(φ−1(y)). （2）

ここで ⌢
v : W → Rを ⌢

v (y) = v(φ−1(y))とおき，
（14）

∂v

∂xk
(φ−1(y)), ∂

⌢
v

∂yk
(y)

の関係を求めよう。
（15）

結果は（4）のとおりである。実際，合成函数の微分律により

Dy
⌢
v (y) = Dyv(φ−1(y)) = Dv(φ−1(y))Dφ−1(y) = Dv(φ−1(y))Dφ(φ−1(y))−1

（14）v ∈ C1(V,R)に対して ⌢v ∈ C1(W,R)を対応せしめる作用素 T : v 7→ ⌢v は全単射である。⌢v の逆
像は v(x) = ⌢v (φ(x))で与えられる。

（15）Dy
⌢v (y) は ⌢v の y についての導函数を表わす。注意を促すために y を書き添えたまでである。

Dv(·)は v の ·における導函数，Dφ−1(·)は同じく ·における φ−1 の導函数である。
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であるから，

Dv(φ−1(y)) = Dy
⌢
v (y)Dφ(φ−1(y))

=
(∑

j

∂
⌢
v

∂yj
(y)∂φj

∂x1
(φ−1(y)), · · · ,

∑
j

∂
⌢
v

∂yj
(y)∂φj

∂xk
(φ−1(y)), （3）

· · · ,
∑

j

∂
⌢
v

∂yj
(y)∂φj

∂xl
(φ−1(y))

)
.

つまり

∂v

∂xk
(φ−1(y)) =

l∑
j=1

∂
⌢
v

∂yj
(y)∂φj

∂xk
(φ−1(y)), k = 1, 2, · · · , l （4）

である。そこで（4）を（2）に代入すれば，

Xv(φ−1(y)) =
l∑

k=1

ξk(φ−1(y))

[
l∑

j=1

∂
⌢
v

∂yj
(y)∂φj

∂xk
(φ−1(y))

]

=
l∑

j=1

[
l∑

k=1

ξk(φ−1(y))∂φj

∂xk
(φ−1(y))

]
∂

⌢
v

∂yj
(y)

=
l∑

j=1

Xφj(φ−1(y))∂
⌢
v

∂yj
(y).

既に述べたとおり（p. 58の注（14）），C1(V,R)とC1(W,R)とは v 7→ ⌢
v = v◦φ−1を媒介として過不

足なく一対一に対応するのであった。そこで C1(W,R)上の微分作用素
⌢
Xを

⌢
X

⌢
v (y) = Xv(φ−1(y))

と定義すれば，上記の計算は次のような公式として整理される。

⌢
X

⌢
v (y) =

l∑
j=1

Xφj(φ−1(y))∂
⌢
v

∂yj
(y). （5）

ふたつの方程式

a. Xu = 0, b.
⌢
X

⌢
u = 0

を比べ，uが aの解であることと，⌢
u = u ◦ φ−1 が bの解であることとは同値である。

定理 3 X1, X2, · · · , Xr が完全系ならば，
⌢
X1,

⌢
X2, · · · ,

⌢
Xr も完全系である。

（16）

証明 X1, X2, · · · , Xr が完全系であれば，iと j の各組合せに対して

（16）もちろん函数の定義域を V, W に限定して考えるのである。
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(Xi, Xj) =
r∑

h=1

λi,j
h Xh, （6）

つまり

(Xi, Xj)v(x) =
r∑

h=1

λi,j
h (x)Xhv(x) for v ∈ C2(Ω,R) （6′）

を満たす函数 λi,j
h : Ω → R (i, j, h = 1, 2, · · · , r) が存在する。(6′)の xを φ−1(y)で書きかえると，

（ここで
⌢
λi,j

h (y) = λi,j
h (φ−1(y))と記す）

(
⌢
Xi,

⌢
Xj) ⌢

v (y) =
r∑

h=1

⌢
λi,j

h (y)
⌢
Xh ⌢

v (y). （7）

（7）は任意の ⌢
v ∈ C2(W,R) について成り立つ。つまり (

⌢
Xi,

⌢
Xj)は

⌢
Xhに函数

⌢
λi,j

h を乗じ，それを

加え合せたものに等しい。こうして
⌢
X1,

⌢
X2, · · · ,

⌢
Xr が完全系であることが知られた。 （証了）

IV. Jacobi系

定義 微分作用素の系X1, X2, · · · , Xr が

(Xi, Xj) = 0, i, j = 1, 2, · · · , r, （1）

すなわち

(Xi, Xj)v = 0 for all v ∈ C2(Ω,R), i, j = 1, 2, · · · , r （1′）

を満たすとき，これを Jacobi系（Jacobian system）と称する。
（17）

Jacobi系は自動的に完全系である。

次の定理は，微分作用素の完全系によって定義される連立線形一階の偏微分方程式の解法は，結

局 Jacobi系によって定まる方程式を解くことに帰着するという洞察を正当化するものである。

定理 4 X1, X2, · · · , Xr が完全系を成すとき，これと同等な Jacobi系が存在する。

（17）Jacobi系については Carathéodory [2] pp. 33–36，藤原 [5]pp. 501–504。
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証明 Xi =
l∑

k=1

ξi
k

∂

∂xk
, i = 1, 2, · · · , r

を完全系とする。完全系は擬一次独立なので

rank (ξi
k(x)) = r, x ∈ Ω.

（これは Iの 5◦ による。）したがって行列（ξi
k(x)）の r次の小行列式のうち，すくなくともひとつ 0

でないものが存在する。一般性を失うことなく，点 x0 ∈ Ω では

det(ξi
k(x0)) ̸= 0, i, k = 1, 2, · · · , r

と仮定してよい。
（18）

したがって ξi
k の連続性により，x0 の十分に小さな近傍 Ω′ においては

det(ξi
k(x)) ̸= 0 for all x ∈ Ω′, i, k = 1, 2, · · · , r （2）

が成り立つ。すると

Xiv(x) =
l∑

k=1

ξi
k(x) ∂

∂xk
v(x), i = 1, 2, · · · , r

は（各 x ∈ Ω′ を固定したとき）∂v/∂x1, ∂v/∂x2, · · · , ∂v/∂xr について解くことができ，それは

X1v, · · · , Xrvおよび ∂v/∂xr+1, · · · , ∂v/∂xl の一次式を以て表わされる。∂v/∂xk(k = 1, 2, · · · , r)

を表わすこの一次式のうち，X1v, · · · , Xrvの一次式の部分を一括して Y kv と書くことにすれば，

∂v

∂xk
(x) = Y kv(x) −

(
θk

r+1(x) ∂v

∂xr+1
(x) + · · · + θk

l (x) ∂v

∂xl
(x)
)

, k = 1, 2, · · · , r,

したがって

Y kv(x) = ∂v

∂xk
(x) +

(
θk

r+1(x) ∂v

∂xr+1
(x) + · · · + θk

l (x) ∂v

∂xl
(x)
)

, k = 1, 2, · · · , r （3）

が x ∈ Ω′ において成り立つ。これを行列で表現すれば

（18）(ξi
k(x))の r 次の小行列式で 0でないものが各 x ∈ Ω ごとに存在するが，小行列式の行と列をどの

ように取り出すかは点 xの位置に依存する。しかし行列の要素はすべて連続函数であるから，ある点
の十分に小さな近傍を選べば，その範囲では同じ形の小行列式が ̸= 0となる。
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Y 1v

...

Y rv

 =


1 0 θ1

r+1 · · · θ1
l

. . .
...

...

0 1 θr
r+1 · · · θr

l





∂v/∂x1

...

∂v/∂xr

∂v/∂xr+1

...

∂v/∂xl


. （3′）

もちろん各要素の値は x ∈ Ω′ において評価するのである。

(3′)から，Y 1, Y 2, · · · , Y r が擬一次独立であることはただちに知られる。

一方，
（19）

Y kv(x) = µk
1(x)X1v(x) + · · · + µk

r (x)Xrv(x), k = 1, 2, · · · , r. （4）

任意の v ∈ C1(Ω′,R)に対して λ1(x)Y 1(x) + λ2(x)Y 2v(x) + · · · + λr(x)Y rv(x) = 0 であるとすれ

ば，Y 1, Y 2, · · · , Y r の擬一次独立性から，λ1 = λ2 = · · · = λr = 0でなければならない。また一方

では同じ式を書き直して，

λ1Y 1v + λ2Y 2v + · · · + λrY rv = λ1

r∑
j=1

µ1
j Xjv + · · · + λr

r∑
j=1

µr
j Xjv

=

(
r∑

k=1

λkµk
1

)
X1v + · · · +

(
r∑

k=1

λkµk
r

)
Xrv （5）

（（4）による）

= 0

がすべての v ∈ C1(Ω′,R) について成り立つためには，X1, X2, · · · , Xr の擬一次独立性から

r∑
k=1

λkµk
1 = 0, · · · ,

r∑
k=1

λkµk
r = 0 （6）

でなければならない。しかるにこの解は λ1 = λ2 = · · · = λr = 0 に限るのであるから

det(µk
j (x)) ̸= 0, x ∈ Ω′. （7）

こうしてX1, X2, · · · , Xrと Y 1, Y 2, · · · , Y rとは同等であること，したがって定理 2により，Y 1, Y 2,

· · · , Y r も完全系であることが知られた。

（19）定義より，Y kv(x) は X1v(x), · · · , Xrv(x) の一次結合である。µk
1(x), · · · , µk

r (x) はその係数であ
る。
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それゆえ (Y i, Y j)は（3）を用いて

(Y i, Y j)v =
r∑

k=1

κi,j
k Y kv

=
r∑

k=1

κi,j
k

{
∂v

∂xk
+
(

θk
r+1

∂v

∂xr+1
+ · · · + θk

l

∂v

∂xl

)}
.

（8）

他方，（3）および Iの 4◦ によれば

(Y i, Y j)v =
l∑

k=r+1

(Y i(θj
k) − Y j(θi

k)) ∂v

∂xk
. （9）

（9）の右辺には ∂v/∂x1, · · · , ∂v/∂xr の項は現われない。（8）の右辺におけるこれらの項の係数は κi,j
k

（k = 1, 2, · · · , r）であるから

κi,j
k (x) = 0, x ∈ Ω′, k = 1, 2, · · · , r. （10）

（8）,（10）から (Y i, Y j)v = 0 (v ∈ C2(Ω′,R)) を得，Y 1, Y 2, · · · , Y r が Jacobi系であることが示さ

れたのである。 （証了）

V. 完全系連立方程式の解法

C1(Ω,R)上の微分作用素

Xi =
l∑

k=1

ξi
k

∂

∂xk
, i = 1, 2, · · · , r （1）

によって定義される連立偏微分方程式

Xiu = 0, i = 1, 2, · · · , r （2）

の具体的な解法について論じよう。ここで各 ξi
k ∈ C1(Ω,R) は所与の函数であることもこれまでと

同じである。定理 1により，X1, X2, · · · , Xr はこれを含む完全系に拡大することができるので，結

局，一般性を失うことなく，（1）は完全系であることを仮定して解けばよい。以下，そのように仮定

する。
（20）

連立方程式（2）のなかのひとつ，たとえばX1u = 0だけをまず考えよう。単独の線形一階の偏微

分方程式についてのMonge-Cauchyの基本定理　
（21）

から，X1u = 0は正常点の近傍において局所的に

（20）したがって，一般性を失うことなく r ≦ lの場合だけを考えればよい。（Iの 5◦ による。）
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J = ∂(η2, η3, · · · , ηl)
∂(x2, x3, · · · , xl)

= det


∂η2/∂x2 · · · ∂η2/∂xl

...
...

∂ηl/∂x2 · · · ∂ηl/∂xl

 ̸= 0 （3）

を満たす (l − 1)個の解 η2, η3, · · · , ηl が存在する。これに適当な函数 η1 をつけ加え

J = ∂(η1, η2, · · · , ηl)
∂(x1, x2, · · · , xl)

̸= 0 （4）

が成り立つようにすることができる。
（22）
（4）を満たす点の近傍において，η = (η1, η2, · · · , ηl) を媒介

にして，ふたつの開集合 V ⊂ Rl とW ⊂ Rl の間に全単射の関係を定めることができる。IIIで述

べた変数変換 y = η(x)を施すと，
（23）

方程式（2）は

⌢
X1 ⌢

u (y) =
l∑

j=1

X1ηj(η−1(y))∂
⌢
u

∂yj
(y) = 0 （5）

の形に変換される。
（24）

仮定により，X1, X2, · · · , Xr は完全系なので，定理 3により，
⌢
X1,

⌢
X2, · · · ,

⌢
Xr

も完全系である。

η2, η3, · · · , ηr はX1u = 0の解であるから，⌢
η2 ,

⌢
η3 , · · · ,

⌢
ηr は方程式

⌢
X1 ⌢

u = 0の解となる。
（25）

こ

こでもちろん ⌢
ηi (y) = ηi ◦ η−1(y)(i = 1, 2, · · · , l) である。したがって（5）により，

⌢
X1 ⌢

u (y) = X1η1(η−1(y))∂
⌢
u

∂y1
(y) =

⌢
X1 ⌢

η1 (y)∂
⌢
u

∂y1
(y) = 0. （6）

ここで
⌢
X1 ⌢

η1 = 0 となることは不可能である。実際，仮に
⌢
X1 ⌢

η1 = 0 とするならば，X1η1 = 0

（脚注（25）を見よ）であるから

（21）南雲 [11] pp. 26–29，細矢・虞 [6]の定理 2（pp. 252–255）を見よ。
(3)に現われる x2, x3, · · · , xl は，他の (l − 1) 個の変数の組み合せの場合もありうるが，一般性を

失うことなく，このように特定化して考えてもよいであろう。
（22）たとえば η1(x) = x1 とすればよい。このとき

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 · · · 0

∂η2/∂x1 ∂η2/∂x2 · · · ∂η2/∂xl

...
...

...
∂ηl/∂x1 ∂ηl/∂x2 · · · ∂ηl/∂xl

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0.

ここで，つけ加えた η1 は X1u = 0の解であるとは限らない。
（23）記号法は IIIにおけるそれと同様であるが，IIIのφにあたる函数がここでは η, ⌢v = v◦η−1,

⌢
X ⌢v (y) =

X1v(η−1(y)) である。
（24）同じく IIIの公式（5）による。
（25）IIIの公式（5）につづいて述べた，ふたつの方程式 a, bの比較を見直していただきたい。
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X1ηi =
l∑

k=1

ξ1
k

∂ηi

∂xk
= 0, i = 1, 2, · · · , l,

すなわち 
∂η1/∂x1 · · · ∂η1/∂xl

...
...

∂ηl/∂x1 · · · ∂ηl/∂xl




ξ1
1

...

ξ1
l

 =


0
...

0

 （7）

が成り立たねばならない。ここで（正常点の近傍では）(ξ1
1 , · · · , ξ1

l ) ̸= 0 であるから，左辺の係数

行列の行列式 J は 0である。だがこれは（4）に反する。したがって
⌢
X1 ⌢

η1 ̸= 0が確かめられた。

こうして，もし
⌢
X1 ⌢

u = 0ならば，（6）により ∂
⌢
u /∂y1(y) = 0であり，⌢

u は y2, y3, · · · , yl だけ

の函数となって，y1 からは独立である。ゆえに（6）は

⌢
X1 ⌢

u = ∂
⌢
u

∂y1
= 0 （8）

に置き換えて解けばよい。

定理 4によれば，
⌢
Xi ⌢

u = 0 (i = 1, 2, · · · , r) にはこれと同等な，次の形式をもつ Jacobi系が存

在する。（IVの（3）式を見よ。）

Y 1v = ∂v

∂y1
,

Y 2v = ∂v

∂y2
+ θ2

r+1
∂v

∂yr+1
+ · · · + θ2

l

∂v

∂yl
（9）

· · · · · · · · · · · · · ·

Y rv = ∂v

∂yr
+ θr

r+1
∂v

∂yr+1
+ · · · + θr

l

∂v

∂yl
.

右辺を行列で表現すれば

1
0

0 · · · 0
...

θ2
r+1 · · · θ2

l

0

...
...

...

1 θr
r+1 · · · θr

l

∂v/∂y1

∂v/∂y2

...

∂v/∂y l

.......

（10）

IVの（9）で計算した結果によれば，

(Y 1, Y i)v = ∂θi
r+1

∂y1

∂v

∂yr+1
+ · · · + ∂θi

l

∂y1

∂v

∂yl
, i = 2, 3, · · · , r. （11）

であるが，Y 1, Y 2, · · · , Y r は Jacobi系なので
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(Y 1, Y i)v = 0, i = 2, 3, · · · , r. （12）

つまり 
∂θ2

r+1/∂y1 · · · ∂θ2
l /∂y1

...
...

∂θr
r+1/∂y1 · · · ∂θr

l /∂y1




∂v/∂yr+1

...

∂v/∂yl

 = 0 （12′）

ここで ∂v/∂yr+1, · · · , ∂v/∂yl は任意の値をとりうるのであるから，

∂θi
k

∂y1
= 0,

i = 2, · · · , r,

k = r + 1, · · · , l.
（13）

こうして原方程式（2）は，これと同等な，変数が (l − 1)個，方程式が (r − 1)本の完全・Jacobi系

の方程式

Y iv = 0, i = 2, 3, · · · , l （14）

を解くことに帰着する。（14）の解は y1 には依存しないので，Y 1v = 0はもちろん満たされる。

さらに（14）に上記と同様の手続きを施せば，Y 2v = 0の (l − 1) − 1 = (l − 2)個の独立な　
（26）
解が得

られ，これは Y 1v = 0をも満足する。次に変数が (l − 2)個，方程式が (r − 2)本の，（14）と同等な

Jacobi系を作り，同様の手続きを (r − 1) 回繰り返す。最終的には，変数が l − (r − 1) 個，方程式

は 1本だけの方程式に達し，独立な (l − r)個の解が得られるのである。（ここで r ≦ l を仮定してい

ることに注意しよう。その根拠については p. 63の脚注（20）を見よ。）
（27）

VI. 解法の事例

連立線形一階の偏微分方程式が与えられたとき，その拡大である完全系の方程式が必ず存在し，

さらにこれと同等な Jacobi系の方程式を構成することができる。Jacobi系の方程式には解が存在

し，したがってこれが当初の方程式の解にもなっているのである。

これが前節までに述べた理論の大要である。

次の方程式は具体的事例としてしばしば供覧されるものであるが，ここでもその解法を幾分丁寧

に示して参考に供したい。
（28）

考える微分方程式は R4 で定義される，二本の方程式から成る連立系である。

（26）「独立な」という意味は，(l − 2)個の解の，y3, · · · , yl に関する函数行列式（Jacobian）が 0でない
ということである。

（27）Jacobi系の連立方程式については Carathéodory [2] chap. 4および藤原 [5] pp. 508–512。
（28）たとえば藤原 [5] pp. 506–507。
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X1u = x1
∂u

∂x1
+ x2

∂u

∂x2
+ x3

∂u

∂x3
+ x4

∂u

∂x4
,

X2u = x2
1

∂u

∂x1
+ x2

2
∂u

∂x2
+ x2

3
∂u

∂x3
+ x2

4
∂u

∂x4
.

1◦ 　まずこれは完全系であることが直接計算によって確かめられる。実際，

(X1, X2)u = X1X2u − X2X1u

=
4∑

i=1

xi
∂

∂xi
(X2u) −

4∑
j=1

x2
j

∂

∂xj
(X1u)

= X2u

が成り立つ。
（29）

したがってこの方程式には必ず解があるので，それを具体的に求めてみよう。

2◦ 　X1u = 0を解く。その特性方程式は
（30）

dx2

dx1
= x2

x1
,

dx3

dx1
= x3

x1
,

dx4

dx1
= x4

x1

である。これを解いて
x2

x1
= α,

x3

x1
= β,

x4

x1
= γ

（α, β, γ は定数）であるから

η2(x) = x2

x1
, η3(x) = x3

x1
, η4(x) = x4

x1

と定義すると，特性方程式の解に沿ったこれらの値は定数である。したがって η2, η3, η4 はX1u = 0

の解である。
（31）

これに η1(x) = x1なる函数を追加すると η = (η1, η2, η3, η4)の函数行列式については det Dη(x) ̸=

0（つまり rank Dη(x) = 4）が成り立つ。
（32）

3◦ 　ここで IIIにおいて述べた変数変換を用いる。R4 のふたつの開集合 V, W を適当に選ぶと，

ηを媒介にして，V とW との間には過不足のない一対一の関係が成り立つ。

（29）途中の単純な微分計算は省略した。
（30）南雲 [11] pp. 21–29，細矢・虞 [6] pp. 251–255。
（31）細矢・虞 [6] pp. 251–252を見よ。

（32）Dη(x) =

 1 0 0 0
−x2/x2

1 1/x1 0 0
−x3/x2

1 0 1/x1 0
−x4/x2

1 0 0 1/x1

 .
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η(x) =
(

x1,
x2

x1
,

x3

x1
,

x4

x1

)
, x ∈ V,

η−1(y) = (y1, y1y2, y1y3, y1y4), y ∈ W

である。IIIと同様に

⌢
u (y) = (u ◦ η−1)(y),

⌢
Xi ⌢

u (y) = Xi ⌢
u (η−1(y)), i = 1, 2

と表記すれば，IIIの公式（5）により，
⌢
X1 ⌢

u および
⌢
X2 ⌢

u を次のように計算することができる。

⌢
X1 ⌢

u (y) =
4∑

j=1

X1ηj(η−1(y))∂
⌢
u

∂yj
(y)

= x1
∂

⌢
u

∂y1
(y) +

(
−x2

x2
1

x1 + x2

x1

)
∂

⌢
u

∂y2
(y)

+
(

−x3

x2
1

x1 + x3

x1

)
∂

⌢
u

∂y3
(y) +

(
−x4

x2
1

x1 + x4

x1

)
∂

⌢
u

∂y4
(y)

= x1
∂

⌢
u

∂y1
(y) = 0.

したがって（x1 ̸= 0として）⌢
u は y1 から独立である。さらに

⌢
X2 ⌢

u (y) =
4∑

j=1

X2ηj(η−1(y))∂
⌢
u

∂yj
(y)

= x2
1

∂
⌢
u

∂y1
+ x2

(x2

x1
− 1
) ∂

⌢
u

∂y2
+ x3

(x3

x1
− 1
) ∂

⌢
u

∂y3

+ x4

(x4

x1
− 1
) ∂

⌢
u

∂y4
（第一項 = 0）

= y1y2(y2 − 1)∂
⌢
u

∂y2
+ y1y3(y3 − 1)∂

⌢
u

∂y3
+ y1y4(y4 − 1)∂

⌢
u

∂y4

= 0.

4◦ 　最後に，y2, y3, y4 の函数として，
⌢
X2 ⌢

u = 0なる ⌢
u を求める。（⌢u は y1 に依存しないので

⌢
X1

⌢u = 0はもちろん満たされる。）
⌢
X2 ⌢

u = 0を解くには

⌢
X2 ⌢

u = y2(y2 − 1)∂
⌢
u

∂y2
+ y3(y3 − 1)∂

⌢
u

∂y3
+ y4(y4 − 1)∂

⌢
u

∂y4
= 0

を考察すればよい。特性方程式は

dy3

dy2
= y3(y3 − 1)

y2(y2 − 1) ,
dy4

dy2
= y4(y4 − 1)

y2(y2 − 1) .
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これを解けば，
（33）

y2 − 1
y3 − 1 · y3

y2
= α,

y2 − 1
y4 − 1 · y4

y2
= β （α, β は定数）

を得る。この左辺を θ1(y2, y3, y4), θ2(y2, y3, y4) とし，これらの値を特性方程式の解に沿って計算す

れば定数である。ゆえに θ1, θ2 が
⌢
X2 ⌢

u (y) = 0の解で
（34）

rank D(θ1, θ2) = 2.

したがって任意の微分可能な函数 S : R2 → Rに対して

S

(
y2 − 1

y2
· y3

y3 − 1 ,
y2 − 1

y2
· y4

y4 − 1

)
が求める一般解である。

（35）
分母・分子に y1 を乗じて整理したうえで，変数を元へ戻せば，一般解は

S

(
x3(x2 − x1)
x2(x3 − x1) ,

x4(x2 − x1)
x2(x4 − x1)

)
として求められる。

連立方程式を構成する方程式の数がさらに多数の場合は，上記と同様の手続きを反復し，漸次変

数を減じながら，最終的に単独の方程式に帰着せしめるのである。

しかし一般には，具体的に解を計算することは困難であり現実的ではない。解の具体的算定が困

難な場合でも，解の“存在”を保証する条件が既に確認されているのであるから，ある範囲内で解

析を施すことは可能である。

VII. G.B. Antonelliの積分可能性条件

Walras以来の一般均衡理論においては，効用函数の極大化をつうじて需要函数が導出され，それ

が均衡体系の不可欠な一構成要素となった。しかし『純粋経済学要論』刊行当時より，量としての

測定が困難な効用概念を科学のなかで用いることに対しては多くの批判が下されたのであった。

とりわけ 1900年，数学者H. Laurentによる攻撃は，Walrasを著しく動揺させたように思われる。

〈満足が観測可能であるなどという見解をどうして受け入れることができましょうか。数学者は

（33）部分々数に分解して解けばよい。
（34）正確には y2, y3, y4 が 1でない範囲で。
（35）Monge-Cauchyの定理による。
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断じてそれに同意することができないのでございます。〉
（36）

これに対してWalrasは同年 5月 22日付の Laurent 宛書簡で効用の可測性を否定する見解を述

べるとともに，自説の弁護に努めた。

〈経済学の問題は，…（中略）…µ ［価値尺度財の限界効用―引用者］が尺度になるとか，それ自

体可測的であるとか仮定することなしに…（中略）…解決されるという事実に大いに注目して

いただきたいと存じます。私自身としては，効用および限界効用の尺度を全く用いずに議論し

ているわけなのです。〉
（37）

こう答えてみたものの，Walrasは一抹の疑念を拭い去ることができず，H. Poincaréに書簡を送っ

てその見解を尋ねたことは，学史上よく知られたとおりである。
（38）

しかし需要函数（あるいは逆需要函数）が観測可能であるとして，これを生成する効用函数を溯っ

て理論的に求めうるならば，効用函数は直接に観察できないまでも，需要函数を導く基礎概念とし

て正当化されるのではなかろうか。

素朴な経験主義者であった V. Paretoも，需要函数の背後にある効用函数を析出する問題に考察

を加えたが，これを可能にする正確な数学的条件を明示することができなかった。
（39）

むしろ Paretoに先立って，問題の数学的骨格を初めて簡明に表現しえたのはAntonelli の小著 [1]

である。Antonelliの分析の本質は本稿で述べた Jacobi系の連立偏微分方程式の基礎理論である。

いま消費の対象となる財の種類を lとし，消費量のベクトルを x = (x1, x2, · · · , xl)，逆需要函数

を P (x) = (P1(x), P2(x), · · · , Pl(x))で表わす。第 1財を価値尺度財（したがって P1(x) ≡ 1）とし，

各 Pi には十分な滑らかさを仮定する。もし P (x)を生成する効用函数 uが存在するならば，uは偏

微分方程式

Xiu = ∂u

∂xi
− Pi

∂u

∂x1
= 0, i = 2, 3, · · · , l （1）

を満たさなければならない。
（40）

この方程式に解が存在すれば，これが求める効用函数とみなしうるも

のと Antonelliは考えた。

（36）LaurentからWalras宛 1900年 5月 13日付書簡。Jaffé [9] Vol.III, p. 116，書簡番号 1452。
（37）Jaffé [9] Vol.III, p. 119，書簡番号 1454。
（38）Walras-Poincaréの往復書簡についての詳細は丸山 [10]pp. 158–162。1901年 9月 30日付，Poincaré

からWalras に宛てた書簡は序数的効用理論の核心を過不足なく整理し，併せてWalras の方法を肯
定・擁護するものであった。Jaffé [9] Vol.III, pp. 164–165，書簡番号 1496。

（39）Pareto [13],[14]. Paretoのこの問題をめぐる所見の評価については須田 [17]およびそこに挙示され
た文献を参照せよ。
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Jacobiの括弧 (Xi, Xj)（i, j = 2, 3, · · · , l）を直接計算によって求めてみよう。

XiXju = ∂

∂xi

(
∂u

∂xj
− Pj

∂u

∂x1

)
− Pi

∂

∂x1

(
∂u

∂xj
− Pj

∂u

∂x1

)
= ∂2u

∂xj∂xi
− ∂Pj

∂xi

∂u

∂x1
− Pj

∂2u

∂x1∂xi

− Pi
∂2u

∂xj∂x1
+ Pi

∂Pj

∂x1

∂u

∂x1
+ PiPj

∂2u

∂x2
1

.

XjXiuも同様に計算すればよい。これから

(Xi, Xj)u = XiXju − XjXiu

= ∂u

∂x1

[
Pi

∂Pj

∂x1
− ∂Pj

∂xi
− Pj

∂Pi

∂x1
+ ∂Pi

∂xj

] （2）

が導かれる。（∂u/∂x1 ̸= 0として）（2）が 0となるためには

∂Pj

∂xi
− Pi

∂Pj

∂x1
= ∂Pi

∂xj
− Pj

∂Pi

∂x1
（3）

の成り立つことが必要十分である。すべての i, j = 2, 3, · · · , lに対して（3）が成り立つ場合（かつそ

の場合に限って），方程式（1）は Jacobi系，したがって完全系となるので，条件（3）が満たされるなら

ば，Vの解法に基づき，（1）は解を有する。

（3）の左辺を aij，つまり aij = ∂Pj/∂xi − Pi · ∂Pj/∂x1 と書けば，右辺は aji である。（3）は aij

を第 i行第 j 列とする行列の
（41）

対称性を述べているのである。

方程式（1）の解法として Antonelliが考案した数理は，やや補足を加えつつ整理すれば以上の如き

ものと思われる。

Samuelson [16]はさらに，Antonelli行列（aij）の対称性条件は Slutskyの代替項の対称性，ま

た所謂 Frobeniusの条件と
（42）

も同値であることを証明した。
（43）

最後にひとつだけ注意しておきたいことは，微分方程式（1）に解が存在したとしても，これを極大

化することをつうじて導かれる需要函数が当初観察された需要函数と一致するかどうかは保証の限

りではないという一事である。もし両者が一致しない場合は，以上の試みは十分な解決とはいえな

いであろう。ひとつの完全な解決は Hurwicz and Uzawa [8]によって与えられた。
（44）

（40）i = 1の場合，P1(x) ≡ 1であるから，いかなる函数 uに対しても（1）が成り立つ。また ∂u/∂x1 = 0
ならば ∂u/∂xi = 0（Pi ̸= 0として）であるから，∂u/∂x1 ̸= 0 の条件を満たすように uを求める問
題と考えてよい。

（41）後にこの行列は Antonelli行列と称されるようになった。
（42）Frobenius[4] が原典である。
（43）細矢・虞 [6] pp. 158–161をも参照のこと。
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