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「三田学会雑誌」114巻 1号（2021年 4月）

決済の理論モデル

前多康男 ∗

1 はじめに

フリーマン（Freeman（1996））のモデルは決

済システム（payment system）をモデル化し

たもので，モデル自体が決済システムの以下

の 3つの特徴を持っている。（1）人々が債券を

発行して財を購入する，（2）債券は貨幣で償還

される，（3）債券の流通市場が存在する。本研

究ノートでは，フリーマン（Freeman（1996））

のモデルを，細かい部分まで補足を行いなが

ら詳細に解説する。フリーマンのモデルでは，

個人が発行した債券を貨幣で決済することに

なるが，債券の決済を行うための貨幣が経済

において不足している状態を流動性不足と定

義しており，流動性が不足したときに，中央

銀行が適切に経済に貨幣を供給することが経

済の効率性を向上することを示している。
（1）

フ

リーマンのこの研究は，その後の決済システ

ムに関する理論的研究の嚆矢となった。

2 モデルの基本構造

2.1 モデルの時間的空間的構造

■島の構造 全体のモデルは 2期の世代重複

モデルである。モデルの空間構造としては，

中央に 1つの島（中央島）があり，その島の周

りに全体で I 個（偶数個）の島が組になって

取り囲んでいる状況になっている。組になっ

ている島の一方を債権者島（creditor island），

他方を債務者島（debtor island）と呼ぶ。それ

ぞれの島において，各期 t (t ≥ 1)に N 人の

本研究ノートは慶應義塾大学学事振興資金の研究援助を受けた。記して感謝の意を表したい。
∗ 慶應義塾大学経済学部
（1） 貨幣の需要は季節によって大幅な変動があったが，フリードマンとシュワルツ（Friedman and Schwartz
（1963））は，連邦準備制度の発足とともにその変動が大きく減少したことを指摘している。中央銀行
の行う流動性供給が実質的に効果を持った事例である。
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2期間生きる個人が生まれる。

■財の初期保有 経済に存在する財は 2種類

あり，いずれの財も保存不可能である。つま

り，期を越えて持ち越すことができない。債

務者島に生まれる個人を債務者（debtor）（借り

手，タイプ dの個人）と呼ぶ。債務者は若年期

に x単位の債務者島に特有な財を初期保有し

ており，老年期には財の初期保有はない。こ

の財を x財と呼ぶ。債権者島に生まれる個人

を債権者（creditor）（貸し手，タイプ cの個人）

と呼ぶ。債権者は若年期に y単位の債権者島

に特有の財を初期保有しており，老年期には

財の初期保有はない。この財を y財と呼ぶ。

■効用関数 債務者は，若年期に債務者島の財

（x財）と債権者島の財（y財）のそれぞれの財

の消費から効用を得る。（老年期の消費からは効

用を得ない。）債務者の効用関数を v(dx,t, dy,t)

とする。ここで，dx,tは債務者（タイプ dの個

人）の t期における x財の消費で，dy,tは t期

における y財の消費である。この関数 vは加

法分離的とし，分離されたそれぞれの関数に

ついて厳密に増加的，厳密に凹，2回連続微

分可能であるとする。また，この効用関数の

無差別曲線は軸に交わらないとする。

各債権者は，若年期に債権者島の財（y 財）

から，老年期に債務者島の財（x 財）から消

費により効用を得る。債権者の効用関数を

u(cy,t, cx,t+1)とする。ここで，cy,t は債権者

（タイプ cの個人）の t期における y財の消費

で，cx,t+1 は t + 1期における x財の消費で

ある。この効用関数についても債務者の効用

関数と同様の仮定を置く。

■初期時点の老人 初期時点に NI
2 人の老人

の債権者が中央島に存在している。
（2）

この初期

時点の老人は老年期に x財の消費から効用を

得るものとする。また各個人がm単位の貨幣

を保有しているとする。

3 取引の構造

3.1 債務者の行動

■債務者の若年期の第 1ステージの行動 各

期は便宜上 2つのステージに分けられている

とする。債務者島に t期に生まれた t世代の

債務者は，t期の第 1ステージで組になってい

る債権者島を訪れて，そこにいる若者の債権

者と相対で取引を行う。債務者が消費したい

財は x財と y財の両方であり，債務者は x財

を保有している。一方，債権者が若年期に消

費したい財は y財であり，保有している財も

y 財である。この相対の取引は要求が一重に

一致しているケースであって，物々交換は起

こらない。債務者は債務証書（債券）を発行

し，それと引き換えに債権者から y財を受け

取る。ここで債権者が債務者の発行する債券

を受け取る理由は，その債券が購買力となっ

て，老年期に x財を消費できる期待があるか

らである。
（3）

この取引は図 1にまとめてある。

（2） N = 1に基準化しているので，実際は I
2 人の老人の債権者が中央島に存在している。
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図 1 モデルの基本構造（t期の第 1ステージ）
債務者島

債権者島

債務者

債権者

債券と
y 財を交換

中央島
v dx, t, dy, t

x財を保有

u cy, t, cx, t+1

y財を保有

■債務者の若年期の第 2ステージの行動 債

権者島を訪れた債務者はその期の第 2ステー

ジで元の債務者島へ戻る。債務者が戻った頃

に老人の債権者が債務者島を訪れる。老人の

債権者は貨幣を保有しており，債務者が保有

している x財を欲しているので，貨幣と x財

の交換が起きる。
（4）

債務者は第 1ステージで発

行した債券を次期に決済するために貨幣を欲

している。
（5）

■債務者の予算制約 債務者島に t期に生ま

れた（t世代の）債務者の第 1ステージにおけ

る債権者との相対取引は，債務者が発行する

債券の名目価値額（枚数）を ht とすると，

py,tdy,t = ht （1）

と表すことができる。
（6）

ここで，py,t は t期の

y 財の価格である。債務者が貨幣を需要する

理由は，次の期に自分が発行した債券を決済

（3） 正確に言うと，次の期に債券を貨幣で返済してもらい，その貨幣の購買力で老年期に x財を購入す
ることになる。

（4） 老年期の債権者と若年期の債務者は，この後二度と会うことはないので，取引が行われるためには，
債権者が貨幣を保有している必要がある。老年期の債権者は，この債務者島において生涯を終わるこ
とになる。

（5） 第 1期には，便宜上中央島に貨幣を保有して存在していた初期時点で老人である債権者が債務者島
を訪れて取引を行う。

（6） 各島において同じことが起きる対称的な均衡に焦点を当てるので，各島で同一の価格が実現してい
ることを想定している。
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するためであり，このことは，

mt = ht （2）

と表すことができる。
（7）

つまり，債券の名目価

値総額（額面総額）だけの貨幣を需要すること

になる。債務者の若年期の第 2ステージの予

算制約は，

px,tdx,t + mt = px,tx （3）

となる。ここで，px,t は t期の x財の価格で

ある。

（2）式を（3）式に代入し，さらに（1）式を代入

すると，

px,tdx,t + py,tdy,t = px,tx （4）

となり，債務者の予算制約が導出できる。

■債務者の最適化問題 したがって，債務者

が解く問題は，

max v(dx,t, dy,t)

subject to （5）

px,tdx,t + py,tdy,t = px,tx

と書ける。この問題の 1階の条件は，

vx

vy
= px,t

py,t
（6）

となる。
（8）

■債務者の老年期の行動 債務者が老年期に

行う行動は，貨幣を持って中央島へ行き，中

央島を訪れている債権者が保有している債券

を貨幣で決済（返済）することだけである。債

務者は老年期には消費を行わないので，返済

を終えたら，そのまま中央島に留まり，生涯

を終えることになる。

老年期も 2つのステージに分かれているが，

債務者のうち λの割合の人は老年期の第 1ス

テージに中央島へ到着する。残りの 1 − λの

割合の人は老年期の第 2ステージにならない

と到着しない。このタイミングのずれが，中

央島において貨幣が不足する原因となる。

3.2 債権者の行動

■債権者の若年期の行動 債権者は若年期に

債権者島を訪れる若者の債務者と相対で取引

を行う。債務者の発行する債券を受け入れ，

代わりに初期保有している y財を渡す。

■債権者の老年期の行動 債権者は次期の期

首に中央島へ移動する。中央島において保有

している債券の発行者（債務者）を待ち，債

務者が到着したら債券を貨幣でもって償還し

てもらう。貨幣を得た債権者は自分の生まれ

た島と組になっている債務者島を訪れ，そこ

にいる若者の債務者と貨幣と x財の交換を行

い，x財を消費する。そのまま，債権者島で

生涯を終える。

（7） ここでは，債務の額面に対して利子が 0で返済が行われる。したがって，債務者は，債券の額面と
同額の貨幣を調達している。ここで，利子を導入しても，その利子は財の価格で調整されるだけであ
り，配分に影響を与えないことが分かる。

（8） ここで，vx は関数 v の第 1変数による偏微分，vy は関数 v の第 2変数による偏微分を表している。
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図 2 モデルの基本構造（t期の第 2ステージ）
債務者島

債権者島

債務者

債権者（老年期）

貨幣と
x財を交換

中央島

v dx, t, dy, t

x財を保有

u cy, t− 1, cx, t

貨幣を保有

ここで債権者の移動に関する以下の想定を

置く。債権者のうち全体の αの割合の人は，

第 2ステージまで中央島に留まり，その後債務

者島へ移動する。第 2ステージまで留まるこ

とにより，遅く到着する債務者も待つことが

でき，自分の保有する債券が確実に貨幣に変

換される。しかし，債権者のうち全体の 1−α

の割合の人は，第 1ステージの終わりに債務者

島へ移動してしまう。この段階では，中央島

に遅く到着する債務者は到着しておらず，保

有する債券を発行者に償還してもらうことが

できない。このときには，債券を第 1ステー

ジに割り引くことによって貨幣を手にし，債

務者島へ移動することになる。

■債権者の若年期の予算制約 債権者が購入

する（債務者の発行する）債券の名目価値額を

lt とする。または債券の額面を 1 円として，

購入する債券の枚数を ltと考えてもよい。債

権者の若年期の予算制約は，

py,tcy,t + lt = py,ty （7）

となる。

■債権者の老年期の予算制約 債権者は，老

年期に債券を持って中央島へ移動する。しか

し，第 1ステージの終わりに中央島から去るこ

とになる債権者は，自分の保有する債券を発

行した債務者が，自分が去る前に到着しない

可能性も生じる。その場合には，中央島で第
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図 3 モデルの基本構造（t + 1期）
債務者島

債権者島

債務者

債権者

中央島
v dx, t, dy, t

貨幣を保有

u cy, t, cx, t+1

債券を保有

第1ステージ　第2ステージ

λ

1 − λ

1 − α

α

2ステージまで留まる債権者のうちで貨幣を

持っている個人に，債券を割り引いてもらう

必要がある。この割引価格を ρt+1 (ρt+1 ≤ 1)

とする。

早く去ることになる債権者は，lt の名目価

値を持つ債券を保有しているが，債券の発行

者が早く到着したときには，ltの貨幣で返済さ

れる。このことが起きる確率は λである。し

かし，1 − λの確率で債務者が遅く到着し，そ

の結果，ρt+1lt の価値の貨幣しか得ることが

できないことになる。このことを式で表すと，

px,t+1cx,t+1 = ρt+1(1 − λ)lt + λlt （8）

となる。

■債権者の結託 ここで，（8）式に対して 2つ

の点を指摘しておく。まず，モデルの設定を

そのまま素直に考えれば，早く去ることにな

る債権者は，自らが保有する債務者が早く到

着するか，遅く到着するかで状態が異なり，そ

れぞれの場合を分けて予算制約を立てる必要

がある。（8）式のように，期待値を用いて 1本

の予算制約式で書けるためには，債券が多数

の債務者に分散されている想定が必要になる。

または，早く去ることになる債務者は期首の

早い時期にそのことを知ることができ，その

時点で，そのような債権者が結託して，保険

契約を締結するという想定も考えられる。こ

こでは，これらの想定のもとに，（8）式を用い

て分析を進めていく。
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また，（8）式の左辺の第 1項は，割引率 ρt+1

で保有している債券 ltがすべて割り引かれる

ことが想定されている。早く去る債権者は債

券をそのまま保有していても，債務者島では

紙クズになるので，どのような割引率であれ，

すべての債券を割り引いてもらうことになる。

この債権者が保有している債券は ltであるの

で，その割引価値である ρt+1ltが，（8）式の右

辺の第 1項に入っていることが分かる。

■遅くまで留まる債権者 中央島に第 2 ス

テージまで留まる債権者は，自らの保有する債

券をその発行元の債務者から返還してもらっ

たときには，貨幣を保有している。このよう

な債権者は，早く去る債権者の所有する債券

を割り引くことが可能になる。割り引いた債

券は，遅く到着する債務者から貨幣でもって

返還されることになる。このことを予算制約

として書くと，

px,t+1c∗
x,t+1 = lt + (1 − ρt+1)qt （9）

となる。ここで，遅くまで留まる債権者の x

財の消費を c∗
x,t+1 としている。また，ここで

qt は割り引く債券の額面値（枚数）を表して

いる。ここでも，債権者を一団として捉えた

ときの各個人の予算制約になっている。
（9）

した

がって，債権者の一団が保有する債券のうち，

第 1ステージで返済されるものは λの割合で

あるので，割引に使用できる資金としては，λlt

が用意できる。割引に使用できる資金によっ

て割引額が制約されるので，

ρt+1qt ≤ λlt （10）

という制約がかかることになる。この制約を

流動性制約（liquidity constraint）と呼ぶ。

■債権者の最適化問題 債権者の最適化問題

をまとめると，

max αu(cy,t, c∗
x,t+1) + (1 − α)u(cy,t, cx,t+1)

subject to （11）

py,ty = py,tcy,t + lt

ρt+1(1 − λ)lt + λlt = px,t+1cx,t+1

lt + (1 − ρt+1)qt = px,t+1c∗
x,t+1

λlt − ρt+1qt ≥ 0

となる。

ρt+1, py,t, px,t+1を所与として，cy,t, cx,t+1,

c∗
x,t+1, lt, qt について最適化を行う。各予算

制約を財について解き，効用関数へ代入する

ことによって，この問題を整理すると，

max αu

(
py,ty − lt

py,t
,

lt + (1 − ρt+1)qt

px,t+1

)
+ (1 − α)u(

py,ty − lt

py,t
,

ρt+1(1 − λ)lt + λlt

px,t+1

)
subject to （12）

λlt − ρt+1qt ≥ 0

となる。流動性制約に係るラグランジュ乗数

を µと置くと，この問題の 1階の条件は，

（9） 各島の債権者が一団となって，中央島に存在する債券の流通市場と取引を行っていると考える。
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lt : uy ·
(

− 1
py,t

)
+ αu∗

x ·
(

1
px,t+1

)
+

+ (1 − α)ux ·
(

ρt+1(1 − λ) + λ

px,t+1

)
+ µλ = 0, （13）

および，

qt : αu∗
x ·
(

1 − ρt+1

px,t+1

)
− µρt+1 = 0（14）

となる。

4 均衡の計算

4.1 流動性制約がバインドしていないとき

■流動性制約 流動性制約がバインドしてい

ないとき，つまり，経済における流動性が問

題となってはいないときには，債権者の最適

化問題（11）を解くときに設定した，流動性制

約に係るラグランジュ乗数 µ は µ = 0 とな

り，（14）式より

ρt+1 = 1 （15）

が成立する。つまり，債券の流通市場におけ

る価格は額面通りとなる。（15）式を用いると，

（8）式から，

cx,t+1 = lt

px,t+1
,

（9）式から，

c∗
x,t+1 = lt

px,t+1

となる。cx,t+1 = c∗
x,t+1 となるので，（13）

式は，

uy ·
(

− 1
py,t

)
+ ux ·

(
1

px,t+1

)
= 0

と単純化される。ここから，

uy

ux
= py,t

px,t+1
（16）

が導出される。

4.2 流動性制約がバインドしているとき

■流動性制約 流動性制約がバインドしてい

るときは，µ > 0となり，（14）式より

ρt+1 < 1 （17）

が成立する。つまり，債券を割り引いて得る

貨幣は，額面より少なくなる。またこのとき

に，c∗
x,t+1 > cx,t+1 となり，中央島に留まる

債権者の効用が，早く去る債権者に比べて高

くなることが分かる。

■債券市場の市場均衡条件 債券の割引市場

に債券を供給する個人は，中央島を早く去る

ことになった債権者のうち，保有している債

券の発行者がまだ到着していない個人である。

このような債権者の個々人が保有している債

券の名目額は lt であるので，経済全体での供

給量は，(1 − α)(1 − λ)ltと計算できる。この

債券を割り引くための資金は遅くまで中央島

に留まる債権者のうち，保有している債券の

発行者がすでに到着している個人である。経

済全体の資金量は，λαlt と計算できる。

したがって，債券の割引市場の市場均衡条

件は，

ρt+1(1 − α)(1 − λ)lt = λαlt

となり，ここから，割引価格が，
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ρt+1 = α

1 − α

λ

1 − λ
（18）

と計算できる。

流動制約が発生する（バインドする）条件は，

α

1 − α

λ

1 − λ
< 1

であるが，この式を整理すると，

1 − α < λ （19）

となる。つまり，早く去ることになる債権者

の割合が，遅く到着する債務者の割合より大

きいときに流動性制約が発生する。

■債権者の問題 （18）式を（8）式へ代入する

と，

px,t+1cx,t+1 = α

1 − α
λlt + λlt

= 1
1 − α

λlt （20）

と計算できる。流動性制約（（10）式）がバイ

ンドしているときには，

ρt+1qt = λlt

となり，この式から，

qt = λlt

ρt+1
（21）

となる。（18）式と（21）式を（9）式へ代入する

ことによって，

px,t+1c∗
x,t+1 = 1 − λ

α
lt （22）

と計算できる。また，（13）式に（18）式を代入

すると，

− px,t+1

py,t
uy

[
y − lt

pyt

]
+ λux

[
λ

1 − α

lt

px,t+1

]
+ (1 − λ)u∗

x

[
1 − λ

α

lt

px,t+1

]
= 0 （23）

となる。
（10）

4.3 定常均衡

■定常均衡 ここで以下の定常均衡を求めて

いくことにする。lt = l，px,t = px，py,t = py，

L = l
py
，H = h

py
，P = px

py
とそれぞれの変

数の定常値を定義する。

■債権者の問題 （3）式から

dx,t = x − mt

px,t
= x − H

P

となる。（1）式から

dyt = ht

py,t
= H

となる。したがって，（6）式は，

−vx

[
x − H

P

]
+ P vy [H] = 0 （24）

となる。

■債務者の問題 （23）式から

−P uy [y − L] + λux

[
λ

1 − α

L

P

]
+ (1 − λ)u∗

x

[
1 − λ

α

L

P

]
= 0

（25）
となる。

■定常均衡の求め方 このモデルの定常均衡

は，（24）式と（25）式，および均衡条件H = L

（10）角括弧は変数を明示的に示すことに使用している。
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を連立して解くことになる。

（24）式を全微分すると，

vxx · 1
P

dH − vxx · H

P 2 dP + P vyydH = 0

⇒
( 1

P
xxx + P vyy

)
dH − H

P 2 vxxdP = 0

（26）

となり，ここから，

dH

dP
=

− H
P 2

1
P

xxx + P vyy

< 0

となることが分かる。

（25）式を全微分すると，

−

(
uy + λuxx · λ

1 − α

L

P 2

+ (1 − λ)u∗
xx · 1 − λ

α

L

P 2

)
dP

+

(
uyyP + λuxx · λ

(1 − α)P

+ (1 − λ)u∗
xx · 1 − λ

αP

)
dL = 0

（27）
となる。

ここで，（27）式の第 1項の括弧内が正にな

ることの十分条件を求めることにする。第 1

項の括弧内が正になることを式で表して，変

形していくと，

− λ

P

uxx

uy
· x − 1 − λ

P

u∗
xx

uy
· x∗ < 1 （28）

と計算できる。ここで原論文では，−cx
uxx
ux
で

測られた相対的リスク回避度が 1以下である

ことを仮定すると，（28）式の一番下の不等式

が成立し，（27）式の第 1項の括弧内が正にな

ると議論している。しかし，（28）式の左辺の

各項の分母に入っているものは uyである。し

たがって，uy = ux であり，かつ，流動性制

約がそれほど強くなく，y 財の消費量と x財

の消費量が近い場合にのみ成立する。ここで

は，このような状況に分析を限定し，（27）式

の第 1項の括弧内が正になることを想定する

ことにする。

（27）式の第 2 項の括弧内は負であるので，
dL
dP

> 0 となる。したがって，右上がりの債

券の需要関数と，右下がりの債券の供給関数

を描くことができ，均衡が得られることが期

待できる。

■流動性制約の影響 （25）式をLと λに関し

て全微分すると，(
uyyP + λuxx · λ

(1 − α)P

+ (1 − λ)u∗
xx · 1 − λ

αP

)
dL

+

(
ux + 1

1 − α

L

P
λuxx − u∗

x

− (1 − λ) 1
α

L

P
u∗

xx

)
dλ = 0（29）

となる。（29）式の左辺の 2項目の括弧の中は，

ux + cxuxx − u∗
x − c∗

xu∗
xx

=
(

1 + cx
uxx

ux

)
ux −

(
1 + c∗

x

u∗
xx

u∗
x

)
u∗

x

（30）

となるが，ここで，相対的リスク回避度が一定

であることを仮定する。つまり，−cx
uxx
ux

=

σ と置くと，（30）式は (1 − σ) (ux − u∗
x) と

計算できる。ux < u∗
x であるので，相対

的リスク回避度が 1 より小さいときには，

(1 − σ) (ux − u∗
x) > 0となる。したがって，
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dL
dλ

> 0 となる。

5 効率性

ここで，定常均衡の効率性について考察を

行う。効率的な配分を分析するために，実現

可能性条件を制約として θと 1 − θでウェイ

ト付けした期待効用を最大化する問題を考え

る。つまり，

max θv(dx, dy) + (1 − θ)
(
αu(cy, c∗

x)

+ (1 − α)u(cy, cx)
)
（31）

subject to

y = dy + cy （32）

x = dx + (1 − α)cx + αc∗
x （33）

を考える。この問題の 1階の条件は，

θvx = µx （34）

θvy = µy （35）

(1 − θ)uy = µy （36）

(1 − θ)u∗
x = µx （37）

(1 − θ)ux = µx （38）

と計算でき，（37）式と（38）式から ux = u∗
xが

導出され，ここから

cx = c∗
x

が計算される。また，（34）式，（35）式，（36）

式，（38）式より，

uy

ux
= vy

vx

が計算される。つまり，均衡は，負債の割引が

ない状態（ρt+1 = 1）のときに効率的になること

が分かる。負債が割り引かれる場合（ρt+1 < 1）

は，中央島に留まる債権者が，早く立ち去る

者の犠牲のもとに利益を得ることになる。こ

のことが，債権者の事前のリスクを増加させ

ることになる。

5.1 政策

流動性が制約されている均衡は効率的では

ないことが明らかになった。ここで，中央島

にある金融当局が，中央島に留まる債権者（銀

行と呼ぶことにする）に対して，保有している

負債に対して貨幣を発行して貸し付けること

を考える。この中央銀行の貸付は，遅く到着

する債務者の到着時点で，返済されることに

なる。中央銀行貸付の名目粗利子率を 1に設

定すると，流動制約がバインドしなくなり，効

率的な配分が実現される。
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