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「三田学会雑誌」109巻 4号（2017年 1月）

最尤法を用いた集約ルールの設計

中村祐太 ∗

Maximum Likelihood Social Choice Rule

Yuta Nakamura
∗

Abstract: This study is related to a Condorcetian problem of information aggregation

that finds a “true” social ordering using individual orderings, that are supposed to partly

contain the “truth”. In this problem, we introduce a new maximum likelihood rule and

analyze its performance. This rule selects an alternative that maximizes the probability of

realizing individual orderings, conditional on the alternative being the top according to a true

social ordering. We show that under a neutrality condition of alternatives, the probability

that our rule selects the true top alternative is higher than that of any other rule.

Key words: Condorcet jury theorem, Young’s method, maximum likelihood method,

scoring rule, social choice
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1 序論

本稿では，選択肢の集合上における “正しい”社会的順序を，投票者の順序付けから見つけ出す方

法（集約ルール）について考察する。我々の目的は，統計学的手法である最尤法を用いて新たな集約

ルールを設計し，その性能を分析することである。本稿で設計する新たな集約ルールは，正しい社

会的順序のトップの選択肢を他のどのような中立的集約ルールよりも高い確率で選び取る（定理 1）。

Condorcet（1785）は，ペアごとの多数決から生じる循環（コンドルセ循環）を除去する方法につ

いて考察し，具体的な循環の除去方法を提示した（コンドルセの方法）。しかし，Black（1958）が

Condorcet（1785）の議論を整理して以降，コンドルセの方法が正常に機能するのは選択肢の数が

3つ以下の場合のみであることが知られている。そこで，Young（1988）は，最尤法という統計学

の手法を用いて集約ルールを定義し（ヤングの方法），その集約ルールがコンドルセの主張を体現す

ることを示した。さらに，Young（1988）は，正しい社会的順序のトップと考えるのが “最も尤も

らしい”選択肢と，正しいと考えるのが “最も尤もらしい”社会的順序のトップの選択肢とが，異な

りうることを指摘した。ヤングの方法は，後者の選択肢を選び取るものである。

しかし，Young（1988）の研究では，投票者がある選択肢のペアを比較するときに「正しく判断で

きる」確率が，比較する選択肢のペアに関わらず一定であることを仮定していた。そこで，Conitzer

and Sandholm（2005）及び Conitzer, Rognlie, and Xia（2009）は，この仮定を緩め，各投票者が

もつ順序自体を確率要素とする，より一般的なモデルを構築した。
（1）

彼らは，この一般的なモデルの

もと，正しいと考えるのが “最も尤もらしい”社会的順序のトップの選択肢を選び取る集約ルールを

定義し，その性能を分析した。一方で，我々が設計する「最尤法ルール」は，正しい社会的順序の

トップと考えるのが “最も尤もらしい”選択肢を選び取る。さらに我々は，この最尤法ルールが正し

い社会的順序のトップの選択肢を，他のどのような中立的集約ルールよりも高い確率で選び取るこ

とを証明する。また，正しい社会的順序のトップでない選択肢がどれも同様に望ましくない場合に

は，我々の最尤法ルールが選び取る選択肢は期待社会厚生を最大化する。

本稿は以下のように構成されている。2節では我々のモデルを構築する。3節では我々の主要定理

を述べる。4節ではいくつかの補足的な議論を行う。5節では我々の結論を述べる。付録では補題の

証明がなされる。

（1） 例えば，Ben-Yashar and Paroush（2001）や Drissi-Bakhkhat and Truchon（2004）もこれと
は異なる一般化を行っている。
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2 モデル

X = {x1, x2, . . . , xm}を有限な選択肢の集合，I = {1, 2, . . . , n}を有限な投票者の集合とする。

（X 上の）順序とは，完備性，推移性及び反対称性を満たすX 上の二項関係 ≿iのことをいう。
（2）

Rを

すべての順序からなる集合とする。x ∈ X の ≿i∈ R におけるランキングを

r(x,≿i) =| {y ∈ X : y ≿i x} |

により定義する。投票者たちの（順序付け）プロファイルとは，

≿= (≿1,≿2, . . . ,≿n) ∈ Rn

のことをいう。次に，投票者たちがもつ順序付けを 1つの選択肢に集約する方法（集約ルール）を，

2種類定義する。

定義 1. 社会的選択対応とは，対応 F : Rn ↠ X のことをいう。

定義 2. 社会的選択関数とは，関数 f : Rn → X のことをいう。

任意の社会的選択関数 f と，任意の社会的選択対応 F について，f(≿) ∈ F (≿)がすべての ≿∈ Rn

について成り立つとき，f を F のセレクションという。

X からX 自身への全射 π : X → X を置換と呼び，Πをすべての置換からなる集合とする。記法

の簡便化のため，任意の ≿i∈ R と，任意の π ∈ Πについて，π(≿i)により，

x ≿i y ⇐⇒ π(x)π(≿i)π(y) ∀x, y ∈ X

となる順序を表すことにする。また，任意の ≿∈ Rn と，任意の π ∈ Πについて，

π(≿) ≡ (π(≿1), π(≿2), . . . , π(≿n))

と定義する。

本稿では，各選択肢を中立的に扱う社会的選択対応（関数）のみに焦点を当て分析を行う。

（2） 完備性：任意の x, y ∈ Xについて，x ≿i yもしくは y ≿i xが成り立つ。推移性：任意の x, y, z ∈ X

について， x ≿i y かつ y ≿i z ならば，x ≿i z が成り立つ。反対称性：任意の x, y ∈ X について，
x ≿i y かつ y ≿i xならば，x = y が成り立つ。
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定義 3. 社会的選択対応 F : Rn ↠ X が，任意の ≿∈ Rn と，任意の π ∈ Πについて，

F (π(≿)) = π(F (≿))

を満たすとき，F は中立的であるという。

定義 4. 社会的選択関数 f : Rn ↠ X が，任意の ≿∈ Rn と，任意の π ∈ Πについて，

f(π(≿)) = π(f(≿))

を満たすとき，f は中立的であるという。

補題 1は，中立的な社会的選択対応には，中立的なセレクションが存在すること保証している。

補題 1. 任意の中立的な社会的選択対応 F : Rn ↠ X について， 中立的な F のセレクション

f : Rn → X が存在する。

証明：付録を参照。 □

本稿では，1つの正しい社会的順序が確率的に決まる状況を考える。ここで，R0を正しい社会的順

序を表す確率要素とする。また，Young（1988）に従い，ある順序が正しい順序である先験的確率は，

すべての順序について等しいものと仮定する。つまり，任意のR ∈ Rについて，P(R0 = R) = 1/m!

とする。投票者たちは，どの順序が正しい順序であるかを知らないが，≿i∈ R を正しい順序と考え

ている。我々の目的は，正しい社会的順序のトップの選択肢を見つけることである。

ここで，各投票者の順序≿i∈ Rは，共通の確率分布に従い，確率的に独立であるとする。すると，

P(≿i| R0 = R)は，R ∈ Rが正しい社会的順序であるときに，投票者 iが≿i∈ Rを正しい順序と考

える確率を表す。ただし，
∑

≿i∈R P(≿i| R0 = R) = 1である。簡便化のため，P(≿i| R0 = R) > 0

が，任意の ≿i∈ Rと任意のR ∈ Rについて成り立つものとする。また，各投票者の順序 ≿i∈ Rは

確率的に独立であるため，任意の ≿∈ Rn と，任意の R ∈ R について，

P(≿| R0 = R) =
n∏

i=1

P(≿i| R0 = R)

が成り立つ。

さらに本稿では，任意の ≿i∈ R，任意の R ∈ R 及び任意の π ∈ Πについて，

P(≿i| R0 = R) = P(π(≿i) | R0 = π(R))
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が成り立つことを仮定する。この条件は，投票者がもつ順序と正しい社会的順序との関係が，選択

肢に付けられた番号に依存しないことを示している。
（3）

いま，

Q(x) ≡ {R ∈ R : r(x,R) = 1}

とすると，x ∈ X が正しい社会的順序のトップであるときに，投票者たちがプロファイル ≿∈ Rn

をもつ確率は，

P(≿| r(x,R0) = 1) = P(≿ and r(x,R0) = 1 | r(x,R0) = 1)

=
∑

R∈Q(x)

P(≿ andR0 = R | r(x,R0) = 1)

=
∑

R∈Q(x)

P(R0 = R | r(x,R0) = 1)P(≿| R0 = R and r(x,R0) = 1)

=
∑

R∈Q(x)

P(R0 = R | r(x,R0) = 1)P(≿| R0 = R)

=
1

(m− 1)!

∑
R∈Q(x)

P(≿| R0 = R)

=
1

(m− 1)!

∑
R∈Q(x)

n∏
i=1

P(≿i| R0 = R) （1）

となる。ここで，3つ目の等号はベイズの公式から従う。

補題 2. 任意の ≿∈ Rn，任意の x ∈ X 及び任意の π ∈ Πについて，

P(≿| r(x,R0) = 1) = P(π(≿) | r(π(x), R0) = 1)

が成り立つ。

証明：任意に ≿∈ R， x ∈ X 及び π ∈ Πをとる。任意の R ∈ R について，

r(π(x), π(R)) =| {y ∈ X : yπ(R)π(x)} |

=| {y ∈ X : π−1(y)Rx} |

=| {y ∈ X : yRx} |

= r(x,R)

（3） この条件は，Conitzer, Rognlie and Xia（2009）においても仮定されている。

65（619）



pLATEX2ε: 04nakamura : 2017/3/7(19:42) 6/18

なので，R ∈ Q(x)と π(R) ∈ Q(π(x))は同値である。よって，(1)から，

P(π(≿) | r(π(x), R0) = 1) =
1

(m− 1)!

∑
R∈Q(π(x))

n∏
i=1

P(π(≿i) | R0 = R)

=
1

(m− 1)!

∑
R∈Q(x)

n∏
i=1

P(π(≿i) | R0 = π(R))

=
1

(m− 1)!

∑
R∈Q(x)

n∏
i=1

P(≿i| R0 = R)

= P(≿| r(x,R0) = 1)

となる。 □

次に，最尤法ルールを 1つの社会的選択対応として定義する。

定義 5. 最尤法ルール FM : Rn ↠ X とは，

FM (≿) = arg max
x∈X

P(≿| r(x,R0) = 1)

で定義される社会的選択対応のことをいう。

最尤法ルールが，各プロファイル ≿∈ Rn に対応させる非空部分集合 FM (≿) ⊂ X の各要素は，

それを正しい社会的順序のトップと仮定すると，投票者たちがプロファイル ≿∈ Rn をもつ確率を

最大化する。また，補題 2から，最尤法ルール FM は中立的であることがわかる。これ以降，FM

の中立的なセレクション fM を任意に 1つ取り，本稿を通して固定する。

3 最尤法ルールの性能

本節では，最尤法ルールの性能を分析する。まず初めに，任意の社会的選択関数 f : Rn → X と，

任意の x ∈ X に対して，Sf (x) ≡ {≿∈ Rn : f(≿) = x}と定義する。すると， x ∈ X が正しい社

会的順序のトップであるときに，社会的選択関数 f : Rn → X が xを選び取る確率は

P[f(≿) = x | r(x,R0) = 1] =
∑

≿∈Sf (x)

P(≿| r(x,R0) = 1)

=
1

(m− 1)!

∑
≿∈Sf (x)

∑
R∈Q(x)

P(≿| R0 = R)

で与えられる。我々の主要定理は，fM が正しい社会的順序のトップの選択肢を，他のどのような社

会的選択関数よりも高い確率で選び取ることを示している。
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定理 1. 最尤法ルールのセレクションではない任意の社会的選択関数 f : Rn → Xと，任意の x ∈ X

について，

P[f(≿) = x | r(x,R0) = 1] < P[fM (≿) = x | r(x,R0) = 1]

が成り立つ。

証明：最尤法ルールのセレクションではない社会的選択関数 f : Rn → X と x ∈ X を任意に取り，

C ≡ Sf (x) ∩ SfM (x)とする。すると，

P[f(≿) = x | r(x,R0) = 1] =
∑

≿∈Sf (x)\C

P(≿| r(x,R0) = 1) +
∑
≿∈C

P(≿| r(x,R0) = 1),

P[fM (≿) = x | r(x,R0) = 1] =
∑

≿∈SfM
(x)\C

P(≿| r(x,R0) = 1) +
∑
≿∈C

P(≿| r(x,R0) = 1)

が従う。したがって∑
≿∈Sf (x)\C

P(≿| r(x,R0) = 1) <
∑

≿∈SfM
(x)\C

P(≿| r(x,R0) = 1)

を示せば十分である。

最尤法ルールの定義から，任意の ≿∈ Rn について，

P(≿| r(f(≿), R0) = 1) ≤ P(≿| r(fM (≿), R0) = 1) （2）

が成り立つ。f は最尤法ルールのセレクションではないので，ある ≿′∈ Rn で

P(≿′| r(f(≿′), R0) = 1) < P(≿′| r(fM (≿′), R0) = 1) （3）

となるものが存在する。いま，π ∈ Πを π(fM (≿′)) = xとなるように定義しよう。すると，(3)と

補題 2から，

P(π(≿′) | r(π(f(≿′)), R0) = 1) < P(π(≿′) | r(π(fM (≿′)), R0) = 1)

が成り立つ。さらに，f と fM の中立性から

P(π(≿′) | r(f(π(≿′)), R0) = 1) < P(π(≿′) | r(fM (π(≿′)), R0) = 1) （4）

となる。ここで，fM (π(≿′)) = π(fM (≿′)) = xとなることに注意せよ。また，f(≿′) ̸= fM (≿′)な

ので，f(π(≿′)) = π(f(≿′)) ̸= π(fM (≿′)) = xとなる。したがって，π(≿′) ∈ SfM (x) \ C が成立
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する。よって，(2)と (4)から，∑
≿∈SfM

(x)\C

P(≿| r(f(x), R0) = 1) <
∑

≿∈SfM
(x)\C

P(≿| r(x,R0) = 1)

が成り立つ。

次に， ∑
≿∈SfM

(x)\C

P(≿| r(f(x), R0) = 1) =
∑

≿∈Sf (x)\C

P(≿| r(x,R0) = 1)

を示そう。y ̸= xとなる各 y ∈ X について，互換 τyx ∈ T を，τyx(y) = xかつ τyx(x) = yとなる

ように定義する。
（4）

まず，任意の ≿∈ SfM (x) \C について，τf(≿)x(≿) ∈ Sf (x) \C となることを示

す。任意に ≿∈ SfM (x) \ C を取る。f の中立性から，

f(τf(≿)x(≿)) = τf(≿)x(f(≿)) = x

が成り立つ。よって，τf(≿)x(≿) ∈ Sf (x)である。

次に，τf(≿)x(≿) /∈ C を示す。≿∈ SfM (x) \ C なので，fM (≿) = xかつ f(≿) ̸= xとなる。fM

の中立性から，

fM (τf(≿)x(≿)) = τf(≿)x(fM (≿)) = τf(≿)x(x) = f(≿) ̸= x

が成り立つ。よって，τf(≿)x(≿) /∈ SfM (x)が成り立ち，τf(≿)x(≿) /∈ C となる。

したがって，関数 g : SfM (x) \ C → Sf (x) \ C で

g(≿) = τf(≿)x(≿)

となるものを定義できる。g が全単射であることを示そう。まず，g が単射であることを示す。

≿,≿′′∈ SfM (x) \ C で ≿ ̸=≿′′ となるものを任意に取る。f(≿) = f(≿′′)のとき，≿ ̸=≿′′ なので，

g(≿) = τf(≿)x(≿) ̸= τf(≿)x(≿′′) = τf(≿′′)x(≿′′) = g(≿′′)

となる。よって，f(≿) ̸= f(≿′′)となるときを考えれば十分である。≿∈ SfM (x)ならば，fM (≿) = x

なので，fM の中立性から

fM (τf(≿)x(≿)) = τf(≿)x(fM (≿)) = τf(≿)x(x) = f(≿)

が成り立つ。同様に，fM (τf(≿′′)x(≿′′)) = f(≿′′)を示すことができる。よって，

g(≿) = τf(≿)x(≿) ̸= τf(≿′′)x(≿′′) = g(≿′′)

（4） 互換とは，置換 τ ∈ Πのうち，ある x, y ∈ X が存在し，τ(x) = y かつ τ(y) = xとなり，さらに
z ̸= xかつ z ̸= y となる任意の z ∈ X について，τ(z) = z となるものをいう。T をすべての互換か
らなる集合とする。
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となる。したがって，gは単射である。

次に，g が全射となることを示す。任意に ≿∈ Sf (x) \ C を取る。まず先に，τfM (≿)x(≿) ∈

SfM (x) \ C を示す。fM の中立性から，fM (τfM (≿)x(≿)) = τfM (≿)x(fM (≿)) = x となる。した

がって，τfM (≿)x(≿) ∈ SfM (x)が成り立つ。ここで，f(≿) = xかつ fM (≿) ̸= xなので，f の中

立性から，f(τfM (≿)x(≿)) = τfM (≿)x(f(≿)) = τfM (≿)x(x) = fM (≿) ̸= x となる。したがって，

τfM (≿)x(≿) ∈ SfM (x) \ C が成り立つ。よって，

g(τfM (≿)x(≿)) = τfM (≿)x(τfM (≿)x(≿)) =≿

となる。ここで，1つ目の等号は，

f(τfM (≿)x(≿)) = τfM (≿)x(f(≿)) = τfM (≿)x(x) = fM (≿)

から成り立つ。したがって，gは全射である。

すると，

∑
≿∈SfM

(x)\C

P(≿| r(f(≿), R0) = 1) =
∑

≿∈SfM
(x)\C

P(τf(≿)x(≿) | r(τf(≿)x(f(≿)), R0) = 1)

=
∑

≿∈SfM
(x)\C

P(g(≿) | r(x,R0) = 1)

=
∑

≿∈g(SfM
(x)\C)

P(g(g−1(≿)) | r(x,R0) = 1)

=
∑

≿∈Sf (x)\C

P(≿| r(x,R0) = 1)

となる。ここで，1つ目の等号は命題 2から，2つ目の等号は g と τf(≿)x の定義から，3つ目と 4

つ目の等号は gが SfM (x) \ C から Sf (x) \ C への全単射であることから成り立つ。 □

定理 1の系として，最尤法ルールによる判断は，1人の投票者による判断よりも確率的に正しい

ことがわかる。これを見るために，各 i ∈ I について，fi : Rn → X を

fi(≿) = x, where r(x,≿i) = 1

となるように定義する。

系 1. 任意の i ∈ I と，任意の x ∈ X について，fi が最尤法ルールのセレクションになっていなけ

れば，

P[fi(≿) = x | r(x,R0) = 1] < P[fM (≿) = x | r(x,R0) = 1]

が成り立つ。
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表 1 ボルダルールの勝者

voter 1\2 xyz xzy yxz yzx zxy zyx

xyz x x x, y y x x, y, z

xzy x x x x, y, z x, z z

yxz x, y x y y x, y, z y

yzx y x, y, z y y z y, z

zxy x x, z x, y, z z z z

zyx x, y, z z y y, z z z

証明：定理 1から直ちに従う。 □

4 補足的な議論

4.1 定理 1についての補足

定理 1では，fM が中立的な社会的選択関数の中で最も望ましいものであることを示した。ここ

では，なぜ我々が中立的な社会的選択関数のクラスに着目したのかを説明する。

4.1.1 社会的選択対応の比較の困難性

定理 1では，最尤法ルールのある 1つのセレクションと，任意の中立的な社会的選択関数とを比

較した。ここで，社会的選択対応ではなく，社会的選択関数を比較したのは，社会的選択対応の比

較が困難であるからである。これを見るために，最尤法ルールがボルダルールと一致する状況を考

えよう。
（5）

いま，3つの選択肢と 2人の投票者が存在し，正しい社会的順序のトップの選択肢が xで

ある状況を考える。表 1は，各プロファイルに対するボルダルールの勝者（ボルダ勝者）を表してい

る。ここで，xyz は xが yよりも高く評価され，yが z よりも高く評価され，xが z よりも高く評

価されていることを示している。例えば，投票者 1の順序が yxzであり，投票者 2の順序が zyxで

あるならばボルダ勝者は yである。一方で，表 2は，ボルダルールとは異なる中立的な社会的選択

対応（改ボルダルールと呼ぶ）の勝者を表している。ここで，改ボルダルールと通常のボルダルール

を比較すると，両者の勝者が異なっているのは対角線上のみであり，他のプロファイル上では両者

の勝者は一致している。対角線上のプロファイルでは，改ボルダルールは 2つの選択肢を選び取っ

ており，通常のボルダルールはただ 1つの選択肢を選び取っている。

社会的選択対応では，複数の選択肢が選び取られることから，これら 2つのルールをうまく比較

（5） Conitzer and Sandholm（2005）は，ある条件付き確率分布においては，最尤法ルールがボルダ
ルールに一致することを示した。したがって，このような状況は存在する。4.2節では最尤法ルール
があるスコアリングルールに一致するための十分条件を与える。
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表 2 改ボルダルールの勝者

voter 1\2 xyz xzy yxz yzx zxy zyx

xyz x, y x x, y y x x, y, z

xzy x x, z x x, y, z x, z z

yxz x, y x x, y y x, y, z y

yzx y x, y, z y y, z z y, z

zxy x x, z x, y, z z x, z z

zyx x, y, z z y y, z z y, z

表 3 ボルダルールの中立的セレクションの勝者

voter 1\2 xyz xzy yxz yzx zxy zyx

xyz x x x y x x

xzy x x x x x z

yxz x x y y x y

yzx y x y y z y

zxy x x x z z z

zyx x z y y z z

できないことがある。これを見るために，両投票者が共に順序 xyzをもつ場合を考えよう。すると，

ボルダルールでは xが勝者となり，改ボルダルールでは xと yが勝者となる。ここで，正しい選択

肢は xであったので，このプロファイルに対しては，ボルダルールの方が改ボルダルールよりも望

ましいと考えられる。次に，両投票者が共に順序 yxzをもつ場合を考えよう。すると，ボルダルー

ルでは yが勝者となり，改ボルダルールでは xと yが勝者となる。したがって，このプロファイル

に対しては改ボルダルールの方がボルダルールよりも望ましい。つまり，これら 2つの社会的選択

対応のうち，どちらが望ましいかは単純にはわからないのである。この議論は，社会的選択対応の

比較の困難性を示している。

4.1.2 中立性の役割

定理 1の証明では，中立性が重要な役割を果たしている。したがって，例えば匿名的な社会的選

択関数のクラスについて同様の結果を得ることはできない。これを見るために，xを正しい社会的

順序のトップの選択肢とし，すべてのプロファイルに対し xを選ぶ社会的選択関数を考えよう。こ

こで，この社会的選択関数は匿名的であることに注意しよう。そして，この社会的選択関数は，す

べてのプロファイルに対して正しい選択肢を選び取るため，明らかに最尤法ルールよりも望ましい。

別の例を考えよう。いま，xを正しい社会的順序のトップの選択肢とし，表 3と表 4で表される

社会的選択関数を考える。表 3と表 4の社会的選択関数は，それぞれボルダルールの匿名的なセレ

クションと改ボルダルールの匿名的なセレクションとなっている。これらの社会的選択関数は，プ
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表 4 改ボルダルールの中立的セレクションの勝者

voter 1\2 xyz xzy yxz yzx zxy zyx

xyz x x x y x x

xzy x x x x x z

yxz x x x y x y

yzx y x y y z y

zxy x x x z x z

zyx x z y y z z

ロファイル（yxz, yxz）と，プロファイル（zxy, zxy）でのみ異なっており，そこでは改ボルダルー

ルの匿名的なセレクションのみが xを選び取っている。よって，改ボルダルールの匿名的なセレク

ションは，ボルダルールの匿名的なセレクションよりも望ましい。したがって，最尤法ルールがボ

ルダルールに一致する場合には，その匿名的なセレクションが，匿名的な社会的選択関数のクラス

の中で最も望ましいものにならなくなってしまう。

4.2 最尤法ルールとスコアリングルールの関係

この項では，最尤法ルールがスコアリングルールに一致する条件を明らかにする。スコアベクト

ルとは，m次元ベクトル α = (α(1), α(2), . . . , α(m)) ∈ Rmのことをいう。
（6）

≿∈ Rnに対する x ∈ X

の α ∈ Rm におけるスコアを

Sα(x,≿) =
n∑

i=1

α(r(x,≿i))

によって定義する。スコアベクトル α ∈ Rm における スコアリングルールとは，社会的選択対応

Fα : Rn ↠ X で，任意の ≿∈ Rn に対して，

Fα(≿) = arg max
x∈X

Sα(x,≿)

となるものをいう。

命題 1. ある R ∈ R と，ある x ∈ X で，r(x,R) = 1 となり，かつ r(x,≿i) = r(x,≿′
i) ならば

P(≿i| R0 = R) = P(≿′
i| R0 = R)となるものが存在すると仮定する。このとき，最尤法ルールは，

あるスコアベクトルにおけるスコアリングルールとなる。つまり，ある α ∈ Rm が存在し，

FM (≿) = Fα(≿) ∀ ≿∈ Rn

となる。

（6） 後に，減少的なスコアベクトル α(1) ≥ α(2) ≥ · · · ≥ α(m)のみに絞って議論を行う。
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証明：ある R ∈ R と，ある x ∈ X で，r(x,R) = 1 となり，かつ r(x,≿i) = r(x,≿′
i) ならば

P(≿i| R0 = R) = P(≿′
i| R0 = R)となるものが存在すると仮定する。任意に ≿∈ Rn を取る。各

k ∈ {1, 2, . . . ,m}に対して，Uk ≡ {≿′
i∈ R : r(x,≿′

i) = k}とし，

Pk ≡
∑

≿′
i∈Uk

P(≿′
i| R0 = R) （5）

と定義する。証明の冒頭における仮定から，r(x,≿i) = kならば，

P(≿i| R0 = R) = 1/(m− 1)! · Pk

である。

各 R′ ∈ R に対して，πR′R ∈ Πを πR′R(R′) = Rとなるように取る。任意に y ∈ X を取ろう。

すると，

1

(m− 1)!

∑
R′∈Q(y)

n∏
i=1

P(≿i| R0 = R′) =
1

(m− 1)!

∑
R′∈Q(y)

n∏
i=1

P(πR′R(≿i) | R0 = πR′R(R′))

=
1

(m− 1)!

∑
R′∈Q(y)

n∏
i=1

P(πR′R(≿i) | R0 = R)

=
1

(m− 1)!

∑
R′∈Q(y)

n∏
i=1

1

(m− 1)!
Pr(x,πR′R(≿i))

（6）

が成り立つ。

R′ ∈ Q(y)であるならば，Q(y)の定義より r(y,R′) = 1となる。したがって，任意のR′ ∈ Q(y)

に対して，

r(πR′R(y), R) = r(πR′R(y), πR′R(R′)) = r(y,R′) = 1 = r(x,R)

となり，πR′R(y) = xとなる。すると，任意の R′ ∈ Q(y)に対して，

r(x, πR′R(≿i)) = r(πR′R(y), πR′R(≿i)) = r(y,≿i)

が成り立つ。したがって，

(6) =
1

(m− 1)!

∑
R′∈Q(y)

n∏
i=1

1

(m− 1)!
Pr(y,≿i)

=
1

(m− 1)!

n∏
i=1

Pr(y,≿i) （7）

を得る。

最後に，α = (log P1, log P2, . . . , log Pm) ∈ Rm とすれば，

FM (≿) = arg max
y∈X

P(≿| r(y,R0) = 1)
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= arg max
y∈X

1

(m− 1)!

∑
R′∈Q(y)

n∏
i=1

P(≿i| R0 = R′)

= arg max
y∈X

1

(m− 1)!

n∏
i=1

Pr(y,≿i)

= arg max
y∈X

n∑
i=1

log Pr(y,≿i)

= arg max
y∈X

n∑
i=1

α(r(y,≿i))

= arg max
y∈X

Sα(y,≿) = Fα(≿)

が成り立つ。 □

系 2. 命題 1の仮定が成り立つと仮定する。さらに，命題 1の証明中の (P1, P2, . . . , Pm)について

P1 ≥ P2 ≥ · · · ≥ Pm が成り立つとする。このとき，最尤法ルールは α(1) ≥ α(2) ≥ · · · ≥ α(m)を

満たすあるスコアベクトル α ∈ Rm におけるスコアリングルールと一致する。つまり，

FM (≿) = Fα(≿) ∀ ≿∈ Rn

が成り立つ。

証明：命題 1の証明から直ちに従う。 □

ここで，命題 1の仮定が成り立つ例を挙げる。

例 1. n人の投票者が，X = {x, y, z}の中から，最も大きいボールを見つけようとしている状況を

考えよう。xは直径 11.0 cm，y 直径 10.1 cm，z は直径 10.0 cmであるとする。このとき，ボール

を大きい順に並べた「正しい社会的順序」は R0 = xyz となる。このとき，各投票者は yと z の大

きさの区別がつかないであろう。よって，近似的に，P(xyz | R0 = xyz) = P(xzy | R0 = xyz)，

P(yxz | R0 = xyz) = P(zxy | R0 = xyz)，P(yzx | R0 = xyz) = P(zyx | R0 = xyz)と仮定する

ことができる。すると，命題 1の仮定が成り立つため，最尤法ルールはスコアベクトル

(log P(xyz | R0 = xyz), log P(yxz | R0 = xyz), log P(yzx | R0 = xyz)) ∈ Rm

におけるスコアリングルールと一致する。

4.3 期待社会厚生

定理 1から，正しい社会的順序のトップ以外の選択肢が，等しく望ましくない場合には，最尤法

ルールは期待社会厚生を最大化することがわかる。これを見るため，R0 = Rのとき，x ∈ X にお
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ける社会厚生を，W (r(x,R)) ∈ Rによって定義する。ここでW (1) ≥ W (2) ≥ · · · ≥ W (m)とす

る。そして，f : Rn → X における期待社会厚生を

E[W (r(f(≿), R0))] =
∑

R∈Rn

∑
≿∈Rn

W (r(f(≿), R))P(≿| R0 = R)P(R0 = R)

によって定義する。命題 2は，正しい社会的順序のトップ以外の選択肢が等しく望ましくないとき

には，fM における期待社会厚生が，他のどのような中立的社会的選択関数におけるそれよりも望ま

しくなることを示している。

命題 2. W (1) > W (2) = · · · = W (m)とする。このとき，最尤法ルールのセレクションでない任

意の社会的選択関数 f : Rn → X について，

E[W (r(f(≿), R0))] < E[W (r(fM (≿), R0))]

が成り立つ。

証明：最尤法ルールのセレクションでない任意の社会的選択関数 f : Rn → Xを取り，W̄ ≡ W (2) =

· · · = W (m)とする。任意に x ∈ X を取る。r(x,R0) = 1であるときの f における条件付き期待社

会厚生は，

E[W (r(f(≿), R0)) | r(x,R0) = 1]

=
∑
y∈X

E[W (r(y,R0)) | f(≿) = y and r(x,R0) = 1] · P[f(≿) = y | r(x,R0) = 1]

= W (1) P[f(≿) = x | r(x,R0) = 1] + W̄ {1− P[f(≿) = x | r(x,R0) = 1]} （8）

となる。

定理 1から

(8) < W (1) P[fM (≿) = x | r(x,R0) = 1] + W̄ {1− P[fM (≿) = x | r(x,R0) = 1]}

= E[W (r(fM (≿), R0)) | r(x,R0) = 1]

が成り立つ。したがって，

E[W (r(f(≿), R0)) | r(x,R0) = 1] < E[W (r(fM (≿), R0)) | r(x,R0) = 1]

となり，

E[W (r(f(≿), R0))] =
∑
x∈X

E[W (r(f(≿), R0)) | r(x,R0) = 1]P(r(x,R0) = 1)
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<
∑
x∈X

E[W (r(fM (≿), R0)) | r(x,R0) = 1]P(r(x,R0) = 1)

= E[W (r(fM (≿), R0))]

が従う。 □

5 結論

本稿では，各投票者の順序が，同一の確率分布に従う独立な確率要素であると仮定し，最尤法ルー

ルの性能を分析した。我々の主要定理は，最尤法ルールが，正しい社会的順序のトップの選択肢を，

他のどのような中立的な社会的選択関数よりも高い確率で選ぶことを示した。この結果は，最尤法

ルールによる情報集約の正当性を保証している。確率要素について置いた，独立性の仮定の緩和が

これからの課題である。

付録：補題 1の証明

中立的な社会的選択対応 F を任意に取り，

B1 ≡ {≿∈ Rn : |F (≿)| > 1}

とする。もし，B1 = ∅ならば，F のただ 1つのセレクションが所望の社会的選択関数となる。そ

こで，B1 ̸= ∅の場合を考える。F は中立的なので，任意の ≿∈ B1 と，任意の π ∈ Πについて，

π(≿) ∈ B1 が成り立つ。≿′∈ B1 と x ∈ F (≿′)を任意に取り，社会的選択対応 F1 : Rn ↠ X を

F1(≿) =


F (≿) if ∄π ∈ Π,≿= π(≿′),

{π(x)} if ∃π ∈ Π,≿= π(≿′),

によって定義する。

F1 が中立的であることを示すため，任意に ≿∈ Rn と π′ ∈ Πを取る。もし，≿= π(≿′)となる

π ∈ Πが存在しないならば，明らかに，π′(≿) = π(≿′)となる π ∈ Πも存在しない。したがって，

F1(π
′(≿)) = F (π′(≿)) = π′(F (≿)) = π′(F1(≿))

が成り立つ。一方で，もし，≿= π(≿′)となる π ∈ Πが存在するならば，π′(≿) = π′(π(≿′))とな

る。したがって，
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F1(π
′(≿)) = {π′(π(x))} = π′({π(x)}) = π′(F1(≿))

が従う。よって，F1 は中立的である。

次に，

B2 ≡ {≿∈ Rn : |F1(≿)| > 1}

とする。F1 の定義から，≿′ /∈ B2 が成り立つ。もし，B2 = ∅ならば，F1 のただ 1つのセレクショ

ンが所望の社会的選択関数となる。そこで，B2 ̸= ∅の場合を考える。F1 は中立的なので，任意の

≿∈ B2と π ∈ Πについて， π(≿) ∈ B2 が成り立つ。再び，任意に ≿′′∈ B2 と x′ ∈ F (≿′′)を取り，

社会的選択対応 F2 : Rn ↠ X を

F2(≿) =


F1(≿) if ∄π ∈ Π,≿= π(≿′′),

{π(x′)} if ∃π ∈ Π,≿= π(≿′′)

によって定義する。すると，以前と同様の議論から，F2 が中立的であることがわかる。

同様の手順で，任意の k ∈ Nについて，Bk と中立的社会的対応 Fk を定義する。すると，明らか

に，任意の k ∈ Nについて，

B1 ⊋ B2 ⊋ · · · ⊋ Bk

である。B1 は有限集合であったから，ある k′ ∈ Nで，Bk′ = ∅となるものが存在する。すると，

Fk′−1 のただ 1つのセレクションが所望の社会的選択関数となる。 □
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要旨: 本稿では，選択肢の集合上における “正しい”社会的順序を，投票者の順序付けから見つけ
出す方法（集約ルール）について考察する。本稿の目的は，統計学の手法である最尤法を用いて新た
な集約ルールを設計し，その性能を分析することである。本稿で設計する新たな集約ルールは，投票
者たちの順序付けプロファイルが与えられると，正しい社会的順序のトップと考えるのが “最も尤も
らしい”選択肢を選び取る。さらに，この集約ルールは正しい社会的順序のトップの選択肢を，他の
どのような中立的集約ルールよりも高い確率で選び取る。

キーワード: 社会的選択，コンドルセ循環，最尤法，コンドルセの方法，ヤングの方法
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