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「三田学会雑誌」106巻 1号 （2013年4 月）

凸集合の分離定理の証明

西 岡 久 美 子
(初稿受付 2 0 1 3 年 1 月 2 4 日，

査読を経て掲載決定2 0 1 3 年 3 月 4 日）

凸集合の分離定理は最適化問題において重 

要な役割を演じる。この証明についての考察 

が本稿の目的である。

分離定理义1 ,^ 2は R " の空でない凸集合 

で义1n A 2 = 小とする。このとき

(p, X1) > a (x 1 e A 1)

(p, X2) < a (X2 e A 2)

をみたすべクトルp = 0 と a  e R が存在

する。

よく知られているように，この定理は次の 

2 つの補題を使って証明される。

補題1 S は R " の空でない閉凸集合とし， 

a e S とする。このとき

(p, x) > a > (p, a) (x e S)

をみたすベクトルp = 0 と a e R が存在

する。

これはa からの距離が最小となる点b e S  
をとり，p = b — a, a = (p, b ) とすれば示さ 

れる。

補題2 A は R " の凸集合とし，0 味A と 

する。このとき（A )c の点列 {x fc }で 0 に収 

束するものがある。

経済数学と題する本の中にはこの補題2 は 

明らかとして証明されていないものも多いが， 

明らかではない。例えば，岡田 [3 ]の以前の版 

では

「凸集合C の境界点a に対して閉包で 

に属さない点列 { a " } がとれて， an —  ̂

a (n —— > ⑴）とできる」

といった内容の主張が自明のこととして書か 

れているが，これは自明ではない。実際，2010 

年以降の印刷ではこれが補題として主張され，
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証明もされている。しかしながらこの追加さ 

れた証明では一部省略されたところがあり， 

これをきちんと証明しようとすると更に長い 

証明が必要となる。

まず，補題 2 の 2 通りの証明の概略を述べ 

ておこう。

永谷 [2 ]または岡田[3 ]における証明：

A が内点c をもつ場合。まずb e A に対し 

て，線分 [c, b) = { ( 1 —t)c + tb I 0 < t く 1} 

上の任意の点は义の内点であることを示す。 

a ( t ) = ( 1 — t)c + t0 (t > 1 ) とおくとき， 

a(t) e A なら 0 は線分 [c, a ( t ) )上にあるか 

ら义の内点となり矛盾。これより補題2 が 

示される。义が内点をもたない場合は，証明 

は与えずに，义は超平面に含まれることから 

わかるとしている。

Kelly and Weiss [1 ]における証明：

A が内点をもつ場合。まずA  = (义。）であ 

ることを示し，（3 )。= 义。であることを示す。 

0 e A。= (A )。ということで補題2が得られ 

る。义が内点をもたない場合には义は超平 

面に含まれることをきちんと証明してあるが 

8 ページ程かかっている。

いずれにおいても証明中に得られる事実も 

興味深いのであるが，講義で証明を与える場 

合には短く自己完結的にしたいと思い，次の 

ような証明を考えた。これなら内点のあるな 

しで分ける必要はなく，幾何的イメージに頼 

ることもなく1 回の講義で分離定理の証明を 

完結することができる。

補題2 の 証 明 n に関する帰納法で証明す 

る。n = 1 のとき0 味A より义C (0, +⑴ ） 

またはA  C (—̂ ,  0 )であるから補題が成り 

立つ。

n —1 のとき成り立つと仮定する。

0 0 i

B  = {

\ xnブ

e A }

\xnJ

とおくとB は凸で0 e B である。B に対 

して補題が成り立つから（B ) c の点列 { y fc}  

で 0 に収束するものがある。補題の結論を否

定して {x fc} が存在しないとする。{ I  k I } ,

{ (  fc j } はともに0 に収束する点列だか

ら | k j  e (A )c, I k j  e (A )c となる 
\ykj \ y k )

k はそれぞれ有眼個しかない。何故なら，も

しどちらかが無眼個あれば（l ) c の点列で 

0 に収束するものが存在することになるか 

らである。したがって十分大きなk をとれ

ば

1k
り

k I e A でなければならな
yk

い。 A の点列 { (  am ) } ,  { (  bm j } でそれ
\zm \ Wm ノ

1
k

ぞれ  ̂ I k I に収束するものがある。
y k y k

am > 0, bm く 0 としてよい。0 e (bm, am) 
だから

0 — Xmam + (1 — ^m')bm, 0 く Xm く 1

となる\ m がある。 { A m }は有界な数列だ

1
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から 又̂束する部分列をもつ。部分列に取り直 

すことにより { A m }は A に•収束するとして

よい。

たからXmZm + ( 1 — Am)Wm e B である。 

m — m とすると

Ayk + (1 — A)yk = yk e B

となり矛盾。

っいでに分離定理の証明も載せておく。

分離定理の証明义= A 1 —A 2 とおくと义 

は凸集合で，0 e a である。補題2 よりa ) c 

の点列 {y k } で 0 に収束するものがある。補 

題 1 よりpk = 0 があって

(pk, x) > (pk, yk) (x e A)

が成り立つ。 ||pk|| = 1 としてよい。{p k } 

は有界な点列だから収束する部分列をもっ。 

部分列に取り替えることにより {p k } は p 

に収束するとしてよい。 ||p|| = 1 だから 

p = 0 である。x 1 e A 1, x 2 e A 2 とする 

と x = x 1 — x2 e A たから

(pk ,x1— x2) > (pk,yk).

k — ^ として

(p , x 1 -  x 2) > (p , 0) = 0

となり，

(p , x1) > (p, x2)

となる。x 2 を固定すれば{(p , x 1) |  x 1 e A 1 } 

は下に有界な集合であることがわかる。この 

下眼をa とすればよい。

補題2 は平行移動して考えれば0 の代わり 

に一般のc e R " に対しても成り立つ。これ 

よりb が义の内点でないなら（3 )c の点列 

で b に収束するものがあることがわかる。な 

ぜなら任意のs > 0 に対して近傍ひE(b) は 

A の元でないc を含み，したがって（A)c の 

元を含むからである。これを使って上と同様 

にして次の形の分離定理を証明することがで 

きる。

分離定理1 A は R " の空でない凸集合と 

し，b は义の内点でないとする。このとき

(p , x) > (p , b) (x e A )

をみたすベクトルp = 0 が存在する。

(経済学部教授）
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