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ショートフォールリスク測度とその表現 

Shortfall Risk Measure and its Representation Results 

 

新井 拓児(Takuji Arai) 

 

ショートフォールリスク測度の意味と数学的背景を概説し, ロバスト表現定理の導出を, 

ポートフォリオ制約がない場合と凸錘制約がある場合について行う。ショートフォールリ

スク測度とは, 条件付き請求権のヘッジと価格付けに関連した凸リスク測度である。さら

に凸リスク測度とは, 確率変数のクラスの上に定義された移動不変性を持つ単調凸汎関数

であり, 金融資産の将来価値のリスクを計量するために用いられる。 

 

Abstract 

We give an outline of the financial meaning and mathematical background of shortfall 

risk measures; and discuss its robust representation results for models without 

constraints and with convex constraints. Now, a shortfall risk measure is a convex risk 

measure related to hedging and pricing for contingent claims. In addition, a convex risk 

measure is a monotone cash-invariant convex functional on a certain class of random 

variables; and is used for quantifying risk related to future value of financial assets. 



「三田学会雑誌」105巻 2号（2012年 7月）

ショートフォールリスク測度とその表現　（1）

新　井　拓　児

要　　　旨
ショートフォールリスク測度の意味と数学的背景を概説し，ロバスト表現定理の導出を，ポート

フォリオ制約がない場合と凸錘制約がある場合について行う。ショートフォールリスク測度とは，
条件付き請求権のヘッジと価格付けに関連した凸リスク測度である。さらに凸リスク測度とは，確
率変数のクラスの上に定義された移動不変性を持つ単調凸汎関数であり，金融資産の将来価値のリ
スクを計量するために用いられる。

キーワード
数理ファイナンス，無裁定価格理論，凸リスク測度，ショートフォール，Orlicz空間

1 序

無裁定条件の下で条件付き請求権の価格付け問題を扱うと，市場が完備でないときは価格が一意

に定まらず，無裁定価格の区間だけが得られる。この事実は，非常にラフに言えば，非完備市場で

はマルチンゲール測度が一意に定まらないことに対応している。この無裁定価格区間は非常に広く，

「この区間の何処かに価格が存在する」ということ以上何も分からない。そこで，各投資家が多少

のリスクを受け入れるという前提に立ち，この区間の上下限を狭めることを試みる。請求権の売り

買いを行う投資家にとってのリスクとは，最終的なキャッシュフローが負になるショートフォール

（shortfall）が起こることであり，そのショートフォールの値を損失関数で重み付けしたものをショー

トフォールリスク（shortfall risk）と呼ぶ。損失関数は投資家のリスク選好を反映したものである。

本論文では，ショートフォールリスクをある限界値以内に抑えたい投資家，主に請求権の売り手が，

（1） 本論文では，正式な日本語訳がないような用語であっても可能な限り日本語で表記する。しかし，
重要な用語または日本語訳に関して混乱が生じる可能性がある用語については，初めて登場した時に
限り英語表記を併記する。また，数式内においては日本語表記をすると不自然かつ分かりにくくな
る場合があるので，英語表記で統一することとする。さらに，確率過程論や確率解析に関する用語を
無定義で使用している箇所がある。そのような用語の定義については Dellacherie and Meyer [8]や
Protter [15]を参照されたい。
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ぎりぎり許容できる価格の導出を行う。実は，そのような価格を請求権の汎関数と見なすと，それ

は移動不変性（cash-invariance）という性質を持った単調凸汎関数であることが分かる。この汎関数

をショートフォールリスク測度（shortfall risk measure）と呼ぶ。これは近年数理ファイナンスにお

いて盛んに研究されている凸リスク測度（convex risk measure）の一つになっている。そこで，請

求権のクラスとして適当な関数空間を取ることにより，一般の関数解析の枠組みで論じることがで

きる。つまり，凸汎関数に対する共役汎関数を用いた Fenchel-Moreau型の表現定理を用いる。数

学上の問題点は共役汎関数の正確な表現を得ることに集約される。

ショートフォールリスク測度についてもう少し詳しい説明を加えよう。今，非完備市場において

条件付き請求権 X を売却しようとしている投資家を考える。ここでは細かな数学的設定について

は論じないが，X は確率変数であり，適当な関数空間に属しているものとする。初期費用 0 の自

己資金調達的（self-financing）な取引戦略から得られるキャッシュフローの全体を C と記そう。投

資家がヘッジ戦略（ポートフォリオ）を組むとは，C から要素を一つ選び出すことである。投資家

が X を価格 x ∈ Rで売却しヘッジ戦略 C ∈ C を選択したものとすると，最終的なキャッシュフ

ローは x + C − X となる。もし xが十分に高く，確率 1で x + C − X ≥ 0となるような C ∈ C

を選択できる時，この投資機会は投資家にとって裁定機会となる。このような xのうちで最小のも

のを優ヘッジ費用（superhedging cost）と呼ぶ。しかし一般に，投資家が優ヘッジ費用よりも高く

請求権を売却することは難しい。何故ならば，それは買い手にとってあまりにも高いからである。

そこで，優ヘッジ費用よりも安い価格で取引することを考えなければならない。そのような場合に

は，投資家の最終的なキャッシュフロー x + C − X が負値を取る可能性を考慮しなければならな

い。−min{x + C − X, 0} = (x + C − X)− を一般にショートフォールと呼ぶが，このショート

フォールを上手く制御するように戦略 C ∈ C を選択したい。逆に言えば，良い戦略を選択できる

ようなぎりぎりの xを求めたいということである。そこで，投資家のショートフォールに対する選

好を損失関数 lで表現し，ショートフォールに対するリスクを計量化する。損失関数 lは，実数上

の連続非減少凸関数で，x ≤ 0では l(x) = 0となるものを取る。例えば，xp/p (p ≥ 1), ex − 1,

x − log(x + 1), (x + 1) log(x + 1) − xなどである。そして，キャッシュフロー x + C − X に対し

て，ショートフォールの損失関数による重み付き期待値をショートフォールリスクと呼ぶ。つまり，

E[l((x + C −X)−)]である。投資家が許容できるショートフォールリスクの限界値を δ > 0とする

時，E[l((x + C − X)−)] ≤ δとなる C ∈ C を選択できる xの最小値を考える。請求権X をこの最

小値より高く売却すれば，適当な戦略を選ぶことにより，ショートフォールリスクを受け入れ可能

な範囲，つまり δ以下に抑えることができる。本論文では，この最小値を請求権X の汎関数と見な

し，その汎関数の表現を得ることを目標とする。つまり，汎関数 ρl を

ρl(X) := inf{x ∈ R|∃C ∈ C such that E[l((x + C + X)−] ≤ δ}

92（200）



と定義すると，上記の最小値は ρl(−X)となる。この ρlがショートフォールリスク測度である。こ

の ρl が凸リスク測度になることを示し，表現定理の導出を行う。尚，汎関数の定義域として，損失

関数から誘導されるOrlicz核（Orlicz heart）を取る。正確な定義は 2節に譲るが，E[l(|X|)] < ∞

となるようなクラスである。

ここで，凸リスク測度とショートフォールリスク測度の研究に関する歴史をざっと振り返ってみよ

う。凸リスク測度とは，確率変数の適当なクラスの上に定義された移動不変性を持つ凸単調汎関数の

ことであり，金融資産の将来価値が確率変数で与えられた時に投資家が負っているリスクを計量化す

るために用いられる。きちんとした定義は 3節で与えられる。凸リスク測度についてはFöllmer and

Schied [11]が詳しい。凸リスク測度は Föllmer and Schied [10] や Frittelli and Rosazza-Gianin

[12]で初めて紹介された。[12]は下半連続性を持つ凸リスク測度の表現定理を導出した。一方，[10]

は有界な確率変数の空間 L∞上に凸リスク測度を定義し，表現定理の導出を行った。さらに彼らは，

ショートフォールリスク測度を離散時間モデルの枠組みで定義し，それが凸リスク測度になること

を示し，具体的な表現を得た。従って，本論文で紹介する結果は，[10]の結果を連続時間モデルか

つ Orlicz核上の汎関数まで拡張したものである。Xu [17]や Klöppel and Schweizer [14]はリスク

無差別評価法（risk indifference valuation）について研究したものである。詳細は述べないが，これ

はショートフォールリスク測度と密接な関わりを持つ。最近，Kaina and Rüschendorf [13]は Lp

空間上の凸リスク測度について研究し，ショートフォールリスクに関連した凸リスク測度について

も扱っている。さらに，Cheridito and Li [6]は凸リスク測度の概念を Orlicz核まで拡張した。

本論文のアウトラインを述べておこう。2節で数学的準備を行い，ショートフォールリスク測度

が凸リスク測度になることを 3節で示す。4節では，許容可能（admissible）な戦略が線形空間であ

る場合のショートフォールリスク測度の表現を示し，いくつかの具体例を紹介する。さらに 5節で

は，投資家の資産を表す確率過程が下からある正値確率変数の定数倍で抑えられているような制約

条件を課した場合について考察する。最後の節では，市場が完備である場合の注意点について述べ

る。尚，5節までは Arai [2]の結果の紹介である。

2 準備

一つの安全資産と d個の危険資産から成る非完備市場を考える。T > 0を市場の満期とし，金利

は 0とする。危険資産の価格変動は，完備確率空間 (Ω,F , P ;F = {Ft}t∈[0,T ]) 上で定義されたRd-

値 RCLL s
（2）

pecial semimartingale S
（3）

で与えられているものとする。但し，S の局所有界性（locally

boundedness）は仮定しない。また，Fは右連続なフィルトレーションで FT = F となり，F0 は

trivialで
（4）

あり F の全ての零集合を含むものとする。X を (Ω,FT )上の確率変数の全体 L0のある部
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分集合とする。ここでは，X を条件付き請求権の全体と見なす。

次に，請求権 X ∈ X を売却しようとしている売り手を考える。この売り手の損失関数を lとす

る。これは R上の R+-値連続非減少凸関数である。但し，R+ = [0,∞)である。ここで，x ≤ 0

の時，l(x) = 0であり，x > 0の時，l(x) > 0であるとする。Θを 0を含む S-可積分可予測過程

（S-integrable predictable process）の凸集合とする。さらに，任意の t ∈ [0, T ]と任意の ϑ ∈ Θに対

して，Gt(ϑ) :=
R t

0 ϑsdSsと記述しよう。この論文を通して，Θは全ての許容可能な戦略の集合を表

す。ここで，許容可能な戦略とは，自己資金調達的な戦略であり，数学的には可予測過程として与え

られる。確率過程G(ϑ)は許容可能な戦略 ϑ ∈ Θから導かれる利得を表す確率過程である。4節では

Θとして，GT (ϑ)が損失関数 lから生成される Orlicz核に属す S-可積分可予測過程 ϑによる線形

空間ΘM を取る。一方，5節では，適当な条件を満たす確率変数W (≥ 1)に対して，Gt(ϑ) ≥ −cW

が任意の t ∈ [0, T ]で成り立つ定数 c > 0が取れる ϑの集合 ΘW を考える。ΘW は凸錐であり，こ

れをW -制約と呼ぶ。

請求権X の価格が x ∈ Rで与えられ，それを売る投資家がヘッジ戦略として ϑ ∈ Θを選んだ時，

ショートフォールとショートフォールリスクはそれぞれ (−x−GT (ϑ)+X)∨0，E[l(−x−GT (ϑ)+X)]

となる。本論文では，投資家はショートフォールリスクをある限界値，ここではそれを δ > 0と記

す，を超えないように取引するものと仮定する。この時，投資家が受け入れ可能な価格の下限は，

ある戦略 ϑ ∈ Θ が存在して x + GT (ϑ) − X ∈ A0 となるような x ∈ R の最小値となる。但し，

A0 := {Y ∈ X|E[l(−Y )] ≤ δ}である。今ここで，X 上の汎関数 ρl を

ρl(X) := inf{x ∈ R| there exists a ϑ ∈ Θ

such that x + GT (ϑ) + X ∈ A0} （2.1）

と定義すると，そのような最小値は ρl(−X)で与えられる。本論文では，この ρlが凸リスク測度で

あることを示し，さらにその表現の導出を目的とする。

例 1（一期間モデル） 取引時刻が t = 0と 1である一期間モデルを考える。特に，資産価格過程 S

が非局所有界である場合を考察する。S は S0 = 1及び S1 = |Y |を満たすものとせよ。但し，Y は

正規分布 N(µ, σ2)に従う確率変数とする。K > 0を行使価格とするヨーロピアン・コール・オプ

ション X = (S1 − K)+ を考える。許容可能な戦略の全体 Θは Rと一致する。売り手である投資

家にとっての X に対する優ヘッジ費用は 1である。損失関数 lは指数型 ex − 1であり，ショート

（2） RCLLとは，right continuous with left limits，つまり右連続で左極限を持つ確率過程という意
味。

（3） special semimartingaleの適当な日本語訳が思い当たらないので，英語表記のままにしておく。
（4） この場合の trivialに相当する日本語が思い当たらないのでそのまま trivialと記す。つまり，A ∈ F0

ならば P (A)は 0または 1である。
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フォールリスクの限界値を δ > 0 とする。x ≤ 0では l(x) = 0であることに注意すると

inf
ϑ∈R

E[l(−1 + ε − ϑ(S1 − 1) + X)]

≤ E[l(−1 + ε − (S1 − 1) + X)] = E[l(ε − S1 + (S1 − K)+)]

= E[l(ε − S1)1{S1<K}] + E[l(ε − K)1{S1≥K}]

=

Z ε

−ε

“

eε−|y| − 1
” 1√

2πσ2
exp



− (y − µ)2

2σ2

ff

dy ≤ 2ε(eε − 1)√
2πσ2

≤ δ

が任意の十分小さな正数 ε ∈ (0, K)に対して成立する。ゆえに，投資家にとって受け入れ可能な価

格の最小値 ρl(−X)は優ヘッジ費用 1 を下回っている。

注意 1 Xu [17]はリスク無差別評価法を提案した。それは以下のような凸リスク測度を用いた条

件付き請求権に対する評価法である。ρを凸リスク測度とし，Lを初期負債とする。これは FT -可

測確率変数である。請求権X の売り手サイドの価格を

inf



x ∈ R| inf
ϑ∈Θ

ρ(x + GT (ϑ) − L − X) ≤ inf
ϑ∈Θ

ρ(GT (ϑ) − L)

ff

と定義する。同様にして買い手側の価格も定義する。[17]における数学的な設定は我々とは異なる

が，問題そのものは我々がここで論じているものと深く関わっている。実際，[17]は ρl に基づくリ

スク無差別評価法を論じ，売り手側の価格が ρl(−X)− ρl(0)となることを述べている。しかし，そ

こでは凸リスク測度の表現については触れていない。

この論文を通して，ρl は損失関数から生成される Orlicz 核上に定義されているものとする。つ

まり，X として Orlicz 核を取るのである。従って，Orlicz空間に関する定義と用語を準備しなけ

ればならない。左連続非減少凸 non-trivial関
（5）

数 Φ : R+ → [0,∞]で Φ(0) = 0となるものをOrlicz

関数と呼ぶ。但し，Φが non-trivialであるとは，ある x > 0で Φ(x) > 0となり，ある x > 0で

Φ(x) < ∞となるときに言う。Φが R+-値連続増加 Orlicz関数である時，それを狭義 Orlicz関数

と呼ぶことにする。任意の狭義Orlicz関数 Φに対して，Φ(x) ∈ (0,∞)が任意の x > 0に対して成

立し，かつ limx→∞ Φ(x) = ∞であることに注意する。さらに，狭義 Orlicz関数 Φはほとんど至

るところ可微分であり，その左導関数 Φ′ は

Φ(x) =

Z x

0

Φ′(u)du

を満たす。Φ′ は左連続であり，不連続点は高々可算個である。I(y) := inf{x ∈ (0,∞)|Φ′(x) ≥ y}

とし，これを Φ′ の左連続逆関数と呼ぶ。各 y ≥ 0に対して，Ψ(y) :=
R y

0 I(v)dvと定義すると，こ

れは Orlicz関数となる。以下これを Φの共役関数と呼ぶ。

（5） ここでの non-trivialも上手く日本語に訳せないのでそのまま non-trivialとする。
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注意 2 次数が 1以上，係数が全て非負で定数項が 0である多項式関数は狭義 Orlicz関数である。

例えば，cxp (c > 0, p ≥ 1)や x2 +3x5などである。さらに，ex−1, ex−x−1, (x+1) log(x+1)−x

and x − log(x + 1)も狭義 Orlicz関数。

定義 2 Orlicz関数 Φに関して，以下の空間とノルムを定義する:

Orlicz空間 : LΦ := {X ∈ L0|E[Φ(c|X|)] < ∞ for some c > 0},

Orlicz核 : MΦ := {X ∈ L0|E[Φ(c|X|)] < ∞ for any c > 0}.

さらに二つのノルムを定義する:

Luxemburgノルム : ‖X‖Φ := inf
˘

λ > 0|E
ˆ

Φ
`

˛

˛

X
λ

˛

˛

´˜

≤ 1
¯

,

Orliczノルム : ‖X‖∗Φ := sup{E[XY ]| ‖Y ‖Φ ≤ 1}.

MΦ ⊂ LΦ であり，LΦ とMΦ は共に線形であることに注意する。さらに，Φが狭義 Orlicz関数で

あるならば，(MΦ, ‖ · ‖Φ)の双対ノルムは (LΨ, ‖ · ‖∗Φ)である。尚，Orlicz空間については，Edgar

and Sucheston [9]や Rao and Ren [16] が詳しい。

注意 3 Φ(x) = xp/p (p > 1)の場合は，Orlicz空間 LΦ とOrlicz核MΦ は共に Lp 空間そのもの

である。この場合，共役関数は xq/q である。但し，q = p/(p − 1)であり，MΨ = LΨ = Lq とな

る。例 11を参照せよ。

一般に，lim supx→∞
xΦ′(x)
Φ(x)

< ∞ならば，MΦはLΦと一致する。例えば，Φ(x) = x− log(x+1).

さもなければ，MΦ は LΦ の真部分集合である。例えば，Φ(x) = ex − 1である。

これ以降，狭義 Orlicz関数 Φを任意に固定し，lを Φに伴う損失関数とする。つまり，

l(x) :=

8

<

:

Φ(x), if x ≥ 0,

0, if x < 0,

である。さらに，定数 δ > 0を固定し，ρl をMΦ 上の汎関数として扱う。従って，X としてMΦ

を取り，A0 は A0 := {Y ∈ MΦ|E[l(−Y )] ≤ δ} と定義されるものとする。

3 ρlの凸リスク測度性

Föllmer and Schied [10]は，ラフに言えば，（2.1）によって定義された ρl が凸リスク測度にな

ることを有界確率変数かつ離散時間の枠組みで示した。この節では，彼らの結果をOrlicz 核かつ連

続時間の枠組みまで拡張することを目指す。全ての許容可能な戦略の集合 Θが 0を含む S-可積分

可予測過程の凸集合であることを再び注意しておく。PΨを P に絶対連続で P に関する密度関数が

LΨ に属す確率測度の集合とする。つまり，

PΨ := {Q ¿ P |dQ/dP ∈ LΨ}
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である。次に，仮定を述べておこう。

仮定 3 ρl(0) > −∞.

仮定 3は命題 5で ρl の完全性（properness）を示すためだけに使われる。この条件を満たす例は多

数ある。ここでは，仮定 3に対する十分条件を述べておこう。

例 4 あるm > 0が存在して infϑ∈Θ E[l(m − GT (ϑ))] > 0であると仮定する。この条件は無裁定

条件に非常に近い。実際，この条件の下，ある c ≥ 1が取れて infϑ∈Θ E[l(cm − GT (ϑ))] > δ とな

ることが Θの凸性より得られる。従って，ρl(0) > −∞である。

注意 4 多くの完備市場では仮定 3が満たされない。詳しくは 6節を参照のこと。

Cheridito and Li [6]は Orlicz核 Y 上の凸リスク測度 ρを以下の四つの条件を満たす (−∞, +∞]-

値汎関数として定義した:

（1） 完全性（properness）：ρ(0) ∈ R and ρ > −∞,

（2） 単調性（monotonicity）：X ≤ Y となる任意のX, Y ∈ Y に対して ρ(X) ≥ ρ(Y ),

（3） 移動不変性（cash-invariance）：X ∈ Y, m ∈ Rならば ρ(X + m) = ρ(X) − m,

（4） 凸性（convexity）：任意の X, Y ∈ Y と λ ∈ [0, 1]に対して ρ(λX + (1 − λ)Y ) ≤ λρ(X) +

(1 − λ)ρ(Y ).

まず，次を示そう。

命題 5 ρl はMΦ 上の R-値凸リスク測度である。

証明. ρl が単調性と移動不変性を持つことは明らかなので，まずは凸性を示す。ϑ ∈ Θに対して

A0 − GT (ϑ) := {Y − GT (ϑ)|Y ∈ A0}と書くと，任意のX ∈ MΦ に対して，

ρl(X) = inf
n

x ∈ R| there exists a ϑ ∈ Θ such that x + GT (ϑ) + X ∈ A0
o

= inf
n

x ∈ R| there exists a ϑ ∈ Θ such that x + X ∈ (A0 − GT (ϑ))
o

= inf

(

x ∈ R|x + X ∈
[

ϑ∈Θ

(A0 − GT (ϑ))

)

.

凸集合の和集合は一般に凸でないが，集合
S

ϑ∈Θ(A0 −GT (ϑ))は，Θの凸性とGT の線形性から凸

になる。X1 と X2 をMΦ の要素としよう。任意の x1 > ρl(X1), x2 > ρl(X2)と λ ∈ [0, 1]に対し

て λx1 + (1 − λ)x2 ≥ ρl(λX1 + (1 − λ)X2) が成立することはすぐに示せる。x1 と x2 の任意性か

ら ρl の凸性が従う。

次に，ρl の完全性，ρl(0) ∈ Rと ρl > −∞を示す。ρl(0) ≤ 0は明白である。残りは ρl > −∞

の証明である。まず，ρl(X) = −∞となるX ∈ MΦ が存在することを仮定する。ρl の凸性から
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ρl(λX) ≤ λρl(X) + (1 − λ)ρl(0) = −∞

が任意の λ ∈ (0, 1]に対して成立する。よって，E[l(X)] ≤ δ/2としても差支えない。ρl(0) > −∞

であるから，あるm > 0が存在して E[l(m − GT (ϑ))] > δ が任意の ϑ ∈ Θに対して成立する。こ

の時，ρl(X) = −∞であるから

δ ≤ inf
ϑ∈Θ

E[l(m − GT (ϑ))] ≤ 1

2
E[l(2m − GT (ϑX) − X)] +

1

2
E[l(X)] ≤ 3

4
δ

となる ϑX ∈ Θが存在する。これは矛盾である。ゆえに，完全性を得る。

最後に，ρl < ∞を示す。ϑ = 0がΘに属するので，任意のX ∈ MΦに対して ρl(X) ≤ inf{m ∈

R|E[l(−m − X)] ≤ δ} < +∞となる。最後の不等号は有界収束定理からmを∞に飛ばした時に

E[l(−m − X)] → 0となることから得られる。 2

(MΦ, ‖ · ‖Φ) はオーダー連続（order continuous）なトポロジーを持つ局所凸 Fréchet 束（locally

convex Fréchet lattice）である。例えば，Biagini and Frittelli [5]や Aliprantis and Border [1] を

参照。命題 5と [5]の Corollary 1から ρl が以下のように表現されることが分かる:

ρl(X) = max
Q∈PΨ

{EQ[−X] − al(Q)}.

但し，al : PΨ → Rは ρl の凸共役汎関数で，最小処罰項（minimal penalty term）と呼ばれる。al

は実際には

al(Q) := sup
X∈MΦ

{EQ[−X] − ρl(X)} （3.1）

と定義される。

al の表現を得るためにいくつかの準備をしよう。まず，記号を準備し，補題を一つ紹介する。

Aρl := {X ∈ MΦ|ρl(X) ≤ 0} （3.2）

と定義する。さらに

eA := {X ∈ MΦ| there exists a ϑ ∈ Θ

such that X + GT (ϑ) ≥ Y for some Y ∈ A0}

とおくと，ρl(X) = inf{m ∈ R|m + X ∈ eA}(=: ρ
eA(X)) が成立することが分かる。Föllmer and

Schied [11]の Remark 4.16（c）から al(Q) = supX∈ eA EQ[−X]と書ける。但し，[11]では L∞ の

場合のみ取り扱われたので，念のためにここでは改めて証明を与えておく。
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補題 6 任意の Q ∈ PΨ に対して al(Q) = supX∈ eA EQ[−X] が成立する。

証明. （3.1）と（3.2）より

sup
X∈Aρl

EQ[−X] ≤ sup
X∈Aρl

{EQ[−X] − ρl(X)}

≤ sup
X∈MΦ

{EQ[−X] − ρl(X)} = al(Q) （3.3）

が成立する。ρl = ρ
eA であるから eA ⊂ Aρl であり，（3.3）と併せて

al(Q) ≥ sup
X∈Aρl

EQ[−X] ≥ sup
X∈ eA

EQ[−X] （3.4）

を得る。

ρl の移動不変性から，任意のm ∈ R, X ∈ MΦ と Q ∈ PΨ に対して

EQ[−(X + m)] − ρl(X + m) = EQ[−X] − ρl(X). （3.5）

任意の ε > 0に対して {X ∈ MΦ|ρl(X) = −ε} ⊂ eA となることより

al(Q) = sup
X∈MΦ

{EQ[−X] − ρl(X)} = sup
X∈MΦ,ρl(X)=−ε

{EQ[−X] − ρl(X)}

= sup
X∈MΦ,ρl(X)=−ε

EQ[−X] + ε ≤ sup
X∈ eA

EQ[−X] + ε

が任意の ε > 0に対して成立する。二番目の等号は（3.5）による。従って，al(Q) ≤ supX∈ eA EQ[−X]

を得る。（3.4）と併せて al(Q) = supX∈ eA EQ[−X]を得る。 2

以上の準備を踏まえて凸リスク測度 ρl の表現定理について議論しよう。

命題 7 凸リスク測度 ρl はX ∈ MΦ に対して以下の表現を持つ。

ρl(X) = max
Q∈PΨ

(

EQ[−X] − sup
X1∈A1

EQ[−X1] − inf
λ>0

1

λ



δ + E

»

Ψ

„

λ
dQ

dP

«–ff

)

.（3.6）

但し，

A1 := {X1 ∈ MΦ| there exists a ϑ ∈ Θ such that X1 + GT (ϑ) ≥ 0 P - a.s.} （3.7）

である。

証明. 任意のX ∈ eAに対して，ある ϑ ∈ Θとある Y ∈ A0が存在してX +GT (ϑ) ≥ Y が満たされ

る，つまりX −Y +GT (ϑ) ≥ 0である。ゆえに，X −Y ∈ A1であり，よって eA = {X1 +X0|X1 ∈

A1, X0 ∈ A0}である。従って，補題 6から任意の Q ∈ PΨ に対して

al(Q) = sup
X∈ eA

EQ[−X] = sup
X1∈A1

sup
X0∈A0

EQ[−X1 − X0]
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= sup
X1∈A1

(

EQ[−X1] + sup
X0∈A0

EQ[−X0]

)

= sup
X1∈A1

EQ[−X1] + sup
X0∈A0

EQ[−X0] （3.8）

が成立する。結局，（3.8）から

ρl(X) = max
Q∈PΨ

{EQ[−X] − al(Q)}

= max
Q∈PΨ

(

EQ[−X] − sup
X1∈A1

EQ[−X1] − sup
X0∈A0

EQ[−X0]

)

（3.9）

が成立する。さらに，[10]の Theorem 10と同様にして

sup
X0∈A0

EQ[−X0] = inf
λ>0

1

λ



δ + E

»

Ψ

„

λ
dQ

dP

«–ff

を得る。これと（3.9）から命題 7が成立する。 2

4 ポートフォリオに制約がない場合

全ての許容可能なヘッジ戦略の集合 ΘがMΦ の線形部分空間である時を考察する。L(S)を全て

の S-可積分可予測過程の集合とする。ΘM := {ϑ ∈ L(S)|GT (ϑ) ∈ MΦ}とすると，ΘM は許容可

能な戦略の集合と見なすことができる。ここでΘM は線形であることに注意する。この設定の下で

の ρl の表現とその具体例について論じよう。

まず，マルチンゲール測度の集合を以下のように定義する:

MΨ :=
n

Q ∈ PΨ|EQ[GT (ϑ)] = 0 for any ϑ ∈ ΘM
o

. （4.1）

次の定理はこの節の主定理であり，証明は ΘM の線形性に強く依存している。

定理 8 Θが ΘM で与えられ，MΨ 6= ∅であるとする。凸リスク測度 ρl は X ∈ MΦ に対して以

下の表現を持つ。

ρl(X) = max
Q∈MΨ



EQ[−X] − inf
λ>0

1

λ



δ + E

»

Ψ

„

λ
dQ

dP

«–ffff

.

証明. 命題 7より supX1∈A1 EQ[−X1]を求めれば十分である。任意の X1 ∈ A1 に対して，ある

ϑ ∈ ΘM が存在し X1 ≥ GT (−ϑ)を満たす。よって，supX1∈A1 EQ[−X1] ≤ supϑ∈ΘM EQ[GT (ϑ)]

が成立する。一方，任意の ϑ ∈ ΘM に対して GT (ϑ) ∈ A1 であるから supX1∈A1 EQ[−X1] ≥

100（208）



supϑ∈ΘM EQ[−GT (ϑ)] = supϑ∈ΘM EQ[GT (ϑ)]が成立する。ΘM の線形性と（4.1）から

sup
X1∈A1

EQ[−X1] = sup
ϑ∈ΘM

EQ[GT (ϑ)] =

8

<

:

0, if Q ∈ MΨ,

∞, if Q /∈ MΨ,

となり，定理 8を得る。 2

注意 5 ここで仮定MΨ 6= ∅は無裁定条件を保証しないことを注意する。例を用いて説明しよう。

一期間モデルを考える。資産価格過程 S を，S0 = 0であり，S1 はパラメータ 1の指数分布に従う

ものとする。この時，このモデルは裁定機会を含む。Φ(x) = ex − 1とすると，ΘM = {0}である。

ゆえに，MΨ は {Q ¿ P |dQ/dP ∈ LΨ}によって与えられる。但し，MΨ の各元はマルチンゲー

ル測度ではないことに注目しなくてはならない。

系 9 任意の Q ∈ MΨ に対して，δ = E
h

Φ
“

I
“

bλQ
dQ
dP

””i

を満たす bλQ > 0 が存在するならば

al(Q) = EQ

»

I

„

bλQ
dQ

dP

«–

（4.2）

が成立する。ここで，I は左導関数 Φ′の左連続逆関数である。また，少なくとも I が連続ならばそ

のような bλQ は存在する。

証明. Youngの不等式から，任意の λ > 0に対して

1

λ



δ + E

»

Ψ

„

λ
dQ

dP

«–ff

≥ EQ

»

I

„

bλQ
dQ

dP

«–

が成立する。さらに 1
bλQ

n

δ + E
h

Ψ
“

bλQ
dQ
dP

”io

= EQ

h

I
“

bλQ
dQ
dP

”i

であるから（4.2）が成立する。

　　 2

典型的な例を三つばかり紹介しよう。

例 10（期待ショートフォール） Φを Φ(x) = xとすると，その共役関数は

Ψ(y) =

8

<

:

0, if y ≤ 1,

+∞, if y > 1,

となる。Mbdd := {Q ¿ P |dQ/dP ∈ L∞, EQ[GT (ϑ)] = 0 for any ϑ ∈ ΘM}とおくと

ρl(X) = max
Q∈Mbdd



EQ[−X] − δ

‚

‚

‚

‚

dQ

dP

‚

‚

‚

‚

∞

ff

を得る。
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例 11（Lower partial moments）
（6）

Φを Φ(x) = xp/pとする。但し，p > 1とする。MΦ = LΦ = Lp

とMΨ = LΨ = Lq が成立する。但し，qは pの共役指数である。[10]の Example 13から

al(Q) = (pδ)
1
p

‚

‚

‚

‚

dQ

dP

‚

‚

‚

‚

q

となる。従って，ρl は

ρl(X) = max
Q∈Mq

(

EQ[−X] − (pδ)
1
p

‚

‚

‚

‚

dQ

dP

‚

‚

‚

‚

q

)

と表現できる。ここで，Mq は P に対して絶対連続なマルチンゲール測度でその密度関数が Lq に

属すものの全体である。

例 12（指数型損失関数） Φ(x) = C(eαx − 1)の場合を考えよう。ここで，C > 0，α > 0とする。

Φ′(x) = Cαeαx であり，y ≥ Cαの時 I(y) =
1

α
log y

Cα
である。ゆえに，y ≥ Cαに対して

Ψ(y) =
y

α

“

log
y

Cα
− 1

”

+ C

である。L∞ ⊂ MΦ ⊂ Lp ⊂ LΨ ⊂ L1 が任意の 1 < p < ∞ に対して成立する。Mf :=

{Q ¿ P |H(Q|P ) < ∞, EQ[GT (ϑ)] = 0 for any ϑ ∈ ΘM} と定義する。ここで，H(Q|P ) :=

E

»

dQ

dP
log

dQ

dP

–

である。任意のQ ∈ Mf に対して，E

»

Φ

„

I

„

bλQ
dQ

dP

««–

= δを満たす実数を bλQ

と書くと，系 9から

ρl(X) = max
Q∈Mf

(

EQ[−X] − 1

α
EQ

"

log

 

bλQ
dQ
dP

Cα
∨ 1

!#)

を得る。

5 W -制約

この節ではポートフォリオ制約がある場合を取り扱う。つまり，Θが線形空間でない場合の ρlの

表現について議論する。特に，W -制約と呼ばれる錐制約を伴うモデルを考える。W -制約のファイ

ナンス的意味付けについては Biagini and Frittelli [3] を参照のこと。命題 7より，（3.6）における

supX1∈A1 EQ[−X1]の計算を行えば十分である。但し，A1 の定義は（3.7）によって与えられてい

る。これ以降，FT -可測関数W でW ≥ 1かつW ∈ MΦ なるものを固定する。さらに，

（6） 適当な日本語訳が思い当たらないのでそのまま英語で表記する。

102（210）



ΘW := {ϑ ∈ L(S)|there exists a c > 0 such that Gt(ϑ) ≥ −cW P - a.s.　

for any t ∈ [0, T ]} （5.1）

と定義する。以下の補題は重要である。

補題 13 Θ ⊂ ΘW とせよ。任意の Q ∈ PΨ に対して，

sup
X1∈A1

EQ[−X1] = sup
ϑ∈Θ

EQ[GT (ϑ)]

が成立する。

証明. 任意の ec > 0と任意の ϑ ∈ Θに対して，ある c > 0が存在して−cW ≤ GT (ϑ)∧ ecW ≤ ecW

を満たす。よって，GT (ϑ)∧ ecW ∈ MΦ であり，−(GT (ϑ)∧ ecW ) ∈ A1 が任意の ec > 0に対して成

立する。単調収束定理から

sup
ϑ∈Θ

EQ[GT (ϑ)] = sup
ϑ∈Θ

lim
ec→∞

EQ[GT (ϑ) ∧ ecW ] ≤ sup
X1∈A1

EQ[−X1] （5.2）

を得る。一方，任意の X1 ∈ A1 に対して，ある ϑ ∈ Θが存在し GT (ϑ) ≥ −X1 となる。ゆえに，

supX1∈A1 EQ[−X1] ≤ supϑ∈Θ EQ[GT (ϑ)]を得る。（5.2）と併せて補題 13を得る。 2

集合 ΘW を許容可能な戦略の全体とする。つまり，Θは ΘW であるとする。P に絶対連続な σ-

マルチンゲール測度の全体を

M
σ := {Q ¿ P |S is a σ-martingale under Q}

と定義しよう。σ-マルチンゲールや σ-マルチンゲール測度については，Delbaen and Schachermayer

[7]の 14章を参照のこと。さらに，非負確率変数 Y が適切であるとは以下の二条件を満たす時に

いう:

1. Y ≥ 1,

2. i = 1, . . . , dに対して，ある ϑi ∈ L(Si)が存在し

P ({ω| there exists a t ∈ [0, T ] such that ϑi
t(ω) = 0}) = 0と，

任意の t ∈ [0, T ]に対して
˛

˛

˛

˛

Z t

0

ϑi
sdSi

s

˛

˛

˛

˛

≤ Y, P -a.s. を満たす。

この節の主定理を述べよう。W -制約の場合でも ρl は前節で論じた制約がない場合と同様の表現

を持つ。違いはMΨ の代わりにMσ を用いる点である。

定理 14 Θは ΘW で与えられているとし，Mσ ∩ PΨ 6= ∅であり，W は適切であるとする。任意

の Q ∈ PΨ に対して
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sup
X1∈A1

EQ[−X1] =

8

<

:

0, if Q ∈ Mσ,

+∞, if Q /∈ Mσ,

が成立する。ゆえに，

ρl(X) = max
Q∈Mσ∩PΨ



EQ[−X] − inf
λ>0

1

λ



δ + E

»

Ψ

„

λ
dQ

dP

«–ffff

が任意のX ∈ MΦ に対して成立する。

証明. ステップ 1. Biagini and Frittelli [4]の Proposition 19（d）から

M
σ ∩ PΨ = {Q ∈ PΨ|G(ϑ) is a Q-supermartingale for any ϑ ∈ ΘW } （5.3）

を得る。Q ∈ Mσ ∩ PΨ である時，EQ[GT (ϑ)] ≤ 0が任意の ϑ ∈ ΘW に対して成立する。0 ∈ ΘW

であることから supϑ∈ΘW EQ[GT (ϑ)] = 0となる。補題 13から supX1∈A1 EQ[−X1] =

supϑ∈ΘW EQ[GT (ϑ)] = 0 が任意の Q ∈ Mσ ∩ PΨ に対して成立する。

ステップ 2. Q ∈ PΨかつQ /∈ Mσ とする。（5.3）からG(ϑ)がQ-優マルチンゲールでない，ある

ϑ ∈ ΘW が存在する。ここで，0 ≤ t1 < t2 ≤ T と ϑ ∈ ΘW に対して

U(t1, t2; ϑ) := {EQ[Gt2(ϑ)|Ft1 ] > Gt1(ϑ)} （5.4）

と定義する。すると，t1 < t2 を満たす t1, t2 ∈ [0, T ]と ϑ ∈ ΘW が存在してQ(U(t1, t2; ϑ)) > 0を

満たす。さもなければ，EQ[Gt2(ϑ)|Ft1 ] ≤ Gt1(ϑ)が任意の 0 ≤ t1 < t2 ≤ T と任意の ϑ ∈ ΘW に

対して成立する。t1 = 0を代入すると，任意の t2 ∈ [0, T ]と ϑ ∈ ΘW に対して，EQ[Gt2(ϑ)] ≤ 0が

成立する。ところで（5.1）から，任意の ϑ ∈ ΘW に対して，ある c > 0が存在してGt(ϑ) ≥ −cW

が任意の t ∈ [0, T ]に対して成立する。よって Gt(ϑ) ∈ L1(Q)が任意の t ∈ [0, T ]と ϑ ∈ ΘW に対

して成立する。ゆえに，G(ϑ)は ϑ ∈ ΘW ならば Q-優マルチンゲールである。これは矛盾である。

ここで，t ∈ [0, T ]，k ≥ 1と ϑ ∈ ΘW に対して

B(t, k; ϑ) := {Gt(ϑ) ≤ k}

と定義すると，任意の t ∈ [0, T ]と ϑ ∈ ΘW に対して Q(∪∞
k=1B(t, k; ϑ)) = 1が成立する。十分大

きな k ≥ 1を取るとQ(U(t1, t2; ϑ)∩B(t1, k; ϑ)) > 0となる。U = U(t1, t2; ϑ)∩B(t1, k; ϑ)とおく

と U ∈ Ft1。ϑを用いて eϑを構成しよう。

eϑt :=

8

<

:

0, if t ≤ t1 or t2 < t,

1Uϑt, if t1 < t ≤ t2.
（5.5）

U 上で Gt1(ϑ) ≤ k ≤ kW であり，さらに ϑ ∈ ΘW なので，ある c > 0が存在して Gt(ϑ) ≥ −cW

が任意の t ∈ [0, T ]に対して成立する。（5.5）から，任意の t ∈ [0, T ]に対して
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Gt(eϑ) ≥ −(c + k)W

が成立することを得る。つまり，eϑ ∈ ΘW ということである。結局，（5.4）と U の定義から

EQ[GT (eϑ)] = EQ[1U (Gt2(ϑ) − Gt1(ϑ))]

= EQ[1U (EQ[Gt2(ϑ)|Ft1 ] − Gt1(ϑ))] > 0

を得る。任意の c > 0に対して ceϑ ∈ ΘW であることから，supϑ∈ΘW EQ[GT (ϑ)] = +∞となる。2

6 完備市場モデルにおける注意

これまでのショートフォールリスク測度 ρl に関する議論は，仮定 3の下で行われてきた。実際，

ρl が凸リスク測度であることを主張している命題 5をこの仮定 3なしで示すことはできない。とこ

ろが，非完備市場モデルでは多くの場合に仮定 3は満たされるにもかかわらず，多くの完備市場モ

デルではこの仮定 3が満たされない。そもそも完備市場モデルでは，請求権に対して唯一の適正価

格が存在する。つまり，売り手がある程度のショートフォールリスクを許容することは，買い手に

とって裁定機会が生じるような価格で請求権を取引することになる。従って，多くの完備市場モデ

ルに対してショートフォールリスク測度が議論できないとしても理論上は大きな問題はない。ここ

では，ショートフォールリスク測度に関するトリッキーな話題として，この問題について考察を与

える。

幾何ブラウン運動に従う危険資産と金利 0 の安全資産から成る完備市場モデルを考える。P を

元々の確率とし，Qを唯一存在するリスク中立確率とする。ここでは P 6= Qとしよう。密度関数

dQ/dP は対数正規分布に従うことに注意しよう。今，ΘとしてG(Θ)(= {G(ϑ)|ϑ ∈ Θ}) が 0から

出発する 2乗可積分Q-マルチンゲールの全体になるように取る。このことはマルチンゲールの表現

定理より，GT (Θ) = {GT (ϑ)|ϑ ∈ Θ}がQの下での期待値が 0となる 2乗可積分な確率変数の全体

になることと同値である。このとき，ρl(0) = −∞になることを示す。

l(c) > δ となる任意の十分大きな c > 0に対して，E[l((c − g)+)] ≤ δ となる g ∈ GT (Θ)の存在

を示せば十分である。ε > 0を任意に取る。さらにここで

P (A) ≥ l(c + ε) − δ

l(c + ε)
, Q(A) =

ε

c + ε
,

を満たすように A ∈ F を取る。このようなAが取れることは，dQ/dP が対数正規分布に従ってい

ることから保証されている。確率変数 gを

g =

8

<

:

c on A,

−ε on Ac,
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と取ると，EQ[g] = 0となるので，g ∈ GT (Θ)を得る。一方，E[l((c − g)+)] = l(c + ε)P (Ac) ≤ δ

であることに注意する。

以上より，上記のモデルでは仮定 3が満たされないため，ρl を凸リスク測度として扱うことがで

きない。時刻 0でいくら大きな損失を出しても，市場取引を通じて，時刻 T における損失を（ショー

トフォールリスクで計るという意味において）いくらでも小さくできることを意味しており，上記の結

論は直感からはかけ離れている。Black-Scholes型のモデルに限らず，完備市場モデルはある種のマ

ルチンゲールの表現定理が成り立つ場合を指しているので，同様のことがより広いモデルでも言え

るであろう。

（経済学部准教授）
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