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「三田学会雑誌」104巻 2 号 （2011年 7 月）

フォン•ノイマンのミニマックス定理をめぐる覚書

中 山 幹 夫 *

フォン - ノイマン （John von N eum ann) の 

ミニマックス定理といえば，ゲーム理論を少 

しでも学んだ人ならば聞き覚えのある用語で 

あろう。2 人ゼロ和ゲームではマックスミニ 

値とミニマックス値が等しくなること，すな 

わち，一方が確実に獲得できる期待利得と他 

方がどうしても防ぎ切れない期待損失を等し 

くする最適戦略（マックスミニ戦略とミニマッ

クス戦略）の存在を述べる定理で1928年に発
⑴

表されたものである。

この定理に関連してよく知られた事実の一 

つは，確率論の大家でもあり，フォン•ノイマ 

ンより早い 1 9 2 1年にゲーム理論の論文を発 

表している数学者のエミール• ボレル （Emile 
B o re l)が，その中で戦略の数がレ = 3 の場合

についての最適戦略の存在を証明し，さらに 

1 9 2 4年 に v  =  5 の場合を証明した後，一般

の場合については否定的な見解を述べている

⑵
ことである。また，あまり知られてはいない 

が，やはりフォン•ノイマンより早くゲーム 

問題を考察していた数学者シュタインハウス 

(Hugo D. S te in h a u s )は，追跡ゲ1一ムにおい 

てこれらの値が一致する場合を「閉じている 

(closed)」と定義していたが，これらの値がつ

ねに一致するとは当時は知らなかったと述べ
⑶

ていることも興味深い。

しかし，これらの事実よりもさらに興味深 

い事実がある。それは，フォン•ノイマンに 

よるその証明についての世界中に流布してい 

るらしい誤解である。その誤解とは，

* 本稿に対して寄せられたコメントにより記述を改善でき，またゲーム理論史の今後の研究に參考に 

なったことに感謝します。

( 1 ) von Neum ann [15].
(2) Frechet [2 ]にこれについての記述がある。

⑶ Steinhaus [17]の末尾に添付されたクーン（Harold W. K u h n )への手紙にこのような記述がある。
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フォン•ノイマンはミニマックス定理を 

ブラウワーの不動点定理を用いて証明した

という「定説」のことである。

本稿では，この誤解の訂正を迫る内容をも 

つ K jeldsen [5 ]の論説とレオナ1ー ド （Robert 
L e o n a rd )による最近の大著[6 ]を參考に，ミ 

ニマックス定理とその証明がどのように受け 

止められてきたかについて，若干の考察を施 

してみたい。

実は，筆者もまた

この定理は，不動点定理によるノイマン 

のオリジナルな証明のほかに凸集合の……

と述べており，そ の 「定説」を 1 9 9 4年あた
⑷

りまでは信じていたものである。ゲーム理論 

や数理経済学にとって，不動点定理は存在証 

明のためのあまりにも当然の方法であり，実 

際，ナッシュ （John F. N ash) がブラウワー 

の不動点定理を用いてミニマックス定理を特

殊ケースとする均衡点の存在をエレガントに
(5 )

証明している以上， ミニマックス定理の証明 

は原典を參照するまでもなくこれで十分であ 

り，フォン•ノイマン自身も当然この定理を 

使ったであろう， と思い込んだとしても無理 

はない。東工大名誉教授鈴木光男氏による日 

本最初の本格的ゲーム理論解説書には

ミニ • マツクスの定理は，von N eum ann

が 1928年に始めて，「ゲーム理論について」 

という論文で証明した。それは位相数学的 

方法によるもので，おもにL. E. J. Brouw er 
の不動点定理が用いられている

(6 )
という記述がある。断定的ではないが，読者 

にはブラウワーの不動点定理による証明であ 

ると思わせる文章である。筆者は学生時代に 

この本を読んでおり，無意識のうちにこれが 

記憶の中に埋め込まれていたものと思われる。 

また，ゲーム理論研究者ではない著者による 

書物にも，たとえば次のような記述がみられ

フォン • ノイマンは，すでに 1 9 2 8年の 

ゲーム理論創始の論文でブラウワ一の不動 

点定理を使っている+ + + + + +

この著者が鈴木 [18]の影響で，このように記 

したのかどうかはわからないが，経済学者の 

間でもこれが「定説」 となっているのではな 

いかと思わせる記述である。筆者自身は，そ 

の後，マイヤーソン（Roger Myerson) の論文

[9]で，フォン•ノイマンがブラウワーの不動 

点定理を使ったのではないことを示す記述に 

接し，原論文 [15]でそれを確かめて以来，種々

の機会に「定説」は誤解であることを述べて
(8 )

きた。調査したわけではないが，この「定説」 

は内外の多くのゲーム理論研究者や数理経済

( 4 ) 中山 [10], p.68。
(5) Nash [14].
( 6 ) 鈴木 [18], p.79。
( 7 ) 竹田 [19],p.120。
(8) Nakayam a [11], p . 7 6 ;中山 [12], p .1 2 7 ;中山 [13], p.498.
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学者に共有されているのではないだろうか。 と述べているのである。

レオナードによれば，この誤解はやはり国 

際的に広がっているようである。たとえば，

K jeldsen [5 ]に言及しながら彼は次のように
( 10 )

述べている（太字と [ ] 内は筆者による）：

N ot onlv does she p resen t it in  detail, 
b u t she corrects th e  w id e sp re a d  m is­
u n de rstan d in g  th a t  it [von N eum ann’s 
proof] involved the  use of an  extension 
of the  Brouw er fixed-point theorem .

さらに引き続いて，ミ ロ ウ ス キ ー （Philip
Mirowski)が，“von N eum ann a d m itte d  la te r
th a t  he used  th e  sam e fixed po in t technique
 as he d id  for th e  m in im ax theorem ” と，

フォン.ノイマン自身の言葉として書いている 
( 11 )

こと，また，イングラオとイスラエル（B runa 
( 12 )Ingrao and Giorgio Israel)が，“ von N eu­

m ann  m ade decisive use of B rouw er’s the-
( 13 )orem ” と述べていることを指摘している。 

とくにイスラエルは別のところで，フォン • 
ノイマンが証明のために存在問題を位相数学 

の問題に帰着させたという記述に引き続いて，

T his allowed von N eum ann to  b ring  in 
B rouw er’s fixed po in t theorem .

このように，ゲーム理論研究者というより 

は，学説史研究者であるミロウスキーやイン 

グラオ - イスラエルでさえ，「定説」を確信を 

もって述べていることは驚きである。1928年 

の原論文には參考文献が皆無であり，証明の 

文章中にもB ro u w e rや fixed p o i n tという単 

語は現れないことから，不動点定理を使って 

いないことは容易に「推測」されるはずだか 

らである。

このような学会の雰囲気にもかかわらず， 

K je ld s e nが，フォン•ノイマンの原論文と対 

峙して，不動点定理に関連する一切の記述は 

存在しないばかりか，証明法にもフォン•ノ 

イマンがそれを意識していたことをうかがわ 

せるものはないことを，数式を 1 行ごとに点 

検しながら明らかにしたことは，数学史の専 

門家としての独創的な業績と言えるのではな 

いたろうか。もっとも，原論文では com m on 
lim it p o i n tと呼んでいる点の存在証明がなさ 

れていることから，フォン•ノイマンが意識 

してはいなかったとしても，数学的に不動点 

定理と無関係でないことは確かではある。し 

かし，ゲーム理言論研究者や数理経済学者が，当 

面の個別的問題の分析に忙殺されフォン•ノ

(9) 少なくともMyerson，および，この話題について筆者が直接に意見交換した一橋大学教授の岡田章 

氏は例外であるが。

(10) Leonard [6], pp.65—66 參照。

(11) Mirowski [7], p.113.
(12) Ingrao and Israel [3], p.187.
(13) Leonard [6], pp.65—66.
(14) Israel and Gasca [4], p .4 4參照。ここではさらに， この存在証明が数理経済学における不動点定 

理の使用を標準的なものとするさきがけとなったと述べているが，これもKjeldsen [5 ]によって反証 

された「定説」の一つである。

—— 135 (2 8 7 ) ——



イマンの原論文にまで手が回らないことはむ of a problem  occurring  in th e  T heorv
しろ当然であるとしても，学説史の専門家に

ついても同様であるとは言えないであろう。

ゲーム理論史に多少とも関わっている筆者と

しては，このような誤解が学説史研究者の間

にも広まっていたことはミステリーでさえあ

ると言うのは必ずしも誇張ではない。

では，この誤解の源泉は一体どこにあるの

だろうか？ レオナードはそれを，フォン -
( 15 )

ノイマン自身の言葉に帰している。すなわち， 

1937年の発表になる経済の均衡成長を論じた 

論文の序文と第6 段落の脚注I の記述であ(る6。 

序文では，次のように述べている（太字と[ ]  
内は筆者による）。

The m a th em atica l p roof is possible 
only by m eans of a generalization  of 
B rouw er’s F ix -P oin t T heorem , i.e., by 
th e  use of very fundam en tal topological 
fac ts ........

T he connection  w ith  topology m ay
be very s u rp r is in g  a t f irs t, I t [the
m in im um -m axim um  problem ] is closely 
re la ted  to  an o th er p rob lem  occurring  in 
th e  theory  of gam es (see foo tno te I in 
p a rag rap h  6).

さらに，第 6 段落の脚注 I では，

T he question  w hether our p rob lem  has 
a so lu tion  is o d d lv  connected  w ith  th a t

of G am es dealt w ith  elsew here.  T he
problem  th e re  is solved here in a new
w ay th ro u g h  our so lu tio n .......

と述べている（太字は筆者による）。

レオナードが言うようにこれが誤解の源泉 

だとしたら，誤解した読者はこれらの文章自体 

を誤解したのではないだろうか。序文では，確 

かにブラウワーの不動点定理とゲーム理論に 

言及しているが，脚注では，明確にミニマック 

ス定理の新しい証明（new  w ay ) に言及してい 

るのである。また，K je ld s e n も指摘している
( 17 )
が， この問題の解の存在が奇妙にも（o d d ly ) 

ゲームの解の存在と関係していると書いてい 

るのはそれが新しい発見であることの傍証で 

あり，さらに，1928年に存在問題を位相数学的 

に定式化しブラウワーの不動点定理を使用し 

ていたならば，1937年のこの論文で，証明が位 

相数学と結びつくことが驚くべきことである 

(s u rp r is in g ) とは書かないであろう。要する 

に， フォン•ノイマンによるこれらのコメン 

トを多少とも注意深く読めば，1928年の証明 

には不動点定理は使われていないことが読み 

取れるのである。1937年論文の読者は，おそ 

らく， このフォン.ノイマン自身による1928 
年論文との関連の指摘には本文のモデルほど 

の関心をもたなかったのであろう。以後の数 

理経済学研究者にはとくにその傾向があった 

ものと思われる。

(15) Leonard [6], p.65 參照。

(16) von Neum ann [16].
(17) Kjeldsen [5], p.56.
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誤解の源泉としては，むしろ，次のモルゲン

シュテルン（Oskar M orgenstern) の言葉の方

が興味深い。プリンストンの高等研究所の図

書館で，ヴイレ （Jean Ville) によるミニマツ

クス定理の初等的証明を偶然に発見したとき

の状況を回想して，彼は次のように述べてい 
18 )
る ：

T here, in re s ta tin g  Jo h n n y ’s m in im ax 
theory, in stead  of using B rouw er’s fixed 
po in t theorem , he gave a m ore elem en­
ta ry  p roo f.......

このようにモルゲンシュテルン自身もフォン• 
ノイマンの証明がブラウワーの不動点定理に 

よるものと思い込んでいたようである。同じ 

回想文（p .8 0 8 )で，1928年論文を研究する中 

で不動点定理に関する問題は，（数学者ではな 

い）自分には難解なトピックスだったと率直 

に述べているが，フォン•ノイマンの方法を不 

動点定理を使うための論法として読んだので 

はないだろうか。ちなみに，前掲の鈴木光男 

名誉教授はプリンストンでの留学時，モルゲ 

ンシュテルンのところで研究をしており，こ 

のような回想に直接に接する機会があったも 

のと思われる。この意味では筆者自身も，モ 

ルゲンシュテルン起源（？）の 「定説」をか 

つては信じていたことになろうか。

1 937年論文が契機となって，ブラウワー不 

動点定理とその拡張である角谷不動点定理の，

解の存在問題への有用性が認識され，さらにノ 

イマン - モルゲンシュテルンの大著Theory 
o f G am es and E conom ic B ehavior  が，社会 

科学のための新しい数学的方法としてのゲー 

ム理論を創出するに及んで，不動点定理や分離 

定理などの凸解析が，経済の均衡や計画問題の 

最適解の分析に不可欠な方法となった。この 

意味で，T hom pson [2 0 ]はフォン • ノイマン 

を数理計画的経済学（m athem atical program-
( 19 )ming e c o n o m ic s )の創始者と呼んでいる。 

このような学問的環境の中で，大著では分離 

定理によって新たに証明されたミニマックス 

定理も，1 928年のオリジナルでは凸解析の原 

点とも言うべき1 9 1 0年のブラウワーの不動 

点定理で証明されたに違いないという思い込 

みが，この領域の研究者の間で定着したとし 

ても不思議ではない。モルゲンシュテルンの 

回想も，この数理計画的経済学の勃興を経た 

後になされたものであり，原論文には一切現 

れないにもかかわらずB rouw er’s fixed po in t 
t h e o r e m と明言しているのもその影響の結果 

であると言うこともできるだろう。

いずれにせよ，K jeldsen [5 ]は，1 9 28年論 

文におけるフォン•ノイマンの証明を仔細に 

点検することによって，ブラウワー不動点定 

理の使用はおろか，不動点を求めているとい 

う意識さえもフォン • ノイマンにはなく，そ 

れゆえ，これが不動点定理の使用に代表され 

る凸解析の幕開けであるとする「定説1 も誤

(18) M orgenstern [8], p.811.
(19) Nakayam a [11], p.87.
(20) Israel and Gasca [4], p.44.
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解であることを説得力をもって論じている。

K jeldsen [5]にはほかにも有名なフレッシエ 

(Maurice F r e c h e t ) [1 ]による，ゲーム理論の 

創始者をめぐる論争についての考察という貢 

献も含まれているが，筆者もこれについては 

N akayam a [11]で同様の見解を述べているの 

で， 1 点だけ新たに追加しておきたい。

フレツシエは，Frechet [2] (p.122) におい 

て，仮に， ボレルがフォン•ノイマンより早 

くミニマックス定理を証明していたとしても， 

それはボレルの一連のゲーム理論研究の独創 

性にさらに貢献するものではないと述べるに 

とどまらず， 引き続いて

He w ould n o t the reby  have even en­
riched the  set of p roperly  m a th em atica l 
discoveries for w hich Borel has acquired 
a w orld-w ide rep u ta tio n .

と断言している。では， ボレルの名声をこれ 

以上高めるはずのないゲーム理論の創始者と 

なることを， フレッシエは何故，主張したの 

であろうか。

(経済学部教授）
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