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微分方程式に埋め込まれた不安定周期軌道の性質と数値的検出 

Unstable Periodic Orbits Embedded in Ordinary Differential Equation Systems :  

Properties and Numerical Detection 

 

斉木 吉隆(Yoshitaka Saiki) 

 

マクロ経済モデルでしばしば現われるカオス力学系には, 一般に無数の不安定周期軌道が

埋め込まれていることが知られている。最近の数学・物理学の研究において, カオス力学系

が生み出す複雑なふるまいに内在する特徴的な性質(秩序)は, 不安定周期解によって捉えら

れるという結果が報告されている。本論文では, 数学的によく調べられているローレンツ系

を例に挙げて, 不安定周期軌道の数値的検出手法ならびにカオス解析への適用可能性と限

界を考察する。 

 

Abstract 

In macroeconomic models wherein chaotic dynamical systems often appear, it is 

generally known that a myriad of unstable periodic orbits are embedded. In recent 

mathematics and physics scholarships, results have been reported where distinctive 

features (order) inherent in the complex behavior arising from chaotic dynamical 

systems are grasped by unstable periodic solutions. In this study, I consider as a case 

the mathematically well examined Lorenz system to observe the numerical detection 

methods of unstable periodic orbits and the applicability and limitations of chaos 

analysis. 
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微分方程式に埋め込まれた不安定周期軌道の
性質と数値的検出

斉　木　吉　隆†

要　　　旨
マクロ経済モデルでしばしば現われるカオス力学系には，一般に無数の不安定周期軌道が埋め込

まれていることが知られている。最近の数学・物理学の研究において，カオス力学系が生み出す複
雑なふるまいに内在する特徴的な性質（秩序）は，不安定周期解によって捉えられるという結果が
報告されている。本論文では，数学的によく調べられているローレンツ系を例に挙げて，不安定周
期軌道の数値的検出手法ならびにカオス解析への適用可能性と限界を考察する。

キーワード
微分方程式，カオス，ローレンツ系，不安定周期軌道，数値計算

1． はじめに

カオスとは，科学的には，決定論的系に支配された初期値敏感性をもつ複雑現象を指す抽象的概

念であり，ただ単に無秩序なものを指しているわけではない。カオスには，一般に何らかの秩序が

埋め込まれており，実際，カオス現象の典型と認められる気象現象は，複雑な振舞いを示すが，いく

つかの典型的な気象の変動傾向があることは，われわれも認識している。数学分野では，カオスア

トラクタ，カオス力学系，カオス的不変集合といった用語が定義されている。ただ，それらの定義

において幾通りかの流儀が混在している。これは，いずれの定義も何らかの意味で不満が残ってい

ることの裏返しである。しかし，カオス現象において，不安定性と回帰性という 2つの性質は不可

欠であり，ほぼすべてのカオスに纏わる用語の定義に，これらの性質は何らかの形で組み込まれて

いる。不安定性は複雑さに対応し，回帰性は秩序に対応していると考えることもできる。カオス力

学系の研究は，数学・物理学・経済学・工学等幅広い分野で行なわれており，研究の動機もさまざま

である。例えば，数学ではアトラクタ，物理学・経済学では動的振舞い，工学ではカオス制御といっ

† E-mail address: saiki@kurims.kyoto-u.ac.jp
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たものが精力的に研究されているテーマの代表例であろう（Ott（1993））。本論文では，厳密な数学

議論は行なわないため，言葉の定義を曖昧にしたまま議論を進めることが多い。ただ，頻繁に用い

る用語に関しては，イメージを伝える目的で，適当な流儀の定義を紹介する（Robinson（1999），國

府（2000），Grandmont（2008））。
（1）

力学系には，連続（時間）力学系と離散（時間）力学系がある。M を微分可能多様体として，M

上の連続力学系とは，M からそれ自身への 1パラメタ群 {φt}t∈R, すなわち任意の t ∈ R に対して，

微分同相写像 {φt} : M → M が与えられており，それが，

φt ◦ φs = φt+s, φ0 = idM （1）

をみたすことである。言い替えれば，連続力学系は，加法群Rの多様体M への可微分な群作用を

考えていることになる。そして，加法群 Zの多様体M への可微分な群作用をM 上の離散力学系と

いう。これらの定義の条件から，可逆性や微分可能性条件を除いた非可逆な力学系・位相力学系と

いったものも重要な研究対象となる。

次にアトラクタを説明する。これも幾通りかの定義が存在するが，ラフに言えば，力学系の時間

無限大における ‘極限集合’を意味する。最も一般的と思われる定義は次のものである。離散力学系

f : M → M の閉不変集合 Λがアトラクタであるとは，Λ の近傍 U で

f(U) ⊂ U かつ Λ =
⋂

n≥0

fn(U) （2）

となるものが存在することをいう。但し，f(Λ) = Λであるとき，Λ は，f の不変集合であるという。

次に，一番議論の余地があると思われるカオス力学系（離散力学系）の定義を紹介する。ここで紹

介するものは，Devaney によるものである。力学系 f : M → M が不変集合 Λ上で Devaneyの意

味でカオス的であるとは，

1. Λ上で f は位相推移的である

2. f の周期点全体の集合は Λ内で稠密である

3. Guckenheimerの意味で初期値に対する敏感な依存性をもつ

が成り立つことをいう。但し，1. は，任意の開集合 U, V (⊂ Λ) に対して，fn(U) ∩ V �= ∅ なる 自
然数 n が取れることを意味し，3. は，任意の x0 ∈ M とそれに幾らでも近い点 y0 は，時間が立て

（1） カオス力学系に関連する用語の数学上の定義は，しばしば決定的なものを欠いており，いくつかの
流儀が存在するが，それぞれの用語に対して，研究者の間でほぼ共通のイメージが存在しているとい
う裏事情がある。そこで厳密数学以外の分野におけるカオス力学系研究では，用語の定義は曖昧なま
ま議論を進めることも多い。
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ば一定以上離れるという条件，

∃C > 0, ∀x0 ∈ M, ∀U : x0の近傍,

∃y0 ∈ U, ∃N > 0, d(fN(x0), f
N (y0)) > C

を意味する。

連続力学系の軌道を解析するために，しばしばポアンカレ写像というものを経由して考える。Rn

上の連続力学系とその軌道が与えられたとき，その軌道が横切る (n − 1)次元の曲面 Σをとり，こ

れをその軌道の横断面と呼ぶ。Σの点 xを出る軌道が点 yで再び Σに戻るとすると，点 xから点 y

への対応は，Σ上の離散力学系を与え，このような写像をポアンカレ写像と呼び，Σをポアンカレ

断面と呼ぶ。

2． ローレンツ系

2.1 ローレンツ系の基本的性質

ローレンツ系（もしくは，方程式，モデル）と呼ばれている力学系は，気象予報の限界を示唆する

論文（Lorenz（1963））において提案された 3次元の常微分方程式で記述される連続力学系であり，

最も有名なカオス力学系のひとつである。2次元以下の自励系連続力学系においては，アトラクタ

として，固定点か周期軌道しか存在しないことが知られている（cf. ポアンカレ・ベンディクソンの定

理）。そのため，3次元のローレンツ系は，カオスアトラクタを生み出しうる最低次元の自励系の連

続力学系であるため，研究も盛んに行なわれてきた（Sparrow（1982））。なお，離散力学系や非自励

系の連続力学系の場合，1次元でもカオスアトラクタが出現しうる（Li and Yorke（1975））。

ローレンツ系は，R3 上に定義された常微分方程式系であり，実変数 x, y, z に対して，

dx

dt
= σ(y − x), （3）

dy

dt
= rx − y − xz, （4）

dz

dt
= −bz + xy, （5）

と定まっている。但し，σ, r, b は正定数である。古典パラメタは，σ = 10, r = 28, b = 8/3 であり，

本論文においてもこのパラメタ値を採用する。

ローレンツ系には，平衡点（もしくは，固定点，特異点とも呼ばれる），

O = (0, 0, 0)

E± = (±
√

b(r − 1),±
√

b(r − 1), r − 1) (r > 1)
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が存在する。これらの平衡点はローレンツ系の不変集合であるものの，古典パラメタにおいては不

安定であるため，初期値を平衡点上に定めない限りたどり着くことはなく，アトラクタではない。

また，ローレンツ系には，

(x, y, z) → (−x,−y, z) （6）

という対称性が内在し，アトラクタの形状等に関係する。ローレンツ系の生み出す解が有界におさ

まることは以下で確認できる。f : R3 → Rを

f(x, y, z) =
x2

2σ
+

y2

2
+

z2

2
− (r + 1)z − µ （7）

（但し，µ は正定数）と定義し，f = 0で定まる曲面（楕円体面）を考える。この曲面の法線方向のベ

クトルと流れのベクトルのスカラー積は，

Df = ẋfx + ẏfy + żfz （8）

= −x2 − y2 − bz2 + (r + 1)bz （9）

となり，楕円体のサイズを定める µが十分大きいときには Df < 0 となり，無限遠方に遠ざかる軌

道はないことがわかる。ローレンツ系は散逸的であることも知られている。

dẋ

dx
+

dẏ

dy
+

dż

dz
= −(σ + 1 + b), （10）

であるので，t = 0で相体積が Ω(0)として，時刻 tにおける相体積は，

Ω(t) = Ω(0) · exp(−(σ + 1 + b)t) （11）

となり，t → ∞ でゼロに収束する。すなわちアトラクタの体積はゼロである。

2.2 カオス軌道とカオスアトラクタ

図 1 は，ローレンツ系を後述するルンゲ・クッタ法で数値計算して得られた軌道の断片を x座標

へ射影したものである。近接する 3つの初期値から発展させた軌道を比較しており，基準となるカ

オス軌道（軌道 1）と，その初期値を x変数のみ dx = 10−4摂動させた軌道（軌道 2），dx = 10−3摂

動させた軌道（軌道 3）を示している。t = 10周辺で軌道 3が軌道 1から大きく離れていき，t = 15

周辺で軌道 2も軌道 1から大きく離れていく様子が観察される。これらの軌道の振舞いは，ローレ

ンツ系が，カオス力学系の特徴である初期値鋭敏性を有していることと対応している。力学系が初

期値鋭敏性を持つことをより強く主張するために，リアプノフ指数と呼ばれる安定性指数を数値的

に計算し，その指数が正であることによって裏付けることも多い。図 2は，長時間の数値計算によっ

て得られたアトラクタの 概形 である。アトラクタは，固定点でも周期軌道でもなく，奇妙な形態
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図 1 数値計算で得られたカオス軌道（基準となるカオス軌道と初期値（x変数）に

摂動 (dx = 10−4, 10−3) を与えた場合のカオス軌道）
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図 2 数値計算で得られたカオスアトラクタの概形
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をしているた め，ストレンジアトラクタと呼ばれている。このアトラクタの形状は，ローレンツ系

がもつ対称性を反映している。連続力学系であるローレンツ系の数学解析は困難なため，ローレン

ツ系の主要性質を保つと考えられるローレンツ幾何モデルの解析が行なわれてきた（Guckenheimer

and Holmes（1983），Hirsch et al.（2003））。そして，最近，精度保証つき数値計算を援用することに

よって，ローレンツ系と幾何モデルの間の関係が判明し（Tucker（1999, 2002）），ローレンツ系がカ

オスアトラクタをもち，無限個の局所不安定な周期軌道が，そのアトラクタに稠密に埋め込まれて

いることも厳密数学の意味で明らかになった。また，近年，ローレンツ幾何モデルは，非双曲力学系

の中で特異双曲力学系と呼ばれるクラスの雛型としても重要視されている（Bonatti et al.（2004））。

3． 不安定周期軌道

3.1 不安定周期軌道とは

局所不安定，すなわち微小摂動に対して不安定な力学系の周期解を不安定周期解と呼び，それがな
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図 3 数値的に検出された不安定周期解（T = 3.084276（左），3.023583（中），3.023583（右））

の x変数の時間発展と軌道
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す軌道を不安定周期軌道という。離散力学系の周期軌道の局所安定性は固有値により，連続力学系

の周期軌道の局所安定性はフロケ指数により特徴づけられる。不安定周期軌道（Unstable Periodic

Orbit）は，しばしば UPOと呼ばれ，本論文でも用いる。

カオスアトラクタには，一般に無限個の不安定周期軌道が（良い性質をもつ系に関しては稠密に）埋

め込まれている。そのため，位相幾何学的研究において，周期軌道は最重要視されてきたといって

も過言ではない（Smale（1967））。一方，解析学もしくは応用数理研究においては，周期軌道の形状

や性質を明示的に知る必要が出てくることが一般的である。しかし，計算機を用いた数値的検出す

ら一般に困難なため，これまで研究されることは少なかった。以下では，不安定周期軌道に関する

知見をローレンツ系を例にして深めていく。

図 3 は，整数値周期N(≈ T/0.753)が 4の 3種類の不安定周期軌道の概形である。N は，平衡点

E± の周りを ‘まわる’回数を意味し，ローレンツ系の適当なポアンカレ写像（例えば z = 27, dz/dt ≥ 0）

の周期に対応させることができる。図 3（中）（右）の周期軌道は，ローレンツ系がもつ対称性によっ

て移り変わる。不安定周期軌道は，適当な初期値から時間発展させた際には，実現しない軌道であ

るにも関わらず，図 1, 2 と見比べることによって，カオス軌道の何らかの特徴的な性質を反映して

いることが想像できよう。なお，平衡点 E+, E− の周りを ‘まわる’ 順列によって，周期軌道は一意

に定まる，すなわち同じ符号列をもつ周期軌道は，同一である。
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3.2 カオス力学系の不安定周期軌道解析

数値的に検出された周期軌道を，整数値周期 N に応じて分類して個数を数え上げると，図 4 に

示すようにN に関して指数的な増大を示すことがわかる。この指数は，位相エントロピー（Bowen

（1970））と呼ばれる，力学系がもつ複雑さを示す指標と関係している。公理 A力学系やいくつかの

良い性質をもつ力学系に対して，力学系 f の位相エントロピー hf と周期軌道の個数の間には，

hf = lim sup
N→∞

log（周期 N の周期軌道の個数）
N

（12）

が成り立つことが知られている（cf. Bowen（1970））。今の場合，位相エントロピーは log(1.8)と見

積もられる。正の位相エントロピーは，カオスを特徴づけるひとつの指標となっており，カオスの

定義に組み込まれている場合もある。なお，周期点の個数が周期に対して指数関数より早く増加す

る系があることが最近報告されている（Kaloshin and Hunt（2007））。

次に，連続系の軌道を断面上の点に焼き直して考察する。図 5 は，数値的に計算されたカオス軌

道，ならびに数値的に検出された約 1000個の不安定周期軌道に関し，ポアンカレ断面 (x = y)に

おける (x, z)値をプロットしたものである。少なくともこの断面で見る限り，カオスアトラクタ全

体に周期軌道が散在している様子が確認できる。

さて，以下では，Nusselt数 (Nu := 1+2xy/br)と呼ばれる量に関する軌道上の時間平均 〈Nu〉(=∫ T

t=0
Nudt)を考察する。ローレンツ系を含めて我々が考察する力学系の多くはエルゴード性を持っ

ており，アトラクタ上の点から出発したほとんどすべての点から出発したほとんどすべての軌道上

平均量はある値に収束する。しかしながら，周期軌道に限った場合に軌道上平均量がどうなるかは

一般に知られていない。図 6 は，数値的に検出された周期軌道（周期 T）上の平均 Nusselt数を示

している。カオス軌道上の平均 Nusselt数 〈Nu〉は，2.682であるが，その近辺に散在している。図

7 は，同じ整数値周期 N(= 10, 12, 14)をもつUPOをあつめて 〈Nu〉の頻度分布を描いたものであ
る。いずれの分布も大きな差がないことに注意されたい。図 8 では UPO上の平均値を同程度の長

さをもつカオス軌道断片と比較している。ローレンツ系の Nusselt数の有限長カオス軌道上の平均

値 〈Nu〉は，軌道長を長く取るにしたがって，一定値に近づき標準偏差は小さくなっていくが，それ
に比較すると周期軌道の場合は，短い軌道であってもかなり標準偏差は小さいことがわかる。これ

は，周期軌道は，力学系が生み出すカオス的振舞いの中の何らかの秩序構造を短くとも 1本で表現し

ていることを示唆していると考えられる。また，少なくとも倍精度数値計算の届く範囲では，軌道

長の長い周期軌道であってもカオス軌道上の統計量の近似という観点で特に優れているわけではな

いことがわかる。この結果は，流体乱流の不安定周期軌道解析の研究（Kawahara and Kida（2001），

Kato and Yamada（2003））において得られた，検出された短い 1本の周期軌道ですら，カオスの統

計性質を良く近似できるという結果をサポートしている。

101（497）



図 4 数値的に検出された不安定周期軌道の整数値周期 (N )別の個数（補助線は 1.8N の定数倍）

10 -1

10 0

10 1

10 2

10 3

10 4

2 4 6 8 10 12 14

#
U

P
O

N

図 5 ポアンカレ断面 (x = y)の (x, z)値（カオス（左），不安定周期軌道（UPO）（中），両者の比較（右））
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図 7 整数値周期 N(N = 10, 12, 14)の各不安定周期軌道がもつ平均 Nusselt数 〈Nu〉の出現分布
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図 8 整数値周期 N(= 2, · · · , 13)の不安定周期軌道の平均 Nusselt数 〈Nu〉の標準偏差と対応する時間長
T (= 0.753 · N)をもつ多数の有限長カオス軌道の 〈Nu〉の標準偏差
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ローレンツ系の場合は，すべての不安定周期軌道がアトラクタに埋め込まれているが，一般に，不

安定周期軌道に基づきカオス解析を行なう際には，カオスアトラクタに埋め込まれた周期軌道か否

かということが問題となることに注意されたい（Ishiyama and Saiki（2005a, 2005b））。

ところで，ローレンツ系の不安定周期軌道解析に関する研究はいくつかの観点でなされてきた。

（Eckhardt and Ott（1994），Franceschini et al.（1993），Wiklund and Elgin（1996），Zoldi（1998），

Viswanath（2003, 2004），Gratrix and Elgin（2004））。高次元カオス力学系においても，不安定周期

軌道に着目した研究は，流体乱流の分野等で始まっており，乱流における秩序構造を捉える目的で有

効に働くことが知られてきた（Christiansen et al.（1997），Zoldi and Greenside（1998），Kazantsev

（2001），Kawahara and Kida（2001），Kato and Yamada（2003），van Veen et al.（2006））。ただ，

高次元力学系の不安定周期軌道を検出することは，極めて難しく，実際の検出もごく少数に留まっ

ているため，詳細な理解にまでは達していない。また，連続力学系であらわされる景気循環モデル

に対して，1000個程度の不安定周期軌道を数値的に検出し，ダイナミクスの分類等を行なった研究

もある（Saiki and Ishiyama（2008））。一方，不安定周期軌道を何らかの手段で安定化し，カオス制

御を行なうということは，工学分野を中心に広く行なわれてきている（Ott et al.（1990），Pyragas

（1992），Kawahara（2005））。その他，力学系における結び目・組ひも理論（松岡（1996）），量子力

学における古典カオスの痕跡を探る量子カオスの研究（Cvitanović et al.（2004））等にも不安定周

期軌道は用いられている。

力学系がもつ性質の違い（例えば，双曲力学系と非双曲力学系）によっても，不安定周期軌道が果たす

役割が，大きく異なると考えられており，その観点の研究も盛んに行なわれている（Zoldi（1998））。

応用数理の側面では，現象を支配する力学系が有限時間の間に変化することもあり，時間無限大の

‘極限集合’であるアトラクタとは異なる有限時間における遷移的ふるまいも重要となる。それらを

トランジエントと呼び，カオス的振舞いをもつトランジエントをカオストランジエント，Chaotic

no-attractor と呼ぶことがある。このトランジエント構造を不安定周期軌道によって捉える研究も

行なわれはじめている（Chian et al.（2006））。

4． 不安定周期軌道の数値的検出手法

4.1 不安定周期軌道の検出アルゴリズム

本論文における多数の不安定周期軌道の数値的検出には，ニュートン ·ラフソン ·ミーズ法（Parker

and Chua（1989），Mees（1981），Saiki（2007））を採用した。以下では，その計算手法について述

べる。n次元力学系 (x ∈ Rn)
dx

dt
= f(x), t ∈ R （13）
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の t = 0のときに xを通る軌道を {φt(x)| t ∈ R}として，周期軌道の検出は，

H(x, t) = φt(x) − x. （14）

のゼロ点 (x, t) = (X, T ), すなわち，周期軌道上の一点Xと周期 T の n + 1個の未知数を定めるこ

とに対応する。具体的な計算アルゴリズムは以下の様になる。

y = H(x, t) を線形化すると，

∆y = DxH(x, t)∆x + DtH(x, t)∆t （15）

= {Φt(x) − I}∆x + f(φt(x))∆t. （16）

となる。但し，Φt(x)は，φt(x)を xに関して変分をとったn×n行列，Iは n×nの単位行列である。

ここで，線形補間によりH(x+∆x, t+∆t) ≈ 0となるように，∆xと ∆tに対して H(x, t)+∆y = 0

なる条件を課すと，

{Φt(x) − I}∆x + f(φt(x))∆t = −H(x, t). （17）

となる。ただ，これは n本の条件であり，n + 1個の未知数∆x と ∆tは，一意に定まらない。そ

こで追加の制約条件として修正ベクトル∆xが軌道に直交するという条件

< f(x), ∆x >= 0. （18）

を課す（Mees（1981））ことで，n + 1個の未知数に対して n + 1本の条件式とする。この作業を反

復することによって周期軌道の検出を行なう。すなわち，添字 iを反復回数として，適当な初期予

測 (x, t) = (X(i), T (i))の下，


ΦT (i)(X(i)) − I f(φT (i)(X(i)))

f(X(i))t 0




∆X(i)

∆T (i)




=


X(i) − φT (i)(X(i))

0


 .

を解いて，

(X(i+1), T (i+1)) = (X(i) + ∆X
(i)/m, T (i) + ∆T (i)/m)

とする作業を繰り返し行なう。

なお，mは，減速係数であり，検出しようとしている周期軌道の不安定性および周期に応じた値

mを採用することが多くの周期軌道を効率良く求める上で極めて重要となる（Saiki and Ishiyama

（2008））。

そして，周期軌道の収束判定条件としては，
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|H(X(i), T (i))| = |φT (i)(X
(i)) − X

(i)|（実質誤差） （19）

|(∆X
(i), ∆T (i))|（相対誤差） （20）

が共に十分小さくなるというものを採用する。本研究においては，実質誤差が 10−8 以下でかつ相

対誤差が 10−6 以下というものを収束条件としている。このアルゴリズムによって数値的に収束さ

せて求めた「周期軌道」は，その十分近傍の点も「周期軌道」の近接軌道を通るという意味で数値

的に妥当な軌道であると考えることができる。また，初期予測が極めて周期軌道に近い場合を除い

て一般にアトラクタに埋め込まれた周期軌道のみを検出するという特徴を持っている。

なお，本手法で検出しうる不安定周期軌道は，周期軌道の周期 T , フロケ指数（不安定性指数）λ,

計算機の丸め誤差 δ として，

δ exp(λT ) � 1 （21）

をみたすものに限ることに注意されたい。

4.2 ルンゲ・クッタ法

微分方程式を計算機を用いて数値積分するためには，時間を離散化する必要がある。4次のルン

ゲ・クッタ法（もしくはアルゴリズム，積分）（Parker and Chua（1989））と呼ばれる，以下に示す手

法が，広く用いられている。

N 次元常微分方程式系
dx

dt
= f(x, t), x ∈ R

N （22）

を x(0) = x0 なる初期条件の下で解くことを考える。

時間 t = tn における x の値が既知なとき，

k1 = hf(xn, tn), （23）

k2 = hf

(
xn +

1

2
k1, tn +

h

2

)
, （24）

k3 = hf

(
xn +

1

2
k2, tn +

h

2

)
, （25）

k4 = hf(xn + k3, tn + h), （26）

xn+1 = xn +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) + O(h5), （27）

というアルゴリズムで xn から xn+1 を定める手続きを，4次のルンゲ・クッタ法と呼ぶ。ここで h

は，離散化における時間メッシュを意味している。この離散化に伴う誤差は O(h4) である。この手

続きを初期値 x(t0) = x0 を基に順々に繰り返す。

計算機に乗せる際には，h が小さ過ぎる場合には，一定時間の積分に多くの計算ステップを要し

106（502）



図 10 ルンゲ・クッタ法において時間メッシュ（dt）を用いた際に検出された周期軌道の周
期の ‘真’ の周期からの誤差 errT = |T (dt) − T0|（但し，T0 は，‘真’ の周期軌道の
周期）と 170 dt4
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て計算時間を食うことになる。また，1ステップ毎に打ち切り誤差の影響が積もるため，h(> 0) を

小さくすればするほど精度が上がるわけではない。そこで，適切な数値積分を行なうためには，f

の形に応じた適切な時間メッシュ h を選ぶことが必要となる（伊理・藤野（1985））。

4.3 数値計算の妥当性

計算精度には，単精度（32ビット），倍精度（64ビット），4倍精度（128ビット）等がある。本論

文の数値計算は，基本的に倍精度で行なっている。以下では，ローレンツ系に埋め込まれた最も短

い周期軌道に関する計算誤差の考察を行なう。図 10では，数値積分で用いたルンゲ・クッタ法にお

いて時間メッシュ dt を用いた際に数値的に検出された不安定周期軌道の周期 (T (dt)) の ‘真’の周

期軌道の周期 (T0) からの誤差 errT = |T (dt)− T0| を示す。
（2）

0.0001 < dt< 0.01 の範囲では，誤差

errT は時間メッシュ dtの 4乗に比例することがわかる。これは 4次のルンゲ・クッタ法を用いて

いることに由来する。dt < 0.01 の範囲では，4次のルンゲ・クッタ法の理論に反して，誤差は時間

メッシュ dtの 4乗に比例しなくなるが，これは，計算精度に由来する。これらの作業を通して，本

論文の数値計算の妥当性を確認することが出来る。

なお，数値計算による長時間のカオス軌道は，力学系がもつ指数的不安定性と計算機が有限精度

であることにより，軌道としての意味はなくなることに注意されたい。ただし，その場合でも数値

的カオス軌道は，短時間カオス軌道の繋ぎ合わせと考えることが可能であり，ある種の統計量など

を妥当に計算することは可能である。

（2） T0 は，本来未知なものであり，4倍精度数値計算によって見積もった推定値を用いている。
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4.4 その他

不安定周期軌道の検出のための数値アルゴリズムの研究は多数あり，ニュートン法的な手法の他，

不安定周期軌道を安定化させて同定する手法，変分法的に求める手法などが存在する。ただ，エノ

ン写像など，いくつかの写像に対しては，非常に優れたアルゴリズムが開発されているものの，連

続力学系に対しては，現在までのところ，決定的な手法が開発されているとは言い難い。

数値計算においては，プログラムのチューニングや複数CPUによる並列化による高速化なども

数値アルゴリズム開発における大きな課題のひとつである。並列化を行なわなくとも，計算機内の

動作の仕組みにうまく適応した計算プログラムを書くか否かによって，数倍，場合によっては数百

倍の速度差が生み出される（青山（2004））。

ローレンツ系が真にカオスアトラクタをもつという結果の証明にも用いられた，精度保証つき数

値計算と呼ばれる，数学的に結果を保証する数値計算も近年盛んに行なわれている。精度保証つき

数値計算は，数値アルゴリズム由来の誤差（連続力学系の離散化等）と計算機由来の誤差をともに評

価して，数学的に厳密な結果を与える数値計算手法である。力学系の不変集合の存在をホモロジー

群を用いた計算機を援用して証明することも近年盛んになりつつある（Kaczynski et al.（2004））。

5． まとめ

カオス力学系には一般に無限個の不安定周期軌道が埋め込まれている。本論文では，微分方程式

で記述されるカオス力学系の代表例であるローレンツ系から，短い周期をもつ 1000個程度の不安

定周期軌道を数値計算によって検出し，その性質を考察した。まず，カオス軌道と周期軌道集団の

ポアンカレ断面上の様子を調べ，両者が集合として一致している様に見えることを確認した。次に，

周期軌道の個数の周期に対する増大度の指数を測り，位相エントロピーと呼ばれるカオスの位相的

な複雑さを見積もった。また，ポアンカレ写像周期N 毎に分類した不安定周期軌道集団と，同程度

の長さをもつカオス軌道集団の時間平均 Nusselt数 〈Nu〉を計算し，少なくとも本研究でおこなっ
た倍精度の数値計算の範囲内では，不安定周期軌道上の 〈Nu〉の方が散らばりが小さく，しかもN

を変えても分布は，ほとんど変わらないことを明らかにした。不安定周期軌道上の 〈Nu〉は，カオ
ス軌道上の 〈Nu〉 の平均値のまわりに散らばっており，周期軌道は，カオスアトラクタに埋め込ま
れてさえいれば，周期によらず，カオスの統計性質をある程度の精度で近似しうることが示唆され

た。また，微分方程式の不安定周期軌道は正の時間方向の数値積分で同定できないため，計算機を

用いた検出にも困難が伴う。本論文では，そのアルゴリズムの紹介と数値計算の妥当性の確認もお

こなった。

これまでの経済学研究において，カオス力学系の不安定性に由来する予測不可能性という特徴は
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しばしば注目されてきたが，カオス力学系が生み出すふるまいを具体的に考察する研究は多くなかっ

た。カオス的なふるまいには，回帰性という特徴も組み込まれており，本論文で議論した様に，不

安定性と回帰性の二つの特徴を併せ持った特殊解である不安定周期解に着目すると，複雑なふるま

いに内在する秩序を捉える研究が遂行可能となる。今後，カオス力学系を扱う経済学研究において，

不安定周期解は大きな役割を担うに違いない。

（京都大学数理解析研究所・日本学術振興会特別研究員）
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