
Title 最適化理論における近接点法と非線形射影
Sub Title Proximal point algorithms in optimization and nonlinear projections
Author 高橋, 渉(Takahashi, Wataru)

Publisher 慶應義塾経済学会
Publication year 2007

Jtitle 三田学会雑誌 (Keio journal of economics). Vol.99, No.4 (2007. 1) ,p.733(127)- 758(152) 
JaLC DOI 10.14991/001.20070101-0127
Abstract 凸計画法における解を求める近似法の1つである近接点法は,

1976年にRockafellar等によってHilber空間の場合で始められ,
その後多くの研究者によってその研究が行われている。本稿では,
その近接点法を増大作用素や単調作用素,
非拡大作用素などの非線形作用素を通してBanach空間で行うとともに, その極限に現れる非線形
射影をBanach空間のノルムの凸性や微分可能性などのBanach空間の幾何学と関連した形で行って
いる。
The proximal point method, one of the approximation methods for finding solutions in convex
programming, was started by Rockafellar and others, in the case of Hilbert space in 1976; and
thereafter, numerous researchers have been conducting this research.
While this study performs a proximal point method in a Banach space through nonlinear operators
such as accretive operators, monotone operators, and by nonlinear operators such as
nonexpansive mappings, etc., this study also performs this in connection with the geometry of
Banach spaces, such as convexity of Banach spaces, differentiability of norms, etc., the nonlinear
projections that emerge at their limits.

Notes 小特集 : 経済分析と最適化の数理
Genre Journal Article
URL https://koara.lib.keio.ac.jp/xoonips/modules/xoonips/detail.php?koara_id=AN00234610-20070101-

0127

慶應義塾大学学術情報リポジトリ(KOARA)に掲載されているコンテンツの著作権は、それぞれの著作者、学会または出版社/発行者に帰属し、その権利は著作権法によって
保護されています。引用にあたっては、著作権法を遵守してご利用ください。

The copyrights of content available on the KeiO Associated Repository of Academic resources (KOARA) belong to the respective authors, academic societies, or
publishers/issuers, and these rights are protected by the Japanese Copyright Act. When quoting the content, please follow the Japanese copyright act.

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

http://www.tcpdf.org


最適化理論における近接点法と非線形射影 

Proximal Point Algorithms in Optimization and Nonlinear Projections 

 

高橋 渉(Wataru Takahashi) 

 

凸計画法における解を求める近似法の 1 つである近接点法は, 1976 年に Rockafellar 等に

よって Hilber空間の場合で始められ, その後多くの研究者によってその研究が行われてい

る。本稿では, その近接点法を増大作用素や単調作用素, 非拡大作用素などの非線形作用

素を通して Banach 空間で行うとともに, その極限に現れる非線形射影を Banach 空間のノ

ルムの凸性や微分可能性などの Banach空間の幾何学と関連した形で行っている。 
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The proximal point method, one of the approximation methods for finding solutions in 

convex programming, was started by Rockafellar and others, in the case of Hilbert space 

in 1976; and thereafter, numerous researchers have been conducting this research. 

While this study performs a proximal point method in a Banach space through 

nonlinear operators such as accretive operators, monotone operators, and by nonlinear 
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最適化理論における近接点法と非線形射影

高　橋　　　渉

要　　　旨
凸計画法における解を求める近似法の 1つである近接点法は，1976年に Rockafellar等によって

Hilber空間の場合で始められ，その後多くの研究者によってその研究が行われている。本稿では，
その近接点法を増大作用素や単調作用素，非拡大作用素などの非線形作用素を通して Banach空間
で行うとともに，その極限に現れる非線形射影を Banach空間のノルムの凸性や微分可能性などの
Banach空間の幾何学と関連した形で行っている。

キーワード
近接点法，Banach空間，極大単調作用素，非線形射影，不動点

1． はじめに

H を Hilbert空間とし，C をH の空でない閉凸集合とする。このとき，任意の x ∈ H に対して

‖x− z‖ = min{‖x− y‖ : y ∈ C}

となるような z ∈ C が一意に存在する。そこで，x ∈ H に対して，このような元 z を対応させる

写像を PC で表し，PC を H から C の上への距離射影と呼ぶことにする。この距離射影 PC に対

して，z = PCx であることの必要十分条件は

〈x− z, z − y〉 ≥ 0, ∀y ∈ C （1.1）

が成り立つことである。（1.1）の性質を用いると，PC は非拡大写像（nonexpansive mapping），す

なわち

‖PCx− PCy‖ ≤ ‖x− y‖, ∀x, y ∈ H

であることがわかる。非拡大写像は一般につぎのように定義される。H を Hilbert 空間とし，C を

H の閉凸集合とする。C からH への写像 T が非拡大（nonexpansive）であるとは

‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖, ∀x, y ∈ C
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が成り立つときである。この非拡大写像に対して，つぎの 2つの不動点近似定理がある。

定理 1.1（[43]） C をH の閉凸集合とする。T を C から C への非拡大写像とする。F (T )を T の

不動点の集合とし，F (T ) �= φとする。x1 = x ∈ C に対して，点列 {xn}を

xn+1 = αnx+ (1− αn)Txn, n = 1, 2, 3, . . . （1.2）

で定義する。ただし，{αn} ⊂ [0, 1]は

lim
n→∞

αn = 0,
∞X

n=1

αn = ∞,
∞X

n=1

|αn+1 − αn| <∞

を満たすとする。このとき，{xn}は Px ∈ F (T )に強収束する。ここで F (T )は T の不動点の集合
を表し，P はH から F (T )の上への距離射影である。

定理 1.2（[25]） C をH の閉凸集合とし，T を C から C への F (T ) �= φとなる非拡大写像とする。
x1 = x ∈ C に対して，点列 {xn}を

xn+1 = αnxn + (1− αn)Txn, n = 1, 2, 3, . . . （1.3）

で定義する。ただし，{αn} ⊂ [0, 1]は
P∞

n=1 αn(1 − αn) = ∞ を満たすとする。このとき，{xn}
は F (T )の点 z に弱収束する。ここで z = limn→∞ Pxn である。

（1.2）の近似法は最初Halpern [7]により導入され，定理 1.1の形でWittmann [43]により証明さ

れた。そのわかりやすい証明法は [34]を見るとよい。（1.3）の近似法は最初Mann [17] によって導

入され，そして，定理 1.2の形で Reich [25]によって証明された。そのわかりやすい証明法はやは

り [34]を見るとよい。非拡大写像の不動点近似法とは別に，1976年に Rockafellar [28]は，Hilbert

空間におけるつぎの収束定理を証明した。

定理 1.3（[28]） H を Hilbert空間とし，A ⊂ H ×H を極大単調作用素とする。x1 = x ∈ H とし

xn+1 = Jrnxn, n = 1, 2, 3, . . .

とする。ただし，Jrn は Aのリゾルベントであり，{rn} ⊂ (0,∞)は lim infn→∞ rn > 0 を満たす

ものとする。このとき，A−10 �= φ であるならば，点列 {xn}は A−10の元 uに弱収束する。ここ

で，A−10 = {z ∈ H : 0 ∈ Az}である。

極大単調作用素 Aのリゾルベント Jrn を用いて，A
−10の元を求める Rockafellarのこのような

手法は近接点法（proximal point algorithm）と呼ばれ，この後，多くの数学者，応用数学者によっ

てその研究が行われた。Rockafellarの収束定理において，点列 {xn} の極限は距離射影と大いに関
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わりを持つ。例えば，上村–高橋 [11]はつぎの定理を証明した。

定理 1.4（[11]） H を Hilbert空間とし，A ⊂ H ×H を極大単調作用素とする。x ∈ H に対して，
点列 {xn}を x1 = xかつ

xn+1 = αnx+ (1− αn)Jrnxn, n = 1, 2, 3, . . .

で定義する。ただし，{αn} ⊂ [0, 1]と {rn} ⊂ (0,∞)は

lim
n→∞

αn = 0,
∞X

n=1

αn = ∞, lim
n→∞

rn = ∞

を満たすとする。このとき，A−10 �= φならば，{xn}は Px ∈ A−10に強収束する。ただし，P は

H から A−10の上への距離射影である。

つぎの定理はやはり上村–高橋 [11]によって証明された弱収束型の近接点法である。

定理 1.5（[11]） H を Hilbert空間とし，A ⊂ H ×H を極大単調作用素とする。{αn} ⊂ [0, 1]と

{rn} ⊂ (0,∞)は

lim sup
n→∞

αn < 1, lim inf
n→∞

rn > 0

を満たすとする。x1 = x ∈ H に対して，点列 {xn} を

xn+1 = αnxn + (1− αn)Jrnxn, n = 1, 2, 3, . . .

で定義する。このとき，A−10 �= φ ならば，{xn} は A−10 の元 u に弱収束する。ここで，u =

limn→∞ Pxn である。ただし，P はH から A−10の上への距離射影である。

本研究においては，Rockafellar，上村–高橋による近接点法を非線形射影との関わりから Banach

空間で議論する。Banach空間でのこれらの議論は，Hilbert空間の場合と違って，空間のノルムの

凸性や，微分可能性の複雑さ，相対写像の非線形性などと関連して難解となる。本稿では，Banach

空間における近接点法の研究をm-増大作用素や極大単調作用素，非拡大作用素などの非線形作用素

を通して行うとともに，その極限に現れる非線形射影の研究を Banach空間のノルムの凸性や微分

可能性などの Banach空間の幾何学（Geometry of Banach spaces）と関連した形で行う。第 3節で

は上村–高橋の 2つの定理を Banach空間において増大作用素の収束定理として扱う。その極限がサ

ニー非拡大射影になることにも注目してほしい。第 4節では極大単調作用素の 2つのリゾルベント

を考え，その収束定理を 2つの型で研究する。1つは上村–高橋の定理を Banach空間で議論するも

のであり，他の 1つは，計画数学の分野で得られていた Solodov-Svaiterの定理 [30]を Banach空
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間に拡張するものである。第 5節では Hilbert空間での非拡大写像の拡張である疑非拡大写像を定

義し，その写像の収束定理を証明する。この定理は，Hilbert空間での中條–高橋 [22]の定理の拡張

定理である。第 6節では，Hilbert空間での非拡大写像の拡張であるもう 1つ非線形写像（準非拡大

写像）を定義し、第 4節とは違った極大単調作用素のリゾルベントの収束定理を証明する。この節

では，新しい非線形射影が登場する。第 7節では，第 3，4，6節で得られた近接点法による定理を

凸関数の最小値問題へ応用する。第 8節は，第 7節と同様近接点法をミニ・マックス定理の鞍点を

求める問題に応用する。本稿を読むことによって，Banach空間の面白さや奥深さ，そして難しさ

を知ってもらえれば幸いである。

2． 準備

H を Hilbert空間とし，C をH の閉凸集合とする。このとき，任意の x ∈ H に対して

‖x− z‖ = min{‖x− y‖ : y ∈ C}

となるような C の元 z が一意に存在する。任意の x ∈ H に対して，このような z ∈ C を対応させ
る距離射影 PC はつぎの性質をもつ。任意の x ∈ H，y ∈ C に対して

〈x− PCx, PCx− y〉 ≥ 0,

‖x− y‖2 ≥ ‖x− PCx‖2 + ‖y − PCx‖2

が成り立つ。詳しくは [34]を参照せよ。Hilbert空間上での距離射影の概念は Banach空間の場合

にも拡張される。E を回帰的で狭義凸な Banach空間とし，C を E の空でない閉凸集合とする。

このとき，任意の x ∈ E に対して

‖x− z‖ = min{‖x− y‖ : y ∈ C}

となるような z ∈ C は一意に存在するが，x ∈ E に対して，このような C の元 z を対応させる写
像をやはり PC で表し，PC を E から C の上への距離射影と呼ぶ。E を Banach空間とし，E∗ を

その共役空間とする。x ∈ E における x∗ ∈ E∗ の値を x∗(x)または 〈x, x∗〉で表す。E における点
列 {xn}が xに弱収束することを xn ⇀ xで表す。E の凸性の modulus δ は，0 ≤ ε ≤ 2となる ε

に対して

δ(ε) = inf


1− ‖x+ y‖

2
: ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1, ‖x− y‖ ≥ ε

ff

で定義される。Banach空間 E が一様凸であるとは，ε > 0に対して，δ(ε) > 0が常に成り立つと

きをいう。E の元 xに対して，E から E∗ への集合値写像 J が

J(x) = {x∗ ∈ E∗ : 〈x, x∗〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2}
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が定義されるが，この J を E 上の相対（duality）写像という。U = {x ∈ E : ‖x‖ = 1} としよう。
このとき，x, y ∈ U に対して，極限

lim
t→0

‖x+ ty‖ − ‖x‖
t

（2.1）

を考えよう。E のノルムが Gâteaux微分可能であるとは，任意の x, y ∈ U に対して，（2.1）が常

に存在するときをいう。このとき，Banach空間 E は滑らかであるともいう。E のノルムが一様に

Gâteaux微分可能であるとは，任意の y ∈ U に対して，（2.1）が x ∈ U に関して一様に収束すると
きをいう。E のノルムが Fréchet 微分可能であるとは，任意の x ∈ U に対して，（2.1）が y ∈ U に
関して一様に収束するときをいう。（2.1）が x, y ∈ U に対して一様に収束するとき，Eのノルムは一
様に Fréchet微分可能であるという。このとき，E は一様に滑らかであるともいう。E がGâteaux

微分可能なノルムをもてば，E 上の duality写像は一価写像になる。

E を滑らかで，回帰的な狭義凸 Banach空間とし，C を E の空でない閉凸集合とすると，E から

C の上への距離射影 PC が存在するが，x ∈ E と z ∈ C に対して，z = PCxであるための必要十分

条件は

〈z − y, J(x− z)〉 ≥ 0, ∀y ∈ C （2.2）

が成り立つことである。ただし，J はE上の相対写像である。詳しくは [33]を参照のこと。Banach

空間 E が Opial’s condition [24]を満たすとは，xn ⇀ xかつ x �= yであるならば

lim inf
n→∞

‖xn − x‖ < lim inf
n→∞

‖xn − y‖

となるときをいう。

EをBanach空間とし，A ⊂ E×Eとしよう。Aが増大作用素（accretive operator）であるとは，

(x1, y1), (x2, y2) ∈ Aに対して，常に 〈y1 −y2, j〉 ≥ 0 となる j ∈ J(x1 −x2)が存在するときをいう。

だだし，J はEの duality写像である。A ⊂ E×Eを増大作用素とする。このとき，λ > 0に対して

Aのリゾルベント（resolvent）と呼ばれる Jλ がつぎのように定義される。任意の x ∈ R (I + λA)

に対して

Jλx = {z ∈ E : z + λAz � x}.

このとき，Jλxは高々一点であり，Jλは非拡大写像となる。詳しくは [33]を参照せよ。Aのリゾル

ベント Jλ から吉田近似と呼ばれる Aλ が任意の x ∈ R (I + λA)に対して

Aλx =
1

λ
(x− Jλx)
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によって定義される。すなわち

Jλ = (I + λA)−1, Aλ =
1

λ
(I − Jλ).

増大作用素 Aはすべての r > 0に対して R(I + rA) = E であるとき，m-増大作用素といわれる。

A ⊂ E × E∗ とする。Aが単調（monotone）であるとは，(x1, y1), (x2, y2) ∈ Aに対して

〈x1 − x2, y1 − y2〉 ≥ 0

が常に成り立つときをいう。単調作用素A ⊂ E×E∗が極大（maximal）であるとは，Aを真に含む

単調作用素B ⊂ E ×E∗が存在しないときをいう。すなわち，B ⊂ E ×E∗が単調で，かつ A ⊂ B
であるならば A = B となるときをいう。つぎの定理はよく知られている [34]。

定理 2.1（[34]） E を回帰的な Banach空間とし，J : E → E∗ を duality写像とする。Aを単調

作用素とする。このとき，Aが極大となるための必要十分条件は，すべての r > 0に対して

R(J + rA) = E∗

となることである。ただし，R(J + rA)は J + rAの値域を表す。

定理 2.1を用いると，Hilbert空間でのm-増大作用素と極大単調作用素は同値であることがわか

る。もちろん Banach空間では 2つの作用素は違ったものとなる。C を Banach空間 Eの空でない

閉凸集合とする。このとき，C が正規構造をもつとは，2点以上を含む C の任意の有界閉凸集合D

に対して，z ∈ Dが存在して

sup{‖z − y‖ : y ∈ D} < δ(D)

となるときをいう。ただし，δ(D)はDの直径を表す。一様凸な Banach空間の空でない閉凸集合

は正規構造を持つし，Banach空間のコンパクト凸集合は正規構造をもつ。E を Banach空間とし，

C を E の空でない集合とする。このとき，E から C 上への写像 P が サニー（sunny）であると

は，任意の x ∈ E と t ≥ 0 に対して

P (Px+ t(x− Px)) = Px

が成り立つことである。同様に，E から C 上への写像 P が 射影（retraction）であるとは，任意

の x ∈ C に対して，Px = xが成り立つことである。E を滑らかな Banach空間とし，C を E の

空でない集合とする。また P を E から C の上への射影とする。このとき，P がサニーかつ非拡大

になるための必要十分条件は

〈x− Px, J(Px− y)〉 ≥ 0, ∀x ∈ E, ∀y ∈ C （2.3）
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が成り立つことである。ただし，J は E 上の相対写像である。E が滑らかな Banach空間では，E

から C 上への サニー非拡大射影は一意に決まる（[33]を参照）。Eを滑らかな Banach空間とする。

E上の相対写像 J が弱点列的連続（weakly sequentially continuous）であるとは，{xn}が xに弱収
束するとき，{Jxn}が Jx に弱*収束するときをいう。

3． m-増大作用素とサニー非拡大射影

この節では，増大作用素の収束定理とサニー非拡大射影を取り扱う。

定理 3.1（[41]） E を一様Gâteaux微分可能なノルムをもつ 回帰的な Banach空間とし， C を E

の空でない閉凸集合で正規構造をもつものとする。A ⊂ E × E を A−10 �= ∅ となる増大作用素で

D(A) ⊂ C ⊂
\
t>0

R(I + tA)

を満たすものとする。 Jt を t > 0に対する Aのリゾルベントとし，f を C から C への 縮小写像

とする。このとき，つぎの命題が成り立つ。

（1）t > 0に対して, Jtf は C の中に一意の不動点 ut をもつ;

（2）t → ∞ならば, {ut} は u ∈ A−10に強収束する。ここで，u = ΠA−10fuである。ただし，

ΠA−10 は C から A−10の上へのサニー非拡大射影である。

定理 3.1の直接的な結果として, つぎの２つの定理を得る。

定理 3.2（[42]） E を一様Gâteaux微分可能なノルムをもつ 回帰的な Banach空間とし， C を E

の空でない閉凸集合で正規構造をもつものとする。A ⊂ E × E を A−10 �= ∅ となる増大作用素で

D(A) ⊂ C ⊂
\
t>0

R(I + tA)

を満たすものとする。Jt を t > 0に対する Aのリゾルベントとする，このとき，x ∈ C に対して，
{Jtx}は u ∈ A−10に強収束する。ここで，u = ΠA−10xである。ただし， ΠA−10 は C から A

−10

の上へのサニー非拡大射影である。

証明 x ∈ C を固定し，C から C への写像 f を

f(y) = x, ∀y ∈ C

と定義する。このとき，t > 0に対して, ut = Jtf(ut) は ut = Jtxを意味する. そこで，定理 3.1

から {Jtx} は u ∈ A−10に強収束する。ここで，u = ΠA−10xである。
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定理 3.3（[14]） E を一様Gâteaux微分可能なノルムをもつ 回帰的な Banach空間とし， C を E

の空でない閉凸集合で正規構造をもつものとする。T を C から C への F (T ) �= ∅となる非拡大写
像とし，f を C から C への縮小写像とする。0 < t < 1となる t に対して, 　写像 St : C → C を

Stx = (1− t)Tx+ tf(x), ∀x ∈ C

で定義する。このとき，つぎの命題が成り立つ。

（1）0 < t < 1となる t に対して, St は C の中に一意の不動点を ut をもつ;

（2）t → 0ならば, {ut} は u ∈ F (T )に強収束する。ここで，u = ΠF (T )f(u)である。ただし，

ΠF (T ) は C から F (T )の上へのサニー非拡大射影である。

証明 0 < t < 1となる t に対して, St の一意の不動点 ut は

ut = (1− t)Tut + tf(ut)

である。この等式は

ut +
1− t
t

(ut − Tut) = f(ut)

となる。A = I − T と置くと, [33, Theorem 4.6.4] から A は増大作用素で，かつ

D(A) = C ⊂
\
s>0

R(I + sA)

を満たす。そこで，ut = (1− t)Tut + tf(ut) から Jsf(ut) = utを得る。ここで，s = 1−t
t
である。

だから，定理 3.1によって t→ 0のとき， {ut} は u ∈ F (T )に強収束する。また，u = ΠF (T )f(u)

である。

定理 3.1を用いると, Banach空間の増大作用素のリゾルベントに対する強収束定理を得ることが

できる。

定理 3.4（[41]） E を一様Gâteaux微分可能なノルムをもつ 回帰的な Banach空間とし， C を E

の空でない閉凸集合で正規構造をもつものとする。A ⊂ E × E を A−10 �= ∅ となる増大作用素で

D(A) ⊂ C ⊂
\
t>0

R(I + tA)

を満たすものとする。 Jt を t > 0に対する Aのリゾルベントとし，f を C から C への縮小写像

とする。x1 = x ∈ C とし，点列 {xn} を C の中でつぎのように定義する。

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)Jtnxn,　 n = 1, 2, 3, . . . .
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ただし，{αn} ⊂ (0, 1) と {tn} ⊂ (0,∞) は

lim
n→∞

αn = 0,
∞X

n=1

αn = ∞, lim
n→∞

tn = ∞

を満たすとする。このとき，{xn} は u ∈ A−10に強収束する。ここで，u = ΠA−10f(u) である。

ただし，ΠA−10 は C から A
−10の上へのサニー非拡大射影である。

つぎの定理は増大作用素のリゾルベントに対する弱収束型の近接点法である。

定理 3.5（[12]） E を一様 Fréchet微分可能なノルムをもつ 回帰的な Banach空間とし， C を E

の空でない閉凸集合で正規構造をもつものとする。A ⊂ E × E を A−10 �= ∅ となる増大作用素で

D(A) ⊂ C ⊂
\
t>0

R(I + tA)

を満たすものとする。 Jt を t > 0に対する Aのリゾルベントとする。{αn} ⊂ [0, 1]と {rn} ⊂ (0,∞)

は

lim sup
n→∞

αn < 1, lim inf
n→∞

rn > 0

を満たすとし，x1 = x ∈ C に対して，点列 {xn}を

xn+1 = αnxn + (1− αn)Jrnxn, n = 1, 2, 3, . . .

で定義する。このとき，{xn}は A−10 の元 uに弱収束する。

定理 3.1，3.2，3.4，3.5における増大作用素の条件は，勿論m-増大作用素の場合に適用されるも

のである。

4． 極大単調作用素と距離射影（準距離射影）

この節では Bancah空間において極大単調作用素とその収束定理を議論しよう。E を滑らかで，

狭義凸な回帰的 Banach空間とする。また，φ : E × E → (−∞,∞)を

φ(x, y) = ‖x‖2 − 2〈x, Jy〉+ ‖y‖2, ∀x, y ∈ E

によって定義する。ここで J は E の duality mappingである。C を E の空でない閉凸集合とし，

x ∈ E とする。このとき，一意の x0 ∈ C が存在して

φ(x0, x) = inf{φ(z, x) : z ∈ C}
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となる。このとき，E から C 上への写像 QC を QCx = x0 によって定義する。このような QC を

準距離射影（generalized projection）と呼ぶ。Hilbert空間では，このQC と距離射影 PC は一致す

る。Eを滑らかな Banach空間とし，C をEの空でない閉凸集合とする。また，x ∈ E，x0 ∈ C と
する。このとき，x0 = QCxであるための必要十分条件は

〈x0 − y, Jx− Jx0〉 ≥ 0, ∀y ∈ C （4.1）

である。ただし，J は E 上の相対写像である。

x ∈ E と r > 0に対して，つぎの方程式を考える。

Jz + rAz � Jx. （4.2）

定理 2.1によって，解 zが存在する。また，Banach空間が狭義凸なので，この解は一意である。そ

の解を xr で表す。xr = Qrxによって，Qr を定義し，Qr を Aのリゾルベント（resolvent）とい

う。また，Qr を Qr = (J + rA)−1J と表すこともある。我々はもう一つのリゾルベントを定義で

きる。x ∈ E と r > 0に対して，つぎの方程式を考える。

J(z − x) + rAz � 0. （4.3）

やはり定理 2.1によって，解 zが存在する。また，Banach空間が狭義凸なので，この解は一意である。

その解を xr で表す。xr = Jrxによって，Jr を定義し，Jr をやはり Aのリゾルベント（resolvent）

という。また，Jr を Jr = (I + rJ−1A)−1 と表すこともある。最近，高阪–高橋 [15]は Banach空

間上の極大単調作用素に対して，つぎの強収束定理を得た。

定理 4.1（[15]） E を滑らかで一様凸な Banach空間とし，A ⊂ E ×E∗ を極大単調作用素とする。

また，r > 0に対して Qr = (J + rA)−1J とし，点列 {xn}をつぎのように定義する。

x1 = x ∈ E,
xn+1 = J−1(αnJ(x) + (1− αn)J(Qrnxn)), n = 1, 2, 3, . . . .

ここで，{αn} ⊂ [0, 1]と {rn} ⊂ (0,∞)は

lim
n→∞

αn = 0,
∞X

n=1

αn = ∞, lim
n→∞

rn = ∞

を満たすものとする。このとき，A−10 �= φならば，{xn}はQA−10xに強収束する。ここで，QA−10

は E から A−10の上への準距離射影（generalized projection）である。

Banach空間上の極大単調作用素に対して弱収束定理を得るために，つぎの強収束定理が必要と

なる。
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定理 4.2（[10]） E を滑らかで一様凸な Banach空間とし，A ⊂ E × E∗ を A−10 �= φとなる極大
単調作用素とする。また，r > 0に対してQr = (J + rA)−1J とし，QA−10 を E から A

−10上への

準距離射影（generalized projection）とする。また，E の点列 {xn}を

x1 = x ∈ E,
xn+1 = J−1(αnJ(xn) + (1− αn)J(Qrnxn)), n = 1, 2, 3, . . .

で定義する。ただし，{αn} ⊂ [0, 1]，{rn} ⊂ (0,∞) である。このとき，{QA−10(xn)}は A−10の

点 vに強収束する。さらに，この元 v ∈ A−10は

lim
n→∞

φ(v, xn) = min
y∈A−10

lim
n→∞

φ(y, xn)

を満たす。

定理 4.3（[10]） Eを滑らかで一様凸なBanach空間とし，その相対写像 J を弱点列的連続（weakly

sequentially continuous）とする。A ⊂ E×E∗をA−10 �= φとなる極大単調作用素とする。r > 0に

対してQr = (J + rA)−1J とし，QA−10をEからA
−10上への準距離射影（generalized projection）

とする。また，{xn}をつぎのように定義する。

x1 = x ∈ E,
xn+1 = J−1(αnJ(xn) + (1− αn)J(Qrnxn)), n = 1, 2, 3, . . . .

ここで，{αn} ⊂ [0, 1]と {rn} ⊂ (0,∞)は

lim sup
n→∞

αn < 1, lim inf
n→∞

rn > 0

を満たすとする。このとき，点列{xn}はA−10の元vに弱収束する。ここで，vはv = limn→∞QA−10(xn)

である。

定理 4.3の直接的な結果として，つぎの定理を得る。

定理 4.4（[10]） E を滑らかで一様凸な Banach 空間とし，その duality 写像 J を弱点列的連続

（weakly sequentially continuous）とする。A ⊂ E × E∗ を A−10 �= φとなる極大単調作用素とし，
r > 0に対して，Qr = (J + rA)−1J とする。QA−10をEからA

−10上への generalized projection

とする。x1 = x ∈ E とし，点列 {xn}をつぎのように定義する。

xn+1 = Qrnxn, n = 1, 2, 3, . . . .

ここで，{rn} ⊂ (0,∞)は lim infn→∞ rn > 0 を満たす。このとき {xn}は A−10の元 v に弱収束

する。ここで v = limn→∞QA−10(xn)である。
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上村–高橋の強収束定理（定理 1.4）とは別に，Solodov-Svaiter [30] は Hilbert空間におけるつぎ

の強収束定理を得た。

定理 4.5（[30]） H を Hilbert 空間とし，A ⊂ H ×H を A−10 �= φ となる極大単調作用素とする。
x ∈ H とし，点列 {xn}をつぎのように定義する。

8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

x1 = x ∈ H,

0 = vn +
1

rn
(yn − xn), vn ∈ Ayn,

Hn = {z ∈ H : 〈z − yn, vn〉 ≤ 0},

Wn = {z ∈ H : 〈z − xn, x1 − xn〉 ≤ 0},

xn+1 = PHn∩Wnx1, n = 1, 2, 3, . . . .

ただし，{rn} ⊂ (0,∞)は lim infn→∞ rn > 0を満たすとする。このとき，点列 {xn} は PA−10x1

に強収束する。ここで，PA−10 はH から A
−10の上への距離射影である。

大沢–高橋 [23] は（4.3）で定義された極大単調作用素 Aのリゾルベント Jr を用いて，Solodov-

Svaiter[30]の拡張定理を得た。

定理 4.6（[23]） E を一様凸で一様に滑らかな Banach空間とし，A ⊂ E × E∗ を A−10 �= φ とな
る極大単調作用素とする。点列 {xn}をつぎのように定義する。

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

x1 ∈ E,

yn = Jrnxn,

Hn = {z ∈ E : 〈yn − z, J(xn − yn)〉 ≥ 0},

Wn = {z ∈ E : 〈xn − z, J(x1 − xn)〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wnx1, n = 1, 2, 3, . . . .

ただし，{rn} ⊂ (0,∞) は lim infn→∞ rn > 0を満たすとする。このとき，{xn} は PA−10x1 に強

収束する。ここで，PA−10 は E から A
−10の上への距離射影である。

この節の最後に，大沢–高橋 [23] とは異なる Solodov-Svaiterの拡張定理を述べる。上村–高橋 [13]

は（4.2）で定義されたリゾルベントを用いてつぎの強収束定理を得た。

定理 4.7（[13]） E を一様凸で一様に滑らかな Banach空間とし，A ⊂ E × E∗ を A−10 �= φ とな
る極大単調作用素とする。r > 0に対して，Qr = (J + rA)−1J とし，点列 {xn} をつぎのように
定義する。
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8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

x1 ∈ E,

yn = Qrnxn,

Hn = {z ∈ E : 〈z − yn, Jxn − Jyn〉 ≤ 0},

Wn = {z ∈ E : 〈z − xn, Jx1 − Jxn〉 ≤ 0},

xn+1 = QHn∩Wnx1, n = 1, 2, 3, . . . .

ただし，{rn} ⊂ (0,∞) は lim infn→∞ rn > 0を満たすとする。このとき，{xn} は QA−10x1 に強

収束する。ここで，QA−10 は E から A
−10の上への準距離射影（generalized projection）である。

5． 疑非拡大作用素と収束定理

2003年，中條–高橋 [22] はHilbert空間における非拡大写像に対するつぎの強収束定理を示した。

定理 5.1（[22]） C を Hilbert空間 H の空でない閉凸集合とする。T を C から C への F (T ) �= ∅
となる非拡大写像とし，PF (T ) をH から F (T )の上への距離射影とする。また，C の点列 {xn}を
つぎのように定義する。

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

x1 = x ∈ C,
yn = αnxn + (1− αn)Sxn,

Cn = {z ∈ C : ‖z − yn‖ ≤ ‖z − xn‖},
Qn = {z ∈ C : 〈xn − z, x− xn〉 ≥ 0},
xn+1 = PCn∩Qnx, n = 1, 2, 3, . . . .

ただし，{αn} ⊂ [0, 1]は lim infn→∞ αn < 1を満たし， PCn∩Qn は H から Cn ∩Qn の上への距

離射影である。このとき，{xn} は PF (T )xに強収束する。

この定理を Banach空間でこのままの形で証明することは難しい。C が閉凸集合になってくれな

いからである。そこで，松下–高橋 [20]は Banach空間でのHilbert空間での非拡大写像を拡張する

つぎの非線形写像を考えた。C を Banach空間 E の閉凸集合とし， T を C から C への写像とす

る。このとき，F (T ) によって T の不動点集合を表す。C の点 p が T の漸近的不動点（asymptotic

fixed point）であるとは，C の点列 {xn} で，{xn}が p に弱収束し，かつ limn→∞(xn − Txn) = 0

となるものが存在するときをいう。T の漸近的不動点集合は F̂ (T )で表される。C から C への写

像 T が疑非拡大（relatively nonexpansive） であるとは，F̂ (T ) = F (T ) かつ

φ(p, Tx) ≤ φ(p, x), ∀x ∈ C, ∀p ∈ F (T )
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が成り立つときをいう。松下–高橋 [20]はこの非線形写像を用いて，中條–高橋 [22]の定理をBanach

空間につぎの形で拡張した。

定理 5.2（[20]） E を一様凸で一様に滑らかな Banach 空間とし， C を E の空でない閉凸集合

とする。T を C から C への F (T ) �= φ を満たす疑非拡大写像とし， {αn} を 0 ≤ αn < 1 と

lim supn→∞ αn < 1を満たす実数の列とする。点列 {xn} はつぎのようであるとする。8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

x1 = x ∈ C,
yn = J−1(αnJxn + (1− αn)JTxn),

Hn = {z ∈ C : φ(z, yn) ≤ φ(z, xn)},
Wn = {z ∈ C : 〈xn − z, Jx− Jxn〉 ≥ 0},
xn+1 = QHn∩Wnx, n = 1, 2, 3, . . . .

ただし，J は E の相対写像である。QF (T ) を C から F (T )の上への準距離射影とするとき，{xn}
は QF (T )xに強収束する。

定理 5.2を用いて，中條–高橋 [22]の定理をつぎのように証明することができる。中條–高橋の定

理を証明するためには，T が非拡大写像であるとき，T が疑非拡大写像であることをいえばよい。

F (T ) ⊂ F̂ (T ) は明らかである。u ∈ F̂ (T ) ならば，このとき，点列 {xn} ⊂ C で xn ⇀ u かつ

xn−Txn → 0を満たすものがある。T は非拡大なので，T は demiclosedである。そこで，u = Tu

となる。これは F (T ) = F̂ (T )を意味する。さらに， Hilbert 空間H では， x, y ∈ H に対して

φ(x, y) = ‖x− y‖2

が成り立つ。そこで，‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖ と φ(Tx, Ty) ≤ φ(x, y)は同値である。だから，T は
疑非拡大写像である。よって，定理 5.2から，中條–高橋の定理を得る。疑非拡大写像のもう 1つの

代表的な例は極大単調作用素のリゾルベントQr である。そこで，定理 5.2を用いると，Banach空

間における極大単調作用素に対するつぎのような強収束定理を得ることもできる。

定理 5.3（[20]） Eを一様凸で一様に滑らかなBanach空間とし，AをE から E∗への極大単調作用

素とする。Qr を r > 0に対するAのリゾルベントとし，{αn}は 0 ≤ αn < 1と lim supn→∞ αn < 1

を満たす実数の列とする。点列 {xn}は以下のようであるとする。8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

x1 = x ∈ E,
yn = J−1(αnJxn + (1− αn)JQrxn),

Hn = {z ∈ E : φ(z, yn) ≤ φ(z, xn)},
Wn = {z ∈ E : 〈xn − z, Jx− Jxn〉 ≥ 0},
xn+1 = QHn∩Wnx, n = 1, 2, 3, . . . .
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ただし，J は E の相対写像 とする。もし A−10 が空でないとし，QA−10 を E から A
−10の上へ

の準距離射影とするならば，点列 {xn} は QA−10x に強収束する。

つぎに，Banach 空間における疑非拡大写像に対する弱収束定理を得る。この定理は Browder-

Petryshyn [4]の定理とも関係している。それを述べる前に，つぎの定理を述べておく。

定理 5.4（[20]） E を一様凸で一様に滑らかな Banach空間とし，C をEの空でない閉凸集合とす

る。また，T を C から C への F (T ) �= φ を満たす疑非拡大写像とする。{αn} を 0 ≤ αn ≤ 1を

満たす実数列とする。x1 ∈ C とし，点列 {xn} を n = 1, 2, 3, . . . に対してつぎのように定義する。

xn+1 = QCJ
−1(αnJxn + (1− αn)JTxn).

このとき，{QF (T )xn} は T の不動点に強収束する。ただし， QF (T ) は C から F (T )の上への準

距離射影である。

これを用いて，つぎの弱収束定理を得る。

定理 5.5（[20]） E を一様凸で一様に滑らかな Banach空間とし， C を E の空でない閉凸集合と

する。また，T を C から C への F (T ) �= φ を満たす疑非拡大写像とする。{αn} を実数列で

0 ≤ αn ≤ 1, lim inf
n→∞

αn(1− αn) > 0

を満たすものとする。x1 ∈ C とし，{xn} を n = 1, 2, 3, . . . に対して

xn+1 = QCJ
−1(αnJxn + (1− αn)JTxn)

で定義する。もし J が弱点列的連続ならば，{xn}は uに弱収束する。ただし，u = limn→∞QF (T )xn

であり，QF (T ) は C から F (T )の上への準距離射影である。

定理 5.5を用いて，Browder-Petryshyn [4]の定理を証明することができる。

定理 5.6（[4]） C を Hilbert 空間H の空でない閉凸集合とし，T を C から C への F (T ) �= φ を
満たす非拡大写像とする。λを実数で，0 < λ < 1を満たすとする。x1 ∈ C とし，点列 {xn} を
n = 1, 2, 3, . . . に対して

xn+1 = λxn + (1− λ)Txn

で定義する。このとき，{xn} は uに弱収束する。ただし， u = limn→∞ PF (T )xn であり，PF (T )

は C から F (T )の上への距離射影である。
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6． 準非拡大写像と新しい非線形射影

これまで，Hilbert空間での距離射影を拡張する Banach空間での非線形射影を 3つ取り扱った。す

なわち，距離射影 PC，サニー非拡大射影 ΠC，準距離射影 QC である。それらは dual pairを用い

て，（2.1），（2.2），（4.1）によって特徴付けられている。そこで E を Banach空間とし，C を E の

部分集合とするとき

〈x−RCx, J(RCx)− J(y)〉 ≥ 0, ∀y ∈ C

を満たすようなEからCの上への第 4の射影RC が存在するだろうかという疑問が自然に湧く [37]。

その疑問に答えるのがこの節である。

E を滑らかな Banach空間とし，D を E の空でない閉凸集合とする。このとき，写像 R : D → D

が準非拡大（generalized nonexpansive）であるとは，F (R) �= ∅ であり，かつ

φ(Rx, y) ≤ φ(x, y), ∀x ∈ D, ∀y ∈ F (R)

がつねに成り立つことである。この写像に関してつぎの定理がいえる。

定理 6.1（[8]） E を滑らかで狭義凸な Banach空間とし，C を空でない集合とする。また，RC を

E から C の上への射影とする。このとき，RC がサニーかつ準非拡大になる必要十分条件は

〈x−RCx, J(RCx)− J(y)〉 ≥ 0, ∀x ∈ E, ∀y ∈ C （6.1）

となることである。ただし，J は E から E への相対写像である。

E を滑らかで狭義凸な Banach空間とし，C を空でない集合とする。このとき，E から C の上

へのサニー準非拡大射影は一意に決まる。実際，R, S を E から C の上へのサニー準非拡大射影

とする。このとき， 定理 6.1より，x ∈ E とすると

〈x−Rx, J(Rx)− J(y)〉 ≥ 0, 〈x− Sx, J(Sx)− J(y)〉 ≥ 0, ∀y ∈ C

が成り立つ。Rx, Sx ∈ C であることから

〈x−Rx, J(Rx)− J(Sx)〉 ≥ 0, 〈x− Sx, J(Sx)− J(Rx)〉 ≥ 0

が成り立つ。この 2つの不等式から

〈Sx−Rx, J(Rx)− J(Sx)〉 ≥ 0
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が得られる。E が狭義凸であることから Sx = Rx である。また，この計算から分かるように，つ

ぎの不等式を満たす z ∈ E は一意である。

〈x− z, J(z)− J(y)〉 ≥ 0, ∀y ∈ C.

そこで，滑らかで狭義凸な Banach 空間の場合に，E から C の上へのサニー準非拡大射影を RC

で表すことにする。

E を滑らかで，回帰的な狭義凸 Banach空間とし，B ⊂ E∗ ×E を極大単調作用素とする。この
とき

R(J−1 + λB) = E, ∀λ > 0

である。よって，x ∈ Eに対して，x∗ ∈ E∗ が存在して，x ∈ J−1x∗ + λBx∗ となる。Eは滑らか，

かつ回帰的で狭義凸なので，ある z ∈ E が存在して，x∗ = J(z)となる。だから，x ∈ E に対して

x ∈ J−1J(z) + λBJ(z) = z + λBJ(z) ⊂ R(I + λBJ)

である。そこで，λ > 0 と x ∈ E に対して，Rλ を

Rλx := {z ∈ E : x ∈ z + λBJ(z)}

であると定義しよう。すると，D(Rλ) = E であり，かつ任意の x ∈ E に対して，Rλxは一点から

なる。実際，D(Rλ) = E であることは，前の計算 E ⊂ R(I + λBJ)よりわかる。Rλxが一点であ

ることは，z1 + λw1 = x, z2 + λw2 = x, w1 ∈ BJ(z1), w2 ∈ BJ(z2) とすると，B が単調である
ことから

〈w1 − w2, J(z1)− J(z2)〉 ≥ 0

を得る。よって fi
x− z1
λ

− x− z2
λ

, J(z1)− J(z2)
fl

≥ 0

を得る。そこで

〈(x− z1)− (x− z2), J(z1)− J(z2)〉 ≥ 0

となり

〈z2 − z1, J(z1)− J(z2)〉 ≥ 0

を得る。E は狭義凸なので，z1 = z2 を得る。よって，Rλxは一点からなる。Rλ の定義域と値域

は D(Rλ) = R(I + λBJ) であり、R(Rλ) = D(BJ) であることもよい。ただし，I は恒等作用素

である。Rλ は B のリゾルベントと呼ばれ

Rλ = (I + λBJ)−1

で表される。つぎに Rλ と (BJ)−10の性質について述べておこう。
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定理 6.2（[8]）E をFréchet微分可能なノルムをもつ回帰的な狭義凸Banach空間とし，B ⊂ E∗×E
を B−10 �= ∅となる極大単調作用素とする。このとき，つぎが成り立つ。

（1）任意の λ > 0に対して，D(Rλ) = E である;

（2）任意の λ > 0に対して，(BJ)−10 = F (Rλ) である。ただし， F (Rλ) は Rλ の不動点集合

である;

（3）(BJ)−10 は閉集合である;

（4）任意の λ > 0に対して，Rλ は準非拡大になる。

さらに，[8]の中でつぎの定理も証明された。

定理 6.3（[8]） E を Fréchet微分可能なノルムをもつ一様凸 Banach空間とし，B ⊂ E∗ × E を
B−10 �= ∅となる極大単調作用素とする。このとき，つぎが成り立つ。
（1）任意の x ∈ E に対して，limr→∞Rrxが存在し，その極限は (BJ)−10に属する;

（2）x ∈ E に対して，Rx := limr→∞Rrx と置くならば，R は E から (BJ)−10の上へのサニー

準非拡大射影である。

定理 6.3の中の Rはこれまでに発見されていなかった Banach空間における新しい非線形射影で

ある。これらの結果を用いて，茨木–高橋 [9]は Hilbert空間での上村–高橋の定理（定理 1.4，定理

1.5）の Banach空間への拡張であるつぎの強収束定理，及び弱収束定理を得た。

定理 6.4（[9]） E を一様凸で，一様に滑らかな Banach空間とし，B ⊂ E∗ × E を B−10 �= ∅と
なる極大単調作用素とする。r > 0 に対して，Rr = (I + rBJ)−1 とする。x1 = x ∈ E とし，点列
{xn} をつぎのように定義する。

xn+1 = αnx+ (1− αn)Rrnxn, n = 1, 2, 3, . . . .

ただし，{αn} ⊂ [0, 1] と {rn} ⊂ (0,∞)は

lim
n→∞

αn = 0,
∞X

n=1

αn = ∞, lim
n→∞

rn = ∞

を満たすとする。このとき，点列 {xn} は R(BJ)−10(x)に強収束する。ここで，R(BJ)−10 は E か

ら (BJ)−10の上へのサニー準非拡大射影である。

定理 6.5（[9]） E を一様凸で，一様に滑らかな Banach空間とし，その相対写像 J が弱点列的連続

（weakly sequentially continuous）であるとする。B ⊂ E∗ ×E を B−10 �= ∅となる極大単調作用素
とし，r > 0 に対して，Rr = (I + rBJ)−1 とする。x1 = x ∈ E とし，点列 {xn} をつぎのように
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定義する。

xn+1 = αnxn + (1− αn)Rrnxn, n = 1, 2, 3, . . . .

ただし，{αn} ⊂ [0, 1] と {rn} ⊂ (0,∞)は

lim sup
n→∞

αn < 1, lim inf
n→∞

rn > 0

を満たすとする。このとき，点列 {xn} は (BJ)−10の点に弱収束する。

7． 凸関数の最小値を求める収束定理

　 E を Banach空間とし，f を E から (−∞,∞]への凸関数とする。このとき，f が真（proper）

であるとは，f(x) <∞となる x ∈ E が存在するときをいう。f を真な凸関数とする。この f に対
して，f の劣微分 ∂f が，x ∈ E に対して

∂f(x) = {z∗ ∈ E∗ : f(y) ≥ 〈y − x, z∗〉+ f(x), ∀y ∈ E}

で定義される。この ∂f は E から E∗への極大単調作用素であることが知られている（[34]を参照の

こと）。定理 1.4，3.4，4.1，6.4を用いると，つぎの定理を得ることができる。

定理 7.1（[11]） H を Hilbert空間とし，f : H → (−∞,∞] を properで下半連続な凸関数とす

る。x ∈ H に対して，点列 {xn} を x1 = xおよび

xn+1 = αnx+ (1− αn)Jrnxn, n = 1, 2, 3, . . . ,

Jrnxn = argmin


f(z) +

1

2rn
‖z − xn‖2 : z ∈ H

ff

で定義する。ただし，{αn} ⊂ [0, 1]と {rn} ⊂ (0,∞)は

lim
n→∞

αn = 0,
∞X

n=1

αn = ∞, lim
n→∞

rn = ∞

を満たすとする。もし (∂f)−10 �= φならば xに一番近い f のminimizerに強収束する。さらに

f(xn+1)− f(v) ≤ αn(f(xn)− f(v)) + 1− αn

rn
‖Jrnxn − v‖‖Jrnxn − xn‖

が成り立つ。

定理 1.5, 3.5, 4.3, 6.5を用いると，つぎの定理を得ることができる。
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定理 7.2（[11]） H を Hilbert空間とし，f : H → (−∞,∞] を properで下半連続な凸関数とす

る。x ∈ H に対して，点列 {xn} を x1 = xおよび

xn+1 = αnxn + (1− αn)Jrnxn, n = 1, 2, 3, . . . ,

Jrnxn = argmin


f(z) +

1

2rn
‖z − xn‖2 : z ∈ H

ff

で定義する。ただし，{αn} ⊂ [0, 1]と {rn} ⊂ (0,∞)は

αn ∈ [0, k], 0 < k < 1, lim
n→∞

rn = ∞

を満たすとする。もし (∂f)−10 �= φならば {xn} は f のminimizerに弱収束する。さらに

f(xn+1)− f(v) ≤ αn(f(xn)− f(v)) + 1− αn

rn
‖Jrnxn − v‖‖Jrnxn − xn‖

が成り立つ。

定理 4.1を用いると，つぎの強収束定理を得ることができる。

定理 7.3（[15]） E を滑らかで一様凸な Banach 空間とし，f : E → (−∞,∞] を (∂f)−10 �= φ

となるような properで凸な下半連続関数とする。このとき，点列 {xn}をつぎのように定義する。
x1 = x ∈ E とし

yn = argmin
y∈E

{f(y) + 1

2rn
‖y‖2 − 1

rn
〈y, Jxn〉},

xn+1 = J−1(αnJx+ (1− αn)Jyn), n = 1, 2, 3, . . . .

ここで，{αn} ⊂ [0, 1]と {rn} ⊂ (0,∞)は

lim
n→∞

αn = 0,
∞X

n=1

αn = ∞, lim
n→∞

rn = ∞

を満たすとする。このとき，{xn}はQ(∂f)−10xに強収束する。ここで，Q(∂f)−10はEから (∂f)−10

上への準距離射影（generalized projection）である。

定理 4.3を用いると，つぎの弱収束定理を得ることができる。

定理 7.4（[10]） E を滑らかで一様凸な Banach 空間とし，その duality 写像 J を弱点列的連続

（weakly sequentially continuous）とする。f : E → (−∞,∞]を (∂f)−10 �= φとなるような proper

で凸な下半連続関数とし，点列 {xn}をつぎのように定義する。x1 = x ∈ E とし

yn = argmin
y∈E

{f(y) + 1

2rn
‖y‖2 − 1

rn
〈y, Jxn〉},

xn+1 = J−1(αnJxn + (1− αn)Jyn), n = 1, 2, 3, . . . .
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ここで，{αn} ⊂ [0, 1]と {rn} ⊂ (0,∞)は

lim sup
n→∞

αn < 1, lim inf
n→∞

rn > 0

を満たすとする。このとき，{xn}は v ∈ (∂f)−10に弱収束する。さらに，v = limQ(∂f)−10(xn)で

ある。ここで，Q(∂f)−10 は E から (∂f)−10上への準距離射影（generalized projection）である。

定理 6.4, 6.5を用いると，つぎの強，弱収束定理を得ることもできる。

定理 7.5（[9]） E を一様凸で，一様に滑らかな Banach 空間とし， f∗ : E∗ → (−∞,∞] を

(∂f∗)−1(0) �= ∅となるような proper で凸な下半連続関数とする。x1 = x ∈ E とし，点列 {xn} を
つぎのように定義する。

y∗n = argmin
y∗ ∈ E∗


f∗(y∗) +

1

2rn
‖y∗‖2 − 1

rn
〈xn, y

∗〉
ff
,

xn+1 = αnx+ (1− αn)J
−1y∗n, n = 1, 2, 3, . . . .

（7.1）

ただし，{αn} ⊂ [0, 1] と {rn} ⊂ (0,∞)は

lim
n→∞

αn = 0,
∞X

n=1

αn = ∞, lim
n→∞

rn = ∞

を満たすとする。このとき，点列 {xn} は (∂f∗J)−10の点に強収束する。ここで，R(BJ)−10 は E

から (∂f∗J)−10の上へのサニー準非拡大射影である。

定理 7.6（[9]） E を一様凸で，一様に滑らかな Banach空間とし，その相対写像 J が弱点列的連続

（weakly sequentially continuous）であるとする。 f∗ : E∗ → (−∞,∞]を (∂f∗)−1(0) �= ∅となる
ような proper で凸な下半連続関数とする。x1 = x ∈ E とし，点列 {xn} をつぎのように定義する。

y∗n = argmin
y∗ ∈ E∗


f∗(y∗) +

1

2rn
‖y∗‖2 − 1

rn
〈xn, y

∗〉
ff
,

xn+1 = αnxn + (1− αn)J
−1y∗n, n = 1, 2, 3, . . . .

（7.2）

ただし，{αn} ⊂ [0, 1] と {rn} ⊂ (0,∞)は

lim sup
n→∞

αn < 1, lim inf
n→∞

rn > 0

を満たすとする。このとき，点列 {xn} は (∂f∗J)−10の点に弱収束する。

8． 鞍点を求める収束定理

E, F を Banach空間とし，X ⊂ E，Y ⊂ F を閉凸集合とする。また，L : X × Y → Rを，つ
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ぎの条件（1），（2）を満たす 2変数関数とする。

（1）任意の y ∈ Y に対し，x �→ L(x, y)は上半連続な凹関数である:

（2）任意の x ∈ X に対し，y �→ L(x, y)は下半連続な凸関数である。

このとき，(x0, y0) ∈ X × Y が 2変数関数 Lの鞍点であるとは

L(x, y0) ≤ L(x0, y0) ≤ L(x0, y), ∀(x, y) ∈ X × Y

が成り立つときをいう。2変数関数 Lに対して

K(x, y) =

8>>><
>>>:

L(x, y), x ∈ X, y ∈ Y,
∞, x ∈ X, y /∈ Y,
−∞, otherwise

とし，集合値写像 T : E × F → 2E∗×F∗
を

T (x, y) =

8<
:
∂x(−K)(x, y)× ∂yK(x, y), (x, y) ∈ X × Y,

φ, (x, y) /∈ X × Y

とする。ただし

∂x(−K)(x, y)× ∂yK(x, y) = ∂(−K(·, y))(x)× ∂(K(x, ·))(y), (x, y) ∈ X × Y

である。このとき，Rockafellarによれば，T は極大単調写像であり，(0, 0) ∈ T (x0, y0)となる必

要十分条件は，(x0, y0)が Lの鞍点となることである。その詳しい証明は [39]を見るとよい。定理

4.1を用いて，高阪–高橋 [16]はつぎの定理を証明した。

定理 8.1（[16]） E と F を一様凸で，かつ滑らかな Banach空間とし，JE と JF をそれぞれ，E と

F 上の duality写像とする。また，X ⊂ E，Y ⊂ F を閉凸集合とし，L : X × Y → Rをつぎの条

件を満たす 2 変数関数とする。

（1）任意の y ∈ Y に対して，x �→ L(x, y)は上半連続な凹関数とする;

（2）任意の x ∈ X に対して，y �→ L(x, y)は下半連続な凸関数とする。

Lの鞍点集合の全体を S とし，S �= φとする。このとき，E × F の点列 {(xn, yn)}をつぎのよう
に定義する：(x, y) ∈ E × F に対して，(x1, y1) = (x, y)とし

Ln(u, vn) ≤ Ln(un, vn) ≤ Ln(un, v), ∀(u, v) ∈ X × Y,
xn+1 = JE

−1(αnJEx+ (1− αn)JEun),

yn+1 = JF
−1(αnJFx+ (1− αn)JF vn), n = 1, 2, 3, . . .

とする。ただし
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Ln(u, v) = L(u, v)− 1

2rn
‖u‖2 +

1

rn
〈u, JExn〉+ 1

2rn
‖v‖2 − 1

rn
〈v, JF yn〉

であり，{αn} ⊂ [0, 1]，{rn} ⊂ (0,∞)は

lim
n→∞

αn = 0,
∞X

n=1

αn = ∞, lim
n→∞

rn = ∞

を満たすとする。このとき，{(xn, yn)}は PS(x, y)に強収束する。ただし，PS は E × F から S 上
への準距離射影（generalized projection）である。

高阪–高橋 [16]は定理 4.3を用いて，つぎの弱収束定理も得ている。

定理 8.2（[16]） E,F を一様凸で，かつ一様に滑らかな Banach空間とし，JE , JF をそれぞれ，E

と F 上の duality写像で弱点列的連続（weakly seqentially continuous）なものとする。X ⊂ E と
Y ⊂ F を閉凸集合とし，L : X × Y → R をつぎの条件を満たす 2変数関数とする。

（1）任意の y ∈ Y に対して，x �→ L(x, y)は上半連続な凹関数とする;

（2）任意の x ∈ X に対して，y �→ L(x, y)は下半連続な凸関数とする。

Lの鞍点集合を S とし，S �= φとする。このとき，E × F の点列 {(xn, yn)} をつぎのように定義
する：

(x, y) ∈ E × F に対して，(x1, y1) = (x, y)とし

Ln(u, vn) ≤ Ln(un, vn) ≤ Ln(un, v), ∀(u, v) ∈ X × Y,
xn+1 = JE

−1(αnJExn + (1− αn)JEun),

yn+1 = JF
−1(αnJF yn + (1− αn)JF vn), n = 1, 2, 3, . . .

とする。ただし

Ln(u, v) =L(u, v)− 1

2rn
‖u‖2 +

1

rn
〈u, JExn〉

+
1

2rn
‖v‖2 − 1

rn
〈v, JF yn〉

であり，{αn} ⊂ [0, 1]，{rn} ⊂ (0,∞)は

lim sup
n→∞

αn < 1, lim inf
n→∞

rn > 0

を満たすとする。このとき，{(xn, yn)}は (x0, y0) ∈ S に弱収束する。ここで

(x0, y0) = lim
n→∞

PS(xn, yn)

である。ただし，PS は E × F から S 上への準距離射影（generalized projection）である。
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9． おわりに

　本稿では最適化理論における近接点法を Banach空間で議論することによって多くの収束定理を

得るとともに，Hilbert空間の場合では現れない多くの非線形写像の存在を知った。特に，近接点法

を様々な角度から Banach空間で扱ったことにより，4つの非線形射影の存在とその関わりを知る

ことができた。

本稿の最後に，Hilbert空間の距離射影の拡張である Banach空間における 4つの射影を同じ条件

の下で比較してみたいと思う。Eを滑らかで回帰的な狭義凸 Banach空間とし，C を空でない Eの

閉凸集合であるとする。PC , ΠC , QC , RC で E から C の上への距離射影（metric projection），サ

ニー非拡大射影（sunny nonexpansive retraction），準距離射影（generalized projection），サニー準非

拡大射影（sunny generalized nonexpansive retraction）をそれぞれ表すとする。このとき，x ∈ E
と z ∈ C に対して

z = PCx⇔ 〈z − y, J(x− z)〉 ≥ 0, ∀y ∈ C,
z = ΠCx⇔ 〈x− z, J(z − y)〉 ≥ 0, ∀y ∈ C,
z = QCx⇔ 〈z − y, J(x)− J(z)〉 ≥ 0, ∀y ∈ C,
z = RCx⇔ 〈x− z, J(z)− J(y)〉 ≥ 0, ∀y ∈ C

が成り立つ。ただし J は E 上の相対写像である。

（東京工業大学大学院情報理工学研究科教授）
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