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「三田学会雑誌」9 8巻 4 号 （2006年 1 月）

微分可能性と分岐について*

ナヤ1— ル ス ・ A  • スナユ/'— ト 

ジル•エヴエコ

加 籐 寛 之 訳

要 旨

バナッハ空間の間に作用する関数の，アダマール微分可能性とw-アダマール微分可能性の概念に 

ついて，また，それらのガトー微分可能性やフレッシエ微分可能性といった一般的な概念との関係 

について想起する。実ヒルベルト空間H 上で，0 においてアダマール微分可能かつw-アダマール 

微分可能だが，フレッシエ微分可能でない関数F  : H  ^  H に対しても，F ，(0 )のスペクトルに属 

さない点入において式F  (u) = X u に分岐が存在し得ることを見る。そうした場合に入が分岐点と 

なる必要条件を確立し，この結果が，こうした状況の生じる以下のような偏微分方程式の文脈にお 

いて如何にして利用され得るかを示す。

- A u ( x ) 十 q(x)u(x) = Xe-Ixl  tanh (eい!u(x)) for u G H 2(RN ).

キ—ヮ— ド

分岐，アダマール微分可能，w-アダマール微分可能，スペクトル，非線形楕円型偏微分方程式

1. 序

関数F  : X  — Y を考える，但しX とY は実バナッハ空間とする。二つの最も知られたF の微 

分可能性の概念は，ガトー（G a te a u x )とフレッシエ（F r& h e t)に由来するものであるが，多くの 

変形版がある。[3]，[11]。

最も簡潔な形で，抽象的分岐理論は以下のような形の式を扱う，

F(u)  = Xu for (A, u) G R x X  (1.1)

* [本稿は，乂dmnces in Mathematical Economics,  8(2006), Springer-Verlag Tokyo, pp.155-184 
に英文で掲載された原論文を出版社の許可を得て翻訳したものである。原題“On Differentiability and 
Bifurcation” . 編者]
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但し，F  : X  —  Y は，X  C Y で，F (0) =  0 を満たすものとする。 また，

F ( u n) = A„u„かつ u n =  0 for all n G N,

An —— A，||un |レ 一—0 (n ——⑶）

を満たす点列{(A„, u„)}  C R x  X が存在するとき，点 A G R は，（自明解R x { 0 } c  R x X の線か 

らの）（1.1) の分岐点（bifurcation p o i n t )である，という。

B f  C R を （1 . 1 )の全ての分岐点の集合とする。古典的な分岐理論における最も基本的な結果に 

よると，F が u  =  0 でフレッシエ微分可能ならば，B f  C び(F ，(0) ) がいえる，但し，

a ( T ) =  {A G R : T  -  AI  : X  —  Y が同型写像ではない}

は線形作用素T  : X  — Y のスペクトルである。それからA G B f となるためのF とA G び(F，(0)) 

にっいての追加的条件を求める。それらの結果は多くの分野において重要な応用を持っ。

微分方程式や関数方程式を伴う具体的な問題が（1.1) の形で表現されるとき，F は，いくっかの 

より弱い意味での微分可能性を満たすことはあっても，0 においていっでもフレッシエ微分可能と 

いうわけではない。（[12]，[14])。ここでは，有限次元空間ではフレッシエ微分可能性と同値である， 

アダマールの意味での微分可能性に焦点を当てる。例を示すことで，無限次元においては，0 におけ 

る F のアダマール微分可能性からは，B f  C び(F ，(0) ) は導けない，従ってA G び(F ' (0))であるこ 

とはもはやA が （1.1) の分岐点であるための必要条件ではないということを示す。ヒルベルト空間 

の枠組みにおいて，アダマールの意味でのみ微分可能であるような関数F に応用可能な， A G B f  

であるための必要条件を確立する。

2 節は，アダマール微分可能性とw-アダマール微分可能性にっいて割く。前者はX とY におけ 

る強収束，後者は弱収束に関するものである。定義といくっかの予備的な議論を紹介した後，一連 

の例を示す。我々は偏微分方程式への関心から動機付けされているので，主な例はルベーグ空間や 

ソボレフ空間の間に作用する代替作用素（substitution o p e ra to rs )に関するものである。我々の結 

論の例証として，次のことを述べておく。任意のk G N \{ 0 }に対し，式

F(u)(x )  =  e- x  tan h  (e卜1u (x ))

はソボレフ空間H  (Rw) から L 2(Rw) への連続なコンパクト作用素となり，さらにいえば，Fk : 

H k (Rn ) —  L 2(Rn ) は全てのu G H k(RN ) においてアダマール，w-アダマール微分可能であるが 

u  =  0 においてフレッシエ微分可能ではない。

3 節は以下のような例から始める。n を r n のある開部分集合とし，x  =  y  =  L 2( n ) とすると， 

アダマール，w-アダマール微分可能である関数f  : L 2(n ) — l 2( n ) に対して，ある初等的なやり 

方でB f を正確に決めることができる。この例（例 3 .1 )のおいて，び(F ，( 0 ) )は一点集合{A} であ
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るが，F が線形でなければ，B f は閉区間[a, 6]，a < b で， A G [a, b ]となる。次にX  =  Y =  H が 

実ヒルベルト空間であるとき，A が （1.1) の分岐点でなくなるような条件を与える結果を述べ，証 

明する。この結果の使い方を説明するため，まず，最初の例において，B f  C [a, b]になるという明 

確な必要条件が導出できることを示す。それから，以下のような非線形楕円型偏微分方程式を伴う， 

より本質的な例を考える。

—A u(x) +  q(x)u(x)  =  Ae—卜1 tan h  (e l：x u (x 、、 for u G H 2(Rn ) (1.2)

但しq G L ^ ( R n )，q(x) >  5 > 0 a.e. on RN である。この問題において，A G R は，以下を満たす 

解の点列{ (A „ ,u „ )} C R  x  H  2(Rn  )，u n 車 0 が存在するとき，（1 .2 )の L 2-分岐点である，という，

A„ —  Aかつ |u„ |2 =  { /  u 2nd x } 1/2 —  0.
Jrn

K を，自己共役シュレディンガ一作用素一A +  q : H  2(Rn  ) C L 2(Rn  ) —  L 2(Rn  )の本質的スペクト 

ルの下限とする。我々の一般的結果によれば，A く A eが （1 .2 )の L 2- 分岐点ならばA G び(—A +  q) 

である。例 3 .2 .を見よ。（1 .2 )の L 2- 分岐点は，び(一A +  q )に属さない点\ >  において存在し

得ることを強調しておきたい。実際，（1 .2 )の全てのL 2- 分岐点の集合はび(一A +  q) U [Ae,⑴）と 

ぴったり一致することが示されている。仮に， q =  p  +  r，p は周期的で，r(x)  —  0 (|x | — ^ )な  

らば，[Ae,⑴）はび(一A +  q ) に属さないある開区間を，通例含む。

この序論において，我々は分岐の必要条件の議論に焦点を合わせて来た。しかし，短い4 節にお 

いて我々は，3 節の非分岐の結果に使われたものと比較可能な形で，（1.1) の分岐を確立した結果を 

[6] から，証明抜きで示しておく。これによって我々はより完全な（1.2) の L 2- 分岐の議論とその 

一般化である例3 .2 .を与えることが出来る。アダマール，w-アダマール微分可能であるだけの写像 

に応用することのできるような，分岐の十分条件をも含んだこれらの諸問題にっいてのより完全な 

吟味も行う。

この研究は第三回数班経済学国際会議（the Third International Conference on Mathematical 

Analysis in Economic T h e o ry )にて報告されたものである。

2. 微分可能性の諸概念

この節を通して，X とY は実バナッハ空間，B ( X ,  Y ) はX からY への有界線形作用素の全体の 

空間とする。写像F : X  — Y に対して，二っの最も広く使われる微分可能性の定義を想起するこ 

とから始める。

(I) F  が u G X  で，ガト'一微分可能（G5teaMX d iffe ren tiab le)とは，

—— 89 (635 ) ——



3 T  G B ( X ,  Y );

となることをいう(

lim F (u +  tV') -  F (u) =  T v  for all v e  X

(II) F が u G X でフレッシエ微分可能（Prechet differentiable) とは 

3 T  G B ( X ,  Y );
F ( u + w) -  F (u) -  T u  =  0

IHI—o |H |  =
となることをいう。

以下の概念も極めて標準的である。（[7])。

(III) F が u G X においてアタマ'一ル微分可能（丑adamard d iffe ren tiab le)とは，

ヨT  G B ( X , Y ) ；

lim F ( u  +  tnVn) -  F (u) =  T v  for all v G X

for all {tn} C R \{0} w ith tn —  0, 

for all {vn} C X  w ith vn — v

となることをいう。

強収束を弱収束に置き換えると，我々が議論する最後の微分可能性の概念になる。

(IV) F が u G X で w-アタマ'一ル微分可能（切-丑adamard d iffe ren tiab le)とは，

ヨT  G B ( X , Y ) ；

lim く F (u +  tnvn) -  F (u) , ^  =  {Tv, ■病 for all v G X ， G Y *

for all { tn} C R \{0} w ith t n —  0，

for all {vn} C X  w ith vn 」 v weakly in X .

但し，{• • は Y x  Y * 双対である。

これらの定義を比較するために，これらが同値な形で表現し得ることを見ておくことが有益である。 

F が u G X でフレッシエ微分可能U

(II，) ヨT  G B ( X ,  Y ) ； lim F (u +  tv) -  F ㈦ = Tv,

X の有界な部分集合上のv について一様収束

F が u G X でアダマール微分可能U

(III，) ヨT  G B ( X , Y );lim  F (u +  tv) -  F (u) =  Tv,
t

X のコンパクト部分集合上のv について一様収束
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F が u G X で w-アダマール微分可能U

(IV，) ヨT  G B ( X , Y ) ；,

lim fi F  (u 土 t v ) ニ F  (u )，病fl =  { T v ,病) for a l l病 G Y  *,

X の弱コンパクト部分集合上のv について一様収束

以下のことにも注意（[10]の Section 2 .8を見よ）；X が反射的なら，F が u G X で w-アダマー 

ル微分可能U

(IV”）ヨT  GB(X,  Y );

lim fi F  (u +  tv) -  F  ( u )，病fl =  { T v ,病) for a l l病 G Y  *,

X の有界な部分集合上のv について一様収束.

ここで，上で紹介した微分可能性の概念同士の関係を以下のように導出することができる。

( 1) F が u において，上記のうち2 つの微分可能性を満たしているとき，対応する導関数は等 

しい。

(2) フレエシエ微分可能=令アダマール微分可能=令ガトー微分可能 

フレッシエ微分可能=令w-アダマール微分可能。

(3) d im X  く ⑴ ならば，フレッシエ微分可能^ 令 アダマール微分可能

アダマール微分可能=令w-アダマール微分可能。 d im X  = 1 ならば，フレッシエ微分可能^令 ガ 

トー微分可能。

(4) dim Y く⑴ ならば，w-アダマール微分可能=令アダマール微分可能。

(5) X が反射的かつdim Y く⑴ なら，フレッシエ微分可能^令 w-アダマール微分可能。

(6) dim X  く⑴かつ dim Y  く⑴の時，フレッシエ微分可能^令 w-アダマール微分可能^令 ア 

ダマール微分可能

アダマール微分可能性はw-アダマール微分可能性を含意せず，w-アダマール微分可能性はアダ 

マール微分可能性を含意しないことを示す例を与える。しかし，まず，以下の議論に有益な微分可 

能な関数のいくつかの性質を挙げる。

(a) F が X の開部分集合U の全ての点においてガトー微分可能かつ，F'  G C(U, B ( X ,  Y ))なら 

ば，F は U の全ての点においてフレッシエ微分可能。

(b) F が u でガトー微分可能かつu の開近傍でL ipschitz連続ならば，F は u でアダマール微分 

可能。
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(c) F が u でアダマール微分可能かつu G Z ， Z は X にコンパクトに埋め込みまれるバナッハ

空間，ならば，F  : Z  — Y は u でフレッシエ微分可能。

(d) F が u でフレッシエ微分可能かつ，F  : X  — Y  (コンパクト），ならば，T  =  F'(u)  : X  —  Y  

はコンパクト線形作用素。

(e) F が u でアダマール微分可能ならば，F は u で連続。

例 2 . 1 (w-アダマール微分可能性はガトー微分可能性を含意しない，したがってアダマール微分可能性を 

含意しないことを示す例。）

tz(- +  t —1) for t  =  0 

0 for t  =  0

X  =  R， Y  =  L 2( R )とする。 

z G Y \{ 0 } を選び，F  : R — Y  を

F (t )

と定義する。t  =  0 に対して，

—拉 = z (  + 1—) 」 0 weakly in Y  as t  —  0 

である。従って，F は t  =  0 で w-アダマールに微分可能で，F '( 0) =  0 である。しかし

F (t )
t

z (x  +  t —1)2dx  =  ||z |Y  =  0 for all t  =  0
y  ノ*

となる。結果として，仮に tn —  0 である{ tn } C R \{ 0} が，

F ( t n )
t n

0 となるなら，||u ||y  =  ||z ||y  > 0.

」 0 weakly in Y であることより， u  =  0 となるがこれは矛盾。よってF は t  = 0 でガトー 

微分可能ではない。ロ

2

u

次の例は [4]の系 5 の証明で指摘されていたものである。

例 2.2 (アダマール微分可能がw-アダマール微分可能を含意しない例）(H, {• •))は実ヒルベルト空間 

で，d im H  = ⑴，また， {en : n > 1 }を H の直交系とする。 F  : H  —  R を以下のように定義する。

F (u) =  sup{2 {en, u ) ----- }.
n>1 n

明らかに F (0) =  0 で， F  は H  上 Lipschitz 連続で， |F (u ) -  F ( v ) |<  2 ||u -  v |， u, v G H  であ 

る。さらに，{ert,u)  —  0 (n — ⑴）であることから， F  (u) >  0， u G H である。F が 0 でアダ 

マール微分可能でF ' (0) =  0 となることを示すため，H の任意のコンパクト部分集合灰を考える。
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s >  0 とする。灰 C u m = i B ( u i , s / 2 )となるH の有限個の点u i , . . . , u m が存在する，但しB ( u ,r )  

は H の u を中心とし半径r >  0 の開球である。各 i に対し，n ( i , s )が存在して， |〈e n ,u i ) |<  s/2,  

n > n(i, s ) とできる。n(s) = m axi< i<m n(i, s ) とする。n > n ( s ) に対し， |〈en, v)| <  s， v G 灰

である。よって，

2 {en, t v、-  — く 2s |t| for all t  G R, v G 灰 ，n > n(s)

方，

2 {en , tv ) -  n  < 2 iiv | |t| -  n . -  < 0 if |t| < 狀 し ) , v g 灰 ， < n < n(s),

がいえる，但し K  = 1 +  m ax{||叫| : v G 灰 }。従って，ド| < 。乂 ⑷ ，v G 灰 に対して， 

supn> i{2 {en, tv、- 去} < 2s | t |がいえる。よって

0
F (t v )

—( ) <  2s for |t| < ，v G 灰 ,
_ |t̂  ~  1 1 — 2 K n ( s Y

となり，半 — 0 (t —  0 ) v G 灰 について一様収束，がいえる。F (0) =  0 から，F は u  =  0 で 

アダマール微分可能で，F '( 0) =  0 となる。

今，tn = 1/ n として，点列 { e n }と {ドn } を考える。明らかに，tn —  0 in R であり，e n 」 0 

weakly i n 丑，である。仮にF が u =  0 で w-アダマール微分可能ならば，以下になるだろう。

F (tnen)
t n

しかし，

^  0 in R as

F  レ n ) — ぜ ( ee n ) =  n  sup {2
tn n  m>1

> n {2 { en,en： E -  n }

- m }

=  1 for all n > 1 ,

であるから，F は u  =  0 で w-アダマール微分できない。H は反射的なので，これはF が u  =  0 で 

フレッシエ微分可能でないことも意味する。ロ

我々は，主にアダマール微分可能だがw -アダマール微分可能でない写像に関心がある。微分方程 

式を伴うような問題の検討に関連するこの種の2 つの写像を扱う。我々の仮定より，それらの関数 

はアダマール微分可能かつw-アダマール微分可能であるが，より強い制約がなければ，フレッシエ 

微分可能でなくなってしまう。

例 2.3

n を r n の開部分集合とし，x  =  y  =  L 2( n ) とする。以下の性質を持つ実関数f を考える。

( f1 ) f  G C  1(R), f  (0) =  0 であり，M  > 0 が存在して， | f ' ( s ) |S M ， s G R とできる。
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| f  (s)| <  M  |s |， s G R なので，以下のように写像F  : X  —  X を定義できる。

F(u)(x )  =  f  (u(x))  for u G X ，x  G n .  (2.1)

さらに，任意のu G X に対し，作用素Tu G B ( X , X ) を以下のように定義できる。

T^,(v)(x) =  f ' (u(x) )v(x)  for v G X ，x  G n .  (2.2)

ここで，F  : X  — X が持ついくつかの性質を示す。

(i) F は X 上でL ipschitz連続である。

(ii) F は全てのu G X でアダマール微分可能でF'(u)  =  T u となる。

(iii) F は全てのu G X で w-アダマール微分可能である。

(i) | f  (s) -  f  (t)| <  M  |s -  t | ，s , t  G R であることから，以下がただちにわかる。

||F (u ) -  F (v ) | <  M  ||u -  v|| for u , v  G X .

(ii) 最初に関数F  : X  —  Y は全てのu G X でガトー微分可能で，— (u) =  T u であることを見る。 

この主張を示すために，u , v  G X と t  G R \{ 0 }を考える。すると，

F (u +  t v ) - —㈦ - Tu(v)

= t —1{ f  (u +  tv) -  f  (u) -  t vデ(u)}

= t —1{Jo d - f  (u +  丁t v 、dr -  t v f '(u )}

= v f  f ( u  +  r tv )  -  f  (u)d丁
o

となり，従って，

— u  +  t v t)------(u) -  Tu(v)  =  { j  v [ J  f  (u +  Ttv) -  f ' (u )d r] 2d x } 1/2.

となる。f が R 上連続で，全ての s で | / ( s ) | < M より，優収束定理から主張はいえる。性 質 （b) 

からF が全てのu G X でアダマール微分可能であることが分かる。

( i i i ) 証明のために， (f,v G X と，tn —  0，v n 」 v weakly in H である点列{tn} C R \{ 0} と 

{vn} c  x を考える。x * とx を同一視し，{■, • を通常のx  =  L 2( n ) のスカラー積とする。

{Tuvn,病) — {Tuv,病)

であることから，以下が示せればよい。

fi F ( u  +  tnVt n) -  F (u) -  Tuvn,病fl —  0. (2.3)
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今，

' F ( u  +  tnvn) -  F (u)
t n

- Tuvn ,病〉

t —1 [f  (u +  tn vn) -  f  (u) -  tnv n f ( u ) } ( fd x  
Jq

[ 病(x)vn(x){  f  f  '(u (x ) +  stnvn(x)) -  f  (u(x))ds}d.. 
Jq ノ o

がいえる。従って，

F (u  +  tnvn) -  F (u )
t n

- Tu vn ,病〉

<

2dx]1/2 

2d x  V 2

但し，

とすると，

く l|vn|| [ J  病(x)2{ J  f ( u ( x )  +  stnvn(x)) -  f ' (u (x))ds}2dx] 

C [J  病(x)2{ J  f ( u ( x )  +  stnvn(x)) -  f ' (u (x))ds}2dx] 

n  で ||vn|| く C

An  =  { x  G n  : |vn(x)| >  ^tn\~X/2},

C 2 >  f  vn(x)2dx > f  vn(x)2dx >  for all n
^ Q ノ An

がいえる，ここで， |A n |は A n の N - 次元ルベーグ測度である。よって |An| — 0 (n — ⑶)。し 

かし，

dx

dx

0 く j  病(x)2{ J  f '(u (x ) +  stnvn(x)) -  f ' ( u ⑷ )d s [

く 4 M 2 J  病(x)2dx +  J  病(x)2{ J  f '(u (x )  +  stnvn(x)) -  f ' ( u ⑷ ) d s [

となる，ここで，

f  病(x )2dx — 0 (|An| — 0 より）,
J An

である。例えば，系 3.6[8]参照。さらに，

0 く XQ\An (x)病(x)2{ Jo f ( u ( x )  +  stnvn(x)) -  f  '( u ⑷ ) ds}2 く 4 M 2病(x)2 

a.e. on n がいえるので，以下がいえるのであれば，優収束定理から（2 . 3 )がいえる。

Xn\4 (x )病(x) [  f  (u(x)  +  stnvn(x)) -  f  (u(xj)ds  —  0 as n —  ^
o

a.e. x  G n  (測度0 の集合上で，u とやを修正することで，|w(i)| く ^ と |p ( i) | く ^ が全てのi  G ^  

でいえる，としてよい。）

(
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s > 0， x  G n とする。6(s,x ) > 0 が存在して，

|病(x)| f '( u ( x )  +  s) -  f '(u (x )) | く s for |s| く ^ (s ,x )

であり，n 卜, x) G N が存在して，

|tn|1/2 く S(s, x) for n > n(s,  x).

とできる。従って，x  G A n に対し，l -̂t^^vn (x)| く ^tn\112, s G [0, 1] ,であることから，

Xn\ 4 (x)病(x) [  f '(u (x ) +  stnvn(x)) -  f '(u (x ))ds
o

く XQ\An (x) [  |病(x)| | f  '(u (x ) +  stnvn(x)) -  f  '(u (x )) | ds
o

0 x  An

I s x G n \A n , n > n(s,  x).

よって

Xn\A„ (x )病(x) f  f  ' (u(x)  +  s tnvn(x)) -  f  ' (u(x ))ds  く s for all n > n(s ,x ) ,  
o

となることから，

Xn\ 4 (x)病(x) f ' ( u ( x )  +  s tnvn(x)) -  f ' (u(x))ds —  0 as n — ^ ,
o

a.e. on n が示せた。（2 . 3 )がいえたので，F は u で w -アダマール微分可能である。ロ

注意仮にある u G X が存在して，F が u でフレッシエ微分可能になるなら，f は，R 上定値で 

なければならず，従ってF は線形となることがよく知られている。例えば，命題 0.2.8 [2] を参照。

一方，フレッシエ微分可能性は，f に関しての代替作用素の定義域を変えることで回復する。全 

てのp G  [2, 2* )において，H 1( n ) が Lp ( n ) に連続に埋め込まれるように，n は L ipschitz境界をも 

つとする，但し，2* =  N—j  ( N  > 3 )，2* = ⑴ ( N  = 1 , 2 ) とする。（[5]の系IX .13と [1]のLemma 

A 5.8 参照) 。ここで仮定（f1) のもとで，（2 .1) によって定義された写像—1 : H 1(n) —  L 2( n ) を考 

える。また，u , v  G H 1( n )， 2 く 2p く 2*， ^ ^ = 1 に対し，以下のことがいえることに注意。

|—1(u +  v ) - —1(u) -  Tu(v)|2L 2 {Q) = J  v2[ j  f ( u  +  t v )  -  f ' (u )d T ]2dx

く {丄  v 2pd x }* {£ [ 〔  f '( u  +  t v ) -  f  '( u )d r  ]2g dx}  q

く CP llv l l^ (Q  { K  I f  ' (u +  Tv) -  f ' (u) I 如 dTdx}  q
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従って，仮にp を，

R(v)  =  J  f  | f  (u +  t v ) -  f  (u) | 2q drdx  —  0 as |M |が (n) — 0.

となるように選べるならば，—1 : H 1(n) —  L 2( n )は u でフレツシエ微分可能である。仮にそうなら 

ないとするなら，H 1( n ) において0 に収束する点列{vn} と5 > 0 をとり，全てのn で，R(vn) > 5 

とできる。部分列をとることで，vn —  0 a.e. on n であるとしてよい。

n が有界ならば，優収束定理から，R(vn) —  0 がいえる。従って，仮に，

(a) n が L ipschitz境界をもつ有界であり，かつ

(b) f が （f1) を満たす，ならば，—1 : h 1(n) —  L 2( n ) は全てのu e H ' n )においてフレツシエ 

微分可能である。実際，n は L ipschitz境界をもつ有界であることから，h 1( n ) は l 2( n )にコンパ 

クトに埋め込まれ，F のアダマール微分可能性と性質（c ) から，—1 のフレツシエ微分可能性がい 

える。

n が非有界で，さ ら に c 2( r ) で supseR | f ' ' (s)| く K を仮定する。すると，

R(v) く JQ (  [K M ]2qdTdx く [K |v |L2q(n)]2q く [KC2q lv lが (n)]2q

である，但し 2 く 2q く 2* とする，あるいはP + 1 = 1 より2* /(2* -  2) く p  く⑴としても同様。 

従ってp についての全ての要請を満たすためには2* /(2* -  2) く 2 * / 2でなければならず，これは 

N く 3 であることと同値である。

最後に，N についての制約は，十分大きなk で，Fk : H k (n ) —  L 2( n )，Fk(u(x))  =  f  ( u ( x ) )を考 

えることによって取り除くことができることを見ておく。実際，それによってH k (n )は l p ( n ) に連 

続に埋め込まれるのだから，k >  N / 4 となる，但し，p G [2, 2 k )は，N  く 2 k に対しては，2k = ⑴， 

N  > 2k + 1 に対しては，2k =  N N v となるものである。従って，仮に，

(a) n が L ipschitz境界をもつ非有界であり，かつ

(b) f  は （f1) と f  G C 2(R )を満たし，supseR |f ' ' (s)| く K  とする，

ならば，F k : H k (n ) —  L 2( n ) は全てのu g h k( n ) についてフレツシエ微分可能である。

例 2 . 4 この例においては，X  =  H 1(Rn )，Y  =  L 2(Rn ) を考える。

ミ，n : Rn  —  R は可測関数で，如 G L ^ ( R n  ) とし，f は （f 1 )を満たす，とする。

| f  (n(x)u(x))|  く M  |n (x)u(x)| より，F  : X  — Y  を

F ( u ) ( x ) = ミ( x ) f  (n(x)u(x))  for u G X ，x  G RN'. (2.4)

と定義する。各 u G X に対し，作用素Tu G B ( X , Y ) を以下のように定義する。

Tu ( v ) ( x ) = ミ( x ) n ( x ) f ' (n (x )u(x))v(x)  for v G X ，x  G RN' . (2.5)
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ここで，この写像が以下の性質を満たすことを示す：

(i) F は X 上でL ipschitz連続である。

(ii) F は全てのu G X でアダマール微分可能であり，F'(u)  =  T u である。

(iii) F は全てのu G X においてw-アダマール微分可能である。

(i) | f (s) -  f (t)| く M  |s -  t |，s , t  G R ,であることより，|F (u) -  F (v )|2 く |ミnし M  |u -  v|2 く 

|ミnし M  ||u -  v ||，u , v  G X , である，ここで，|.|p は Lp(Rn  ) の通常のノルムで，11.11はスカラー積

{u, v ) 1 = j V u  . Vv +  uv dx
JrN

に関するX  =  H 1(Rn ) 上のノルムである。

( i i ) まず，F  : X  —  Y は全てのu G X でガトー微分可能で，F '(u )  =  T u である。この主張を見る 

ため，u , v  G X ，t  G R \{ 0 }を考える。すると，

F (u  +  t v ) -  F (u )
t

—1

- Tu(v)

t —1ミ{ f  (n[u +  tv]) -  f  (nu) -  t v n f  (nu)}

t — 1ミ{J  d f  (n[u +  stv])ds -  t v n f  ' (nu)}
lo d s J

vミn I f ' (n[u  +  stv]) -  f ' (nu)ds
o

となるので，

-------- 7 ニ F (u )  -  Tu(v) く Iミn L  ^  v 2[f.  f  '(n[u +  stv]) -  f '(nu )ds]2dx}1/2I OO - , -,/ rn ノ o

がいえ，優収束定理から主張がいえる。

性 質 （b ) を使うと，F  : X  —  Y は全てのu G X で，アダマール微分可能であることが分かる。 

( i i i ) これを示すために，病, v G X と，tn —  0，v n 」 v weakly in X となる，点列 {ドn} C R \{0} 

と { v n } c X を考える。すると，

/ — (u +  tnvn) -  F (u)
- Tu v n ,病、 = vn ミ n{ f  '(n[u +  stnvn]) -  f  (nu)ds}病d:

/  Jrn ノot n f /  Jrn Jo

である。 |f '( s ) | く M ， s G R より，任意のR >  0 に対し以下がいえる。

vn ミn{ [  f  '(n[u +  stnvn]) — f  (nu)ds}病dd
\>R Jo

く 2 M  J  \vn\ |ミnl 病̂\ dx  (2.6)

く 2 M  Iミりし \vn\2 [j  |病|2 dx]1/ 2

く C [又 病 |2 dx]1/ 2 (2.7)

2
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ここで，{ v n }が X  =  H 1(Rn  ) において有界，よってL 2(Rn ) においてもそうであることから，定 

数 C は R とn と独立である。次に，任意のR >  0 に対し，

/  vnミn ^  f ' (n[u +  s tnvn]) -  f ' (nu)ds}病dx  —  0 as n — <xi. (2.8)
J\x\<R Jo

が成立することを示す。仮にそうでないなら，R >  0 , s >  0，点列 {vnk} が存在して，

/ vnミn{ I f '(n[u +  stnvn]) -  f ' ( ^u)ds}病dx  > s for all nk. (2.9)
J\x\<R ノ o

となる。しかし， vnk — v (L2( B ( 0 , R ) )における強収束）から，さらに部分列をとることによって， 

次のようなw G L 2 ( B (0 ,R ) )が存在するとしてよい。

\vnk \ く w  a.e. on B ( 0 , R ) かつ

vnk — w  a.e. on B(0, R).

([5]の定理IV.6 を参照）従って，

vnkミn{ ム  f ' (n [u +  s tnkvnk]) -  f ' (nu)ds}病 く 2 M w  Iミnし \病1 for aU n

但し，2 M w  | ミn し \病 \ G L 1(B(0, R ) ) で，また， tnk vnk —  0 a.e. on B ( 0 , R ) より，

v„kミn { f ' (n[u +  stnkv„k]) -  f ' ( n u ) }病— 0 a.e. on B(0, R )，s G [0 ,1 ] ( n  — ⑴）

である。優収束定理から

/  vnk ミn{ (  f  ' (n [u +  stnk vnk ]) -  f  ' (nu)ds }病dx —  0,
\x\<R o

が成立するが，（2 . 9 ) に矛盾。よって，（2 . 8 )がいえ，（2 . 7 ) と合わせて，

lim sup /  F (u +  tnVn、-  F (u) -  Tuvn,病〉 く C ゾ 病 |2 dx]1/ 2 for R  > 0 .

がいえる。しかし，病G X  C L 2(Rn ) であることから，

lim 厂 病 |2 dx  = 0
^ u し J\x\>R

て彩り，ね ， lim く —(u 土 ” n) ニ —  (u) -  Tuvn,病 = 0
n— し \  tn /

が成立する。

{Tuvn,病) — {Tuv,病)
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であることより，F は u においてw-アダマール微分可能である。ロ

注 意 仮 に （f 1 )に加えて，関数 f が， supseR \ f (s)| く⑴という意味で有界かつミG L2(Rn )なら 

ば，写像F  : X  — Y はコンパクトである。実際，任意のs >  0 に対し，これらの追加的仮定から， 

Rs > 0 が存在して，

/  |ミf  (nu )|2 dx く sup \ f  (s)\2 ( ミ2dx  く s for u G X.
J\x\>RE s6« J\x\>RE

となる。

X  =  H 1(RN) における任意の有界点列{ u n }から，u G X に弱収束する部分列{unk } を選び出 

すことができる。よって，任意のs >  0 に対し，

\ — (unk ) -  F  (u ) |2 く j\ {ミf  (nu nk ) - ミf  (nu)}2 dx  +  4s

く j  {ミM n ( u n k -  u ) } 2dx  +  4s

く M 2 \ ミn\l0 j^  (unk -  u f d x  +  4s

が分かる，但し，

lim /  (unk -  u )2dx  =  0
nku し J\x\<R£

が H 1(B (0 ,R £) ) の L 2 (B (0 ,R £) ) への埋め込みのコンパクト性からいえている。従って，

lim sup \F(unk) -  — (u)\2 く 2s for s > 0,
nk —*•し

となり， |F  (unk) -  F  (u ) |2 —  0，またそこからF がコンパクトであることが示せる。

しかしながら，もし，lim inf\x\— しミ(x)n(x) > 0 かつ f  '(0) =  0 ならば， —'(0) =  To : X  —  Y は 

コンパクト線形作用素ではない。

性 質 （出から，これらの追加的仮定のもとでは，F は u  =  0 でフレツシエ微分可能ではない。さ 

らに，これらの議論で分かることは，この状況はF の定義域としてより高い次元のソボレフ空間を 

使っても改善されないということである。より正確にいうと，

(a) f  G C  1(R), f (0) =  0, f '(0) =  0, sups6R \ f (s)| +  \ f '( s ) | く ⑴ かっ，

( b ) ミ，n : RN —  R は可測関数で，ミ G L 2(Rn ) ,ミn G L し(Rn ) かつ lim inf\x\— しミ(x)n(x) > 0 

を満たす

とする時，（2.4) によって定義された作用素Fk : H k (Rn ) —  L 2(Rn ) は u  =  0 でフレツシエ微 

分可能ではない。

従って，任意のk G N \{ 0 }に対し，式 e—W sin ( e W u ( x ) )は，全てのu G H k(RN)でアダマール微分可 

能かつw-アダマール微分可能だが，u  =  0 でフレツシエ微分可能でない写像Fk : H k (RN ) —  L 2(Rn ) 

を定めている。
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3. 分岐の必要条件

まず，F がアダマール，w-アダマール微分可能であっても，式 （1.1) のすべての分岐点が，—'( 0) 

のスペクトルに属するとはいえないことを見ることから始める。

例 3 . 1 F  : L 2(n) —  L 2( n ) を （2.1) で定義し，（f1) と式（1.1) を満たす f を考える。この場合， 

閉区間G  =  [a, b]を，

f for s =  0
9 (s) = ； 十 .

[ f  (0) for s =  0

で定義された連続関数g : R —  R の値域の閉包とすると，B f  =  G であることを主張する。一方 

で，例 2 .3から，F は X  =  L 2( n ) のすべての点においてアダマールとw-アダマール微分可能で， 

F  '(0) =  f ( 0 ) I であることは分かっている。従って，ct(F '(0)) =  { f  '( 0 ) }で，かつ

B f  C a ( F '(0)) G  =  { f '(0)} f  が線形

である。我々の主張を示すために，まず，ある s 十0 に対し，入= g ( s )となることを仮定する。〜  

を，そのN - 次元ルベーグ測度|叫 | が 1/ n であるようなn の部分集合とする。ここでL 2( n )の要 

素 u n を un =  s x〜 として定義する，但しX叫 は叫の特性関数である。明らかに，

F ( u n)(x)  — f  (0) —入u n (x) for x  G n \^ n ,

F(un) (x )  =  g(un(x) )un(x)  =  g(s)un(x)  =  Awn(x) for x  G ^n,

であり，実際，1 /n  く | n |である全てのn G N に対して (入, u n ) は （1 . 1 )の解である。明らかに 

|u n |2 =  |s| / ^ n であり，入G B f がいえる。従って，{g(s) : s G R \{0}} C B f 。しかし，分岐点の 

集合は常に閉集合であり，従って0 におけるg の連続性から，G C B f がいえる。

逆に，入 G B f とすると，任意の n G N で |un |2 > 0 で，入れ— 入， |un |2 —  0 である点列 

{(An,un)}  C R X L2( n ) が存在する。しかし，

F  (un) —入 n^n  > {g (un ( x ) ) —入 n}u n (x) — 0 a .e . on n

であり，よって，un ♦  0 より，入n は g の値域に属さねばならない。従って，入G G かつB f  C G. ロ 

ここで，フレッシエ微分可能性を要求しない，ある点が分岐点であるための必要条件を与える結 

果を形成する。

今後，（H, ◊ , . ) )を実ヒルベルト空間とする。よく知られているように，それは自己共役同型作用 

素によって，以下のように分解される。例えば，[9]の X V III章 系 5 .2を参照。
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命題 3.1

T  : H  — H を自己共役作用素とする。

( 1 ) T (H ±) C H±  かつ

sup{{Tu, u) : u G H — and ||u | = 1 }  く 0 く inf {{Tu,  u) : u G H+ and ||u | = 1 }

であるような，H の一意の直交分解H + ㊉ H —が存在する。

P ± (=  P ± ( T ) ) を，それぞれH ± 上への対応する直交射影とし，J  =  P+ -  P— とする。

( 2 ) その時，P ± T  =  T P ± かつ，

{Tu, Ju)  > a  ||u ||2 for u G H

但し，a  =  m in{ |入| : 入 <G び( T )} =  d(0, a ( T ))。

(3)

{u, v )T =  {Tu, Jv)  for all u, v G H,

とすると， {', \ は H 上のスカラー積で，そのノルム ||.||T は 11.11 =  { ' , .)1 / 2と同等である。

定義自己共役同型作用素T  : H  — H は，rgeP—( T ) が有限次元のとき，本質的に正（essen tia lly  

p o s i t iv e )である，という。これは，びe( T )を T の本質的スペクトルとした時の，inf a e(T ) > 0 と 

いう性質と同じことである。同様に，T は - T が本質的に正であるとき，本質的に負（essen tia lly  

n e g a t iv e )である，という。（su p a e(T ) く 0 と同値である）。

定理 3.2

F (0) =  0 なる関数F  : H  — H を考える。以下を仮定する。

( H 1 ) F  : H  —  H は u  =  0 で，w-アダマール微分可能で，T  =  F '(0 )  -  ^ I  G B (H ,  H ) は自己共 

役同型作用素である。

(H2) (i) T が本質的に正かつ，

lim inf {—(u) -  -| 2(0)u, u) > - 1,

であるか，（ii) T が本質的に負かつ，

lim sup F ( u )  - - 2(0)u, u) く 1.

であるかのどちらかである。

その時，I丄は，式 F ( u ) = 入u の分岐点ではない。
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注意 1 条 件 （H2) ( i ) は，

(H2’） (i) |t  く inf びe(—'( 0 ) )かつ lim i|if {~ (—)------丨2( )  ,~ 、- > - d ( i , び(—'(0)).

であれば，満たされる。実際，I h n | |— 0 かつ

{F(un) -  F ' (0)un , u n) 乙 如 时 { — (u) -  F ' (0)u ,u)
I I^ I I t  1ト11—o IIu |t

である点列{un} C H \ { 0} を考える。{F(un) -  —'( 0)un ,un) く 0, n > n。，と仮定してもよい，

なぜなら，そうでない時はL > 0 で，明らかに（H 2 ) は満たされるからである。しかし，それに 

よって，J  =  P + (T ) -  P+ (T ) として，（H 1 )から，T  =  F  '(0) -  I I は同型作用素であり，命題 3.1

(2) から

〈[—'(0) -  i I ]u, J u )  > d ( i ,び（F '(0)) ||u ||2 for all u G H  

であることから，n > n o に対して，

{ — (un) -  F ' (0)un,un)  — {F (〜）- —'(〇)〜 ,〜） ||un ||2
llunlg l|un||2 {[F' (0) -  I上1 ]un , J l̂n

{ — (un) -  F ' ( 0 ) u n , u n ) 1
>  ||u n ||2 d(I , び(—' (0))

が分かる。従って，（H2’）（i ) から，主張したような，

L > 了~ l i m inf {—(un) -  F ' (20)un ,un) > - 1 ,
d(I , び(F  ' (0)) n— し 丨トn||

が成立する。

同様に，条 件 （H2) ( i i ) は，仮に，

(H2’） (ii)上 > sup びe(F ' ( 0 ) )か つ lim sup {~ (—) 2( ) ,~ )  く d ( i ,び(F'(0)).
i|uy—o Ilu |

であれば，満たされる。

系 3.1

F  : H  —  H を，F (0) =  0 かっF が u  =  0 のおいてw-アダマール微分可能で，F ' (0) =  F ' ( 0 ) * と 

なる関数とする。上G び(—'( 0) ) を仮定する。

仮に， ( i ) 上く in fび£(F ' ( 0) ) かつ，

lim y inf o F  ( u ) - — '2(0)u ,u) > - d ( l , び(—' ( 0)), 
IMI—o ||u||

もしくは，
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( i i ) 上 > s u pびe(F ' ( 0) ) かつ，

r  {—(u) -  F ' ( 0 ) u , u ) , ，尸"n、、lim s u p 、、ノ 2 —— - く d (上, び（F  (0)),
IMI—o Ilu ||

のどちらかであるとき，上は F ( u ) = 入—の分岐点ではない。

定 理 の 証 明 条 件 （H 1 ) と （H2) ( i ) が満たされるとする。

仮に上が式F (入, —）= 0 の分岐点であるなら，全てのn G N においてF ( u n ) = 入n u n で，入n — 上 

かつ l|un|| —  0 である点列{An} C R と {un} C H \ { 0 } が存在する。tn =  | |u n | | ,で几= u n/  ||un||

と置くと，v n 」 0 weakly in H であることをいう。実際，もしそうでないとすると，

\{vnk，病 \ >  s for all n k . (3.1)

なる病G H ，s > 0 と点列{vnk } が存在する。さらに部分列をとると，{vnk -  v ,病）— 0 となるよ 

うなv G H が存在する，と仮定してもよい。しかし，それによって，F  : H  —  H が u  = 0 で w-ア 

ダマール微分可能であることから，

—(unk.) =  — (tnk vnk) -  — ( 0 )」 —'(0)v weakly in H,
lunk II tnk ( ) 1

がいえる。しかし，

F ( u  )
入nk vn k 」 上v,F  (unk)

i u t = 〜 vnk
でもある，よって，F '(0 )v  = 上v で，それより，—' ( 0 ) - 上I  : H  — H が同型作用素であることか 

ら，v =  0 である。従って，v n k 」 0 weakly in H であり，（3 . 1 )に矛盾。従って，v n 」 0 weakly 

in H

次に，P± =  P ± ( T )を，命題 3 .1経由の，自己共役作用素T  =  F '(0) -  i I  : H  — H に伴う直交 

射影とし，J  =  P+ -  P— とする。その時，

||u |T  = 〈[—'(0) -  i I ]u, J u )  for all u G H

で，よって，

||un||T = 〈[—'( 0) - 上I  ]un, J u n、= 〈 [—'( 0) - 上I  ] 〜 - —(un) +  入 n l ,  J  u^)

— 〈— (0)un — F ( u n) , J ，un^ +  (入n —上) {un, J u n、

— 〈— (0)un — F (un) , u n — 2P —u ^) +  ^入n — 上) {un, J ，un')

である。以下のことがいえる。

n2 "  M  IU  II - J
{F (un) -  F , (0)un,un) く f  丨卜n | |、2 2 ||F  '(0)un — F  トn) 11| | P —vn 11

||〜||了 ノ llu n ll

土 ，llunll
+  ( |入n - 上\ IJvnll for all n G N.

| u n | T
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しかし，F '( 0 ) - 上I  : H  —  H が本質的に正であることから，P —は有限のランクをもち，よって

v! 」 0 weakly in H であることから， ||P —vn|| — 0 である。さらに，

F  (0) — n — F ( u n) =  — '( 0)v F ( t nvn)
^  =  ( ) !  ,

但し，

| |F '( 0)vn|| く ||—'( 0)|| かつ F (ttnvn) 」 F ' ( 0)0 =  0

である。従って，{ | | F F( un) | } は有界数列であり，かつ，

2 ||F '(0 ) — n -  F (—n)|| IIP— vn||n| 0 .
II—n||

である。さらに， | |J v n ||2 =  ||P+vn ||2 +  ||P —vn ||2 =  ||vn ||2 = 1 であり，それから，

|入n —上\ || Jvn || —— 0.

がいえる。11.11と II.IIt は同等なノルムなので，

lim inf { F (—) — —2(0)u ,u) く lim inf {—(—n) -  —，( 0 )—n,Un')

く - 1

これは（H2) ( i ) に矛盾。ここで，条件（H 1 )と（H2) ( i i )が満たされていると仮定する。G  =  - F か 

つ v  = - 上とすると，上G B f であることと，v G B g が同値であることが分かる。T  =  F  ' ( 0 ) - 上 か 

つ S  =  G '(0) -  v I とする。明らかに，S  =  - T かつP ± (S ) =  P t (T ) である。従って，||. ||s =  ||.||T 

であり，F を G に，上を v に置き換えると，条件（H 1 )と （H2) ( i ) が満たされる。従って，v  G B g 

であり，結果として，上G B f となる。ロ

例 3 . 1 (再考）例 2 .3 から F  : L 2(n ) —  L2( n ) は u  — 0 においてw-アダマール微分可能で， 

F ' ( 0) =  f ' ( 0) I であり，これはび(—'( 0) ) = びe(F ' (0)) =  { f ' ( 0) } が成立する自己共役作用素である 

ことが分かる。G  =  [a, b ]とし，例 3 .1の表記でいうと，

〈—(—) - F '( 0) u ,u 〉=  j 。{g(—(x)) -  f ' (0)}u(x)2dx

>  (a -  f  ' (0)) |u |2

で，よって，

{—(u) ニ F'(0)u ,u)  
\u\2—o |u |2

lim inf ハ 一 (—̂  - 2(0)U, U  > a — f ' ( 0).
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従って，上くa に対して，f  '(0) G G から，F  ' ( 0 ) - 上I  =  [f ' ( 0 ) - 上} I で，f  '(0) > 上，かつ，f  '(0) G G 

から，

lim \u n̂U o {F (U) |—2(0)U,U) > 上- f  ' (0) =  - d ( I , び（F ' (0 ))).

がいえる。系 3.3 (i)から上G B f で，よってB f  C [a,⑴）である。系の（i i )を使うと，B f  C (—⑴ , b] 

が分かる。従って系からB f  C [a,b] =  G である。

例 3 . 2 以下のような式を考える，

—A u(x) +  q ( x ) u ( x ) = 入”- 1( x ) f  (n(x)u(x))  for u G H 2(Rn ) (3.2)

但し，q G L し(Rn ) で，q(x) > S > 0 a.e. on RN とする。

n : Rn  —  R は，n >  0 a.e. on RN である可測関数で，f は条件（f1 )を満たし，f ' ( 0 ) = 1 である。

注 意 f が条件（f1) を満たし，/ ( 0) — 0 である場合は，パラメーター入を再調整することで，例 

3 .2で扱われているような場合に要約することができる。

定 義 数 A G R は，入!  —— A， \ — n \j —— 0 で，U n丰 0 となる解の点列{(入n ,—n)} C R X H 2 (RN)が

存在するとき，（3 . 2 ) の L 2—分岐点という。

A — 0 が （3 . 2 )の L 2—分岐点でないということが，以下の不等式から分かる。

S | — n |2 く / ' \VUn\2 +  q—n dx  = 入n f  n—1f  (n—n)—ndx  く | 入n | M  | — n |2 .

A — 0 が （3 . 2 )の L 2- 分岐点である必要条件を見付けるために，入!  —  A =  0, |—n |2 —  0 で， 

Un ♦  0 かつ入!  — 0 となる解の点列{(入n ,—n)} C R X H  ( (RN) を考える。すると

In—1 f  (n—) | く M  \u\2 かつ，- A +  q : H ((R n ) — L ((R n ) は同型作用素

であることから，f f ( K N) においてUn —  0 であることが分かる。さらに，（3 . 2 )は，

/ V u  . V v  +  quv —入n—1 f  (n—)vdx  =  0 for all v G H 1(Rn  )

と同値であり，また，

{u ,v )、= I V u  . Vv +  quvdx
Jrn

(3.3)

は，H  =  H ( R N) 上のスカラー積で，これはq = 1 である通常のものと同値である。ここで 

(士  , —n ) は，ヒルベルト空間(H, { . , .)1) において，（1.1) の形の式を満たすことを示す。一意的な 

関数K  : H  — H が，恒等式

{K(u),  v)-, = j  n—1f  (n—)vdx  for u , v  G H.  (3.4)
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で定義される。（3 . 2 ) の任意の解は，等式

u  = 入K (—) ，（入, —）G R X H.

と，さらに，Un —  0 in H 2(Rn ) を示していることから， ||Un|| — 0 (||—|| =  {u,u)1/ ( ) を満たして 

いる。以降の議論では，（i) A > 0 と （ii) A く 0 の場合を別々に扱うのが便利である。

(i) A > 0 を仮定し，K  : H  — H と上— 1 /A に対して，定理3 .2の仮定（H 1 ) と （H2) (幻の 

確認を目指す。最初に，作用素L G B (H ,  H ) が，

{L(u), v ) 1 = uvdx  for all u, v  G H

で定義されることを見ておく。ここで，K  : H  — H が u =  0 で w-アダマール微分可能で，導関数 

が K '(0) =  L であることを示す。そのために，病，v G H と，tn —  0，v ! 」 v weakly in H なる点 

列{ドn } C R  \ { 0} と， { v n } c H を考える。すると，ミ= n—1，f  ' ( 0) = 1 とし，例 2 .4の記法をよ 

ると，

/  K  -  Lv  病) = [ {  n—1 f  (麵 ) - v }病dx
\  tn ，ワ 1 Jrn tn 斤

- く- ^  -  Tov,病)
がいえる。F  : H  —  L 2 (Rn  ) が U =  0 で w -アダマール微分可能で， F '(0 ) — T o であることから， 

K  : H  —  H は u  =  0 で w -アダマール微分可能で，導関数はK '(0) =  L である。明らかに，

{L—, v ) 1 = I rn Uvdx =  {—, L v ) 1 (3 .5)

より，T  =  K  ' ( 0 ) - 上I  : H  —  H は自己共役である。

ここで，注意として，

〈[K'(0) — i I ]u, u 〉1 = J  u——上{ \V u \2 +  qu2}dx  

i f  I 〜 |2 , —2 A,  2 ,. |V u| +  qu — Au dx  for all u G H.
■A JwN

である。

A G び(一A +  q)かつ，A く in fびe ( - A  +  q )とする。E をA より小さい固有値に対応する，- A  +  q の 

全ての固有関数で張られたH 2(Rn  ) の部分空間とする。すると，dim五く⑴であり，P をE の上への 

L 2(Rn  ) の直交射影であるとする。しかしながら，P は，任意のu , v  G H に対し，P u , P v  G H 2 (RN) 

であるから，
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{ P u , v ) i = [(—A +  q)Pu]vdx
Jrn

= [(—A +  q)Pu]Pvdx,
Jrn

= { P v , —)1 ,

であり，従ってH において，対称で冪等であることが示せることから，{ ' ,么に関して，E 上への 

H の直交射影になっている。特に，P  G B (H ,  H ) である。

W  =  {u G H  : P u  =  0},

と定めると，u G W に対し， ||—n -  u | 1 — 0 なる点列 {—n} C H 2(Rn ) が存在し，従って 

II ( I  -  P)(Un -  u ) | 1 — 0 であることに注意。P —n G H  2(Rn  ) より，( I  -  P)Un G W  n  H  2(Rn  )で 

あり，そこから"W n H 2( r n ) は灰で稠密である。

スペクトル理論より，

11—11? = I  [—A — +  qu]udx く V u 2dx  for u G E
Jrn Jrn

が分かる，但し， r  =  m a xび(一A +  q) n  (0, A )で，そこから，

〈[K'( 0 ) —上I ]u, u 〉1 = —1  J  |V u |2 +  qu" — A —2dx

> (V -  A  ii—ii( if u G E .

である。一方，

||u ||( = f  [—A u +  qu]udx > 7 ,  u 2dx  for u G W  n  H 2(Rn )
Jrn Jrn

但し， 7 — m inび(一A +  q) n  (A ,⑶)。従って， W  n  H  2(Rn  ) は W で稠密であることから，

〈[K'( 0 ) —上I ]u, u 〉1 = —1  /  |V u |2 +  qu" — A u 2dx  
八ゾr n

く一(A  一 1 ) ll—ll( if — G W.

が成立する。これらの不等号から分かることは，自己共役作用素T  =  K '(0) -  i I  G B (H ,  H ) は同 

型作用素であり，命題 3 .1の意味での尺 ' (0) -  i I に伴うH の分解はH — =  W とH + =  E で与 

えられ，従って（H 1 ) が満たされ，K '( 0 ) - 上I が本質的に負である，ということである。さらに， 

P+ =  P かつ，P — =  I  -  P であり，よって，任意のu G H 2(Rn ) に対し，
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II—IT = 〈[K '(0) —上I ]u, P u  — ( I  — P )—〉 
1

. [—A u +  qu —八—][Pu — ( I  — P  )u]dx 
八ノ rn

>  八d(A，び( - A  +  q)) |—|(

であり，よって，H \ R n ) におけるH 2(Rn ) の稠密性から，u G H に対し，同様の不等号が得ら 

れる。

11 — lT >  去d (八,び(一 A +  q)) |u |( for all u G H.

条 件 （H2) ( i i ) に戻ると，u G H に対し，

〈K (u ) — K '(0 )u , u 〉1 = J  n—1f  (n—)— 一 u 2dx

= ム u "{ぼ - 1}dx

く m  |u| 2

が分かる，但し，lims—o =  f ' ( 0 ) = 1 であることから， m  =  s u p { : s G R \{ 0 } } —1 >  0

である。従って，

{ K (u) — K'(0)u ,  u )1 m  |u |(
u ||(  — II—112T

く d(A,び( - A  +  q)) fOT aU — G H \ { 0 } .

これより

lim sup {K  (—) 一 K 2(0)—，—)1 く sup { K (—) 一 K 2(0)—，—)1 
INI—o ||—| | t  <ff\{o} ||—|| t

ノ A m
く d (A，び( - A  +  q) ) .

であることが分かる。従って，条 件 （H2) ( i i ) は，仮に

Am く d(八,び（一 A +  q))

なら，満たされる。従って，もし， 0 く A く in fびe( - A  +  q )かつ，

d(A,び(一A +  q) r f (s) —、rハ'i i .—̂ ~ ^  — > m  =  s u p { : s G R \{ 0 } } - 1 ,

なら，定理 3 .2から，上G B k で，それによりA も （3.2) の L 2—分岐点ではないことが分かる。

inf びe(—A  +  q) > Q = lim jnf q(x)

であることに注意。特に，もしデ (0) =  sup{姐 : s G R \{ 0 } }なら，その時，m  — 0 で，

1

2
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(0, in fびe(—A +  q ) )における（3.2) の全てのL 2—分岐点はび(一A +  q ) に属さねばならない。 

( i i ) ここで，A く 0 とすると，これから，E  =  {0} かつ，

〈[K' ( 0 )一 上1 ]—, —〉1 = 一八 ノ | v —|( +  q—( 一 a —( dx > | 八|  ll—ll(

である。従って，T  =  K ' ( 0 ) - 上I  : H  — H は正の定符号同型作用素で，

l —lT  = 〈[K'(0) — i I]u, u 〉1 = —1  A |V —|" +  qu" — A u 2dx
八 J l N

E - A
> ——— |u|( for all u G H  
— |A|  i 12

である。但し，—= in fび(一A +  g)。さらに， u G H に対し，

〈K (u ) — K '(0 )u , u 〉1 = f  n—1f  (n—)— 一 u 2dx
Jrn

- ム—2{ n— - 1} dx  

> ~ n  |—|2

但し，f ' ( 0 ) — 1 より n  = 1 - inf { : s G R \{0}} >  0 である。従って， 

{ K (u) — K ' (0 ) —, u ) 1 、 n  |u |(

> 丽

> 一^ 八̂  for all u G H \{0} 
— -  A

がいえる，但し， —- A — d(A ,び(一A +  q ) )である。これによって，

lim inf {K (u) 一 K ' (0)—, —〉1 〉 n  |A|
l|uI—o l — lT ~  d(A,び( - A  +  q))

がいえ，よってn  |A| く d(A,び(一A +  q ) )ならば（H2) ( i ) が満たされる。従って，定理 3 .2 によ

り，仮に

n く d(A, び( - A  +  q)) =  — 一 A = 1  | —
^  = 1 —T  =  + 1—1.

が成立するとすると， A く 0 は （3 . 2 )の L 2—分岐点ではない。この条件はn く 1 の時，任意の 

A く 0 で満たされることに注意。

結 論 A く in fびe ( - A  +  q ) が （3 . 2 )の L 2—分岐点とする。すると，

A > 0 かつ d (A ,び( - A  +  q) く m  =  sup{渔 : s G R \{ 0 } } - 1 ,

か，
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A く 0 かつ 1 く d ( A ,び(ニA +  q)) く n  — 1 - inf { f ( s )  : s G R\{0}}.

のどちらかが成立する。

注 意 仮 に ，

0 く f ( s )  く 1 = f '( 0) for all s =  0,

とすると，m  =  0 かつn く 1 である。したがって，（一⑴ , in fびe(—A  +  q ) )における，（3.2) の任意 

の L2—分岐点はび(一A +  q )に属さねばならない。

仮に例3 .2に対する仮定に加えて，n—1 G L 2(Rn  ) かつ， supseR \ f  (s)| く ⑴ を仮定すると，

—2(—)(x) =  n—1( x ) f  (n(x)u(x))

で定義された写像F( : H 2(Rn ) —  L 2(Rn ) は u  — 0 でフレツシエ微分可能ではない。例 2.4.の後 

の注意を参照。これらの追加的仮定のもとで，定理 3 .2 .を通して（3.2) を扱うために導入された写 

像 K  : H  —  H はコンパクトでやはり，u  =  0 でフレツシエ微分可能でない（同様の理由で）。

4. 分岐の十分条件

ここで，系 3 .3の必要条件に使われたものと同様の脈絡で，入が式F  (—) = 入—に対する分岐点に 

なる十分条件を与える[6] からの結果を述べる。

3 節と同様に，(H, { . , . ) )は実ヒルベルト空間とする。

定理 4.1

— : H  — H を u  — 0 でアダマール微分可能もしくはw-アダマール微分可能な関数で，F '( 0) G 

B (H ,  H ) は自己共役とする。

Ae =  inf びe(F '(0 ))かつ Ae =  s u pびe(F '(0))

とする。以下のような追加的仮定をする。

(i) 病(0) =  0 かつ，

病（u)v  =  {F(u), v) for all u, v G H

であるような，ポテンシャル病G C 1(H, R )が存在する。さらに，病は偶関数で，任意のu G H \{0} 

で 2病(u) =  {F (—) , —) である。

(ii) F  : H  — H はコンパクトである。

(iii) lim w —し {F\M)\\:̂ ) =  0.
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( A ) その時，

[Ae, 0] U [0, Ae] C B f

である。

(B) 仮にA  > 0 で，

〈—'( 0)— ,—〉>

ならば，び(F '(0 )) n  (Ae, ⑴)

(C) 仮に—e く 0 で，

( F (—) , —) かつ，2病(—）> {—(—) , —) for all u G H \ { 0}, 

C B f でもある。

〈F '(0 )— ,—〉く {F(— ),— ) かつ，2病(—）く {F (—) , —) for all u G H \{0},

ならば，び(F '(0 )) n  ( ⑴ ,Ae) C B f でもある。

注 意 仮 定 （i ) において，病は H 上で，連続フレッシエ微分可能であることが要求されている。病 

の偶性からF (0) =  0 がいえる。

仮に dim H  く⑴ならば，びe (F '(0 )) =  ? かつ， [Ae, 0] U [0, Ae] =  ? である。

仮にdim H  = ⑴ ならば，びe(F '(0)) =  ? で，さらにびe(—'(0)) =  { 0 }であることとF '(0 )  : H  —  H  

がコンパクトであることは同値である。

仮にd im ff = ⑴で，かつF '(0 ) : H  —  H がコンパクトでないなら， Ae く 0 か Ae > 0 のどちらか 

であり，かつ，それによって，B f は [Ae, 0 ]か [0, Ae] のどちらかを含んでいる。（もし，Ae く 0 く八e 

ならば，両方含む。）

Ae > 0 だが，[0, Ae] C び(—'( 0 ) )で，その時， —' ( 0 ) - 入 : H  —  H が任意の入G ( a , b )において同 

型作用素であるような区間（a ,b)，a く b を B f が含むということもあり得る。

定理 4 .1 は以下のような条件の下で，式 （3 . 2 )の L2— 分岐点を確立するのに利用することがで 

きる。

(I) q G L し(Rn ) で，q(x) > S > 0 a.e. on RN，

(II) n : RN —  R は可測関数で，n >  0 a.e. on RN かつ n—1 G L 2(Rn  ),

(III) f は条件（f1 )を満たし，デ(0) = 1 かつsupseR \ f  (s)| く ⑴ である。さらに，f は奇関数で， 

t  — 0 は f  ( t) t -  2 f  ( s ) d sの唯一の0 点である。

仮に f が [0, ⑴）上で，狭義単調ならば，卿 - 2 ‘  f  (s)ds  =  0 for t  — 0，であることが分かる。 

これらの条件の下で，式

上—= K  (u) for u G H
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をヒルベルト空間(H, {■, ■)1) で考える，但し， H  =  H 1(Rn  ) で， {., ■)1 とK  : H  —  H は （3.3) と 

( 3 .4 )でそれぞれ定義したものである。

r ( rn(x)u(x)
病(u) = n (x )— [ /  f  (s)ds]dx for u G H,

Jrn Jo

とすると，定理 4 . 1 ( A ) の仮定は，関数K によって満たされる。例 3 .2 から，L G B (H ,  H ) を 

( 3 .5 )で定義すると，K '(0) — L であることを思い出すと，[13]の定理3.4 ( i v ) と （v) から

び(K '(0)) =  {入(G R :入 G び(一A +  q)} U { 0 }かっ

びe (K  (0)) =  {入 G R : ■入 G びe(—A  +  q)} U {0}.

であることが分かる，但し，一A +  q : H 2 (Rn  ) C L 2(Rn  ) —  L 2(Rn  ) は L 2(Rn  ) 上の非有界自己 

共役作用素として扱われる。

び(一A +  q) C [S, t o ) かつびe(—A +  q) C [Q ,⑴）但し Q = lim inf q(x),

であることより，

び( K '(0)) C [0 ,1 ]かつ Ae =  s u pびe ( K '(0)) く Q .

が成立する。しかし，びe(—A +  q) =  ? より，定理4 .1 から，Ae > 0 かつ，[0, Ae] C B k である。

しかしながら，仮にu G H かつ上—= K  (—) ならば，u G H  2(Rn  ) であり，従って，もし上— 0 

ならば，（* , —) が （3 . 2 )を満たすことが容易に分かる。

仮に q が周期的ならば，び(一A +  q) = びe ( - A  +  q ) が可算個の閉区間の合併であり，そこから 

び( K  '( 0 ) ) = びe ( K  '( 0 ) )もそうであることに注意する。従って，仮に (a,b)がび(一A +  q)のスペク 

トルの切れ目ならば，任意の点入G (a, b )は （3.2) の L 2—分岐点である。しかし，

- A  +  q - 入: H 2(Rn ) —  L 2(Rn ) は同型作用素

であり，言い換えれば，（f , a ) C B k であるが（1 , a ) n び(K '(0 )) =  0 である，ということである。 

仮に，（I I I ) に加えて，関数 f が [0,⑵）上で狭義減少関数ならば，その時，全ての t >  0 で，

f  ' ( 0)t >  f  (t) =  j  f ' ( s )d s  > f ' ( t ) t  かっ J  f  (s)ds > j  f  ' (s)sds  =  f  (t)t -  J  f  (s)ds

である。f は奇関数なので，これから，すべてのt  — 0 で，

f  (0) >  f  ( ) かっ 2 J  f  (s)ds >  f  (t)t

で，そこから容易に

〈K '(0 )u , u 〉1 > { K (u), u ) 1 かつ 2病(u) > {K (u ) , u ) 1  for all u G H \{0} .
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が分かる。ここで，定理4 . 1 (B) からび(K '(0 )) n  (Ae, t o ) C B k となり，従って実際，K '( 0 )が負 

のスペクトルを持たないことから，

び( K '(0)) U [0, Ae] C B k

が導かれる。これは，仮 に （I ) ， ( I I )， ( I I I ) が満たされ，f が [0, t o ) 上で狭義単調減少ならば， 

び(一A +  q) U [infびe ( - A  +  q), t o ) の全ての点が（3.2) の L 2—分岐点である，ということを意味す 

る。仮に，追加的に f が [0, t o ) 上で非負とするならば，その時，（3.2) のすべてのL 2— 分岐点が 

び(一A +  q) U [infびe(—A  +  q), t o ) に属する，言い換えると，

び( K ' ( 0)) U [0, Ae] =  B k

になる，ということに注意。最後に，in fびe(—A +  q) > in fび(一A +  q ) という状況を得るためには， 

p が周期的で，r(x ) —  0 (|x | —  t o ) であるq =  p  +  r という形のポテンシャルを考えれば十分であ 

ることを思い出そう。

(Charles Alexander Stuart, Ecole Polytechnique Federale de Lausanne Institut d ,Analyse et de
Calcul Scientifique,教授）

(Gilles Evequoz, Ecole Polytechnique Federale de Lausanne Institut d 5Analyse et de Calcul
Scientifique,博士課程） 

(訳者経済学研究科博士課程)
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