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「三田学会雑誌」96卷 3号 （2003年10月）

究 ト  en
八W八1̂ ĝ̂ igVWxW八

適応的期待と不安定性について

1 序

マクロ経済の理論モデルは古典派によるも 

のとケインズ派によるものがよく知られてい 

る。古典派が均衡の安定性を強調するのに対 

し，ケインズ派は不均衡の自律的回復には否 

定的である。また将来の予想形成の合理性に 

ついての仮定も対照的である。古典派は主に 

完全予見や合理的期待を想定する。そこでは 

予想主体はモデルを知っており，将来の均衡 

価格，もしくはその確率分布を正しく予想で 

きるとされる。それに対し，ケインズ派は各 

主体がそれぞれ独自の血気（アニマルスピリ

ット）を有し，それによって行動することの
⑴

方に重きを置いた。

古典派において，予想の正しさが均衡を保 

証する例として例えばF r ie d m a nや Lucas 
は，予想インフレ率が現実のインフレ率と一

加 藤 寛 之
(初稿受付2002年 10月3 1日， 

査読を経て掲載決定2003年 6 月3 0日）

致している時は国民所得は自然失業率に対応 

した水準で一定であり，予想が外れたときに 

のみ労働市場の不均衡が生じ，国民所得は変 

動すると考えている。一方 G ra n d m o n tや 

A zariad is，G u esn e rie等では，完全予見や 

合理的期待の下でも経済は不安定になったり 

循環を起こしたりと複雑な動きをすることが 

示されているが，每期各市場は均衡している。

一方，ケインズ派においてその動学化を試 

みた代表的なものはH a r r o d の成長理論であ 

る。H a r r o d は動学の原理として投資のニ面 

性を強調し，経済は不均衡が一度起こるとま 

すます乖離して行く，いわゆる不安定性原理 

を提唱した。投資のニ面性とは投資が需要で 

ありかつ供給力の増補でもあることであり， 

例えば超過需要の時，供給力を増やそうとし 

て投資をすると需要を増し，ますます超過需 

要を生み，逆の場合は逆となる，というのが 

不安定性原理の基本的アイデアである。これ

( 1 ) I S - L M モデルに合理的期待を導入した論文にYoshikawa (1 9 8 0)がある。
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について数理的考察を行ったものとして例え 

ば R o se  (1959) , J o rg e n s o n  (1960), N i- 
kaido  (1975, 1980), Y osida (1999) 等があ

る。そこで扱われている投資の決定式は上記
( 2 )

の企業行動を記述したものだが，なぜ企業が 

作り過ぎあるいは，生産不足を修正しないの 

かについてははっきりしない。この稿の目的 

は，不安定性原理の根拠が，投資水準を決定 

する企業が将来の総需要水準を予測すること 

の困難さにあることを明らかにする事である。 

H a r r o d モデルに期待を入れたものはあまり 

多くないが，例えばSen (1 9 7 0 )がある。そ 

こでは期待需要成長率の上昇は企業の投資を 

促すが，投資の増大は総需要を押し上げるた 

め，現実の成長率も増加する，逆の時は逆が 

起こる，ということが言われている。従って 

現実の成長率と期待成長率が異なった時，そ 

れを適応的期待形成のような修正を行い続け 

ていけば現実の成長率は発散してしまう事が 

述べられている。本論文の着想は基本的にこ 

の原理によっている。ここで適応的期待とは， 

過去の予想誤差を除々に修正する期待形成で 

あり，合理的期待のようなモデルから導かれ 

たものとは異なるものである（M uth (1960))。 
またニ神（1 9 9 1 )では，不完全競争の企業が 

想定する逆需要函数と真の逆需要函数との差 

を適応的に調節する，という形で予想が内生 

化されたモデルが考えられているが，不安定

性を生み出す要因とはなっていない。一方，

足 立 （2 0 0 0 )では，企業の最適化から期待に 

依存する投資函数を導き，景気循環について 

の考察を与えている。本稿では投資函数およ 

び貯蓄函数の導出を主に足立（2 0 0 0 )に負い， 

Sen (1970) の着想を下に不安定性の議論を 

する。また足立（2 0 0 0 )では，政府支出を内 

生化することで景気循環の議論をしているが， 

これについてもモデル化をし，循環の存在を 

示す。

2 モデル

一種類の財を生産する代表的企業と，消費 

者 （労働者でもあり，資本所有者でもある）と 

政府がいる経済を考える。

2 . 1 企業行動

2 . 1 . 1 資本ストック需要

仮定 1 .
生産函数 F ( K ,  N )は C 2( R l ,  R +) に属し， 

かつ一次同次とする。

/ ( x ) = F ( 1 ，D ( x  =  D  とおき，バエ) > 0, 
/〃(ェ）< 0 を仮定する。ただしK ，N はそれ 

ぞれ資本ストック，労働量を表す。

尸を代表的企業の予想する将来需要とする。 

また，（w e, パ）を企業が予想する要素価格で，

( 2 )  Nikaido (1 9 8 0 )では，

\i)=(p[ i - sF k ’ ノ
I ，K ， そs，F はそれぞれ意図した投資，資本ストック，人口，貯蓄率，生産函数で，ゲは同符

号関数，「+」は時間微分を表す。
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それぞれ予想実質賃金，予想実質資本賃貸料 

を表す。

が/パの下での尸を所与とした費用最小 

化 か ら 最 適 投 入 比 率 が 求 ま る 。 

F がー次同次であることから拡張経路が半 

直線なのでデは生産量に依存せず，w ej r e 
に対し一意に決まる。すると， に対応す 

る望ましい資本ストックの水準K eは

K e 7 (デ)

N  ( j
’ k \  .

で与えられる。企業の投資は以下のように決 

まると考える。

K = I = ^ K e- K )

ただし，e G ( 0 ,1 ]は投資の調整速度とする。 

K は現在の資本ストックの水準，「’」は時 

間微分を表す。 Y = F 、K ,  # ) を現在の産出 

水準とする。よって，

- K )
1 Y  Y e— Y Y

K  V /(デ）K  K
! f i x )  F e— [  ,
、/ (デ） ^ ナ，(デ）

- 1 .

ここで予想需要成長率上 r  ’ をルとおき， 

上記の方程式の右辺を i、x, ge, x e、で表すこ 

とにしよう。すると，

瓦ニ《X ,ル，Xつ.

単純化のため要素価格予想を一定とし投入比 

率デは一定の値 x e三无> 0 をとるものとす 

る。よって

I :故X ,ル).

2 . 1 . 2 労働需要

各時刻 t において企業はK tを所与として 

次のような問題を解く。

m a x [ K F (ル，

ただし，乃， m はそれぞれ《期における財 

の名目価格，名目賃金とする。従って n こお 

けるx は ん と m / R によって決まる。

2 . 2 需要側 

2 . 2 . 1 貯蓄函数

総貯蓄は民間部門の貯蓄SP と政府部門の 

貯蓄 & から成る。これらは次で与えられる。

& ニF —T —C
S d ニ T  — G

ここで， 7 ， T ， C ， G はそれぞれ実質の 

国民所得，税金，消費，政府支出とする。い 

ま，a， C ， r を定数としてC およびT は

C ニび( r —T ) +  C ， T ニてY

を満たすとすれば，総貯蓄 5 は，

5  ニ +
ニ（1—ひ十a T  F — C +  G).

そこでa三— V?— とおけば，

ニ（1— ひ十 — a
= = S(<X, Cl).

a は政府支出と資本ストックに依存した変数 

で後に政府支出を内生化するとき重要な役割

1
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を果たす。

3 動学系

実質賃金 WtjPtは各時点において貯蓄と 

投資がバランスするように決まる， とする。 

つまり，ge， と K tを所与としN t が瞬時に 

需要に見合う生産を行うだけの量に調整され
( 3 )

ているとする。よって每期，

K x ,ル)ニ s 、x,

が成立する。ここで考えられている調整は， 

超過需要の時，つまり s く?‘ の時，価格の上 

昇によって実質賃金が低下してN tが増え 

( x が増え），超過供給の時，つまり s > i の 

時，価格の下落によって実質賃金が増加して 

N t が減る（x が減る），というものである。 

しかしこの過程は ix く S zでなければ安定で 

はない。 i や s の形状によっては与えられた 

(ル，a) に対し均衡が複数存在する可能性もあ 

る，しかし以下では，安定的な均衡のみを考 

察の対象としよう。すなわち i (x ,  ge) ニ s (x ,  
a)および ix、x ,  くsx{x, a ) を満たす（x, ge,
a ) のみを考えるのである。従って，方程式

八 1̂， Qe)~s(x,a) ニ0

に対して陰函数定理を適用することができ， 

局所的に定義されたぴ級函数x (，，•）で

i { x { a ,ル)，ル) ニs ( x ( a ,如)，d)

を満たすものが存在することが分かる。

また，sfl(x , a) く0, i9e( x , > 0  であること

に注意すると，以下のことが分かる。

▲ ，《) = — ‘ ( : ね し ) 〉。’

さてまず政府支出がない時にハロッドの不安 

定性原理に相当するものが発生することを示 

すことにしよう。すなわち a ニ。の場合が考 

察の対象である。ルの動学方程式は次で与 

えられるとする。

geニ^ K x ( ^ ) ,  ge) — A x ,汍)].

ただし，エ(办，0 ) をエ(ル）と書くことにする。 

パ> 0 は調整速度を表す。

これは現実の需要が予想された水準よりも高 

いとき，ルが増加し，現実の需要が予想さ 

れた水準よりも低いときはgeが減少するこ 

とを表している。ここでgeニ ̂ ：(1 — a + a r )  
/ ( 无）は xige、ニ文の解であるから，上記動 

学方程式の不動点である。ここで財市場の均 

衡が安定であることを保証する次の条件を仮 

定することにしよう。

仮定 2 .

ム( 无，丄 (1 — a 十 a r ) / (无）)く sx(x ) .

定理 1 (政府支出がない時のハロッド不安定

( 3 ) この稿のモデルでは労働の超過供給がある状態しか見ない。つまり総需要不足から実質賃金が十 

分高い値に決まっているとする。従ってル(冗’奶ニ '^ / P を満たす（尺，# ) に対し，F [ K ’ N )が生 

産されている。 N  く労働供給であり，K は常に完全雇用とする。（Nikaido (1980))
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性原理）.
C 十G ニ。とする。動学方程式

“ニ A i ( x { g e\  ge) — i ( 元，ル)]

の不動点ルニ^1t(1 —ひ十抓) / ( 欠）は，局所不 
⑷  £

安定である。

(証明)
これは局所で定義された一次元の微分方程式 

なので，不動点における傾きを調べればよい。 

(例えばLorenz [ 1 ] 等）

従って所望の帰結を得る。（証了）

注意. この定理の結論は投資のニ面性と企業 

の予想の合理性の欠如に本質的に依存してい 

る。企業は現実の需要が予想より高いとそれ 

に合わせようと予想を上方に修正し，投資を 

増やす。その時，総需要も増やしてしまい結 

果的に想像していた需要よりもますます高い 

需要が実現してしまう。逆の場合は逆である。 

この過程の繰り返しで不安定性が発生する。

h で増加すれば，F n (K ,  N )は不変で

あり| ニ|の率で労働需要曲線は右へシフ 

トする。逆のときは左へシフトする。労働供 

給は人口全体とし，人口成長率を定数如〉。 

とする。 • ニ i i x i g e, a), ge) なので，政府は， 

gn> i{ x { g e，a), ge) ならば非自発的失業が増 

加すると判断し，gn く d ) ,如）のとき

はやがて非自発的失業は減少していくだろう 

と判断するとする。

政府支出G の動学方程式を以下のように定 

める。

^十 ^  ニ 0(9n — a \  ル)）

a の動学方程式は以下のようになる。

_a ニ G 皮

a ニ C 十 G K
ニ欧  Qn — i (x (g e， a), 9  如).

よって

a  ニ a{fign —(1十^  ル))，

ただし，調整速度を表すA > 0 は定数。

次に a ニ。の場合を考える。ここで労働市場 

について考える。仮定 1 よりF nk( K ，N ) {  =  

- I  f 〃x ) )  > 0 なので，労 働 需 要 曲 線  

F m (K ,  N )  ニニ̂ は K が増加するとき右ヘシ 

フトする。& (尺，# )  ニ/ ' ( 昼 ) なので， K  
が { の率で増加するとき，N も同じ比率

4 H o p f分岐の存在

以下のような動学系を考える。

9e= — i{x{ĝaノ，ge) — i ( 元， 

a  ニ a{^gn —(1十^  ル))

が局所不安定とは( 4 ) 一般に微分方程式f  ニ/ ( X )の不動点x*
ョd > 0  V ミ(|| 卜 ？||<幻 3 — V ^>

ここでが0 , （は（ん，（ を初期値とするAニf i x ) の解とする。
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仮定 3 .

(1 — a  十 a z ) f。 ) — i 十̂^ ^  >  0

これは上記動学系の不動点が第1 象限の内点 

になるための条件であり，A が十分小さけれ 

ば成り立つ。いま，函数H をH 、ge，a,めニ 

{ ^ [ i { x { g e, a ) ,  g e) — i ( 元，ル) ]，a ( J g n — ( l
十め i[x[ge，a ) ,ル))）と定義しよう。すると 

上記の微分方程式は

(么，め ニ H { g e，a, (j)

と記される。

i^yx, £( i •十め） ニ5 ^ x , (1 — a 十a r ) / ( x )  — 

! 十 r % ) ニ ！十 T如 よ り « ポ)ニ ( (1 — ひ十

ひr ) / (无）一了十め如，£( !十パ）如ノはこの微分 

方程式の不動点であることがわかる。財市場 

の均衡が安定的であることを保証するために 

以下を仮定する。

仮定 4 .

H x , K i 十パア如ノく 

5x1无，(1 —a 十 a v ) f { x ^  — i 十̂ パ̂ノ.

以下では，次のような形の定理を使う。

ホップ分岐定理（Lorenz [1], M arsden  and 
M cC radken  [3], W iggins [ 6 ] 等）

i ニX ( x ,) を C k( R 2X R ,  R 2、i k > i ) の函数 

とする。X (0, )  ニ。が全ての）G 开におい 

て成り立ち，t t ：X (0 ,) が二つの互いに共役

な複素数の固有値2 ± () )ニa ( ) )± ) ) )を持 

ち，a (。) ニ。，a ；。)ニ。かつ）( 0 ) > 0 であるな 

らば，適 当 な e > 0 とび一1函 数 ， ：（一£， 

が存在し）*(0)ニ。で 各 e)に 
対し，X ( ' ， (ぬ)）は周期2tt/)(0)の近傍の 

周期解を持つ。

定理 2 (H o p f分岐の存在）.
) * 三a \ \ 十） XaJXge とする。

適 当 な e > 0 と ぴ 級 函 数 ）* : ( a ° —e, a 0 
十e - ^ R が存在し，）*(a。) ニ）*かつ各 

(a 0, a ◦十e ) について，丑（•’ •，）* (® ))は，点

t 内部に十含) t な= を解t f て十） : )
(証明)
以下の3 つのホツプ分岐定理の条件を確認す 

ればよい。

1 . H ^ C 2。

生産函数F が C 2級であることから， i や s 
も定義よりぴ級である。陰函数定理により 

x もC 2級である。よって打G C 2。

2 . 任 意 の ）> 0 に つ い て H{ ^ 十） 9n,
a0, ) ) ニ。。

これは定義より自明。

3 . D(ge,a)H〈 c( i十 ）Sn, a°, ) *  ) はニ■つの互 

いに共役な複素数の固有値 z ( ) をもち，

开e z ( ) * )ニ。でかつ成 ア ) ニ。である。

D、ge,a~>H、e ( l十) y 办’ び0, )  1
/  ) ぬ十 “ - e) \

4i+))G‘ 十伽）& —(i+ベ七ひ十 )严メ )，ム 严 ト ぬ 十 ))“ )ノ
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) lxX ge ヽ

—a 0(1十) ) ( ixXge 十e) — a 0(1十) i xx aj

特性方程式は

©⑵  ニ 之2 — [ ぬ一a 0(1十 z
十[{ — a 0(1十) ) ( i xx ge 
十{ ^ ( l十）)） *x ^ e  十 ].

よって固有値は，

z{p )  ニ^ ^ { [) (ム4 )  — a°(1十 土 7 厶())}

ただし，A ( ) )ニ[ ) (  ixXg)  — ^ ( l 十））

—4 [ { — a 0( 1 十) ) ( i x x ge) 十{ a 0(1
十) ) )(ixXge 十 s)ixXa}].
) 三aQ{ \十） Xalxge なので，况e e ( ) * )ニ。.

A ()  *) ニ一4 [ {— a ° ( l十）) ）* (ム4 )  “  J  
十{a ° ( l十）) ）* (ムxぬ十 ]
ニ —4 s[a°(1十）)心]2 ら く。.

適当な 3 > 0 が存在して， | ) —) 叫く3 となる 

任意の）> 0 についても，

A O  く 0

が成立する。

従って，o は互いに共役な複素固有値で 

ある。しかも，

dR ^ ) !I} ニ 务 ム ニ 。.Q) 1̂=1̂*'2
よって，ホップ分岐定理の条件をすべて満た 

すことがわかった。（証了）

定理 2 により，（ル，a ) の循環を示せたので， 

以下がただちにいえる。

系.
現実の資本ストック成長率令 ニ  i { x、ge，a), 
ル）は ）*三a0(1十）)心ん此 に十分近い）と適 

当な初期値に対して周期軌道を描く。

例.生産函数を F ( K ’ N ) ニK 1I2N 112とする。

/ ( x ) ニ/ ? なので，

i { x ,办ノニ̂ ! r ( ル十l ) v x - e  ひ）

s、x , a )ニ（l —ぴ十ぴr ) / x  —a

となり， i{x, g》ニ s{x ,  a ) を x について解く 

と，ムくSz，つまりフ^ (办十l ) くl —ぴ十ぴr 
の仮定の下で，

x ( a ,ル)ニ 1------------------------   )
\ l —ひ十a r — t ^ ( 办十1)ノ V-^

となる。定理 2 で求めた分岐パラメーター 

) は具体的に，

， ニ ( i 十）

( 1 - a  十a r - * ( 顧 ) ）

として求まる。但し，（a ° ,ボ)ニ I (1 —ぴ十ぴr) 
〃 一 了十）-办，l e i 十）y 如) である。 , ( g°e

る。よって）* > 0 である。

5 結語

最後に上記の微分方程式が周期を起こす構 

造について考察したい。定理 1 で見たように， 

a 項のないルの動学は不安定な構造を持っ 

ている。汍の増加は ■を増加させ，その増
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加がますますルを増加させていく。しかし， 

« はそれとは逆に■がある値を越えると下 

がっていく構造を持っており，a の減少はx  
を減少させていく力を持っている。これが 

9 eの増加を押さえ込む役割を果たしている。 

a の減少の力とルの増加の力の兼ね合いの 

決め手となっているのがルの調整速度を表 

す ）の大きさである。）が小さい時には a 
の力が支配的となり，軌道は不動点にらせん 

状に引き込まれる。逆に）が大きい時はa 
の押さえ込む力は弱く軌道は不動点かららせ 

ん状に離れていく。分岐点， の意味は，両 

者の力がちょうどその中間になる値がその近 

傍に現れるということである。閉軌道の現れ 

る）の値が）* より大きい時，閉軌道が安定 

で不動点が不安定となる優臨界的分岐， )  
より小さい時，閉軌道が不安定で不動点が安 

定となる劣臨界的分岐となる。そのどちらで 

あるかは，より高階の符号の仮定により決ま 

る。

なお，本稿においては，特に投資函数は力 

ルドアや足立（2000) において要求されたよ 

うな強い非線形性は必要とされていない。投 

資函数 i ( x ,ル）や貯蓄函数 s ( x , « ) は各 x で 

Qe， a について線形であり， ■については /  
に依存するのみである。しかし，閉軌道が存 

在しているならは，閉軌道を含む領域におい 

てトレースは符号を変えるので（ベンディク 

ソンの判定条件)，体系としては強い非線形性 

を有しているはずである。実際，仮に投資函 

数 《X ,办）や貯蓄函数 s ( x , a ) が x について 

すら線形であったとしても，x は両者が均衡 

するように決まるため，陰函数定理で解いた

K x (g e, a), ge) は 9 eについて非線形となり， 

a に つ い て も ， d の 動 学 式 a ( J g „  — U  
十) ) i ( x (g e, a ) ,ル))はa について非線形であ 

る。このように，見かけ上線形であるモデル 

が非線形特有の現象を生じせしめているのは， 

ルの変化の影響の仕方が投資函数のみなら 

ず，貯蓄函数の形状にも依存しており，また 

a の変化の影響の仕方も，貯蓄函数だけでな 

く，投資函数の形状や a の変化率 d j a の.動 

学式の形状にも依存しているというように伝 

播が重層的になることから，個々の函数が線 

形であっても体系全体としては非線形な影響 

の与え方になるからである。

(経済学部研究助手）
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