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「三田学会雑誌」94巻 4 号 （2002年 1 月）

マルコフ連鎖モンテカルロ法によるベイズ分析

 回帰モずルへの応用 ------

中 妻 照 雄

1 はじめに

ベイズ統計学（Bayesian statistics) は推定すべき確率モデルの未知のパラメータを確率変数であ 

るとみなし，データが観測された下での条件付分布（事後分布）を使ってパラメータの推定やモデ 

ルに問する仮説の検証などを行う統計学である。ベイズ統計学は古典的統計学と違って，研究者が 

持つ確率モデルやパラメータに問する事前情報を事前分布の形でモデルの推定，仮説の検証，モテ'、 

ルによる予測などに活用できる特徴を持っている。例えば将来の日銀の金融政策に関する専門家の 

意見を加味しつつ将来の金利予測を行うといったことが容易にできる。

さらにベイズ統計学の枠組みでは，推定されたモデルを使って意思決定を行う際に，確率モデル 

が想定する不確実性に加えてモデルの推宛に伴う不確実性も考慮しつつ意思決定を行うことができ 

る。モデルのパラメータの値はあくまでも推定されたものであって，真の値ではない。さらに想定 

しているモデル自体が現実に正しいのかどうかもさえもわからない。したがって現実の問題解決に 

当たっては，これらのモデルに関する不確実性も考慮、しつつモデルを予測等に利用するのが妥当で 

あろう。例えば投資家はポートフォリアを組む際に資産価値を決定するモデルが想定する資産保有 

のリスクを考慮して投資計画を立てる。ベイズ統計学の枠組みでは，この資産価値を決定するモデ 

ル自体に関する不確実性も投資に伴うリスクの一種として投資計画に反映させることを整合性の取 

れた自然な形でI f うことができる。

このようにベイズ統計学は統計分析の手法として魅力的なものであるが，経済の実証分析の分野 

では，古典的統計学によるものに比べて実際に応用されることはそれほど多くはない。一般的な統 

計学や計量経済学の教科書が古典的統計学に偏りすぎた内容になっており，ベイズ統計学があまり 

広く知られていないという理由もあろう。しかし，現実に過去のある時期において実証分析を行お 

うとする研究者にとってベイズ統計学の手法はあまり使い勝手が良いものではなかったという事実 

が，その普及の大きな妨げになっていたことは否定できない。ベイズ統計学ではパラメータの推定
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等が解析的に求まるモデルは限られており，多くのモデルでは推定を行う際に複雑な数値計算をか 

なりの時間をかけて行う必要がある。このため現実の実証分析に使うには時間と手間がかかり過ぎ 

るという問題がベイズ統計学にはあった。この問題を解 決 したのがマ ルコフ連 鎖モンテカルロ 

(Markov chain Monte Carlo, M C M C )法である。M C M C法はマルコフ連鎖サンプリング（Markov 
chain sampling) という任意の確率分布から乱数を発生させる方法を使って事後分布からパラメ一 

夕の乱数を発生し，それを使ってモンテカルロ積分を行う手法の総称である。マルコフ連鎖サンプ 

リングによるモンテ力ルロ積分法なので「マルコフ連鎖モンテカルロ法」の名前がついた。 

M C M C法の特徴は複雑なモデルに対しても適応可能であり，その実行もパソコンレベルのコンピ 

ュータがあれば手軽に行うことができることである。このためベイズ統計学の研究者の間で1990年 

代以降爆発的に普及し，今ではベイズ統計学の計算手法のデファクト.スタンダードとでも言うベ 

き存在となった。

本稿では，経済の実証分析で広く使われる回帰モデルの例にしてM C M C法によるベイズ分析を 

説明する。特に，最尤法などでは推定の難しい多値選択モデルや複雑な制限従属変数モデルを重点 

的に説明したい。 2 節ではベイズ統計学における分析の基本的な枠組みを説明する。 3 節ではモン 

テカルロ積分法とマルコフ連鎖サンプリングの代表格であるギブズ. サンプラー，メトロポリス一 

ヘイスティングズ. アルゴリズム，データ拡大法を解説する。 4 節と5 節では多値選択モデルと制 

限従属変数モデルへのM C M C法の応用を概観する。最後に， 6 節では興味のある読者がさらに 

M C M C法について学ぶための文献を幾つか紹介する。

2 ベイズ分析の基礎

2 . 1 事前分布，尤度，事後分布 

ベイズ統計学では確率モデルの未知のパラメータを確率変数として扱う。

クトルを0 とし，パラメータ空間を0 とする。分析に使うデータ" = ( め，

すると，パラメータの条件付句1布 レ ）はベイズの定理を適用すると，

p(y\0)p(O) _  p(y\&)p(0)
S &p(y\d)p{e)dO p{y) ’

となる。p ( f / )は未知のパラメータ没に依存しないで，通常は

( 1 ) 6 が連続な確率変数である場合にはp (沒|y )は確率密度関数となるので， 

は不正確である。しかし，本稿では文脈から判断できる場合には「密度」 

せ ず 「分布」で統一する。

ここでパラメータ•ベ 

•••, yn) が与えられたと

(1)

それを「分布」と呼ぶの 

と 「分布」を明確に区別
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p{o\y)ccP {y\e)p{e),

と表記される。ここでp ( f / | 0 )は尤 度 ( l ik e l ih oo d )と呼ばれ，p (めは事前分布 （prior distribu
tion) と呼ばれる。ハ。ラメ、一 夕 の 条 件 付 分 布 は 事 後 分 布 （posterior d is t r ib u t io n )と呼ばれ， 

ベ イ ズ 統 計 学 で は に 基 *^いてパラメータに関する統計分析を進めることになる。

ここでベイズ統計学における事後分布バ糾が）の意味を説明しよう。尤度バ剷めはパラメ一夕 

6 の値が与えられた下で観測されたデ一タy が実現する条件付確率密度である。この尤度は観測 

されたデータが持っているパラメータに関する情報を表したものであると解釈される。一方，事前 

分布 p (めはバラメータに関する事前情報を表していると解釈される。事前情報とはデ一タが観測 

される前に研究者が持っているパラメータに関する情報であり，通常は確率分布の形で表現される。 

つまり，事後分布はベイズの定理によって八ラメータに関する事前情報（事前分布）をデ 

ータからの情報（尤度）で更新して得られたものであると解釈される。

事前分布の例を考えてみよう。ある研究者が，あるパラメ一夕が10±  3 ぐらいの値をとるという 

事前情報を持っているとする。このとき事前分布として区間（7，13) 上の一様分布を使うことが 

できよう。この場合の事前分布は，（7，1 3 ) 内の全ての値が同じ密度を持つことから，区間内の全 

ての値がパラメータの値として同じように相応しいという情報を暗に含んでいることに注意しよう。 

無論，これが唯一の事前分布というわけではない。正規分布では平均から標準偏差の3 倍以上乖離 

する確率がゼロに近いことから，# ( 1 0 ，1 ) という事前分布を考えることもできる。この場合には 

10に近い値が分布の裾の方の値と比べてパラメータの値として相応しいという事前情報を暗に含む 

ことになる。

先の例に限らず一般に如何なる事前分布が望ましいかを万人が納得する形では決めることは難し 

い。そのため事前分布の選択は研究者の主観的な判断に任されることになる。しかし，このことは 

ベイズ統計学が使えない分析手法であることを意味しない。（1 ) の関係式を繰り返し適用すると， 

後で更に新しいデータが観測されたときに事後分布を次の分析の事前分布として使うことができる。 

そして，この「事前分布—事後分布—次の分析の事前分布」の更新作業を新しいデータが観測され 

る度に次々と繰り返していくことができる。よってベイズ統計学のアプローチを新しく観測された 

デ一 夕を基^•'いて事後分布を次々と更新していく過程として解釈できるのである。この観点からす

( 2 ) 実はp (めが必ずしも確率密度である（積分して1 になる）必要はない。確率密度でないp(めは 

変則的事前分布（improper p r i o r )と呼ばれる。

( 3 ) 事前分布の選択に「客観性」を持たせる一 つ の 考え方として，できるだけパラメータに関する事 

前情報が乏しい状態から分析を始めることで事前情報による影響を極力減らし，「データをして語ら 

しめる」ことを目指そうとするアプローチがある。このような事前分布につ い て は Box and Tiao 
[ 7 ] や Robert [ 2 0 ]などで詳しく解説されている。

183 ( 747)



ると，ベイズ統計学は科学的分析の手順として妥当なものと思われる。むしろ研究者の持つ事前情

報を分析に積極的に活用できる点でベイズ統計学は有用な統計分析の枠組みの一つであるとぃえよ 

う。

事後分布の例として回帰モデルにおける事後分布を導出しよう。古典的正規回帰モデル

y ^ X ^ + e ,  6 ~ # « ( 0 ,ぴ2ム)， (2)

を考える。ここで標本のサイズはn で説明変数の数はんU > / : ) とする。Nnい は m変量正規分布 

を意味し，I n は n 次元の単位オ亍列である。このとき尤度は

p ( y \ ^ ,び2, x ) ^ ( a 2r nl2e x p [ x m y - x ^ )

cc(び2)-抑 e x p [ - 古 {レs2 +  0 ? - め n o s - 如 ], 

^ { X rX Y lX ry, 

s ^ ^ ^ i y - x M y - X ^ ) ,

として与えられる。ここでレ三界一んである。パラメータ（タ，ぴ2) の事前密度を

p{0, a2)cca~2,

にすると，事後分布は

p{0, o2\v, X ) cx( a2)-(nl2+1)e ^ v [ VS2 + (y?- ^ Y X rX ( ^ - ^)}

⑶

⑷

(5)

(6)

(7)

として与えられる。

パラメータがm 個 あ る と き に は レ ）は m 個の確率変数の同時確率密度になる。実際の実証 

分析において全てのパラメータが分析対象になるわけではない。例えば，回帰分析では攪乱項の分 

散ぴ2は分析対象でない場合が多い。このとき分析対象外のパラメータの影響を除いて分析対象と 

なるパラメ一夕のみの事後分布を構築することができる。ここでパラメ一夕0 が 0 = [仗；统]と関 

心のあるパフメ'一 タと関心のないパフメ一  タ 02に分けられるとする。02のパフメ 一タ空間を 

0 2 としてp ( 0 \ y ) = p ( 0 h 02\ y )をについて積分すると，仗の事後分布は

p ( O i \ y ) = f  p(0i, 02 \y)dd2, (8)

として与えられる。特に认が単一のパラメータである場合には，バ统| y )は统の周辺事後分布 

(marginal posterior d is t r ib u t io n )と呼ばれる。古典的正規回帰モデルの例では，回帰係数；5 の事後
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分布は自由度レのん変量t 分布

| ， (9)

になることが知られている（Zellner [ 2 3 ]などを参照)。これを4 [冷，d H )—1，レ] と表記する。こ 

のように対象外のパラメータを積分して事後分布を分析対象となるパラメータに集約することは， 

ベイズ分析ではよく行われる作業である。

2 . 2 事後分布による分析

次に，事後分布を用いたパラメータに関するベイズ分析の解説をしよう。ベイズ分析におけるパ 

ラメータの点推定にはパラメータの事後分布の中心の特性値を使う。この中心の特性値としてよく 

使われるのが事後分布の平均E ( 0 |が）である。例えば，0 の第メ番目のパラメータを达（メ = 1 ，…， 

m ) とし，その周辺事後分布をp ( f t k ) とすると， ft.の周辺事後分布の平均は

E (d j \y )=  ^  djv{6j\y)ddh (10)

として与えられる。これをめの点推定として使う。パラメータの周辺事後分布の平均は事後平均 

と呼ばれる。事後平均以外にも事後分布の中央値やモードを点推定として使うこともある。古典的 

正規回帰モデルの場合，回帰係数卢の事後分布は4 [冷，s \ X rX ) ~ \レ] であるから，平均，中央値， 

モードは全て彡である。つまり，最小二乗推定値が回帰係数の点推定となっている。もちろん古 

典的統計学における最小二乗推定量とは解釈が異なるのは言うまでもない。

一方，ベイズ分析における区間推定には事後分布のハ。一セント点（例えば2 .5%点と97.5%点）を 

使う。これを信用区間（credible in t e r v a l )という。古典的正規回帰モデルの例では，個々の回帰係 

数 A は自由度レの，分布に従うので，100 X ( l - f f )  % 信用区間は古典的統計学における100 X (1 
—«) % 信頼区間と数値上は同値になる。つまり，瓦.一ん/2S E (瓦.； ベぶ十ん/2S E (瓦）である。こ 

こでん/2 は T 〜t、v ) に対してP r { T > ん/2} =  » / 2 となる値である。S E (瓦）は古典的統計学において 

最小二乗推定量瓦の標準誤差と呼ばれるものである。

また，事後分布を使ってパラメータがある範囲の値をとる確率を評価することもできる。例えば， 

パラメータめが正の値をとる確率は，

( 4 ) もし事前密度がp(<?)occonstantであるならば， (が|めとなる。このとき事後分布のモ 

一ドは尤度を最大にするノヾラメータの値に一致する。よって，古典的統計学における最尤推定量は， 

ベイズ統計学において事後分布のモードをパラメータの点推定に使うことと数値上は同値になる。 

しかし，両者の解釈は全く違うことに注意しよう。

185 ( 749)



P r { d j> 0 \y } ^ J q p(6j\y)ddj, (11)

である。P r{め> 0 |以} のように事後分布で評価した事象の確率を事後確率という。もし事後確率 

P rめ> 0 |# } が 1 に近い値であれば，d jが正の値をとるという仮説はデータから支持されるといえ 

るだろう。このように事後分布を用いてバラメータに関する仮説の検証もできるのである。

さらに，事後分布を使って予測を行うこともできる。新しい観測値y とパラメータの 0 の同時 

事後分布p ( ダ，0 \y)は

p{y, 0\y)=p(y\d, y)p(0\y), (12)

となる。p ( タ|<9，" ）はがと 0 が与えられた下でのタの条件付分布であり，データを生成した確率 

モデルそのものをさす。このとき歹の予測分布 (predictive distribution) は

p(y\y)=J p(y, O\y)d0 =  j p{y\0, y)p{0\y)d6, (13)

として与えられる。予測分布は特に時系列モデルで予測を行う際に有用である。例 え ば に と  

いうデ一タがあったとするとき， 十1 の予測分布は

p (i/t+i\?/i,…，yT)=J p{yT+i\0, i/i,…，yT)p(0\yi,…，yT)dd,

として与えられる。

ベイズ分析についてはまだまだ説明すべきことがあるが，多くの教科書 （Berger [5]，Bernardo 
and Smith [6], Box and Tiao [7], Robert [20], Zellner [ 2 3 ]など）で詳し く 解説されるので，ここ 

では省略する。

3 マルコフ連鎖モンテカルロ法

3 . 1 モンテカルロ法

前節で紹介したように，ベイズ分析では周辺事後分布の導出や事後平均の評価などで事後分布 

p{e\y)の積分を評価することが多い。幾つかの比較的簡単な確率モデルでは積分公式によって値 

が求まることもあるが，そのような例は限られている。よって，一般には数値積分を用いることに 

なる。

数値積分には様々な方法があるが，ここではモンテカルロ（Monte Carlo) 法による積分を考え 

る。ベイズ分析で考える積分の多くは

E [ /⑷ ] = (&f{e)p{0\y)de, (14)
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の形をしていることに注意しよう。例えば，込の事後平均であれば/ ( め = 达であり，P rレく ft.く
b ) を求めるのであれば/ ( め =  l (a，6】(め）である。ここで1バエ）は が 真 で あ る と き に 1 ，そう 

でなければ0 をとる関数である。E [ / ( 0 ) ] をモンテカルロ法で求めるには，事 後 分 布 か ら  

0 の舌L数 {6(1), …，d (R)) をI爸生さセ:て，

E [ / (め] = + 2 / ( W ))， (15)

を計算する。大数の法則により，R —C

E [ / (め] S E [ / ( め]， (16)

が示されるので，R を十分大きくとればE [ / (め] で E [ / (め] を近似できることがわかる。

事後分布からの0 の乱数を容易に発生させることができる場合には，モンテカルロ法は手軽な 

数値積分法として便利である。特に 0 の次元が高い場合には，現時点ではモンテ力ルロ法が唯一 

の実行可能な数値積分法といっても差し支えない。しかし，実際に使われる多くの確率モデルでは 

事後分布から0 をうまく発生させることができない。このような場合に適用される乱数の発生法 

が以下に説明するギブズ . サンプラー ：Gebbs sampler) とメトロポリス一ヘイステイングズ 

(Metropolis-Hastings, MH) アルゴリズムに代表されるマルコフ連鎖サンプリング法である。マル 

コフ連鎖モンテカルロ（M C M C )法という名称は、マルコフ連鎖サンプリング法によるモンテカル 

ロ法という意味である。

3 . 2 ギブズ•サンプラー

まず，ギブズ. サンプラーの解説から始めよう。ギブズ. サンプラーはGem an and Gem an [11] 
により画像処理のための統計的手法として開発された。もっともギブズ•サンプラーのアイデアは 

G am an  and Gem an [ 1 1 ] の前から様々な分野で考えられてきた。（大森 [ 1 ] などを参照。）

ギブズ . サンプラーによって事後分布p (没|以）から 0 の乱数を発生させる方法を説明しよう。パ 

ラメ ー タ •べクトル汐= [洗，…，ル! ] 'から氏を除いたものを0づ = = [ 汰 ， "  •，ft.一 1，dj十1，•• •， dm\ と表言己し 

よう。ここで事後分布バタ| # ) から 0 の乱数を同時に発生されることはできないが，全てのノ' （ノ' =  
1 , …，m )に対して条件付事後分布p(Oj\0-.h y ) から舌L数を容易に発生できると仮定する。このとき 

ギブズ• サンプラー-を 使 う と が ）から乱数を発生させることが可能となる。ギブズ•サンプラー 

は以下の手順で実される。

1 . 初期値（奶 …，邮 )）を決める。

2 .  d\T+l)をp { 6 W \ …， y ) から発生させる。



4 . ^ +1)を 此 +1)，…，6 ^ l \  y ) から発生させる。

5 . 以上を繰り返す。

ギブズ . サンプラーを十分な回数繰り返せば，0 ^  =  [d [r\ …，6 (̂ \ の分布がp (没|x/)に収束するこ 

とが証明されている。しかし，ギブズ.サンプラーで発生させた乱数が事後分布に収束するまでに 

は，ある程度の回数ギブズ. サンプラーを繰り返す必要がある。そのため最初の数百回から数千回 

のサンプリングで出た乱数は捨てて（これを“burn-in” という），その後のサンプリングによる乱数 

を実際にモンテカルロ積分に利用する舌し数{が” }しとする方法がよく使われる。ギブズ.サンブラ 

一の収束に関する解説はR obert and Casella [ 2 1 ] などを参照。

一般にギブズ . サンプラーの中で発生させる順序はどんなものでもかまわない。また，発生させ 

る順序を途中でランダムに変更することもできる。さらに，別に確率変数を一つずつ発生させなく 

てもよい。例えば， 沒=  [ f t  ; 统] の事後分布 p (0 u 02\y)で 仗 と 02 をそれぞれ jo(执丨もy ) と 

p{d2\di, y ) から容易に発生できるのであれば，

1 . 叱 +1)をバ糾时 >，" ）から発生させる。

2 . 0 (2r+1)をP(e 2\e[r+1\ 以）から発生させる。

というギブズ• サンプラーを実行することも可能である。これで発生させた沒⑴ニ [奶ハ；e {2r)]の分 

布は事後分布に収束する。このように幾つかのパラメータををまとめて発生させることをブロック 

化 （b lo c k in g )という。うまくブロック化をすればギブズ.サンプラーで乱数を効率的に発生させ 

られることが知られている。

のび2が与えられた下での条件付事後分布は

P W ,  y, X ) cx (7-fcexp[ ~  - / § ) ] ,  (17)

となる。これは / :変 量 正 規 分 布 [反び2( H ) —1] である。一方，び2のがが与えれた下での条件 

付事後分布は

p (び2丨が，y, X )«：(び2) - ( 18)

a 2^ ( y - X ^ y ( y - X 0 ) ,  (19)

である。これは逆ガンマ分布/G (W 2, n a 2/ 2 )になっている。

3 . 收 +1)をp (d 2\d[r+1), 外” ，…，敗 \ が）から発生させる。
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このとき（反ゲ）を事後分布から発生させるギブズ. サンプラーは以下のように与えられる。

1 . ダr+1)を# ん[冷， から発生させる。

2 .  a2{r+1)を IG{n/2, け+1>/ 2 )から発生させる。

ここでd2⑴= n_l(y  — X 0 ⑴) ，(y  — X日 である。このギブズ. サンプラーでは回帰係数沒= [成，…， 

ル] ' は一つのブロックとして扱われている。わざわざ汉，•••，ルを一つ一つ正規分布から発生させ 

ることは可能であるが，計算上非効率的であるしギブズ•サンプラーの収束も遅くなる傾向がある 

ので望ましい方法ではない。

古典的正規回帰モデルでは事後分布の平均などの公式がわかっているのでギブズ•サンプラーを 

使うメリットはない。しかし，SU R (seemingly unrelated regression) モデルのベイズ分析ではギ 

ブズ . サンプラーが威力を発揮する。S U R モデルはm 本の方程式からなる体系である。

V i X -趴 -

- L

€ i

_ V m _ _ X 、

丁

€ m

これを

y = X /3  +  e,

と表記する。S U R モデルでは攪乱項e の平均と共分散行列は

E(e)==0, E (e e ，) =  ；2 ®  ム，

と仮定される。したがって，尤度は

p M ,  2 ,  . X ) c x | 2 r ，2exp[ -士 ( "  —Xが) ' (S - W / n X y  —Xめ]， (21)

である(

A

(yi— — Xi^i) ••• (yi —  X " i Y i y m —  X m玲m)

(i/m — Xm^ni) (f/ l— … （"m — Xm^m) {,1/m — Xmffm)

(22)

と定義すると，尤度は

P M ,  2 ,  X ) c x | 2 | - / 2exp (23)
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と書き直される。事前分布を

バ 反 か 1 2卜 讀 ， (24)

とすると，事後分布は

M ，2 1 " ，X ) c x | 2 |， +m+1)/2e x p 「- + ( y  — W / O b - 抑 )]， (25)

° c | 2 卜™ 1)/2e x p [ —士t r ( 2 D ， (26)

となる。S U R モデルで；？の周辺事後分布を解析的に求めることはできない。代わりに，ギブス • 
サンプラーによって沒の事後平均などを評価する。Zellner [ 2 3 ] によると，沒と：2 の条件付事 

後分布は，

〜 j\fkm(白，奶 ， (27)
21)5, y , X  〜 / 抓 (28)

として与えられる。ここで

y? =  [ ^ ( S - 1 ® In )X Y lX f̂ l - 1 ® I n)y, i3 =  [ X ' ( 2 —丄® ムは ] - 1, (29)

であり，i T F ( 0 は逆ウイシャート分布である。よって（2 7 ) と （2 8 ) からダ r ) と2 (r>を順次発生 

させていくことでS U R モデルのギブズ. サンプラーを実できる。

ギブズ•サンプラーによって発生させたパラメータの舌し数を使って事後分布の特性値などを推定 

する際には，ラオ一ブラックウヱル化推定量（Rao-Blackwellized e s t im a to r )が便利である。ここ 

でパラメータd jの条件付事後分布の平均E (め10-j, y ) の公式があると仮定する。このときf t .の事 

後平均E ( f t | # )のラオ--ブラックウヱル化推定量は

E ( f t | y ) = ^ 2 E ( f t | ^ 7 ,  y), (30)

となる。ラオ一ブラックウヱル化推定量は事後分布の特定値だけでなく周辺事後密度関数の推定に 

も利用できる。周辺事後密度閨数バめI" )のラオ一ブラックウヱル化推定量は

p ( d j \ y ) = \ ' ^ p ( d j \ B (- ) , y), (31)

として与えられる。ただし，これを使うにはp (M e —h y )の基準化定数の公式が判っている必要が 

ある。そうでない場合には基準化定数を別途推定しなければならない。
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3.3  メトロポリスーヘイスティングズ. アルゴリズム

次に，メトロポリス一へイステイングズ（M H ) アルゴリズムを説明しよう。M H アルゴリズム 

は，M etropolis e t a l . [ 1 8 ]によって提案され，H astings [ 1 3 ]によって一般化されたマルコフ連 

鎖サンプリング法の代表格である。先に紹介したギブズ. サンプラーも実はM H アルゴリズムの一 

種であることが知られている。

ここで事後分布バ0 1が）から乱数を発生させることを考える。この事後分布から直接0 を発生さ 

せることはできないが，代わりに別の分布からは乱数を容易に発生させることができると 

仮定する。このときM H アルゴリズムを使って事後分布から乱数を発生させることができる。 

M H アルゴリズムは以下の手順で実イ亍される。

1 . 初 期 値 を 決 め る 。

2 . が7'+1)の 候補 |を 6< # |沒(”）から発生させる。

3 . が7'+1)を以下のようにして決める。

4 .  2 - 3 を繰り返す。

この手順を十分な回数繰り返せば， e ⑴ の分布はp ( 0 |が）に収束することが証明されている。

M H アルゴリズムの利点の一- は，それをギブズ■サンプラーと組み合わせて使うことができる 

ことである。ギブズ - サンプラーを事後分布に適用するには，すべてのパラメータの条件付事後分 

布から容易に乱数を発生できることが必要である。しかし，いつも条件付事後分布から乱数を発生 

できるとは限らない。この問題はギブズ. サンプラーの中でM H アルゴリズム使うことで解決でき 

る。条件付事後分布バ私切1，•••, dj-l, dj+u…，dm, y ) から乱数の発生が容易でないが，別の分布 

q{^j\dh …，dj-u 6J+h…，dm, y ) からは容易に舌し数を発生できると仮定する。このとき以下の手順で 

f t , •••，I を事後分布から発生させることができる実行される。

1 . 初期値（が' …，如 0 を決める。

2 . 奴 +1)( / = 1 ，…，m )の候補e - を q { t \ e ^ +l\ …，m 1), d% \,…，0 {Z \ 以）から発生させる。

3 . め7'+1)を以下のようにして決める。

$ w i th  probability A{0(r\  $), 

d (r) w i th  probability \ — A{d{r), | )

A(0(r), ! ) = m i r r p ( i \ y )  G(0(rW  
p (& (r)\y) Q (^\e(r)y
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である,

的(r +  1).

W(X)_:

with probability A{d(P ,  $j), 

^djr) with probability 1 — A(djr), ^j).

聰 も .) = 匪

p{x\e[r+x\ - , d n i\ e%\, ev, y)

心 I ^ •十1)，…, e n i), e u ,  y)

(34)

(35)

(35)

以上を十分な回数繰り返せば，ギブズ . サンプラーと同様にi e {へ …，e v ) の分布がバf t，…，em\y) 

に収束することが証明されている。

例として攪乱項がA R ( l) に従う回帰モデル

yt =  x ,t0 + et> et - a2

，’1 - P 2,

(37)

のマルコフ連鎖サンプリング法を考える。事前分布を

p ( j3 ,び2, p)cccr-2l (_1>1)(p), (38)

とおく。ここで l (- u ) ( p ) とするのは A R ( 1 )過程に定常性を仮定していることを意味する。事後分 

布は

p(/3, a2, p\y, X ) cx((72) ^ ^ 2+1> e x p [ X m y - Xfi) 1(—i，i八 Pノ， (39)

となる。ここで豆三[ れ …，タr ] '，尤三[ あ，…，i r ] ，であり，歹，とあの各要素は以下の変数変換 

で求められたものである。

Zt '- (40)
l / l - p 2zt ( t  =  l).

( 3 9 ) は p が与えられた下ではd とX の古典的正規回帰モデルになっているので，0 とび2の条件

付事後分布はそれぞれ



p, y , X  〜 # , [ 反び2 は  j )-1]， 

o2\^, p, y , X  〜 I G { m ^)，

(41)
(42)

となる。ここで及三（n ) - 1文'犮およびd 2三T _ \ g - 文日y { g - x 0 ) である。

P の条件付事後分布からP を直接発生させるのは難しいので，M H アルゴリズムをギブズ.サン 

ブラーに組み合わせて使うことにする。et =  yt — x ' s と定義しの項を事後分布から無視する 

と，

I " 1 7 1
7(p|バ，び2, V, X)ocexp[ —̂H{et-pet-x)2 |l(-i，i)(P) 

ocexp — )(p —p)2

となる。ここでp = = 2 L 2 & -ぬ / S L d - i である。この分布d p i / ? ,び2, V，X ) は切断正規分布_ ， 

(y2/ ^ f = 2e 2t- i ] h - i A p )であり，これから簡単にP を発生させることができる。したがってM H ア 

ノレゴリズムを適用できる。この場合，M H アルゴリズムの採択確率ス(P，幻は無視した / の項 

の比を使って

^(P, f ) = m i n | y  j ^ ：2 exp  (趴 2ンパ) ( < f - P 2) ]，l | ,  (44)

となる。よってマルコフ連鎖サンプリングは以下のようになる。

1 . 初期値 (が0、，o2(0), pm) を決める。

2 . 日け+1、を ( 4 1 )から発生させる。

3 . び2(r+1)を ( 4 2 )から発生させる。

4 . p{r+1)の候補 $ を （4 3 ) から発生させ，確率バ( y '  $ ) で ミ と の ど ち ら を p(r+1)にす 

るかを決定する。

3 . 4 潜在変数とデータ拡大法 

今まではデータは全て観測されたものとして分析を行ってきた。しかし，実際の応用では一部の 

データが欠損してしまう場合も多い。ここでデータy が観測されたデータ趴と欠損値扔に分け 

られるとする。すると，観測されたデータ趴が与えられた下でのパラメータ0 の事後分布は

p(G \yi)z= f p ( 0 ,  y2\y\)dy2, (45)
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となる。もし欠損したデータ？/2 の数が多くなると積分の評価が難しくなる。これに対処する方法 

が T an n e r  and W ong [ 2 2 ] によるデータ披大（data augm en ta t ion )法である。

条件付事後分布バ测从，讲）とバ讲|没，认）から 0 と扔を容易に発生できるとすると，データ拡 

大法のアルゴリズムは以下のように与えられる。

1 . 初 期 値 と y (0) を決める。

2 . 0 (r+1) をp ( 0 |认，Wr)) から発生させる。

3 .  y (2r+l)をメ奶|が7'+1)，从）から発生させる。

4 .  2 - 3 を繰り返す。

これによって得られる( 0 ⑴，yir)) の 同 時 分 布 は 从 ）に収束する。したがってP (喇认）に関 

する積分は{が7̂ しを使ったモンテカルロ法によって評価される。定義より，データ拡大法はギ 

ブズ . サンプラーの一種であるのは自明であろう。よって，データ拡大法とM H アルゴリズムを組 

み合わせることも可能である。

例としてデータ拡大法のトービット• モデル （Tobit m o d e l )への芯用を説明しよう。回帰モデル

yi =  x ' S Jr eu e广 # ( 0 , び2), (46)

において，扒> 0 である仏のみが観測される場合がある。このような回帰モデルをトービット•モ 

デルという。 トービット• モデルは潜在変数(latent variable) モデルの一 つ と 解釈することができ 

る。潜在変数y i が古典的回帰モデル

y l ^ x ' S ^ r e u  む〜# ( 0 ,び2)， (47)

によって生成されると仮定する。しかし，実際にはy ? > 0 のときのみが観測され，パ < 0 のと 

きにはは観測されない（検閲される）とする。このような潜在変数の回帰モデルとしてトービ 

ット . モデルを解釈することができる。この検閲された従属変数をデータ拡大法によって補完する 

ことでトービット• モデルをM C M C法で分析できるようになる。

まず回帰モデル（4 7 ) を観測されたy i の部分と検閲されたy f の部分に分ける。

yf  =  +  6 1 (観測された従属変数の回帰式)，

y 2 ^ X 2̂  + e2 (検閲された従属変数の回帰式)。

i / f は観測された潜在変数のm 次元べクトルで，y t は検閲された潜在変数の、n — m )次元べク卜 

ルであると仮定する。そして， と eズ > = 1，2) はそれぞれに対応した説明変数と攪乱項である。 

i / f の実現値（実際に観測された値）を趴とする。このとき尤度は，
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p(yi, y * \ ^ ,び2, X )o c ( (72)"w/2e x p yi — Xi ^ y ( l f i ~ Xi ^ ) — y* — X2̂ Y (y *  — X20 )

^ ( a 2Y nl2e ^ [ - Y ^ ( y - x m y - X 0 )

(48)

(49)

となる。ここで " = [切；" f], X  = [兄 ；无 ] である。事前分布はp(y?，び2) oca-2 とすると，がとゲ 

の検閲された於が与えられた下での条件付事後分布は

^ W ,  yh y t X  〜 尤 ^ ，び2( H )-1]， (50)

o2\&, m, yt, X  〜 / G ( H >， (51)

として与えられる。ここで彡と5 2は古典的正規回帰モデルのギブズ•サンプラーで定義された値 

である。結局，y の検閲された部分於 がデータ拡大法によって得られた値に置き換えられている 

点を除けば，古典的正規回帰モデルの場合と全く同じであることがわかる。検閲されたパの（及， 

ゲ）が与えられた下での条件付事後分布は

yt\B, a2, yh X  〜 J T i x ' S ，a \  { i= n , + l , n )  (52)

となる。ここで# —( • ) は負の切断正規分布である。したがって（50)，（51)， ( 5 2 )から順次ダ7 
a2(r\  y f r ) を発生させていくことでトービット. モデルのギブズ. サンプラーが実行される。

トービット• モデルでは一部の従属変数が検閲されていた。これに対して全ての従属変数に関し 

て符号や順序など限られた情報以外わからないようなモデルも存在する。そのようなモデルの一例 

がプロビット. モ デ ル （probitm odel) である。プロビット. モデルは0 か 1 のみをとる従属変数扒 

を説明変数X iと係数0 の線形結合X，i 0 によって説明するモデルである。プロビットモデルでは 

仏が 0 および1 になる確は

Vx{yi =  l} =  ̂ { x ,î ) ,  Pr{y, =  0} =  l - $ ( x ；7?), ( /  = 1 , n) (53)

として与えられる。ここで$ ( • ) は標準正規分布の累積分布関数である。

プロビットモデルは潜在変数:?/?の回帰モデルとみなすことができることを示そう。潜在変数 

y i は潜在変数回帰モデル

y i = x ri^  + ei, e广  # ( 0 , 1 )， (54)

によって決定され，観測される仏との間に以下のような関係があるとする。

195 ( 759)



y i= l  i f y*z>0, 

j/i =  0 otherwise.
(55)

すると，

{ y i^ l  if -  €i< x'S,

[Vi= 0 otherwise.

と書き表せる。P r{ —& < ，.沒} = $ (，.沒）なので，これはプロビット.モデルそのものであることが 

わかる。

もし潜在変数ゲ=  [ y f , …，M ] 'をパラメータと同じく未知の確率変数であるとすると，事前分布 

p(j3)cc c o n s t a n tとして（タ，y * )の事後分布は，

p (^ ,  y*\y, X )  oc exp —~ x  I J{y山。，(ダナ) +  (1 —妁)1(_00，。](バ )}， (56)

となる。（5 6 ) の右辺の後半はルが1 か 0 かによっての分布が正か負に切断されることを意味 

している。したがって，ゲが与えられた下での0 の条件付事後分布は

J3\y*, y, X  〜y U U ' X ) - 1̂ ：'ゲ，（U )—1]， (57)

である。一方，パが与えられた下でのy? (z_ ニ1，…，n)の条件付事後分布は

1 ) if Vi =  l,
yf\0, y , X - \  , 、 (58)1 ) if 扒= 0 ，

である。ここで# +( . ) および# —( . ) はそれぞれ正と負の切断正規分布を意味する。よって（57)， 
( 5 8 )から順次ダ">，シ？(” を発生させることでプロビット•モデルのギブズ.サンプラーが実行され 

る。

本節で例として挙げたトービット• モデルやプロビット•モデルは簡単に最尤法で推定できるた 

め，M C M C法によるベイズ分析を無理に使う必要は感じられないかもしれない。しかし，次節以 

降で紹介する多値選択モデルや制限従属変数モデルは最尤法で推定するのが難しく M C M C法が威 

力を発揮するモデルとなっている。
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4 多値選択モデルのベイズ分析

4 . 1 順序型プロビットモデル

観測されたデ一タy iが 0 ,1，2 , … という3 つ以上の値をとる場合に，y iをX iで説明しようとす 

るモデルが多値選択モデルである。このような多イ直選択モデルには選択肢の順序に意味があるモデ 

ルと意味がないモデルがある。前者の例として順序型プロビット. モデル （ordered probit model)， 
後者の例として多項プロビット. モデル （multinomial probit m o d e l )を考える。

まず順序型プロビット_ モデルを説明する。順序型プロビット.モデルは選択肢の順序に意味が 

ある問題（例えば企業の格付けなど）に適用される。順序型プロビッ卜• モデルではプロビット.モ 

デルで使ったものと同じ潜在変数回帰モデル（5 4 ) で決定される潜在変数y i と観測されたデ一タ 

y iの間に

Vi=j  if 7ト \ く (ノ' = 1 ，• • • J  +  l )， (59)

という関係があると仮定する。ここで 7̂ . は 一oo = ア0 < ア1く… <  ア/く 7/+i =  o o という閾値であり， 

未知のパラメータとして推定の対象になる。閾値の識別のためれは0 とおき， には定数項を含 

めない。ここでア:ニ[ア2,…，ア/ ] ' とする。

事前分布をプロビット. モデルのときと同じものj9(及) oc c o n s t a n tを使うと，（沒，y*)の事後分布 

は，

y*\r, y, x)ocexp - * 、y*- X日 - X日、x n (60)

となる。順序型プロビットモデルの事後分布P (反 y * \ r ,仏X ) からのサンプリンダにはギブズ•サ 

ンプラーを使う。/?との条件付事後分布は

創ァ，y*, y, X  〜 々m )-1]， (61)
y*\0, r ,  y, x  〜 i)hnt-urm](ijf), (62)

である。閾値了j ( i  =  2 ,…，/ ) は，残りの閾値ア-产[ア2,…，jj-i, 7j+u…，7jYが与えられた下で以下 

のような条件付事後分布を持つ。

v * , y , x  〜 む (め，ん)• (63)

この一様分布の下限と上限は
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で与えられる。よって（61)，（62)， ( 6 3 )から順次ダ7 y t ir\ パ"を発生させることで順序型プ 

ロビット . モデルのギブズ. サンプラーが実行される。以上はAlbert  and Chib [3] の方法である 

が，これ以外にも順序型プロビット.モデルに対して様々なマルコフ連鎖サンプリング法が提案さ 

れている。詳しくはChen et a l . [ 8 ] を参照。

4 . 2 多項プロビット.モデル

次に多項プロビット• モデルを説明する。多項プロビット. モデルもまた3 つ以上の選択肢に対 

するプロビット.モデルの一 つ で ある。順序型プロビット.モデルとの違いは選択肢の順序に意味 

がある場合だけに応用が限定されないことである。例えば，消費者の商品やサ ー ビ ス の 選択をモデ 

ル化するのに多項プロビット. モデルが応用される。/  + 1 個の選択肢からなる多項プロビット•モ 

デルは以下のようにして与えられる。まず/ + 1 個の潜在変数ねの回帰式

yto =  zw ^ + Uio, 

y t i = Zn ^  + Ua,
. (64)

y%  =  z'iĵ  +  Uij,

を考える。そして，選択肢バフ•sO ’ l ,…，/)は

?/*■=m ax  y*h, (65)
0<ĥ J

であるときのみ選択されると仮定する。このとき観測されたル（扒= 0 ，1，•••，/ ) と潜在変数（y ?0,…， 

パゾ）の間には

\i  if ?/*= m ax  y*ih,

Vi =  \  o t h e r w ^  (66)

という関係が成り立つ。多項プロビット- モデルを消費者動への応用で考えると，ぬ は選択肢j  

を選ぶことによって消費者i が得る効用として解釈され，実際に消費者 i が選んだ選択肢yiは消 

費者 / にとって最も高い効用が得られる選択肢であったと解釈することになる。

実 際 に は …，y * j )の間の大小関係しか識別されないので，y foを基準にしてW f y t  — y l U  

= 1 ，• " , / ) という新しい潜在変数を定義すると，(jVi h …，Wij) と於の間には

aJ= m a x im a x ( y ? : 仏= ノ•)，ァ卜i j， ^ = m i n |m i n ( 2/ f  : wニノ. +  1)，7^+ij,
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j ;  if Wy— m ax Wih,

10 if m ax  wih <  0,

という関係が成り立つンこれより，eij=Uij— umおよびX ifZ ij  — Zioと定義すると，

W n = JC’n f f  +  e n ,  

： (68) 

W ij = X ' i j ^  +  Eij,

という潜在変数回帰モデルを考えることができる。ここで斯ニ[肌1, WijY, Xi =  [ x i h …，XijY, €i 

=  [ e a , …，E i ] \とし，擾乱項€ iの分布をも〜# / (0, 2 ) と仮定する。

多項プロビット■モデルでは，プロビット . モデルと同様にスケールが識別されないので，2 に 

対して何らかの制約が必要になる。よく使われる制約は2 の （1，1 ) 要素を1 にすることである。 

つまり，

_ び11 7 ’ , 、2 =  ， (69)
_ 7  (P+fTii1アア'_

において，（7u =  l とすることである。この制約をギブズ• サンプラーに反映させるやり方には2 通 

りある。

1 . 識別制約を入れないギブズ• サンプラーを適用した後，変数変換を施す。

2 . 識別制約を入れたギブズ• サンプラーを適用する。

前者のア プ ロ ー チ を とっている研究にMcCulloch and Rossi [ 1 6 ] があり，後者のア プ ロ ー チ にと 

っている研究に McCulloch, Poison, and Rossi [17] や Nobile [ 1 9 ]がある。ここでは McCul- 
loch and Rossi [ 1 6 ] の方法を説明する。

モデルのノ、。ラメータ（反 2 ) に対する事前分布を ト m  a - 1) , 2 〜/ 灰( s > ，/ ) とする。こ 

こで £̂  =  [1 ^，…，WnYおよびX  =  [ X 丨，…，X n Yとする。比が与えられた下での（が，2 )の条件付 

事後分布は

P(日，21 出，y, X )

a|2|-”/2exp[ - 士  20,. —兄 /?)’2-1(取 .-兄 々 ）

「 1 -  - 1 「 1 1 (70)Xexp 防 A ( 0 -  0 )  x | 2 | —(レ+/+1)/2exp

c x |2 | - ("+v+/+1)/2e x p [ - y { ( ^ - ^ ) ，( / ^ 2 _1) ( ^ - X y 5 )  +  ( ^ - / 3 y A ( ^ - y 3 )  +  t r ( 2 - 1S,)}])
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となる。したがってがと：2 の条件付事後分布は

0\I1,iv, y , X  〜 ( ム 0  2 - 1) 切+ A ダ}，: ^ ] ,  

2 1 ^ ,  w, y , X  〜 J 灰(础 ' +  &界  + レ，/)，

(71)
(72)

である。ここで2 タ= {尤' (ム̂ : S - 1)尤+ ^ } ぺおよび芯= [ 屻一又！反 …， 一尤^ ] としている。こ 

うして発生させた皮と 2 に対し（及，习）— （y ? / / ^ ，2 / びu ) という変数変換を施すと（が/ / ^ 7, 
2 / ぴ11)は識別される。

次に阶の発生方法を考える。Wiの同時条件付事後分布を考えると，

I反 2 , が，X
H )l (w i j> w n ,，…，Wij>Wij) if yi=j,

{jVj(Xi0, 2 ) l ( ^ i < 0 ,  •••, Wi/<0) if 仏.ニ0, (73)

となる。しかし，/ が大きくなると/ 変量切断正規分布から阶を発生させることは難しくなる。 

かわりにWijを一つ一^3条件付事後分布から発生させることを考える。そうするとの条件付事 

後分布は1 変量切断正規分布になる。つまり，

iVij\ 0,  2, y, X
T%)l{wij> m a x i Wi,-j)) if 仏. = ノ_，

[jyi/J-ij, Tl)l(wij<max(wi,-j, 0)) if yiキj,
(74)

ここでwu—j は WiJをのぞいた的. の要素であり，ル. とて%はそれぞれm i 2 ) における比ぃ】 

が与えられた下でのWijの条件付期待値と条件付分散である。

W i =
_ W ij  _

, X冶 =
_ x ' i S  .

， 2 =
_ Gjj _

と並べ替えると，叫 とて2i jは

(75)
(76)

として与えられる。まとめると，条件付事後分布（71)，（72)， ( 7 4 ) より，が へ S (r), を順 

次発生させることで多項プロビット. モデルのギブズ. サンプラーを実ォ亍することができる。

4 . 3 多変量プロビット.モデル

多変量プロビット• モデル （multivariate probit m o d e l )は，通常のプロビット.モデルが一つの 

設問に対するY e s / N o の回答を説明するモデルであるのに対し，複数の設問に対するY e s / N o の 

回答を同時に説明するモデルである。各設問に対する/本の同時方程式体系
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Vii

yu

Xn

Xij

,8i

_L
€il 6i\

A îJ

>
€ij

R), (77)

を考える。ここで及は相関係数行列である。多変量プロビッ 

Vijは，通常のプロビット__モデルと同じく

モデルでは設問j に対する回答

Viy
[1， if
[o, if yfj<0,

によって決定される。/ 個の設問がある多変量プロビット•モデルを古典的統計学の枠組みで最尤 

推定するためには，尤度関数を評価するためにJ 変量正規分布の積分を計算しなければならない。 

そのため/ が大きくなると最尤推定値の計算は，モンテカルロ法以外では実行不可能になってし 

まう。そこでM C M C法を使った分析法が有用となる。

ここで， …，ytA\ X j = [x i j ,…，x nj \ ,  e尸 [ e u ,…，eぬ]’ (ノ_ニ1 , …, / ) とおく。すると潜在 

変数 4 が与えられた下では多変量プロビット•モデルはS U R モデル

(78)
yf

.一

X
+

€i

， e 〜# ”/(()，i?®  ム)，

yf X] 日'】

y* X  J3 e

に帰着されてしまう。 2 節のS U R モデルの結果より， 

&\R, y*, y, X 〜A a U X i T 1® ム) I } _ 1X ' ( i T

日の条件付事後分布は 

^ D y M X X R - ^ D X } - 1}, (79)

と求まる。

R は相関係数行列であるため逆ウィシャート分布から出すことはできない。代わりにM H アル 

ゴリズムを使うことになる。相関係数行列のサンプリンダについてはChib and Greenberg  [9] な

どを参照。

yS■の発生方法は多項プロビット• モデルにおけるWijと基本的に同じである。 =  た…，シ&]，

とし， を yS .を " ？から除いたものとする。すると？/S■のが?，づが与えられた下での条件付事後 

分布は1 変量切断正規分布になる。つまり，

Vi A 0, R, v, X
て2ij) if 2/0 =  1,

i # _(ル.，r2ij) if y d .
(80)

2 0 1 ( 765)



!Mjとて\ は，（7 5 ) と （7 6 ) の要領で求められたの yt，-』が与えられた下での条件付期待値と条

件付分散である。よって，条件付事後分布（79)， ( 8 0 )からが⑴とぬ .(” を発生させ， をM H 
アルゴリズムを使って発生させることで多変量プロビット . モデルのマルコフ連鎖サンプリングを 

行うことができる。

5 . 1 付随的切断

トービット•モデルに代表される従属変数が何らかの理由で検閲されるモデルを制限従属変数モ 

デ ル （limited dependent variable m o d e l )という。従属変数の検閲はト一ビット•モデルのように特 

定の値を境に起きるとは限らない。本節では，付随的切断（incidental truncation) と不均衡モデル 

(disequilibrium m o d e l )を例にしてM C M C法による制限従属変数モデルのベイズ分析を説明する。 

まず付随的切断の話から始めよう。 2 つの回帰モデル

を考える。 は A•次元ベクトルで，ァはみ次元ベクトルであるとする。このとき付随的切断とは 

は -  > 0 のときのみ観測されることをさす。ここでy i が観測されたかどうかを表すダミー変 

数 Zi

を導入する。2 ? は観測されない潜在変数であるが，るは全て観測されていると仮定する。そして， 

る= 1 のときパは観測され，る.= 0 のときy ? は観測されていないことになる。観測されたy i の 

べクトルを奶とし，観測されなかったyi：のべクトルをy 2* とする。

経済の実証分析で付随的切断の代表的な例は，労働供給と留保賃金の問題である。標準的な新古 

典派労働供給理論では，労働者は留保賃金を超える賃金がオファーされたときに正の労働供給を行 

うとされる。したがって，（8 1 ) では， が労働供給関数に対応し，ポはオファーされた賃金が 

留保賃金を上回っているU ? > 0 ) かどうかを決定する式となっている。

古典的統計学の枠組みで付随的切断モデルを推定する方法として有名なのがH eck m an  [14] に 

よる2 段階推定である。しかし，H e c k m a nの 2 段階推定量は一致性はあるが効率的ではないこと 

が知られている。そこでM C M C法による付随的切断モデルの推定を考える。

事前分布をp H  r , び2, p)oca-_2l (_u ) ( p ) とすると，事後分布は

5 制限従属変数モデルのベイズ分析

if 之？ >0,
if z f < 0 ,
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p {&, r , び2, p, y t  从，ろ x ,  w ) ^ ( a 2r in/2+i)( i - P 2r n/2

X exp 2
(y t  — x ,i0 ) 2 — 2pa(yf — X i ^ ) (z f —Wir) + <y2(,2t—w,i r ) 2

2 a2( l ~ p 2) (82)

x  n  {Zi\(0^){z*) +  ( 1 - る)l(-co,0]U?)}，

である。ここで尤が各行がX、になっているu  x  k ) 行列であり， I F は各行がu/iになっている 

(w x  A)行列である。

まず潜在変数ゴと観測されなかったy f の発生方法を考える。2? との条件付事後分布は

p(z*\ ^ ,  7 , a2, P, y f ,  Zi, Xi, Wi)
{z* — WiY  — (p/a)(yf — oc’i 日)}2exp

2(1 —p2) 

p ( y f \ ^ ,  7 , び2, P, z * ,  Zi, Xi, Wi)

— pa(zf -  w'iy)}2exp

である。したがって

2び2( 1 —グ）

(83)

(84)

zt\/3, r,び2, p, y*, 2, X, W
+ — 1 - p 2]

1)3, r , び2, P, V*, z ,  X, W  〜M'ix^ +  pa{z* -  w rir), a2(l-p2)],

Zi =  l, 
2； =  0,

(85)

(86)

となる。 トービット• モデルとは異なり，欠損値? /?は切断されず代わりに潜在変数2? が切断され 

ていることに注意しよう。

次に回帰係数7 と0 の発生方法を考える。最初に 7 の条件付事後分布を考える。d の条件付 

事後分布の形より，

z * — ~̂(z/f -  x 'i^) == Wi7  +  V i , 叭〜 #(0,1 - p 2),

という回帰モデルを考えればよいことがわかる。よって

r \ j3 ,び2, P，ゲ，: * ，之，X ，PT〜 #ボ  ( l - p ^ i W ^ W ) - 1],

(87)

(88)

である。ここで乏は之f —」L(W —x W ) を第z_要素に持 つ w 次元べクトルである。同様にしてがを 

発生させるには

yt—po(z* — w'iy)= x 'S  +  V i , 的〜 #[0,び2(1 —  p2)], (89)
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という回帰モデルを考える。よって

I3\r,び2, P, v \  z \  z, X , 研〜# ボ び 2(1 —p H X )-1]， (90)

である。ここでg は yi — po(zt —  u / r y )を第 i 要素に持つn 次元べクトルである。

最後に，び2 と；o については標準的な分布にならないのでM H アルゴリズムを使うことになる。 

まとめると，（9 0 ) と （8 8 ) からダ7'>と r (r>を発生させ，（8 5 ) から 2 f (r)， (86) から観測されな 

かったy f r、を発生させ，び2w とp⑴ は M H アルゴリズムを使って発生させることを順次繰り返 

すことで，付随的切断モデルのマルコフ連鎖サンプリングを行う。

dt =  x ru0i +  eu,
び12€\t

〜#2 (0 ,  2 ) ， 2  =St == OC’2t 玲2 +  €2t,
_ び12 0\ _

Qt=mm{dt, st),
_e2t_

5 . 2 不均衡モデル

完全競争市場においては需給と供給が均衡するように市場価格が決まる。しかし，何らかの理由 

で価格変化が硬直的である場合，瞬時には需給が均衡しないと考えるのが現実的である。このよう 

な状況をモデル化することを考える。

(91)

ここで  d =  [dh …，dT}\ s =  [si, •••, StY, =  …，Qt\, Xj=[xji, •••，xjr\ (ノ. =  1，2 ) とする。この

不均衡モデルの特徴は，

1 . 超過需給が存在する{dt > s t) ときには，供給 st がのとして観測されるが，需要 dt は観測 

されない。

2 . 超過供給が存在するくみ）ときには，需要A がのとして観測されるが，供給みは観測 

されない。

3 . どの時点で需要dt と供給stのどちらが観測されているか不明である。

である。特に最後の点は

zt-
[ 1 , ii St =  Qt, 

[0, if dt^Qt,
(92)

というダミ一変数が欠損していることに等しい。この不均衡モデルは最尤推定が難しいことで知ら 

れている。 Maddala [ 1 5 ] を参照。しかし，MCMC法を使えば比較的簡単に推定が可能である。 

不均衡モデルのマルコフ連鎖サンプリングは，みをデータ拡大法によって補完し，さらに需給不 

均衡のため観測されなかった需要dt と供給st もサンプリングによつて補完する方法をとる。
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事前分布をp{玲1，̂ 2, 2 )o c  c o n s t a n tとすると，事後分布は

p(^u 日2, 2, d, s\z, q, Xi, X2)
T

n  {ztfwidt —  Xu^\\qt 一 Xit^hiqt  — X u ^ h q t ^ d t )

+  (1 —Zt)f2\\{st — x'zS^Qt — x'\S\)f\^(lt ~  ■T’uj5i)l[9<，。o)(S1；)}，

となる。ここで

(93)

fj\h{ej\ey)cc{a2j -  6% /び i ) _ 1/2exp
{6j —{ajhla2h)eh}2
2{a2j - a 2jhlal)

A (e ^ )o c (c r |)-1/2exp
el \ 
2 o l ，

(94)

(95)

(メ， 1，2 )である。さらに

^ D =  'Pr{dt>qt\st =  qt}

=  Pr{eu >  Qt -  ocu0\\e2t = qt — x ’u ぬ

qt — Xu — (び12/ぴ!)(の — x r2M

J~a\-ohlal

='Px{st> qt \dt =  qt)

=  'Px{e2t^qt -  X2t^2\eu = q t~  x u ^ \ )

Qt~ JC2t^2~(<yi2/of)(qt — x [ t ^ i )

/ a l - o  12 hf

(96)

(97)

と定義すると，ベイズの定理より超過需要が存在する（ゐ= 1 となる）条件付事後確率7：EtD は

nEtD--
^tD/2(qt-X2t02)

ぽ  f人qt — Xu ぬ  + ぼ  f i (q t — x ’u ぬ ’
(98)

となる。よつて各観測値を確率n EtD と兀Ets三l — 7dD で超過需要と超過供給のケースにランダムに 

分類すればよい。分類ができれば観測されなかった需要dt と供給st が分かるので，それを

dt 〜 M L(9,;oo)(^) if zt = l,

) ii Zt=  0,

(99)

( 100 )

という切断正規分布から発生させる。（‘  st) がすべて与えられた下では，不均衡モデルは単なる
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2 方程式のS U R モデルに帰着されるため，反，洗および攪乱項の分散共分散行列！] は S U R モ 

デルのギブズ• サンプラーによって発生することができる。以上を繰り返すことで，不均衡モデル 

におけるマルコフ連鎖サンプリングを行うことができる。

6 おわりに

本稿ではマルコフ連鎖モンテカルロ（MCMC) 法によるベイズ分析を回帰モデルへの応用を例に 

して説明した。今回紹介したモデルは多値選択モデルや制限従属変数モデルなど経済の実証分析で 

は重要なものばかりである。しかし，これ以外にも経済の実証分析で広く使われるモデルに 

M C M C法を使ったベイズ分析を応用できるものも数多く存在する。例えば，時系列分析の応用に 

ついてはBauwens, Lubrano, and R ichard  [ 4 ] や渡部 [ 2 ] , 生存分析への応用はIbrahim, Chen, 
and Sinha [ 1 2 ] に詳しく説明されている。

本稿ではベイズ統計学についての詳しい説明は省略した。ベイズ統計学について詳しく知りたい 

読者は，Box and T iao  [ 7 ] や Zellner [ 2 3 ] といった古典的教科書に加えて，Beger [5], B er
nardo and Sm ith  [6], Robert  [ 2 0 ] などの解説書を参照されたい。また近年のM C M C法の急速 

な普及を反映して，M C M C法に特化したベイズ分析の本（例えばCongdon [ 1 0 ] )も出始めている。 

M C M C法の解説書としては，本文でも触れたRobert  and Casella [ 2 1 ]や Chen et a l . [8] など 

がある。日本語で書かれたM C M C法に_ するサ一一^イとしては大森 [ 1 ] を参照されたい。

(経済学部専任講師）
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