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「三田学会雑誌」94巻 3 号 （2001年10月）

均 衡 と 時 間 II
 重複世代モデルの場合——

福 岡 正 夫

( 1)

前稿では有限数の取引主体がそれぞれ無限期の計画期間をもつ交換経済のモデルを設定して，そ

の種の無限次元モデルが提起するいくつかの問題点を究明かつ解決することを主眼とした。そこで
( 2 )

も予告したように，転じて本稿では，アレやサミュエルソンを先縱とするいわゆる重複世代モデル 

(overlapping generations m o d e l )を対象とし，それに同様の分析を加えることによって，両者で通 

時的均衡のあり様がどのように違ってくるかを検討してみることにした

重複世代モデルでは前稿のモデルと異なってすべての取引主体が有限の寿命をもっており，自分 

たちのライフ . スパンにわたってのみ需給計画を立てると想定される。経済は，順次に生まれかつ

* 本稿の執筆にさいしても，筆者は前稿の場合と同様，須田伸一教授から多大の有益な教示を受けた。 

同教授ならびにいくつかの点で改善を示唆された匿名査読者に対して，心から謝意を表しておく次第 

である。

( 1 ) 福岡正夫「均衡と時間I 一 - 有限主体•無限計画期間のモデルの場合」，『三田学会雑誌』2001年 1 
月号。

( 2 ) M. Allais, Economie et Interet, 1947. P. A. Samuelson, “An Exact Consumption-Loan Model 
of Interest with or w ithout the Social Contrivance of Money”，Journal o f Political Economy, 
December 1958，reprinted in J. E. Stiglitz ed” The Collected Scientific Papers o f Paul A. 
Samuelson, Vol. I, 1966.

( 3 ) 重複世代モデルについては，以降ゲイル，バラスコ= シェル，ジーナコプロス，ウッドフォード， 

グランモン等々を含め，きわめて多くの文献が現れている。本稿を記すにあたっては，とりわけつ 

ぎの諸論文に負うところが大きかった。

T. J. Kehoe, “Intertem poral General Equilibrium Models”，in F. Hahn ed., The Economics of 
Missing Markets, Information and Games, 1989, T. J. Kehoe and D. K. Levine, “Comparative 
Statics and Perfect Foresight in Infinite Horizon Economies”，Econometrica, M arch 1985, ditto, 
“Regularity in Overlapping Generations Exchange Economies”，Journal o f Mathematical Eco
nomics, April 1984.
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死ぬことによって入れ替り立ち替り現れる各世代の主体から成り，それらの世代が交替することで 

限りなく継続されていくと考えるのである。以下では議論の簡単化のため，すべての世代をつうじ 

て主体の人数は同数であり，また彼らの生命の長さも一律に同じであると想定する。いまそのよう 

な生存期間を前半期すなわち「若年期」（“young”）と後半期すなわち「老年期」（“old”）の 2 期に 

区切るとすれば，毎期の経済はその期の期首に生まれさらにもう1 期生き延びる若年期の主体と， 

すでに人生の半ばを過ぎ今期末には死を迎える老年期の主体の2 世代によつて半々に構成されるこ 

とになる。

このような経済についてとりわけ注目すべきは，それがつぎの諸点で前稿のモデルとはいちじる 

しく相異なった性格をもっていることである。 まず一つには，この経済では世代の新陳代謝が永遠 

に繰り返されるところから，主体の総数もまた可付番の無限個にならざるをえない。 またもう一つ 

には，各世代の主体がそれぞれ有限期間しか生きられないところから.，彼らの全員が一堂に会して 

同時に取引に参加することは許されない。 というのは，すでに死んでしまった個人とか，あるいは 

まだ生まれていない個人とかと取引する機会をもつのは，明らかに不可能だからである。

2

上記のようなこのモデルの含意を念頭におきつつ，ここでその精確な定式化にとりかかることに 

しよう。当該の経済は過去から存続しているが，いまわれわれの考察を始める期を第1 期とし，以 

降各期 / =  1 ,2 ,…… にわたって限りなく継起的に展開されていくものとする。モデルに登場する各 

取引主体はどの期の期首に生まれたかに応じて，誕生期の世代番号 t =  0 , 1 ,2 ,…… をもっているが， 

2 期間にわたってのみ生きることができ， したがって世代0 の主体は別として一般に世代ヒ1，2, 

…… の主体は第 / 期の期首に現れて，第 ，期と第，+ 1 期の取引に参加する。彼らがそれぞれの期 

に消費できる財の種類は前稿どおり / 種類とし，ただそれらはすべて非耐久財（perishable com

modity) であって，つぎの期までは持越しがきかないと仮定する。 しかし，この経済には，上記の 

財のほかにそれ自体は効用をもたないが次期まで持越し可能な財として貨幣が存在していると仮定 

される。

各世代は一般にM人の相異なるタイプの取引主体から成るものとする。それぞれの主体はその 

消費可能集合，効用関数および財の初期賦存量べクトルによって特徴づけられるが，これらもまた 

議論を簡単にするために世代間では同一であると仮定することにしよう。つまり同じ世代は複数の 

相異なるタイプの主体から成りうるが，彼らの特性は世代番号  ̂=  0 ,1，2,…… からは独立であると 

されるのである。 したがってこの経済では，つねに新旧同じタイプの人間が繰り返し再生産されて
( 4 )

いくことになる。

こうした想定により，まず各主体の消費可能集合は，世代 0 の主体.についてのみはX ?と特記す
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るが，一般に世代 1 以降の主体にっいては幻の，を省いて兄 . と記してよいことになる。以下で 

はさらに事態を単純イ匕して，n 兄 .= i ? 2A と考えれば足りるであろう。

っぎにすべての世:代 t にっいて，主体 i による第 s 期の財 k の消費量をx%i s と書き，

X i i s ,  ，X u s )

と定義すれば，世 代 ，の主体 f の消費計画は世代0 と世代1 以降のそれぞれの場合にっいて

X°i =  X°ii

Xu i+i) t ^ l ,  2 , ........，

のようにあらわされる。各主体はこれらの消費計画に対して，上記の消費可能集合上で定義される 

効用関数をもち，それらは世代0 の 主 体 に っ い て は に よ っ て ，世 代 1 以降の主体に 

っいては沿：W2A  — 况によってあらわされる。地方，各主体の初期賦存量べクトルもまた前記の 

想定により世代番号 / からは独立であり，世 代 0 の主体にっいては cy?=cy?，01d =  (cyH，01d, fy2z.，01d，

，0)li, old)によって，世 代 1 以降の王体については (0i —、⑴i, young，⑴i, old) — ( (t)\i, young, Cl)2i, young, 

 ，COlt, young, COli, old, U>2i, old, ，(Oli, old) によってあらわされる。

そのほか世代0 の主体は第1 期の期首にと記される外部貨幣の初期ストックをもっと仮定さ 

れる。ここでW ?は正，負，ゼロいずれの符号をもとりうるとされるが， もしそれが非負であれば， 

もっとも自然に名目貨幣のストックであると解することができよう。が， もしそれが負であったと 

しても，そのことを正当づける制度的解釈はいろいろと可能である。たとえば若年期の主体にロー 

ンを貸与し，彼が老年期になったときにその返済を受ける機関があると考えれば， は利子を含 

めたその返済額に当たると解すればよい。ただしその場合，借入れ額は当然老年期の財賦存量価値 

額によって制約されると考えるのが適切であろう。

いずれにせよこのモデルでは資産が後世代に遺贈されることがないので，世代 1 以降の主体の賦 

存量には正負のいかんにかかわらずこの種の資産が含まれることはない。

さて前記の効用関数と財の初期賦存量べクトルにっいては，以下前稿に準じてっぎのような仮定 

を設けることにする。

A . 1 u°iは R U を，Uiは i? 2ムを定義域とし，それぞれC 2級で，単調かっへッセ行列がど 

の点においても負値定符号。

A. 2 M およびm は厳密に正。

( 4 ) これは基本的与件いわゆるファンダメンタルスの定常性を仮定するということであって，その下 

で生成される変数の均衡値がかならず定常値をとると仮定することではないから，注意されたい。 

以下で見るように，このモデルの均衡価格の時系列は実にさまざまな非恒常的パターンをとりうる 

のである。
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A. 3 x ° e a ? ? i \{ 0 }のようなx ° に つ い て エ ° とするとき， \ \Du%xf)\\  coQ

ま た へ {0}のようなx についてゴリ一とするとき， レ) I — ⑴。

つぎに市場については各期ごとに現物市場が開かれ，そこで各財のその期の現物価格が決定され 

ると考える。いま現在まで割り引いた各期の現物価格べクトルを

Pt =  (pu,  P2t,  ，p u ) G R l++， t =  l,  2 , .......

で記すことにすれば，時間をつうじての価格べクトルの列は

P =  (Ph P2, ........ , Pt, Pt+1,.........)

としてあらわされる。それらは前稿の場合と同様，すべての主体によって正しく予想されると仮定 

する。

世 代 0 の主体は，考察が始まる第 1 期にすでに後半生の老年期にあり，所与の仍 £ 及し，W e  

R l++, m ° i ^ R の下で，プログラム

M axim ize u \ x f )  

sub ject to  p i x 0i^ p i co 0i + m°i 

x ° i ^ R l++

にしたがった最大化行動をとると想定される。前記の仮定の下ではこのプログラムの解はかならず 

一意の内点解となるから，そ の 結 果 す ベ て の 仍 に 対 し て 財 の 需 要 関 数 が ：d = 紀(仍，w ?)と 

して確定し，それを用いて超過需要関数がd ( P i，桃のニ概奶，m?) — _ のように定養される。そ

こでそれらを主体 i について集計し，m°iの分配パラメタ一をm 0= (w ?，m l ,  ，m V )と記せば，

社会的超過需要関数が

z°(pi, w°) =  ]22：i (p i ,mf)

のように導かれることになる。

他方，世代 1 以降の主体の行動は，所与の（仍，趴+1) e i ? 2+;+，肌 の 下 で ，プログラム

M axim ize uJyXu, x\,  i+i)

sub ject to  PtXit+p' t+ixi  t+i^ptco  z, y o u n g  + p /t +  lC0i> old

( xh ,  Xu 亡+1 ) ^ R l \

を解くこととしてあらわされ，やはりその解は一意の内点解となる。そこですベての（仍，仍+1) e  

R 2l++に対して需要関数 x h - h i t b t ，Pt+i),xi,  t+i =  hi, t+i{pt, Pt+i)が確定されるから，世 代 0 の場 

合に準じて超過需要関数を若年期については於 '( A , 仍+ 1) —肌，ymngのように，老年期
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についてはZi(pt , p t +x) =  h i ,⑷ (仍，仍+1) —叫，。ldのように定義すれば，社会的超過需要関数が若年 

期，老年期のそれぞれについて

y{pt,  Pt+i )=Hyi{pt ,  Pt+i)z =l

z(pt ,  Pt+i) =  ' Z z i(pt, Pt+i)

として導き出される。

前記の仮定の下では，陰関数の定理によりこれらの超過需要関数ゾは (Pu m 0) に関して， z t  y 

は （仍，仍+1) に関してそれぞれ連続微分可能となることが保証される。ま た ん 1 の単調性の仮定 

から各主体の予算制約式はかならず等式で満たされるから，ワルラス法則として知られるつぎの恒 

等式

Piz°(pi, n f ) = - m  ここで (2.1)

ぉよび

Pty(pt ,  P t+O+pUiz ip t ,  Pt+i)=0  for / = 1 ，2 , .......  （2.2)

がそれぞれ成立する。さらにZ は （切，m ° )に関して，之とy は （仍，仍+1 )に関して，それぞれ0 次 

の同次関数となる。

ここで上述の諸性質にさらに加えて，各超過需要関数がつぎのような境界条件をも満たすことに 

注目しておこう。すなわちZ については

のような p について pi7— p とするとき， ||之0( p i  w 0)丨| oo，かつすベての 

R U に対してダは下から有界 

というのがそれであり， また％ 之についてはみ = (仍，趴+1)と略記するとして

沿^ へ{0}のようなG に つ い て 7 とするとき， ||y(W ) メ (パ)|| 4  00，かつすベてのみ 

e i ? 2A に対して i y , z ) は下から有界 

というのがそれである。事実いまかりに帰結に反して上記の ||2。(;^ , m°)\\や ||y(W )，2 (が)丨|の部分 

列が収束したとすれば，A . 1 の単調性の仮定から，価格が 0 に近づく財のうちどれかへの需要が

( 5 ) 各期 t の割り引かない現物価格べクトルをかと書き，また，と，+ 1 のあいだの利子率をrt と書 

けば，上記プログラムの予算制約式は元来

PtXu +  mu  ^  ptCOi, young 
pt+\^ci, ^+i= pt+\0ji, old +  (1 +  厂f) ŷyiit

のように定式化される。これらの両辺をそれぞれ（l +  n ) ( l  +  r2)……( 1 + ハぺ）および（l +  n )( l
+ ，2)....... (1 +  r ふで割って足し合わせ，仍= ( 1 + ハ) (1 + ゎ) (l +  n - i ) p f という関係を考慮すれば,
本文の予算制約式を得ることができる。
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限りなく増えることになるので，矛盾が生じるのである。他方，消費可能集合が正象限とされてお 

り，初期賦存量べクトノレが所与とされているところから，ダおよび！/，2 が下から有界となること 

は自明であろう。

財市場の需給均衡の条件は，これらの超過需要関数を用いて，第 1 期については

Z°(pi,m°) +  y(pi, P 2 ) = 0  (2 .3)

第 ，期 （/ =  2, 3,……）については

p t) +  y ( p t, p <+ i)=0  (2 . 4)

として定式化される。これらをことごとく満たす財価格の列p = (仍，仍，……，仍，……）が，この経 

済の競争均衡である。

( 2 . 1 ) と （2 . 3 ) から一 P'iy(Pl, P2) =  W となり，ふたたびワルラス法則；/ iy (P l，P 2 ) + p U ( P l，P2) =  

0 と均衡条件 2(pi, p2) +  y(P2 ,仍) = 0 から 一 !)’2y(P2, P3、=  m となるから，以下同様の推論をつうじて 

すべての t に つ い て と な る こ と が 分 か る 。すなわちこのモデルではどの期にも 

同額の m が若年期の純財蓄となり， それが老年期になったときの消費への請求権を与えるのであ 

る。

と こ ろ で あ る と あ る に つ い て 仍 = グー1p となっていて，均 衡 条 件 （2 .4 ) が

z ( n  が、 ) + y (ダ - 1p ，o ) = o

( 6 )

の形，あるいは同じことになるが '

z{p,  /5p) +  ?/(p, 0 p ) = O  (2 .5)

の形で満たされるときには，そのような（p ，如 ）をこの経済の恒常状態（steady s t a t e ) と呼ぶ。こ

こでパは， r を利子率の恒常値とするとき，割 引 率 l / ( l  +  r ) を意味すると解することができよ
( 7 )

う。

恒常状態には，それがm 半Qの条件下で成り立つ場合とm  =  Qの下で成り立つ場合の二つがあり， 

それらを分けて論じるのが以下では有意義である。そこでそのそれぞれに対して名目的恒常状態 

(nominal steady s t a t e ) ならびに実質的恒常状態（real steady s t a t e )の名を与え，その呼び方で両者

(6 )  z ，y が (pt, p t+i ) に関して0 次同次であることによる。

(7) p t が割り引かれた価格として定義されていることに注意。割り引かない価格かの恒常状態は，

いうまでもなく（》1，[)2, P3, ......., か，Pt + 1,....... ) = (公，P, P , ........，f), P ,  ) である。定_ からP l= か，

Pt = P t~lpt, p t = p  for a l l f であるから，pt = n  for a l l f となり，したがって仍の恒常状態は 

(pi, P2, p s,  ,Pt ,Pt+i,  )=(p,  /3p, /32p , .......，n  日 ％ ....... ) となる。
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を区別していくことにしよう。するとまず名目的恒常状態の場合には，前記の議論から，かならず

J 3 = l とならねばならないことがすぐ分かる。事実，前に見たように一p か(A ，̂ +1) =  m であるか 

ら，恒常状態では一が -1p ’y (が - 1 がp h w す な わ ち 一 如 ) = w であり，均 衡 条 件 （2.5) 

から，これはp ’z ( p，日p)  =  m であることをも意味している。 ところが他方ワルラス法則p ’y ( p ,如） 

+ j3prz{p,  0p) =  Qから fy}’z 、p ，̂p)  =  m でもあるから， すなわち（ガ一l ) w  =  0 とならねばな 

らず，よってm 判 であれば /?= 1 となるほかはない。

一方，実質的恒常状態の場合には，一般には /?キ1 であり，点= 1 となるのは稀有な偶然の事態 

にすぎない。 というのはこの場合， もし /5 = 1 で あ れ ば （2 . 5 ) と前記の一p 'y ( p ，如 ）= w の式か 

ら

z (p , p)  + y(p,  p ) = 0
, 、 (2 .6) 

- p  y \ p , p ) ^ 0

とならねばならないからである。ここで最初の / 個の方程式はワルラス法則によって実質的には I 

一1 個の独立な方程式から成り，また；）は 0 次同次性によって実質的には / - I 個の独立な未知数 

から成っている。 したがって（2 . 6 ) の全体は / —1 個の未知数を含む / 個の方程式システムであり， 

一般にはそれは解をもたない。そこで以下では正則な経済が満たすべき条件の一つとして 

A. 4 ( 2 . 6 ) は解をもたない。

を仮定してしまい，実質的恒常状態において卜 1 となるような事態は無視して進むことにしよう。 

事実キーホー= レヴァインが示しているように，A. 4 を満たす経済の集合は経済全体の空間のな

かで開稠密な部分集合をなしており， したがって上記の条件はほとんどすベての経済について満た
( 9 )

されると考えて差し支えないのである。

3

前述したように，ここでの考察の目的は上記のモデルの競争的均衡解，す な わ ち （2 .3) および 

( 2 . 4 ) を満たす財価格の列p = (仍，仍，……，仍，……)，がもつ諸性質を解明することにおかれている。

( 8 ) これはキーホー= レヴァインの命名にしたがう。それらはかつてゲイルが黄金律恒常状態 

(golden rule steady s t a t e ) ,均斉恒常状態（balanced steady sta te) と呼んだものにそれぞれ対応 

している。D. Gale, “Pure Exchange Equilibrium of Dynamic Economic Models”，Journal of 
Economic Theory, February 1973, p . 18 および p. 32 参照。

(9  ) これらの議論については Kehoe and Levine, “Comparative S tatics”，p. 443, ditto, “Overlapping 
Generations Economies”，p. 72参照。A. 4 を満たす経済が開稠密集合となることの精確な証明につ 

いては，後者の論文のp. 73, Proposition 3 .1を参照されたい。
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この課題の一般的な分析に先立って，以下本節ではまず単純な / = 1 ， W = 1 という特殊事例，すな

わち毎期実物財がただ1 種類で， しかも各世代が1 個人のみから成るスペシャル . ケースについて
(10)

予備的な考察を与えておくことにする。重複世代モデルに関する論文で，これまでにもその種の事 

例が多く用いられてきたのは，たんにそれがもっとも簡単でとり扱いやすい例であるばかりでな 

く，また重複世代モデルのもつ特性をもっとも尖鋭に示す事例でもあるからであろう。つまりこの 

場合には，交換はもっぱら異世代間で行われるほかはなく，さもなければ誰もがアウタルキー（自 

給自足）の事態に甘んずるのでなくてはならない。しかも所望の交換を実現しようとすれば，貨幣 

が不可欠な媒介手段とならざるをえないのである。

さてそのような単純モデルをしばらく想定するとすれば，Dt，Pt+1はそれぞれ一 つ の 成分から成 

り，2 や ジ もまた一 つ の 値をとることになるから，ワルラス法則（2 .2 ) を

z(pt ,  Pt+l)= Pt
y{pt,Pt+i) pt+i

のように比の形で書きあらわすことができ，ここで右辺の価格比—p tlpt+1をさまざまに動かした

とき，そのそれぞれに応じて上記の等式を満たす[y(P<，Pf + i)，z{ p t , Pt + l ) ]の軌跡がいわゆるオファ

一 • カーブとなる。いま対数線形の効用関数を想定してそのようなオファー• カーブを描いてみた
( 11)

ものが第3 .1図である。それは図の原点を通って，つねにその第4 象限と第 2 象限のなかに含まれ， 

それと勾配 i h の直線との交点の座標が当該の価格（ル，仍+1) の下での超過需要（超過供給）

Z

( 1 0 ) 以下の説明については，しばら く Kehoe, “Intertem poral Equilibrium Models”，pp. 373-378 にす 

ベてを負う。

( 1 1 ) その具体的な計算についてはKehoe，op, cit” pp. 372-374を参照されたい。
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J

第3 . 2図

の組み合わせとなる。明らかに一y  く̂ (1)y o u n g , — CO o l dでなくてはならないから，オファ '~ ' • 力'~ • 

ブが図の点線の右上側に含まれることはいうまでもない。

目下の単純モデルでは p はスカラであるから， 0 次同次性より前節の恒常状態の条件2 (p，你 ) 

+ y ( p ,如 )= 0 はいつそう簡単に2(1，0) + y ( l , め = 0 と書くことができ， z  t  y の恒常値は前図の 

原点を通り一1 の 勾 配 を も つ 直 線 —y がオファー • カーブと交わる点の座標で与えられる。第

3 .2図に描かれているように，一般にはそのような恒常状態は2 個存在し，そのうち 1 個は名目的
(12)

恒常状態で " = 1 ， もう1 個は実質的恒常状態で13キ1 である。

これら二つの恒常状態以外の非恒常的な均衡を求めるには，まず出発点の仍を与え，縦軸上に 

z%Pu m°) =  m ° /p iを定めて，そこから引いた水平線と勾配一1 の直線とが交わる点としてy = - z °

( 1 2 ) 第3.3図が示すように，たまたまオファー• カーブの勾配が原点で一1 となる場合には恒常状態は 

ただ1 個存在するにすぎず，実質的恒常状態でもガ= 1 となる。が，前節の末尾に記したように， 

そのようなd egenera teな事態はほとんど無視してよい。

z
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第3 . 4図

を満たす2 /の値 y 1 を求める。つぎに，こんどはそこから垂線を下すことによって，それとオファ 

一 . カーブとの交点で—P i l l hを求める。そのことによってつぎの価格仍とつぎの2 の値 21が求め 

られることになる。これで仍，货までが定まったので，つぎはふたたび21を通る水平線と勾配 

—1 の直線からy = —z Yを満たすy の値ゲを求め，そこから垂線を下してオファー.カーブとの交 

点で一仍か3 を求めれば，仍とつぎの 2 の値之2が求められる。以下同様のステップを何回も繰り 

返していけば，第3 . 4図に矢印をつけて示したようなジグザダの均衡経路が求められるのである。

図から明らかなように，縦軸上で之(1，1 ) を下回る，から出発した場合には，アウタルキー恒常 

状 態 （原点）に向かって収束していく均衡経路が存在することになる。つまり目下の事態の下で名 

目的恒常状態を達成維持しようとすれば，当初のm / A X )そのものを，= 2(1，1)を満たすように 

選ぶのでなくてはならない。他方，2 ° を之(1，1)より上に選んだ場合（m/P l〉2( l，l ) > 0 のように 

m jp ,が選ばれた場合）には，ますます左上方に発散していく解経路が得られ，やがてそのような経 

路 は ® youngの制約にぶつかるので，それを越えて持続することができなくなる。つまりそのよう 

な経路は均衡経路にはなりえないのである。

均衡経路が存在するかぎりにおいて，価格の列は原点からオファー . カーブ上の [V(队，仍+1)， 

之(仍，趴+1) ] に引いた直線の勾配から逐次的に求められていく。たとえば，いま原点と（ゾメ1)を結 

ベば p i l p zという勾配が決まるから，出発点のP iの値から仍の値が決まり，つぎに [ゲ，z 2]から 

仍か3 という勾配が決められると，仍の値が決まるといった具合である。こうして均衡価格の列 

\_Pl,P2, P3,.......，Pt, Pt + l ,  ] か生成されていくのである。

本稿の見地からここで注目しておかねばならないのは， 目下の場合これらの均衡のすべてがノ、°レ 

一ト最適になるとはかぎらないという事実である。第3 .4図 で 1)から始まる均衡の 

列やそれらの収束先であるアウタルキー恒常状態は，すべて m!p产 z ( l , 1) をもつ名目的恒常状態
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に対してパレートの意味で劣位に立ち， したがってハ。レート最適にはなりえない。つまり世代0 の 

個人は縦軸上で2(1，1 )から下に向かうほど，また世代1 以降の個人は [2 /(1 ,1 ),z ( l , 1)]から原点の 

アウタルキー状態に近づくほど，状況が悪化するのである。では [ y ( l，l )，2 ( l，l )]そのものがパレ 

ート最適になるかといえば，図による考察だけからは，上記の他の均衡より八レートの意味で優越 

するということはいえても， まだパレート最適そのものになるかどうかは定かではない。 しかし， 

この段階までの議論に限るとしても，重複世代モデルの場合はパレート最適にはなりえない均衡が 

あることだけは，すでに明らかになったといってよいであろう。

実はこの種の均衡がパレート最適になるかならないかを立証する手段としては，かつてバラスコ 

= シヱルが開発したはなはだ便利な判別条件があり，それによれば一般に均衡価格べクトル趴に

つ い て ||A | = (P '<P<)如とするとき，1 / |仍 | |の / に関する無限和 s r i / l b l l が⑵となることが，ノ、。レ
( 1 3 )

ート最適となるための必要十分条件であることが示されている。 目下の場合，趴 は 1 次元である 

から，11仍1 う) "̂=:仍となり，上 s己の無限和は単純に

| 1士==士+女+女+… …

という形をとる。するとこの条件を利用すれば， ^ ^ = 2 ( 1 , 1 ) をもつ名目的恒常状態は事実かな 

らずパレート最適となることがただちに知られ， またアウタルキー恒常状態はパレート最適にはな 

りえないことも容易に分かる。 というのは，前者については0 = 1 であるところから，すべての / 

に つ い て と な り ， したがって

2  丄 = 丄 (1 +  1 +  1 +  …… ) =  CX3, 
t = i P t  P

また後者については j 3 > i , そしてP t= n であるところから

魚ト含(1+| +* +……)=i ^ r <co
となるからである。一方，同じ条件を適用することにより，0くmか 之 (1，1 )から出発して 0 > 1  

のアウタルキー恒常状態に収束していく均衡の列もまたパレート最適にはならないことを示しうる 

が，この点についてはのちに一般的な多数財ケースをとり扱うさいに一括して論じるのが便利であ 

ろう。

(13) Y. Balasko and K. Shell，“The Overlapping-Lrenerations Model I : The Case of Pure Exchange 
W ithout Money”，Journal of  Economic Theory, December 1980, p. 297 参照。

なお J. L. Burke, “Inactive T ransfer Policies and Efficiency in General Overlapping- 
Generations Economies”，/ ■ ，廳 / of  Mathematical Economics, V o l.16, N o .16 では，エ̂丨丨仍丨卜ニ 

① に 代 え て が 叫 :r 1̂ ⑵がそのための必十条件になることが示されている。この論文のp. 214 
参照。
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第3 . 6図

ところで以上の考察では， もっばらm > 0 の名目的恒常状態が成立する場合について述べてきた 

が，前にも触れたように，w <  0 の名目的恒常状態が成立する場合ももちろん可能である。つまり 

そのような場合には，各世代の個人は若年期に借り越してその期の賦存量が与えうるより多くの消 

費をし，反面老年期になってからの余剰をもって次期若年者の同様な消費超過分を賄うのである。 

第3 .5図と第3 .6図は，第3 .2図，第3 .4図と対照的に，この種の事態が生じる場?合を描いたものであ
( 14 )

る。ここでも名目的ならびに実質的な2 個の恒常状態が存在するが，前者は第2 象限にあり，また

( 1 4 ) 第3 .2図のケースと第3 .5図のケースは，ゲイルによってそれぞれサミュエルソンのケースと古典 

派 （とりわけフイッシャー）のケースと呼ばれたものに対応している。Gale, op, cit., p p . 15- 16参
照。
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縦軸上で0 を下回る，から出発して前者に収束していく非恒常的な均衡経路がある。

こんどの場合は前の場合とは違って， 1 )の名目的恒常状態 [ y ( l，1)，z { \ , 1 ) ]が m /仍く 

0 をもつ他の均衡やアウタルキー恒常均衡にパレートの意味で■ ると主張することはできない。 と 

いうのは，世代 1，2 , …… の個人にとっては右下方の均衡に移るほうがより望ましく，原点のアウ 

タルキ一恒常均衡に近づくのはより不利な事態となろうが，他方世代 0 の個人にとっては第3 .4図 

の場合とは裏腹に，アウ夕ルキー状態に近づくほうが事態をより有利化することになるからである。 

事実こんどの場合，アウタルキー恒常状態では前とは逆に /?< 1 したがって1が > 1 となっており， 

前記のパ' ラスコ= シヱルの条件

P i  P2 P3

が満たされるから，それはパレート最適である。また同様な論法で，w /p K O の初期点から出発し 

て " = 1 の恒常均衡に収束する均衡の列もパレート最適となることを示すことができる。が，後者 

の点についてはやはりのちに一般的な多数財ケースをとり扱うさいに，まとめてとり上げることに 

しょう。

こうして重複世代モデルにおいては，名目的恒常状態はつねにパレート最適になるとしても，実 

質的恒常状態ならびにそれに収束する非恒常的な均衡の列は，パレート最適になる場合もあればな 

らない場合もありうる。各主体の行動の合理性や競争•情報の完全性など標準的な仮定をことごと 

く満たしているにもかかわらず，なおすベての均衡がパレート最適になるとはかぎらないという事 

実は，このモデルが前稿のモデルに対してもつ際立った特異性を示すものといわなければならない。

一方，それぞれの均衡がほとんどすベての場合孤立点になっているという前稿モデルのもう 一^3 

の特徴について比較してみても， 目下の重複世代モデルはやはりそうした性質をもち合わせないと 

いう特異性をもつ。第3 .4図や第3 .6図において，そこでの， =  w / a 妾0 に限りなく近い点から出発 

した場合も，同様に当該の恒常状態に収束する別個の均衡の列が見出され，それらを互いに相距て 

ることができないという意味で，このモデルには連続体をなす均衡の集合が存在しうるのである。

この点もまた重複世代モデルがもつ異例な特性の一 3̂ に数えられるべきものであろう。

単純モデルによる予備的な考察を離れる前に，この種のモデルに限ってさえ均衡のありには上 

掲のパターンでは尽くしえぬきわめて多種多様なヴァラエティ一があることに言及しておこう。第 

3 _ 4図や第3 .6図に図示された事例ではオファー . カーブが全長にわたって右下がりであり，これは 

t 期の現在財の価格 p t が将来財の価格仍 +1に対して下落した場合，y ( p t , p t+i ) が増大し z 、p t, 

A + i)が減少すること，換言すれば現在財と将来財とのあいだにつねに粗代替財の関係があること 

を意味するものである。 もしそのような関係がかならずしも満たされず，粗補完財の存在をも無視 

しえないとすれば，オファー•カーブは第3 .7図に描かれているように，ある点から反転して右上が 

りになることができ，新しい事態が発生する。すなわちこの場合，一つには 2(1，1) の十分近傍か
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第3 . 7図

ら出発するかぎりは，振動しながら恒常状態 [夕(1，1 ) ,z ( l , 1)]に近づいていく均衡経路が存在しう 

る。ただし，そのような収束が生じるためには， [ y ( l，l )メ  (1，1 ) ]でのオファー • カーブの勾配が1 

よりも小でなくてはならない。 またもう一"つには，同じ y の値に対して2 個の 2 の値が対応し， 

したがってZ から引いた水平線が勾配_ 1 の直線と交わる点で上下への分岐が生じる可能性もあ 

る。その場合にはいずれの2 を選ぶかによって，上記の振動経路のほかにアウタルキー恒常均衡 

に向かって収束する均衡経路もまた同時に存在しうるのである。

さらにこの種の事例は， どんな恒常状態にも収束しない均衡の列をもつ可能性をも含んでいる。 

たとえば第3 .8図に示したような事態では，，から出発する均衡経路はU Q，z l), (z°, Z1) , …… そし 

て （ゲ，ゲ)，（ゲ，デ)，…… という2 期を周期とする循環運動を永久に繰り返す。そこでは

第3 . 8図
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第3 .9図

[y(pi,  P2), z ( p h p z ) ] = [ - z { p i ,  pz), - y { p i ,  P2)]

となっており，（巩，p2, Pu Pz ,……）が均衡価格の列となる。 また同様に第3 . 9図には周期5 の循環均

衡解の存在する場合が描かれている。

この線に沿ってさらにさまざまな可能性を詮索していけば，出発点の位置やオファー.カーブの

形状いかんによっては， どんな長さの周期解をも反復しないで，いつまでも過去とは違った不規則

変動を続けていくような均衡解の存在もまた排除できないことが推測されよう。重複世代モデルに
( 15 )

極限循環解がありうることをはじめて指摘したのはゲイルであつたが，さらに進んでカオス的変動
( 1 6 )

解が存在しうる可能性をも明らかにしたのはベンハビブ= デイであった。そしてこれらの発見の上

に立って，グランモンがシャルコフスキ一の定理にもとづきいわゆる内生的景気変動理論を提唱
( 17 )

したことは，今日ではよく知られたところである。

が，これらの進展を概観するのは本稿の主題ではないから，ここでこれ以上その方向に立ち入る 

のは差し控えることにしよう。 目下の場合注目しておくべきは，これらの均衡解のパターンが初期 

条件やファンダメンタルスの微小な変イ匕に対してもきわめて敏感に反応し，大きくその性格を変え 

ることである。前稿のモデルでは，ほとんどすべての経済において，均衡が与件の変イ匕に対して連 

続的に反応すること， したがって与件の変化が微小なものであれば，均衡点の数やそのパターンは

(15) Gale, op. cit., pp. 22-23.
(16) J. Benhabib and R. H. Day, “A Characterization of Erratic Dynamics in the Overlapping 

Generations Model”，Journal of  Economic Dynamics and Control, V o l.4,1982, pp. 37—55.
(17) J. M. Grandmont, “On Endogenous Competitive Business Cycles”，Econometrica, September 

1985.
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変化しないことが結論された。これに対して重複世代モデルではそのような帰結は成立せず，カオ 

ス文献でしばしば「バタフライ効果」 と呼称されるたぐいの複雑な現象を排除しえないのである。

4

ここで本来の各期の財が I 種類，各世代の個人がn 人の多数財 • 多数主体モデルに戻り，前節の 

特殊事例について得られた諸帰結が果たして一般モデルにも妥当するものであるかどうかを検討す 

る作業にとりかかりたい。

まずは恒常状態の存在を確かめることから始めるが，結論をさきにいえば多数財-多数主体モデ 

ルの場合も単純モデルの場合と同樣名目的恒常状態と実質的恒常状態の両者がいずれもかならず 

存在する。ただしそれらはもはや一意的であるとはかぎらず，一般には複数個になることも可能で

あり，実はほとんどの場合その個数は奇数個になる。これらの，主張の証明はキーホー= レヴァ
( 18 )

インに見出されるが，それは定石の不動点定理にもとづくばかりでなく， クーン = タッカーの定理

の巧妙な適用をも含み，概要を摘記しておくに値するものである。
( 19 )

まず名目的恒常状態の場合から始めるとして， e を / 個の 1 から成る列ベクトルとし，So={p€E 

R L\p'e =  \, p h^ } ,  =  =  P h ^ e ) ,  £ > 0 と定義する。すると境界条件により，p レ— p,

のときには e '(2 (p , jD) +  y (p，p)) —> o o となるから，ある a を定めて，すべての p e  

5 0\ 5 £に対し e'U C p，p)  + y(p,  p ) ) > a となるように十分小さく e を選ぶことができる。

£ < 1 / /とすれば，& は明らかに非空， コンパクトかつ凸の集合となる。そ こ で 任 意 の に  

ついて，/ ( P ) をユークリッドの距離の意味でp +  2 (p，p)  +  y ( p , p) に も っ と も 近 い のべクトルと 

定義する（第4 .1図参照)。そのような写像 / ( p ) は当然連続であるから，ブラウワーの不動点定理に 

よって，それには不動点p = / ( p ) が存在する。

ところで/ ( p ) はそのつくり方から， ど の に お い て も つ ぎ の 最 小 化 問 題

M inim ize ~?r\\f ~ P ~ z ( p , p ) ~ y { p ,  p ) f

sub jec t f l e e ,  f ' e  =  \

の解になっている。よって

L = y \ \ / - P ~ z {p , p)  — y{p,  p )||2 +  A i { e e - f )  + A2{ f re —1)

(18) Kehoe and Levine, “Regularity in Overlapping Generations Exchange Economies”, pp. 73-77 参 

照。

(19) op. cit., pp. 73-74, Proposition 3, 2.
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Pi

を f について微分すれば， クーン = タッカーの定理から

f - p - z ( p ,  p ) - y { p ,  p ) - A i JrA2e ^

<se—/ ^ O ,  / ’e —1 2 0  

f X f - p ~ z ( p , p ) - y ( p ,  p )— ん +  んe ) = 0  

( e e —f y A i ^ Q ,  ( / 'e  —1)メ2=0

for som e A \ ^ R l+, A2̂ R

となり， しかもp したがって / は厳密に正であるから，上記の第一の式は等式

f - p - z ( p ,  p ) ~ y { p , p ) - A i  + A2e ^ { )

で成立する。そこでこの式に左から（p —沈 )，を掛け，不動点では / であること， またがU (p， 

p)  + y{ p , p ) )  =  ̂ であること， （p —e e ) 'ん= 0 であること，そして e e 'e  =  e ( l  +  l  + …… +  l)  =  / e であ 

ることを考慮して，整頓すれば

(1 —le)A2= ~  e e ’(z(p,  p)  + y{p,  p))

となる。つぎにやはり前と同じ式に左からダを掛け，ふたたび / = p であること，が0 ( p ，p) 

+ y(P,  p )) =  0 であること，そしてp 'e  =  l であることを考慮すれば

A i ^ p rA\

となる。

ここで，も し す な わ ち 不 動 点 が の 境 界 点 に き た と す れ ば ，ある h についてはp h =  e
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ということになり， しかも e は十分小さく選んでいるから，その p については e ’(z(D，p) + y(p,  

j 9 ) ) > a の条件を使うことができる。そこでその両辺にe を掛けて

£ e \ z ( p ,  p)  +  y{p, p))  >  ea

とし，これを前のパラグラフで導いた式に用いれば

{l — le)A2< — ea

となって，

0 >  — £ ^ > (1  —fe)ス2 = (1 — le)p’入1 ̂  0 

という矛盾が生じることになる。よって不動点のp はの内点になっているのでなくてはならな

い。

これはどの /?についてもp h > s となっていることを意味しており， したがってp = / > e e すな 

わち e e —/ < 0 となる。よってクーン= タッカー条件（汉一ハ ’んニ!)からん= 0 となり，前記の帰 

結ス2 = P /llからス2 = 0 となる。ゆえにさきに導いた

f - p - z ( p ,  p ) - y { p ,  p j - / l i  +  /l2e = 0

は

z { p , p ) Jr y { p , p ) = ^

にひとしく，不動点P は名目的恒常均衡の条件を満たしていることが明らかこなった。
(2 0) 、 

つぎに実質的恒常状態の存在証明に移る。前の場合に準じて，ある》〉0 を定めれば，D E S 0\ S e

のようなすべてのA そしてすベての /?> 0 に対して e '(2 (p，如 ）+  y (p，如 )）> ( 2 となるように，十

分小さく e > 0 を選ぶことができる。事実もしそうすることができず，ダ — のとき

e i z ( p u, ^ p ^  + pip",  Hup v) ) ^ a となるような点列（グ，r ) e S 0x i ? ++がとれたとすれば，そのよ

うな（p ' y T ) につ い て は （イ）（p ' / T ) の部分列で ; ^ もまた収束するものがあるか，あるいは

(ロ） / T が発散するもの，すなわち 1 / /T が収束するものがあるか，のいずれかである。 ところが

(イ）であれば， が の 境 界 に 収 束 す る点列となるから，背理法の仮定に矛盾する。

ま た （ロ）であったとしても，同様に（( l / / T ) p ' ; Z ) がそのような点列となるから，やはり背理法

の仮定に矛盾する。ゆえに恒常状態（P，如）があるとすれば，そ の ど れ も が か な ら ず と な る

P をもつように£ がとれるのでなくてはならない。

(20) op. cit” p. 75, Proposition 3, 3.
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と こ ろ で い ま の よ う な 任 意 の p に つ い て 沪 — 0 と す れ ば ， か な ら ず が 之 (凡 /T p )  — oo 

と な る の で な く て は な ら な い 。 事 実 『 p —  Q と な れ ば ， 境 界 条 件 か ら 丨 |?/09，ガ > ) メ (凡 0 4 ) 1 丨4 の  

と な る か ら y ( p ，y?k) ,  2 ( p ， の 少 な く と も 一 つ の 座 標 が o o に 発 散 す る の で な く て は な ら ず ， p 

e S e で あ る と こ ろ か ら そ の 成 分 は す ベ て 正 で あ る か ら ， 結 局 p'  y { p，0 up), p rz{p,  !Svp ) の い ず れ か  

が COに 発 散 し な け れ ば な ら な い こ と に な る 。 ゆ え に ， も し 所 望 の 結 論 に 反 し て ；/ 之(凡 / T p ) — ⑴  

に な ら な か っ た と す れ ば ， D，y ( p ， と な る ほ か は な い 。 と こ ろ が ワ ル ラ ス の 法 則 か ら  

Pry(p,  ^ up) + I3vp rz{p,  /?vp )  =  0 , し た が っ て ぼ 、p ’y ( j ) ,『 p ' + p ’z i j )，/ 9 »  =  0 で あ る と こ ろ か ら ， 

上 記 の よ う に p ，y ( p , ^ に な れ ば （l /『 )P，y (P，『 め —  し た が っ て p ' z i p j p ) —  - c o  

と な ら ね ば な ら な い が ， で 之 が 下 か ら 有 界 で あ る こ と を 考 え れ ば ， こ れ は 不 可 能 で あ る 。 よ 

っ て ガ " — 0 で あ れ ば ； ⑴ と な ら ざ る を え な い の で あ る 。

他 方 ま た 同 様 に ， ， 一 … と す れ ば ， か な ら ず ⑴ と な る の で な く て は な ら な  

い 。 こ の 場 合 も 論 法 は 前 と ま っ た く 同 じ で ， p ' y ( ( l ， )凡 J9) — ⑴ に な ら な か っ た と す れ ば  

p ' z i i l l ^ p ,  p)  0 3 と な ら ね ば な ら な い が ， す る と ワ ル ラ ス 法 則 p ’ y  ( 0 J『 )p ，p)  + 『 p ’ z ( { l此 )p , 

p )  =  0 か ら p ’y ( ( l / / ^ ) p ，p )  — — o o と な る ほ か は な く ， こ れ も ま た . vが 下 か ら 有 界 で あ る こ と を 考  

え れ ば 不 可 能 で あ る 。

上 記 の 議 論 は ， 一 方 で は の ど ん な p に つ い て も あ る 这 ( p ) が 存 在 し て ， が p ) の よ う  

な す べ て の 0 に つ い て が 2 (見 如 ）> 0 あ る い は 同 じ こ と で あ る が —p ，y ( p M > 0 と な る こ と ， ま 

た 他 方 で は 同 じ く  の ど ん な p に つ い て も あ る J ( p ) が 存 在 し て ， パ 2 歹 ( p ) の よ う な す べ て

の / ? に つ い て  一p ’y ( p ，如 ）く Q と な る こ と を 意 味 し て い る 。 そ し て は コ ン ハ 。ク ト で あ る か ら ， 

あ ら た め て m i n 占 0 ? ) = 占 ，m a x / ? G o ) = と お け ば ， 結 局 わ れ わ れ は

- p ry(p,  /3p)>0 i ,  \ / p ^ S e

- p ry(p,  y5p)<0

と い う 帰 結 を 得 た こ と に な る 。 実 質 的 恒 常 状 態 は 一 ; / 如 ) = 0 を 条 件 と し て い る か ら ， こ の 帰  

結 か ら " に つ い て は 区 を 下 限 と し 豆 を 上 限 と す る 閉 区 間 を 考 え れ ば 事 足 り る こ と が 知 ら れ た わ け  

で あ る 。

さ て そ の よ う に 么 及 を 定 め て ， & X [ 反 刃 と い う 集 合 を 考 え る こ と に す る 。 そ れ が 非 空 ， コ 

ン パ ク ト か つ 凸 の 集 合 に な る こ と は い う ま で も な い 。 そ こ で こ の 集 合 に 属 す る 点 か ら そ れ 自 体 の 点  

へ の 写 像 / ( P , / ? ) を 考 え て ， そ れ を 前 の 場 合 に な ぞ ら え

[ P 十 ( / 一 e p ' ) u ( p ,  ^p)  + y { p ,如 ))，̂ - p ry{p,  /3p)]

か ら 最 短 距 離 に あ る [ 反 及 ] の べ ク ト ル と 定 義 す る 。 こ こ で ゅ ，は （凡 仍 ，… …，仍 ） を 各 行 と す  

る / X / の 行 列 で あ る 。 / ( 仏 め は 明 ら か に 連 続 で あ る か ら ， ふ た た び ブ ラ ウ ワ ー の 定 理 に よ り ， そ
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れには不動点が存在することになる。

前の場合と同様，f ( p ,  0)  =  ( fp(p, 0 )，M p ,  0 )、はどの {p, / 3 ) ^ S e X [ i ,  p ] においてもつぎの最小 

化問題

M i n i m i z e  + | [ / p — p  — ( /  — e p O U G ? ，P p )  +  y ( p ,  I3p)), f n ~ ^ — p ' y i p , 如 ) ] | |2 

s u b j e c t  t , o  f p ^ e e ,  f P e  = 1 , P

の解となっている。するとふたたびクーン= タッカーの定理によって，写像 / (P，めの不動点，す 

なb ち（p , め = 八p ，0 ) となる (p, /3) においては

— ( /  — ゅ ’ ) U ( p ，/ 3 p ) - \ ~ y ( p ,如 ) ) — ん + ス2 e = 0  

~ p ' y { p , 如 ) +  ん 一 / U = 0  

( £ e —pYAi =  0, (p 'e  —1)/12= 0  

( 厶 — 占)ス3 =  0 ,  ス4 =  0

f o r  s o m e  A 2 ^ R , ん ，A 4 ^ R +

という条件が満たされることになり， 厶< /?く及であるところから，ス3 = ふ==0である。また名目 

的恒常状態の存在証明の場合と同様な推論を用いることによりん= 0 となるから，ん= 0 にもなる。 

よって上記の式から

( I  —  e p ’、( z ( p ,  ^ p )  +  y ( p ,  0 p ) )  =  O  

- p ' y i . p ,如 ) = 0

となり， —p 'y i j )，如 ) = 0 はがz ( p，如 ) = 0 をも意味するから，

z{p,  I3p) + y ( p，Pp)=0

となって，不動点は実質的恒常状態の条件をすべて満たしていることが知られるのである。

以上で一般的なモデルの場合も名目的恒常状態ならびに実質的恒常状態がそれぞれたしかに存在

することが示されたが，さらに経済が正則であることを仮定すれば，それらの恒常状態は名目的，
(2 1)

実質的いずれの場合もそれぞれ奇数個になると主張することができる。まず名目的恒常状態の場合 

については，均衡条件

z (p , p)  + y(p,

の z の最初のp に関する偏導関数の行列をL h z , 第二の p に関する偏導関数の行列をZ)2z のよう

( 2 1 ) 以下の議論についてはKehoe and Levine, op. cit., p. 7 4およびpp. 76-77参照。
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に書くことにして，正則性の仮定を

A. 5 どの名目的恒常均衡（p ，p ) においても

Diz(p,  p ) + D 2z(p,  p ) Jr D xy{p,  p ) Jr D 2y(p,  p)

は階数 / —1 をもつ。

の形で課することにしよう。いまこれらの行列の各要素を当該の恒常状態において評価し

て J  = 认 2 + D2z  + L \ y  + D2y とし，それから第1 行，第 1 列をとり去った（/ —l ) x ( /  —1)の行列を

アと記して，行 列 式 |一ア| を考えたときに， | —ア| > 0 なら index ( p ) =  +  l ， ま た 卜 7 1 < 0 なら 

/  、 (22) 
index ( p ) =  —1 のよつにp に指数をつけるとすれば，ポアンカレ= ホップの指数定理によってす

ベての名目的恒常状態p に関するそれらの総和2  index ( p ) はかならず + 1 になる。よって名目

的恒常状態の個数は奇数個にしかなれないことが知られる。

他方，実質的恒常状態の場合は，均衡条件が

( I - e p % z ( p ,  M  + y{p,  /3p))=0  

~ p ry{p,  ySp) =  0

となるので多少手が混むが，やはりA. 5 に準ずる正則性の仮定 

A. 6 どの実質的恒常状態（p ,如）においても

( /  — epr) {D iz + 日D2z + D 'y  +  ^ D 2y) ( I  — ep’、(D2z + D2y)p

_ — y r—p \ D i y  +  ^ D 2y)  — p r D2yp  _

は階数 / をもつ。

を課すならば，前と同様，上記の行列から第1 行，第 1 列を除いた行列に負の符号をつけた行列の 

行列式が > 0 なら index ( p ,バ) = + 1 ， < 0 なら index (p，パ) = —1 とすることによって，すべての 

実質的恒常状態（p ，パ）に関するそれらの総和2  index ( p ,め は + 1 になると主張できる。つまり 

実質的恒常状態の個数もまた奇数個となるほかないのである。

こうして仮定A. 4 〜A. 6 の下では恒常状態はつねに奇数個の孤立点から成ることが知られ，そ 

の限りではこれらは前稿モデルの均衡と似通った性質をもつということができよう。たとえばそれ

らは初期賦存量のような与件の変化に対して連続的に変化し，その個数を変えることはない。 しか
(23 )

もキーホー = レヴアインが詳述しているように，上記正則性の条件を満たす経済は全経済の集合の

(22) John W. Milnor, Topology from  the Differentiable Viewpoint, 1965, pp. 35-41，蟹江幸博訳『微分 

トポロジー講義』，1998, pp. 51-59。
(23) Kehoe and Levine, op. cit., p. 74 および p. 76。
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なかで開稠密な部分集合を形成するから，上述の諸性質はn e g lig ib leな例外を除いてほとんどすべ 

ての経済に妥当すると考えてよいのである。

ただこれらの恒常状態がパレート最適性を満たすかどうかという点になると，前稿の場合とは話 

が違ってくる。前節でも援用したバラスコ= シヱルの判別条件をふたたび適用することにすれば， 

名目的恒常状態の場合は / ? であるから，すべての / について仍= a したがって

S W = M ( 1 + 1 + 1 + ……卜

となり，それはかならずパレート最適となる。 ところが実質的恒常状態の場合は一般にであ 

り， したがって；5 が 1 より大であるか小であるかに応じて

子 1 _  1 n  , 1 , 1 , 、{く00 if バ〉1

S ¥ J = ¥ F ( 1 + T + ^ + ……り か  if 日<1

となるから， / 3 < 1 の実質的恒常状態はパレート最適となるが， / 3 > 1のそれはパレート最適とはな 

らない。 目下のモデルではそのいずれの場合も可能であるから，この事情からして重複世代モデル 

はパレート最適ではない均衡を排除しえないことになるのである。

以上までの議論をひとまず要約すれば，つぎのとおりになる。

定理 1 仮定 A . 1 ~  A. 3 の下では， どの経済にも名目的恒常状態と実質的恒常状態の両 

者が存在する。また加えて仮定A. 4 〜A. 6 もが満たされる場合には，それらは奇数個の孤 

立点となり，与件の変化とともに連続的に変化する。さらにそれらのうち /?S 1 をもつ恒常 

状態はパレート最適となるが，；5 > 1 をもつ恒常状態はパレート最適とはならない。

5

では一方，恒常状態ではない均衡の列についてはどれだけのことが主張できるであろうか。以下 

この問題について検討を加えていくことにするが，それにはまず一，ニの留意点がある。一つには， 

すでに単純モデルの段階で指摘したように，場合によっては解経路が初期賦存量の制約に阻まれて 

自己を継続していけなくなる事態が生じうる（第3.4図でパ1，1 )より大きい，==m7Aから出発する場 

合)。条 件 （2 . 4 ) が （仍- し仍）に対してつねにつぎの仍+1を与えつづけることができ， したがって 

均衡経路が得られるためには，そうした事態は避けられねばならないであろう。またもう一つには， 

所与の（仍- i，仍）に対して1 個よりも多い趴+1が対応する場合があり（第3 .7図に示されている場合)， 

そのような場合も一意の解経路をk e e p していくことができないから，これまた避けてすますのが 

望ましいであろう。

そこでこれらの事情を勘案しつつ， しかも所期の分析目的を全うしようとすれば，一つの活路と
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してつぎのような便法をとることが考えられる。すなわちさしあたっては仍+1に関する y 、p t， 

P t  + l ) の偏導関数から成る行列が非特異な恒常状態，つまり所与の ( P トh P t ) に対して z ( p t - u  p t ) 

+ y{ p t , • ) が逆関数をもちうる恒常状態を選び，そこを拠点としてその近傍に考察を限定するとい 

うのがそれである。そうすれば陰関数の定理により（仍ベ，仍）の関数として仍+1がかならず一意に 

求められるから，所望の解経路を確定することができ，その挙動なかんずくそれが当該の恒常状態 

に収束するかどうかを検討する途が開かれるのである。 もちろんそのようなアプローチはある種の 

興味ある均衡パターンを視野の外におくことになるから，過度に保守的であると思われるかもしれ 

ない。 しかし，ここでの狙い目がパレート最適ではない均衡や不確定的は均衡の可能性を示すこと 

に求められるのであれば，それはそれとして当面の目論見には叶うのである。

よって以下ではしばらくそのような構想にもとづいて行論を進めることにし，上記の条件を満た 

す恒常状態（P，如）を中心として均衡条件（2 .4 ) を

Diz{p t -i  — ̂ t~1p) + (D2z  + — ̂ p )  +  ̂ ~ lD2y{ p t+\ — !3t+lp)  =  ̂  (5.1)

(2 4 )

のような形に線形化することを考えよう。ここでの偏導関数がすべて当該の (D，M において評価 

されたものであることはいうまでもない。さて2, y が （P，如）に関して0 次同次であること， した 

がってオイラーの定理により

Diz/3ト1 p + DzZ^  >  =  0

Diy がp + D2yぼ+1 p =0  

が成り立つことを考えれば， （5 .1) はさらに

D iz p t-i + (D2z  + /3~lD iy ) p t + ̂ ~ 1D2ypt+i =  0 (5.2)

のように書き換えることができる。以下では，われわれはこの式を原モデルのよき近似とみなして 

考察を進めていく立場をとる。

ここで前述の方針にしたがい，

A. 7 D2y はどの恒常均衡 ( p，/ 3p)においても非特異である。

という正則性の仮定を明示的に導入するとしよう。A. 7 を前提とすることで， （5_2) ( i  ( p t - h pt) 

に対して一意的に仍+1を定める2 階の線形定差方程式システムとみなせることになる。この仮定 

に よ り の 存 在 が 保 証 さ れ る の で ，この式に左から阳 2yイ を掛け，

バ —1 +  十バ_1DlV)仍 +  か<+ 1=0

(24) 以下の分析については Kehoe and Levine, “Comparative S tatics”，pp. 441-442，ditto, “Overlap- 
ping Generations Economies”，pp. 79-86 に負つ。
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すなわち

を得る。そこでこれを

と連立させて

P t + i = — ^ y ^ D i z p t - i - D 2y ~ K 0 D 2z + D i y ) p t

p t =  Qpt 一 i + Ipt

P t

_pt+l_ ^Di y~ lD \z  — D2y ~ \ P D 2z + D i p )

P t - i  

P t  .

と書き，

Qt  = {pt, P t + i )

G
I

とおけば， (5 .2) は結局

^ D 2y~lDiZ -  D2y ~ \ p D 2z  + D i y )

qt =  Gqt (5.3)

という1 階の線形定差方程式システムに転換される。以下の行論では， しばらくこの式が均衡価格 

の時間的経路を検討する上での基本方程式となる。

ここで恒常状態 (p, /3p)についてふたたび 0 次同次性からD lZp  + 阳 2zd=ニQすなわち D lZp = 

- /3D2z p となること， ま た +  すなわちA 仰 = — 卯となることを考慮すれば

—D 2y~1Dizp  — D2y  ~1{^D2z + D i y ) p  = 陶

となるので， <? =  (p，你 ）とすれば

Gg = l3q

となることが容易に確かめられる。すなわちG は / ? にひとしい固有根をもち，g がその固有べク 

トルとなることが知られるのである。他方またワルラス法則から

pX D iy  + D2y  +  BDiZ +  BD2z)  =  0，

よって
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p% — /3Diz— /3D2z  — D i y ) = p ,D2y

となり，そこでこれを用いて計算すれば

p r[ — PDiz D2y ] G = p ,[ — ^ D iz  D2y]

となるから， G は 1 にひとしい固有根をももつことがやはり容易に知られよう。

以 下 G については，さらに 

A. 8 G は非特異で，その固有根として別根をもち，かつそれらが同じ絶対値をもつのは共 

役の場合に限る。

という仮定を設け，A. 4 〜A. 6 のほかにA. 7 ，A. 8 をも満たすような経済を正則な経済と考え 

ていくことにする。

さて上記の推論で恒常状態c =  / 3p)は G の固有根バの固有べクトルとなっていることが分か

ったが，いま G を写像と考えると， =  であることから，g の像は汝となり，逐 次 ら 处 ， 

ダの…… となっていく。 したがって文字どおり恒常状態を不動点とみなすためには，G の代わり 

に （1 //5 )G という写像を考え， ( 5 . 3 ) の代わりに，

Qt—~j^Gqt-i (5.4)

という定差方程式システムを考えてみるのが便利である。そうすれば恒常均衡価格べクトノレg は 

写像（1/；5 ) G の不動点であり，qt <n q への収束を考える上では，（1 //3 )G の固有根でその絶対値が 

1 より小さいもの，すなわち単位円の内側に入るものに注目すればよいことになる。仮定 A. 8 に 

より固有根の総数は2 /個あり，以下ではそれらのうち絶対値が1 より小さいものの個数を/s個と 

して示すことにする。するとこれはもとのG に戻していえば，絶対値がより小さい固有根の個 

数がん個であることに対応する。

す る と （5 .3 ) が安定性

Qt  _  Q

把  lld l —w

を満たす解をもつためには，それら/s個の固有根の，a2, ……，a l s とその固有べクトルVh V2,……， 

叫が生かされ他が消されるように初期条件が選ばれるのでなくてはならない。そこでそのような 

初期条件 di =  (ph p2) の集合を Fs と書くことにすれば， Fs は vh v2, …… ，v l s と g によって張られ

る /s +  l 次兀の部分空間{ciZA +  C2y 2 + ........ +  <̂ sẐ s+<^s+i<3(|(C'i,C2,........ , Qs+i) G i? ’s+1} となる。その

次元が /s より 1 個増えて /S + 1 となっているのは，のが安定性を満たす初期条件であれば， 0 次 

同次性からすべての古 0 について沒仍もまたそのような初期条件となるからである。

他方，前記の仮定A. 7 の下では陰関数の定理により均衡条件（2 . 4 ) を恒常状態g の近傍で解
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くことができ， を含む開錐C c i ? 2A について定義された非線形定差方程式システムの= 总(のべ） 

を得ることができる。そこでこのシステムについて， （5 . 3 ) の場合に準じ安定性 lim み/1の|1= 

ql\\q\\を満たすような初期条件もの集合を取とすれば， 取 は Fs と同じム+ 1 次元をもつ多様体 

となっており，D g ( Q ) = G となるところからそれはq において Fs にひとしい接空間をもつ。換言 

すれば， Fs は ！̂ に対する最善の線形近似となっている。このことからわれわれはの近傍にお 

い て （5 . 2 ) を （2 . 4 ) への線形近似とみなし，前者の解をあたかも後者の解であるかのごとくにみ 

なしていくことを正当づけられるのである。

上に述べた帰結はとりわけ仮定A. 7 およびA. 8 の下で導かれたものであるから，すべて正則

な経済においてのみ成り立つと考えねばならない。しかし，キーホー= レヴァインが詳しく論じて
(2 5 )

いるように，これらの仮定は実のところほとんどすべての経済について満たされると考えてよい。 

つまりより精確にいえば，正則な経済はその十分近傍にある経済がやはりすベて正則な経済であり， 

またどんな経済を考えてもそのすぐ近傍にかならず正則な経済が見出されるという意味において，

全経済の空間のなかで開稠密な部分集合をなしているのである。が，この点をめぐっては，本稿で 

はその数理に詳しく立ち入る余裕がないので，興味ある読者は注記した論文の該当箇所を参照され 

たい。

以上を要するに，われわれが対象としている経済の集合は，その空間内で開稠密となっている正 

則経済の集合をもち，後者に属する経済はそのどれもが奇数個の名目的恒常状態ならびに実質的恒 

常状態をもっている。そのような各恒常状態（仏幻には，それぞれそこで評価された超過需要関 

数の偏導関数から成る行列G が対応しており，それらのG はすべて /3 にひとしい固有根，そして 

師 1 の場合は " のほか 1 にひとしい固有根をもっていること，また /5 には q にひとしい固有べク 

トルが対応すること，が知られている。 しかし，固有根の集合については，それらが知られている 

ことのすべてであり，それを越える情報はいっさい存在していない。つまりわれわれの経済は，上 

記の事実以外に固有根の集合に対して何らかの制約を課しうる根拠をまったく持ち合わせていない 

のである。

上記の論脈のなかには，経済とりわけ正則経済を定義するファンダメンタルな与件（効用関数や 

初期賦存量ベクトル）の集合ないしはそれらから導かれる超過需要関数の集合から，それらが含む 

それぞれの恒常状態で評価された超過需要関数のヤコービ行列の集合へ，さらにはそのような超過 

需要関数のヤコービ行列の集合から，それらに対応するG の固有根の集合へ， といういくつかの 

対応関係が含まれており，それらを合成すれば，起点である経済の集合と終点である固有根の集合 

とを閨係づける一つの大きな写像が存在していることになる。すると当面の仮定と既知の情報制約 

の下では，この合成写像は結局上への連続な開写像となっていることが示されるのである。この主

(25) Kehoe and Levine, “Overlapping venerations Economies’’，p p .，2- 84.
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一 一 (26)
張の詳細厳密な証明もまたキーホー= レヴァインの所論中に見出されるが， ここでそれを首尾一貫

した形で総合再述するのはそれ自体が1 個の論文に匹敵する大仕事となるので，都合上割愛せざる

をえない。以下ではその事実を前提とした上で，何がいえるかという考察にもっぱら限定して進む

ことにしたい。

そこで前期のとり決めにしたがい日より絶対値の小さい固有根の個数を /s で記し，2 / —

0 を満たす /s を任意に定めたとしてみよう。す る と 反 1 以外の固有根の大きさについては何らの 

制約もないわけであるから， より絶対値の小さい /s 個の根を任意に選び， また"より絶対値の 

大きい 2 / —/s— 1 個の根を任意に選べば，これらはいずれも既知の情報制約を満たすG の固有根 

の集合のなかに含まれることになる。 したがって，前のパラグラフに述べた主張から，それらの固 

有根の組に対応するような恒常状態をもつ経済がかならず存在し， しかもその経済の近傍の経済も 

またすベて上に定めた安定根 /s 個という条件を同様に満たしていることになる。よってわれわれ 

は，つぎのような定理を主張することができるのである。

定 理 2 正則性の仮定の下では，2 / —1 2 / s 2 0 を満たす任意の /s に対して，万より小さ 

い絶対値をもつ固有根が /s 個あり， より大きい絶対値をもつ固有根が2 / —/s—1 個あるよ 

うな恒常状態をもつ経済の開集合がかならず存在する。

もしかりに /s= 2 /  — l とすれば，そのような恒常状態をもつ経済では / ?が最大根となるから，そ 

の恒常状態の近傍ではどんな初期条件から出発しても，均衡価格の列はやがて当該の恒常状態に収 

束することになる。他 方 /s =  0 とすれば，そのような恒常状態をもつ経済では絶対#;が石を下回る 

根は存在せず， したがってその恒常状態以外の初期値から出発する均衡価格の列はかならず当該の 

恒常状態から離反していく。が，それら二つのケースを両極端として，そのあいだにあるケースは 

どれもが可能であり，そのそれぞれに対応する恒常状態をもつ経済で初期条件をから選びさえ 

すれば，かならず当該の恒常状態に収束する均衡価格の列を見出すことができる。このような帰結 

は n e g lig ib leな経済を除けばすべての経済について妥当するものであり， しかも各 lsに対応する 

経済の集合は開集合であるから，そのそれぞれを僅かずらしたとしてもやはり同じムに対応する 

経済になっていて，あらかじめ定めた /s は不変である。これが上記定理の含意するところにほか 

ならないのである。

当該の恒常状態が名目的恒常状態であれば / ? = 1 であるから，安定根の最大可能個数が2 / — 1 と 

なることは自明である。またそれが実質的恒常状態であるとしても， " > 1 であれば，安定根の最

(26) Kehoe and Levine, op. cit., pp. 80-84 とりわけ Proposition 6.2 および Proposition 7.1参照。

ただしキーホー= レヴァインは超過需要関数から出発しているので，各主体の効用関数や初期賦 

存量の集合と超過需要閨数の集合との対応関係については彼らの所論は補完されなくてはならない。 

この点に間する補強工事は興味ある読者に委せたい。
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大可能個数はやはり / ? のみを除いた2 / —1 となる。他方；5 < 1 である場合は， 1 もまた安定根には 

なれず，安定根の最大可能個数はガと1 を除いて2 / —2 となるが，この事実は決して前記の定理 

と矛盾するものではない。それはもし /s を 2 / —1 に選んだとすれば， となるようなG をも 

つ経済が選ばれるのでなければならず，ガ< 1 となるようなG に対応する経済が選ばれるのはh  

が 2 / —2 以下とされる場合のみとなるということを意味するにすぎない。つまり前記の主張は，そ 

れがもとづく恒常状態の名目的，実質的のいかんを問わず，共通に妥当するのである。

6

これで正則性の条件を満たす恒常状態の近傍に限定して考えるかぎり，当該の恒常状態に収束す 

る均衡価格の列を構想することがあながち不自然な思いつきではないことが明らかにされたと思わ 

れる。そこでこの帰結を前にも用いたバラスコ= シヱルの判別基準と結びつけて考えることにすれ 

ば，非恒常的な均衡の列についてもつぎのような最適性定理が容易に導き出せることになる。

定理 3 の恒常状態に収束する均衡の列はすべてパレート最適となる。これに対し

て，" > 1 の恒常状態に収束する均衡の列はすべてパレート最適とはならない。

まずもっとも簡単な后= 1 のケースから証明していくことにしよう。この場合仍は（仏 p ，……， 

P , ……）という名目的恒常状態に収束するわけであるから， e > 0 を任意に選べば，あ る T が存在 

して，すべての / 2 アに対して

||仍 一

とすることができる。すると三角不等式 ||仍一；? ||+ |；)丨| 2 |仍一P + P || =  ||仍I にもとづき

e + +  ||p|| 2 1| 仍  ||

となるので，

M | s | p | + e  

となり， したがってすべての f 2  T に対して

II 趴 I =  IIpII +  £

という結果をネ辱る。よって

S II趴 II S II趴 II +  S  M l =  S  M l  +  S  W I + £  °°

となり， の名目的恒常状態に収束する均衡の列はパレ一卜最適となることが分かる。
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つぎに 0 < 1 のケースについて考えると， この場合仍 は ( p，fy)，j32p ，……，が - 1仏が p ，……）とい 

う実質的恒常状態に収束することになるから，やはり e > 0 を任意に選べば，あ る T が定まって， 

す べ て の T に対して

\\pt~ ^ ~ lp \ \ ^ £

とできる。すると /?= 1 の場合に準じた推論から

||仍 | _  が - 1p|| +  e

とでき， " < 1 であることから当然

I仍 ||场 |丨十£，

したがって

1^1 =  IIp II +  £

となる。よって前とまったく同様に

S ¥ I = co

となり，卢<  1 の実質的恒常状態に収束する均衡の列もまたやはりパレート最適となる。

他方 /? > 1 のケースについては， e > 0 を選ぶことでT が定まって，すべての / 2 T に対して

\ \pt~ ^ ~ lp\ \<£

とできることまでは同様であるが，いま左辺のが - 1 を括り出して， / ? > 1 であることを考慮すれば

—『 T —p  = y « - i = £

となる。よってふたたび三角不等式を用い，上記の結果を勘案することをつうじて，

IIpII= ( P - ~̂ ^ r ) +  ^  P - ~ +  J t - i  ^  £ +

となるので，

W l - ビ -p = v  = ~ ^ r M I  

となることが分かる。そこで ||p|| — e > 0 となるようにe を選んで，その e を固定して考えれば，

n i h )秦  II
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から

を得る。ゆえに

OO 1 T - l  1 CO 1 T - 1

I h r n r -  m -!,"丄" 2 2 去 ぐ
II仍 II ト i M I ，= H M  = ト i M I  (= r / ?卜 1( | | p | | - e ) ト i b “ | | | p | | - £  t= r ^ ~

という結果となり， / ? > l の実質的恒常状態に収束する均衡の列はパレート最適となることはでき 

ない。

ところで /?= 1 の （名目的）恒常状態そのものが存在することはすでに証明ずみであるから，以 

上の議論から少なくとも目下の一般的重複世代モデルがパレート最適を満たす均衡をもつことは， 

当該の恒常状態に収束する均衡の列をも含めて，確かなところである。がー方，同様にこの一般モ 

デルがパレート最適ではない均衡をもちうるかどうかについては，まだこれまでの所論からは明確 

な解答を引き出すことはできない。 というのは， /?妾1 の （実質的）恒常状態が存在することはや 

はりすでに証明ずみであるけれども，それが " <  1 の場合にも " >  1 の場合にも主張できるかどう 

かは，かならずしも明らかではないからである。そこで以下本節ではこの点についてさらにもう一

歩を踏み込み，つぎの主張が成立しうることを示して，上記の問題への及ぶかぎりでの答とするこ
(2 7 )

とにしよう。

定理 4 どの経済にも仏 1 で， しかもm l Q であるような恒常状態が少なくとも1 個は 

かならず存在する。 また /9 2 1 で， しかもm S O であるような恒常状態も少なくとも1 個は 

かならず存在する。

この主張を証明するには， まず恒常状態の必要条件である2 (p，/3p) + y ( p ,如 ) = 0 とは，やや異 

なったつぎの形の条件から始めるのが有益である。す な わ ち い ま と い う 基 準 化 の  

条件を満たすp と [ 这，刃に含まれる石の対について， ( I  -  ep’)(z(D, /3p) + y ( p ,如 ))という関数の 

最 初の / —I 個の座標で与えられる写像 / :  S e X [ ^ , 及] — R 1ベ を考え，z(p,  ^p)  + y(p,  /3 p ) = 0の 

代わりに

f ( p ,  P )  =  L ( I - e p , ) ( z ( p ,  B p ) +  p ( p , P p ) )  =  0  

という条件を考えるのである。ここで上は（/ - 1 ) X / の行列

( 2 7 ) 下記の主張およびその証明についてはKehoe and Levine, op. cit., pp. 87-90参照。
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で，（/ —ゅ ’)U (p，你 ）+  y (p，如 )）の / 個の行を最初の / 一1 個の行に転換する射影オペレーターを

あらわしている。ここでz + y そのものを対象とせず（J  —ejデ)U + y ) の形に直した関数を考えるの
(2 8 )

は，p ’U —ゅ ’)U + .? / ) = o が自動的に成り立つところから，最初の / —1 個の成分が o となれば， i 

番目の成分もまた恒常状態の条件とは関わりなく o となるからである。これに反して2 十y のまま 

の形で考える場合には，p ，U + y ) = o が成り立っていないと，はじめの / —1 個の成分が o である 

ことから / 番目の成分がo になるという帰結を導くことができず， しかもが(之+ シ）= o の条件は恒 

常状態の成立を俟たないと利用できないのである。

以下での推論の目標は， まずほとんどすべての経済において， o が前記/の正則値になること 

を示す点にある。そのためには横断性定理を用いることになるので，ここで仮定をいささか強めて 

A. 9 / は 2 回連続微分可能。

としておくのでなくてはならない。その上で％ 之 を で パ ラ メ タ ラ イ ズ し て ，f ( p ，/ 3 ,  v ) =  

f v { p ,  1 3 ) と書くことにすれば，上記の課題は，ほとんどすべてのy に対してZ)(p，《/ y(j3 ,パ）が/y(几 

/?) =  0 の点でフル . ランクになること，すなわちその階数が / —1 になること，を示すにひとしく， 

それにはつぎの形の横断性定理がもっとも， しっくりと適合することになる。

定 理 も し l f X ( 7 V + S )の行列 /)/ ( & ，<?)が，/ ( も d  =  0 のときつねに階数财をもてば，

ほとんどすベてのg に対してTkf X7Vの行列D s f ( i j ，q ) は ， / ( ガ，g) =  0 のときつねに階数
(2 9 )

M を も つ 。

こ こ で を / —1，7Vを / ，S 'を / + 1 ， がを（p , バ)，q を V， よ っ て / ( P ，<7)を f ( j ) ,  /?, v),  

D f ( v ,  q ) をD f 、p, i3, v), D v f ( v ,  q ) を D (P, « f { p ,  /3, v ) に置き換えて，目下の文脈にこの定理を 

翻訳すれば，

(28) p re= p i+ p 2 + .......+ 仍= 1 とされていることを考慮すれば，

(pi,P2, .......，Pl)

z\ + y \ - p \ z + y )  

ゐ十於一ダ0 十ダ）

_zi + m —p ’iz  + y 、_

=Pi Ui  +  yi) +  p2(Z2 +  ジ 2) + .......+  pi(zi + y i ) - { p i+ p 2 + ......... +  p i ) p \ z  +  y)

^ p ，{ z + y ) ~ p \ z + y )  = 0.

(29) A. M as-Colell,M . D. W hinston and J. R. Green, Microeconomic Theory, 1995, p. 595.
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定 理 も し （/一 l ) x ( 2 /  +  l ) の行列Z )/(p，/?，v ) が、f ( p ,  /3, W = 0 のときつねに階数 / 一1 

をもてば，ほとんどすベての v に対して（/一 l ) x  / の行列Z)(P，« f ( p ,  yS, v ) は f { p ,  /?, y) =  0 

のときつねに階数 / —I をもつ。

ということになり，前述の主張は定理の結論そのものにほかならない。よってここでの課題として 

は，その前件すなわちD f 、p , バ，v ) の階数が / ( p ，0 ,  y ) = 0 の点で / —I になることを示せばよいの 

である。

そこでそのことを示すために，以下では各み= 1 ，2 , ……，I について v危 R l, v2e R として

I
ZjpklVkl

V h v  =  V h J\-----------1 % 1 + —  — V 2

2  如  Phl

Zhv=-Zh — V2
、 (3 0 )

となるようなp e r tu r b a t io nを構成する。そして

f v ( p ,  jS) =  L { I - e p ,) {zv{p ,  Bp ) +  Pv(p , 如))

と定義して，それを y について微分し，計算すれば，

D v f v(p ,  0 )

= D VL { I  — epr) ( zv +  y v) 

= L ( I  — epr)Dv{zv +  yv)

P l 一 1  P 2  

P l  P 2  —  1

P l

P l

/5 - 1  

" 一1

P l  P 2  ............ P l ~ l  /3  —  1

■ L { I - e p ' ) ( e p r- I  0 3 - l ) e ) ,

L ( I  — ep’) (ep’ — I 、

= L ( e p ’ 一 I  一 ep’ ep’ +  ep') 

= L { e p ’ 一 I 、 ( p 'e  — l)

( 3 0 ) 右辺の灼と仍 は ？/，2 の依存する2 期分の価格の第1 部分と第 2 部分をそれぞれ意味している。 

したがって恒常状態においては，すべてのゐについて办2かm =  である。ここで（如，み）が連続微 

分可能性，ワルラス法則， 0 次同次性など超過需要関数の性質をすべて満たすようにつくられてい 

ることに注意されたい。
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となるが，他方

となるので，結局

L ( I  — ep’、(日—l 、e 

= ( 日—1 ) L ( I  — ep’)e

1 —Pi ~Pz  

—Pi l —pz

P i P2

- P l

P l

1—Pl

1 ~  2 J ih Ph ' 0  '
- 0  ■

l ~ " 2 i h P h

=  ( / 5 - l ) L

0

=
0

1  2Li h P h  - . 0  - . 0  -
( / コ ) ( / —l コ )

D vf v( p，め =  [L (e p ’ - 1) 0]

(3 1 )

となることが分かる。

すると，こ こ で — の階数が / —1 になることを以下のように示すことができる。それに 

は 任 意 の 列 ベ ク ト ル を と っ た と き ， (ゅ ハ ニ 0 ならば，すなわち

( w h W2, Wi-ii

P l - i  P2  

P l  P 2 — 1

P l P2

P l - 1  P l

P l - 1  P l

仍-1 — 1 P l

ならば，w =  0 となることを示せばよいわけである。 ところが一般に_r'(印 ' 一/ )  =  0 であるときは 

ゴゅ ' = ゴ す な わ ち と な っ て ，ょ’ は p ’ をスカラー倍したものになっている。そこで 

上記の m /L を， とみなせば，上の考察から如T はダのスカラー倍になっているはずである。 と 

ころがw ，L  =  ( w h w2, ……，wt-u  0 ) であるから，ここで最後の成分が0 であるということは共通の 

倍数が 0 であるということでしかありえない。よってw /==0とならざるをえず，厶(印 ' 一/)の階数 

が/一  1 となることが示された。

以上の議論により，ヤコービ行列

( 3 1 ) この行列は（/ — l)x(/ +  l)でキーホー= レヴア インが/x(/ +  l ) (彼らの記号ではnx ( w  +  l))と 

しているのは間違いである。
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D f v{p, / 3 ) ^ D f ( p ,日，v) =  [D(P, 0) f(p,  /3, v) D vf ( p , パ，v)]

で D vf 、p, 0, v ) の部分の階数が / - 1 になることが分かったので，いうまでもなく上記の行列全体 

の/ レ，/?，” の階数もまた / —1 になる。ゆえに前記横断性定理の前件が満たされることになり，そ 

の結論から，ほとんどすベてのu に対してD(P, 13, v ) の階数もまた / —1 になるという帰結 

が導かれるのである。これはいい換えれば，ほとんどすベての（y，z )すなわち当該経済の開稠密な 

部分集合に属するすべての（シメ）に対して， 0 が / の正則値になるということにほかならない。

さて所期の性質をもっ恒常均衡の存否を確かめてみるためには，/ = 0 を満たす（P，/?)の集合す 

なわち / による0 の逆像广乂0 )がどのような相を呈するかを明らかにすることがボイントとなる。 

まず / の定義域& X [反 0 ] がコンパクトで，/ が連続であることにより，/ ぺ⑴）は明らかにコン 

パクトである。っぎに / はふの境界上のどんな p に対しても 0 にはなりえない。 というのは，

之(P，如 ）+  y (P，如 ）の場合と同様， e 〉0 を十分に小さく選べば，ある <2〉0 が定まって， どんな；) 

e S A S e かっ这S パ に 対 し て も e '( /  —ep ')U (;?，如 ）+  y ( p ,如 )）> ひとなるからである。

事実いま，ある列（ダ，13ハ— （p,  /?), p ^ d S o ,万e [ 反 m にっいて e V ~ e p Uf) ( z { p \  ^ p u) + y ( p y, 

ひになったとしてみると，

e V - e p n ( z ( p u, ^ P u) +  y ( p \  M )

=  e \ z { p \  ^ p u) + y ( p u, ^ p v) ) - e fep u,{ z { p \  ^ p v) + y ( p \  グダ)）

= e fW , バv ) + y (ダ，『P つ) —，， U (ダ，̂ p u) + y ( p u, M )

で， e '(2 (p v， (ダ，/T p v) ) — o o であるから，この式が上からa で押えられるためには第2 

環 ，『p u) +  , I3up v)) —  w とならねばならず，よって

p H  r ダ ) +2/(ゲ，ダ グ )一

とならねばならないことになる。そしてこの結果はまた卢字1 とならねばならないことをも意味し 

ている。なぜなら，もし万= 1 であれば，ワルラス法則からダ’0 ( p ' ダ) +  y (ダ，/?1v ) )  =  0 とな 

って，明らかに上の結果と矛盾するからである。ところが他方ダ'U (ダ， V ) + yip",  r ダ)）は， 

召ナ1 のときのワルラス法則を用いれば，（1—纩)ダ '2(ダ，I3vp u) あるいは（1//T)(/T —1)ダ> (ダ，

ダ）と書き換えられる。ここでもし / 9 > 1 とすれば， ( l  —『 b u，z ( p u，/3up レ）は, 2(ダ，r ダ）した
(3 2 )

が っ て (ダ，/ ^ ゲ）が下から有界で，1 - / T が負であるところから，上から有界となる。また /? 

< 1 とすれば， ( l / r x r —i)， y (ダ，厶V ) は，y ( p v, ^ VP V) し た が っ て ダ ）が同様に下 

から有界で， 1 / /T が正，y r —1 が負であるところから，やはり上から有界となる。よってどの途

( 3 2 ) キーホー= レヴァインが“bounded from below” としているのは間違い。
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P v\ z { p \  M  +  y ( p ' ，ダ )）は上から有界となるので，矛盾が生じる。

こうして/ は & の境界上のどんなp に対しても0 にはなりえないことが判明した。したがって 

S e X [ ^ ,刃の境界上で，が 0 になっている点があるとすれば，それは， int & に属してしかも沒 

= 厶あるいは/? = 及になっている点のみである。し か し バ を 厶 及 の ど こ か ，なかんずくガ 

= d あるいは/? = 反に固定して，そのような/?について/ を S ex{y5}に限定して定義した場合も， 

やはりほとんどすべての（/?，v ) に対して0 が / の正則値になっているということはできる。つま 

り& X [ 反刃の内点ばかりでなく，上記の意味でのその境界上でも， 0 が g e n e r icに/ の正則値 

になっているという帰結には変わりはない。

遺憾なことに& >く[ 反刃は閉集合の直積でコーナーをもっているから，境界を含んだスムーズ 

な多様体にはなりえない。が，上述したように，广乂0)はふの境界は含まないので，これらのコ 

ーナ一からは離れており，したがってそれについてはつぎの逆像定理を適用することができるので 

あるo

逆 像 定 理 y をf  •• X  — Y の正則値とすれば，逆像广 1G /)は X の部分多様体であって，
(3 4 )

dim /  一1(y )= d im  X  —dim F  となる。

よって / - 1( 0 )は S e X ( ^ , 及]の部分多様体で， dim  S e X [ ^ , 幻 =  ( /  —1 ) + 1 = / ，またdim 7 ? ^  =  

/一 1 であるから，d im 广 K O ^ d im  SVX [ 占，反] —d im /?レ1 = / 一 （/ — i )  =  i となる。すなわち广乂0) 

は 1 次元の多様体であり，これは / = 0 を満たす（p，ガ）が，多次元の空間のなかでも 1 本の曲線と 

してあらわされることを意味している。

また上記のように，ほとんどすベての/9 に対してそのどれかを固定し/ を S ex {/?}に制限して 

考えても， 0 がその正則値となるのであるから，その場合の/ —1( 0 )は有限個であり，それに前と 

同様，指数定理を用いれば，そのときのp の個数は奇数個であることになる。よって，とくに" 

= 区』 = 百としたときも，/ ぺ( 0 )に含まれるp の個数は奇数個であることが分かる。

これらの結果を目で見て会得できるように，p を 1 次元として視覚イ匕したものが第7 .1図である。 

ここで/ - 1( 0 )は図中の曲線として描かれており，それは前述のところから日の境界上にくること 

はできるが， の境界上にくることはできない。/ 9 を区間[ 反刃のどこかに定めるとき，ほとん 

どすベての日の場合それが曲線を截るp の個数は奇数個であり，それが偶数個になるような"の 

測度はゼロである。さらに广XO)は多様体であるから，これらの曲線が互いに交わることは決し 

てない。それらは，図中に例示したように，这上の点から出て歹上の点にいたるか，出発点と同

(33) これは横断性定理を前のように Dfv(p, 0 ) H D iP, M p , め Dvf v(p, 13)]に対してではなく， 

Dfv(p, !3) = [Dpfv{p, 0) Dけ，v)fv(p, /? ) ]として用いることにすれば，ほとんどすベ て の （y3, v ) に対 

してDPf v、p, 0 ) の階数が，U p ,  / ? )= o となる任意のP において / —1 になるといえるからである。

(34) V. Guillemin and A. Pollack, Differential Topology, 1974, p. 21，三村護訳『微分位相幾何学』， 

1998, p. 26.
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/?

じ召上あるいは歹上の点にまた戻るか，あるいは内部で閉じた環になるかのいずれかである。ま 

た /(jD，/?) =  0 は占上あるいは歹上で奇数個の解をもつのであるから，同じ占上あるいは歹上に 

戻る曲線があったとしても，少なくとも1 本 は d 上から出発して及上に達する曲線があるのでな 

くてはならない。

ところで广K o )に含まれる（P, 0 ) はいずれも恒常状態の必要条件を満たし，その候補たりうる 

が，まだ恒常状態そのものとなるには資格が足りず，さらに加えてm = 0 の条件を満たしているか， 

さもなければ卢= 1 の条件を満たしているのでなくてはならない。そこでm に関する条件を図形 

上で表現するため，あらためて（p ，/5 ) e广乂0 ) となっているすべての0?，バ）について w (仏 /?)=  

- p ' y i p , パ) と定義し，

{ ( p ,バ, m ) e 5 ex [ ^ , 及] |  f ( p ,  J3)=0, m = m ( p ,  ")}

を満たすw のグラフを考えることにする。それは明らかに境界を含む1 次元のスムーズな多様体 

であり，/ 1 0 ) と微分同相である。恒常状態はそのm のグラフがw = 0 を満たす& X [反 刃 Xi?  

の /  —I 次元部分多様体と交わる点か，あ る い は を 満 た す / ー1 次元部分多様体と交わる点に 

ほかならない。そしてこれらの事情を理解するには， [ 反 刃 を [ 反 刃 x i ? 上に射影して，そ 

こに描かれる曲線を見るのがもっとも手っ取り早い。

前掲の第7 .1図を用いていえば，つぎのようなことになろう。まず図の平面に垂直に：m を測る軸 

を原点に立て，図中の曲線上の各点（p ，めに応ずる m の値すなわちそれぞれの（p ，パ）に立てた柱 

の頂点が描く軌跡を，図の左の /?軸と，それに直交するm 軸とがつくる平面上に映すとする。そ 

の結果を図示したものが第7 .2図である。
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0

第7.2図

この射影は明らかにいわゆる嵌め込み型の写像（im m ers io n )になっているから，スムーズ性は

維持されている。 しかし一方，w のグラフが自己と交わる可能性は排除しえないから，それは位
(3 5 )

相同型にはなりえず， したがって埋め込み型の写像（em b ed d in g )になることはできない。

さて以上に述べてきたところを総合して考えれば，所期の帰結を導き出すことはもはや容易であ 

ろう。ガ= 召上には前述したように / ぺ( 0 )の点が奇数個あり，それらの点では境界条件によってか

ならずw (p，如 ）> 0 となっている。他方万=及上にはやはり / - 1(0) の点が奇数個あり，そこでは
(3 6 )

同じ理由から逆にw ( p ,如 ）< 0 となっている。そして前者の点からは，そこから出発して後者の 

点にいたるグラフがかならず少なくとも1 本は存在し，仮定 A. 4 からそれは（1，0)の点を通るこ 

とはできない。 しかも仮定A. 5 からそれは；5 = 1 の直線を横断的に截り， また仮定A. 6 から 

0 の直線を横断的に截るのでなくてはならない。よってそれはw = 0 の直線と尽く1 のところで交 

わるか，あ る い は の 直 線 と m > 0 のところで交わるかのいずれかであるほかはない。つまり 

J 3 < 1 , m = 0 の恒常状態か， さもなければ；5 = 1 ，w > 0 の恒常状態がかならず存在しなければなら 

ないことになる。他方，同様のグラフを及上の点から这上の点にいたる方向で見れば，同じ推論 

をつうじてそれは / ? = 1 の直線とm < Q のところで交わるか，あるいはm = 0 の直線と / 3 > 1のと 

ころで交わるかのいずれでしかないことが分かり，これはw < 0 ，/? =  l の恒常状態か，y 5 > l，m = 0

( 3 5 ) 嵌め込みならびに埋め込みの概念については， Guillemin and Pollack, op. cit., p . 1 4およびp . 17, 
三村訳，p . 1 7およびpp. 20-21参照。

( 3 6 ) すでに第4 節で示したように，すべての/?S 尾 す べ て の に つ い て 一 ; / 如）〉0 となっ 

ており，またすベての/? 2 及，すべてのp e S e について一;/?/(p，如）< 0 となっている。
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の恒常状態かがかならず存在することを意味している。

よって以上のところから， か つ m 2 0 の恒常状態が少なくとも1 個は存在し，またガ 

かつ m S O の恒常状態が少なくとも1 個は存在することが知られるのである。 （この稿つづく）

(名誉教授）
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