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「三田学会雑誌」93巻 1号 （2000年 4 月）

め ^ ^ ^ ^ 5̂

ナッシュ均衡のランダム性についての覚書

中 山 幹 夫 *

1 . は じ め に

自然数m EZ + =  {0 ,1，2，...}をパラメ夕に 

もつ％ + 1 人ゲーム

Q = ( { i ，…，が+ i }，(sdm {uimYai)
のクラス{ G J を考える。ただし，各プレイ 

ヤー / について，戦略空間ふは s v = z + で 

あり，利得関数队饥はパラメタm と，純戦 

略の組（ぬ，•••，心 … x SW ；l について 

の整数係数の多項式であるとする。このとき， 

次の定理がPrasad [18] によって証明され 

ている。

定 理 1 • ( P r a s a d )あ る ク ラ ス { G J と

{ G U に対して，

1 •任 意 の に つ い て ，Gmが （混合 

戦略）ナッシュ均衡をもつか否かは決定

不能である。

2 •任 意 の に つ い て ，G’mのナッシ 

ュ均衡は，ランダム実数n の 2 進展開 

の第m 項が 0 ならば有限個， 1 ならば 

無限個存在する。

1 の証明は，

Gmがナッシュ均 衡 を も つ O デ イ オフアン 

トス方程式 

P (m ，Xiy…，x n) =  0 が整数解をもつ

となることを示し，ナッシュ均衡の存在問題 

をこの後者のヒルベルトの10番問題の決定不 

能性に帰着させるという方法によって行われ 

ている。このような帰着という論法について 

はすでに中山 [ 1 6 ]で解説済みであるが， 2 

は， Chaitin [6] のアルゴリズム的情報理論 

で中心的役割を果たす停止確率と呼ばれるラ

*  Date : February 19, 2000.
慶應義塾大学経済学部2-15-45 Mita，Tokyo 108-8345.
e-mail: nakayama@ econ.keio.ac.jp記述の改善に繫がる適切な助言を与えて下さった審査員に感 

謝いたします。
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ンダム実数0 に言及しており，これはゲー 

ム理論や経済学にとってはほとんどなじみの 

ない概念である。しかし，この定理の意味す 

ることは，ゲーデルの不完全性定理をも超え 

て，合理的推論を受け付けない形式的対象が 

ゲ^一ム理論の世界にも存在しているというこ 

とである。

後で述べるように，0 の 2 進展開の各項の 

値は，均質なコインを拱げて表ならゼロ，裏 

なら1 と決定するのと全く区別がつかないと 

いう意味のでたらめさに支配されており，一 

切の推論を無意味にする無秩序，無構造，混 

沌の中で生起する現象と変わらない。ランダ 

ムという用語は，これも後で定義するように， 

このような混沌をアルゴリズム的に表現する 

概念である。こうして， 2 は，ナッシュ均衡 

の存在のみならず，その個数（ゼロ個は有限 

個とみなす）が有限か無限かという固有の属 

性が，推論の力の及ばないランダム性に支配 

されて決まるというゲームのクラスを記述す 

るものとなっている。

この覚え書きでは，中 山 [16] の延長とし 

て，ランダム数 0 とその根底にあるKol_ 

m ogorov= C haitinの，数の複雑度，さらに， 

指数的ディオファン卜ス方程式を経て，上記 

のナッシュ均衡のランダム性に至る道筋の解 

説を試みる。

2 . 停 止 確 率

停止確率とは，次のように定_される実数 

n である。

n =  2 尸（ぬ)， where P (n )=  2  2~lPl
n P \ U ( P )  =  n

ここに， |》| はプログラム》の長さ，つまり， 

2 進列で》をコード化したときのビット数 

のことである。P ( n )は，それゆえ，任意の 

プログラム，すなわち，均質なコインを投げ 

て表なら0 ，裏なら1 としてえられる2 進列 

に対応するプログラム》を万能チューリン 

グマシンU に入力したときに，U が値がe  

ムを出力する確率であり，したがって， n  

は，U がある自然数の値を出力して停止す 

る確率を表す。この意味において，n は万能 

チューリングマシンの停止確率と呼ばれてい 

る。

停止確率のこの定義は，それを計算する次 

のような原理的な手順を示唆している。各 n 

= 1 ，2, •••，に対して，O zを，がビットを超え 

ないプログラム，が ％秒以内に停止する確 

率として計算する。実際，長さ々ビットの 

プログラムは2A個あるから，各々= 1 ，2, •••， 

n について，2*個のうちが秒以内で停止し 

たプログラムの割合を求め，これを各々に 

ついて加えればn n が求まる。 n はこのnn 

の が一> 0 0としたときの極限であるから，こ 

の手順を無限回実行したとすればn が得ら

( 1 ) 実は， n く1 となるためには，想定するプログラムがself-delimitingという性質をもつことが必 

要であり，以後，本稿ではこれを仮定する。詳細はChaitin [ 4 ]参照。
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れる。もちろん，事実上実行不可能である。

注意 1 . もし，n の各項を与える公式のよう 

なものがあったとしたら，第 n 項までと同 

じ列が得られるまで上の手順を実行すること 

によって，すべての％未満の長さのプログ 

ラムのどれが停止したかを知ることができる。 

すべてのn についてこれが可能だったとす 

れば，これはチューリングの停止問題の決定 

不 能 性 （中山 [1 6 ]参照）に反することにな 

る。

3 . ランダム数 

任意の自然数が[ムについて，

H ( n ) = P̂ J Pl

と定義されるH 、n ) を％の複雑度という。 

つまり，n の複雑度とは，n を万能チューリ 

ングマシンに出力させるための，最小のプロ 

グラム》の長さにほかならない。もしいか 

なるプログラムもがを出力しないときは 

丑U ) =  +  o o とする。複雑度のアイディアは， 

Kolmogorov [ 1 3 ] と Chaitin [ 3 ] によって， 

ほ'ぼ同時期に独立に提唱された。

がの複雑度丑U )とwが出力される確率 

P ( n )は，

H{n) = - lo g2P { n ) ^ 0 { l )

のような関係にあることが知られている

(Chaitin [4])。つまり，n を出力する確率は， 

複雑度H 、n)の最小プログラムの付近に集中 

しているので，

として停止確率を定義することもできる 

(Chaitin [4])。

自然数％は，その複雑度が自分自身の2
( 2 )

進コードの長さk l よりはるかに小さくはな 

いとき，つまり，がに依存しないc > 0 があ 

って，

H (n )> \n \ — c

であるとき，ランダムであるといわれる 

(Chaitin [5])。この背後にあるアイディアは， 

情報の圧縮可能性である。たとえば， 0 と1 

を交互に1 億個ずつ並べてできる長さ2 億ビ 

ットの列

01010101...0101

は，これよりはるかに短いプログラムで記述 

できるからランダムではない。一般に，コン 

ピュー夕でがをプリントするには，もちろ 

んプログラムが必要であるが，n の 2 進コー 

ドを直接入力することにより，プリントする 

ためのルーティンの数ビッ卜を追加的に使用 

するだけで出力することが原理的に可能であ 

る。だから，ぬを出力する最小プログラムの 

長さH ( n )が，|n|に比して十分小さくない 

ならば，n 自身を直接入力するのと大差はな

( 2 ) たとえば，{empty, 0)，（0,1)，(1，2)，(00, 3)，（01，4)，(10, 5)，(11，6)，. . . とすれば， 2 進列 an...aiao と 
自然数1 =  2"+1—1+ 2?=0の22’が 1対 1 に対応する。
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い。このように，本質的に自分自身が自分自 

身を記述するための最小のプログラムである

ような数をランダム数というのである。

ランダム数は，このように，それ自身より 

短いプログラムでは記述できない数であるか 

ら，その2 進コードの各項をプリントするに 

は，事実上それをそのまま入力するしか方法 

はない。すでに出力された項と，次に出力さ 

れる項との間にはいかなる論理的，因果的， 

ないし構造的関係もなく，各項は互いに独立 

で，この意味において，「銭投げ」のベ ル ヌ  

イ試行によって各項を決定するのと区別はで 

きないのである。

この無法則性は，さらに次の定理に示すよ 

うに，任意に与えられた自然数のランダム性 

の，甚だしい決定不能性となって現れている。

定理 2 • (Kolmogorov [ 1 3 ] ) ランダムでな

い自然数の集合は，単純である。

自然数の集合S が単純であるとは，

• 5 は帰納的可算であり，

• 補集合 S c は無限集合で，帰納的可算な 

無限集合を含まない 

ことであった（中山 [1 6 ]参照)。それゆえ， 

任意の自然数於について， である」 

という述語，すなわち，上の Kolmogorov  

の定理によれば，「n はランダムである」と 

いう述語は帰納的可算な述語ではない。した 

がって，すべてのランダム数を残らずプリン 

トするようなアルゴリズムは存在せず，それ 

ゆえ，任意の％がランダムか否かを決定す 

るアルゴリズムも当然存在しない。

注 意 2 . 単純集合は，1944年に Post [17]

によって導入された人為的な集合概念で，し 

か も 「単純」という用語の日常的意味からは 

程遠く，構成するのもそれほど容易ではない。 

しかし，このK olm ogorovによる1965年の 

定理は，ランダム性を複雑性と同一視すれば， 

複雑でない数は単純集合の要素であるという 

調和した意味をもつ自然な単純集合が存在す 

ることを述べている。

このような，ランダム数の無秩序さは，無 

限の2 進列においては，全く手に負えないも 

のとなる。たとえば，円周率；r などは，ノ、 

ットンの級数によって10進展開することがで 

きるから，各項は計算可能であるが，大多数 

の実数については，このような効率的プログ 

ラムは存在しない。つまり，その第n 項を 

与えるアルゴリズムは一般に存在しないので， 

その値を知ることはできない。

無限列のランダム性は次のように定義され 

る (Chaitin [4])。x を 2 進数の無限列とし， 

x n を初項からの長さ |ル | =ぬの有限列とす 

る。このとき，

ヨ c W i / ( X ；z) >|Xn| —C]

ならば，X はランダムであるという。実数X 

がランダムであるとは， の小数点以下の 

2 進展開がランダムであることをいう。たと 

えば，7 2，7T, 6 などはランダムではないか'， 

ほとんどの実数はランダムである。

定理 3 • (Chaitin [ 4 ] ) 停止確率（2 はラン

ダム実数である。



こうして，冒頭に述べたP r a sa dの定理の 

2 は，ゲームG，mのナッシュ均衡の個数が有 

限個か無限個かのいずれであるかを知りたけ 

れば，均質なコインを投げて決定するよりほ 

かはないことを述べていることがわかる。

4 • 指数的ディオファントス方程式

ナッシュ均衡のランダム性に到達するため 

には，停止確率n と各プレイヤーの利得と 

を関連づける必要がある。この段階で不可欠 

な役割を果たすのは，ジョーンズとマティヤ 

セヴィッチによる次の定理である。

定理 4 • (Jones =  M a tija se v ic  [ 1 2 ] ) 任意

の帰納的可算な関係は単層（singlefold) の 

指数的ディオファントス表現をもつ。

自然数n h k についての帰納的可算な関 

係を M (n，k ) と表そう。このとき，M が指 

数的ディオファントス表現をもつとは，

M (n，k ) ^  ヨ y v -ヨ ym[L(n , k，y \ ,…，t / m )

=  R (n，k，yu •••，ym)]

が成立することをいう。ここに，ム及はい 

ずれも2 個のパラメタが，々 とm 個の未知数

をもつ，指数的ディオファントス多項式，つ
( 3 )

まり，非負の整数係数でしかもf の形をし 

た項を許す多項式である。また，単層とは， 

L = R をみたす未知数が高々1 組であること 

をいうo

注 意 3 • M (n y n)^cpn{n) i とすると，これ 

は決定不能な関係（中山 [1 6 ]参照）だから， 

上の論理式は，「指数的」という制約がなけ 

ればヒルベルトの10番問題の否定的解決を与 

える。実際 ， D avis =  Putnum =  Robinson  

[ 8 ] は，定理4 の単層性を除いた形の結果を 

1961年に発表しており，ヒノレベルトの10番問 

題は， M atijasevic [ 1 4 ]の論文が出るまで， 

最終的解決の一歩手前に9 年間留まっていた 

のである。

さて，残されたステップは，停止確率n  

の 2 進展開の各項の値に関する帰納的可算な 

述 語 （_ 係）を見出し，さらにナッシュ均衡 

と指数的ディオファントス方程式を関連づけ 

ることである。

5 . ナッシュ均衡のランダム性

定理 1 に登場するゲームGmおよびG，m の 

利得関数は，以下のように与えられる多項式 

である。

1 • • • •，X/2+i)

=  Q +  ( l - ( x i - x 2)2 +  X3)2( Q - l )

2 • j •••，エ72 + 1ノ

=  Q +  (U l — X2)2 — X3)2( 0  —1)

3 . U3m(̂ 0Ciy •••，Xn + l)

= 0 + ( ( x i —X2)2—X3—1)2( 0 —1)

4 . •“ ，Xn^l)

= Q j  f = 4 ,…，n +  1

( 3 ) この定理では2 "の形でよい（Jones =  Matijasevic [11])
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where,

(a) Q z= Q f̂riy Xij •••，Xn-\-i)

=  l  — [ ( P 2 — Xn + l) 2 

+  ( 尸2 — Xn + 1— 1)2( P 2 +  X /z  +  1) ]

(b) P — yyiy 0C\j •••，

=  L ( m ，X i ，•••，x n)

— R ( m ,  x i ，• • • ，Xn)

ここに，P 三_L — i ? はあるァ、イオファントス

多項式である。

まず，Prasad [ 1 8 ]の中で証明されてい 

る事実のうち，必要なものをここに列挙しよ 

う。このうち，補題 2 は技術的でP r a sa dの 

論文の心臓部に位置する命題である。

補題 1 .

ヨx i… ヨみ[ / ^ 0 ]
補題 2 •  Gmがナッシュ均衡をもつ分

ヨ《Ti…ヨ心+1[Q =  1] 

補 題 3 . のナッシュ均衡の数は，尸= 0  

の解の数に等しい。

補題 1 と2 から，冒頭に述べたように 

Gmがナッシュ均衡をもつ分

ヨ：Ti…ヨぬ[尸= 0 ]  

となって，ナッシュ均衡の存在問題がデイオ 

ファントス方程式の自然数解の存在問題に帰 

着され，定理 4 から決定不能性が得られる。

さて，補題 3 によって，ナッシュ均衡のラ 

ンダム性は，m の値が動くにつれて解が無 

限個になったり有限個になったりするような 

奇妙なデイオファントス方程式P = 0 の存在 

に帰着されるが，次の定理がこれを保証する。

定理 5 • (C ha itin  [ 6 ] ) ある指数的ディォ

ファントス方程式

L\m, x i , X n ) = R ( m ,  x i , x n)

が存在して，その自然数解（《Ti，...，Xn)は， 

停止確率n の 2 進展開の第m 項が 0 ならば 

有限個， 1 ならば無限個存在する。

証明 . 停止確率0 の定義から，有理数の計 

算可能な単調増加列

COlj 0)2y •••, COky •••

で n = li iru  一。o心となるものが存在する。述

語

收 の 2 進展開の第m 項は 1 である

は，その真偽を確かめる計算可能な手続があ 

るから計算可能であり，当然，帰納的可算で 

ある。それゆえ，定理 4 から，ある単層指数 

的ディオファントス方程式

L、m, k, X2y •••，Xn) =  R{m，k, X2, •••，xn)

が存在して，その解（x2，•••，み）の個数は， 

(Okの 2 進展開の弟m 項か， 1 ならば1 個， 

o な ら ば o 個であ る。ところが ， n  =  

lim^ooCOkであるから，心 の 第 m 項は無限 

個の k に対して同じ値で，それはn の 2 進 

展開の第m 項に等しい。ゆえに，指数的デ 

ィオファントス方程式

L、m，xh …，xn) =  R(mJ xh …，xn)

の解（ゐ，•••，ル）の個数は，n の 2 進展開の 

第 m 項が， 1 ならば無限個， 0 ならば有限 

個!となる。
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こうして，この定理で存在が保証されたデ 

イオファントス方程式P 三L  — R  =  0 をもつ 

ゲームGmを G，mとすれば，定理 2 で述べら 

れているナッシュ均衡のランダム性が得られ 

る。

注意 4 . プレイヤーの数n の値は特定化し 

ていないが，Jones =  M atijasevic [ 1 1 ]によ 

れば，定理 4 は m 之3 で成立するので，定理 

5 は ％之4 で成立する。

6 . 終 わ り に

ランダム実数n は，その提唱者である 

Chaitinによって，本来の情報理論やコンビ 

ュ一夕科学を超えて，形式論理体系のアルゴ 

リズム的限界を示したり，生物進化の抽象的 

数学モデルを論じるのにも用いられている。 

また，その基礎であるアルゴリズム的複雑性 

の概念は，K olm ogorovや C h aitinとほぼ同 

時期に，Solomonoff [ 1 9 ]によって，科学 

方法論のモデルとして提唱された。「理論」 

とは，膨大な数の観察事実を，コンパクトに 

説明するためのものであって，この意味でラ 

ンダムではありえない，というのがそのエッ 

センスであり，これは数学の形式論理体系に 

おける公理系についてもあてはまる事実であ 

る。

ランダム実数0 のゲーム理論への応用は，

このP r a sa dの仕事がおそらく最初であろう◦

他にも  Gilboa =  Schmeidler [9] などに 

Kolmogorov Complexityへの言及があるが, 

実質的な応用はきわめて少ない。計算論のゲ 

ーム理論への応用自体がもともと少なく，し 

かも決定不能性を示すものがほとんどである. 

ただ，最近ではポジティヴな応用研究も少し 

ずつ現れるようになってきた。たとえば， 

Anderlini =  Sabourian  [2] や Anderlini 

[ 1 ] などの，戦略の摂動に計算可能性を課し 

た均衡選択の理論，また， Howard [10] や 

Nakayama [ 1 5 ]の，自分や血縁を認識す 

るプレイヤーの存在や行動についての分析な 

どである。

このP rasadの結果もナッシュ均衡のラン 

ダム性という決定不能性定理ではあるが，単 

なる不可能性定理ではなく，むしろ，新しい 

方向を示唆する研究であるといえる。それは， 

Chaitin自身が力説しているように，コンピ 

ュ一夕を主要な武器とする「実験数学」の可 

能性である。すでに，非線型力学でのカオス， 

複雑系や自己組織系，フラクタルなどの研究 

がコンピュータなしでは成立しないように， 

ランダム数やアルゴリズム的情報理論もコン 

ピュー夕に立脚した研究分野である。実際， 

Chaitinは L I S P というプロダラミング言語 

によって，ゲーデルの不完全性定理やチュー 

リングの停止問題の証明を行ったり，また， 

定理5 に現れるディオファントス方程式を，

2 万個の未知数をもつ200ページに及ぶ方程 

式として作成している。このような新しい科

( 4 ) 実際， Experimental M athematicsという専門誌がある 

( 5 ) Chaitin [7]
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学の潮流は，ゲーム理論や経済学にも影響を 

及ぼさずにはいないはずである。ゲームの実 

験や限定合理性などについての精力的な研究 

を中心とする近年の実験経済学の隆盛が，そ 

の一例であることはいうまでもないであろう。

(経済学部教授）
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