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「三田学会雑誌」92卷 3 号 （1999年10月）

無 限 期 間 線 形 計 画 と 経 済 動 学 に お け る カ オ ス 解 *

西 村 和 雄  

矢 野 誠  

訳 鈴 木 隆 徳

Nishimura • Yano (1 9 9 6 )において， カオスが動学的線形計画（LP) 問題の解としてあらわれる 

ことが示された。その結果はNishimura，Yano (1995) での結論である二部門モデルにおけるカオ 

ス的最適資本蓄積の可能性と密接に関連している。 この研究ではそれらの結論を概観し基本的な関 

係を解説することにする。

Deneckere • Pelikan (1986) と Boldrin • Montrucchio (1 9 8 6 )において，将 来 収 益 （将来効用） 

が相当大きく割引かれる（厳密には99%程度） という仮定の下での離散時間動学的最適化モデルに 

対するカオス解の可能性が示された。収益が生じると予想される将来が遠ければ遠いほど， その収 

益は大きく割引かれて い くことになる。 Deneckere • P e l ik a nと Boldrin • Montrucchioのモデル 

は， 1 期間がかなり長期にとられているのであろうと必然的に解釈される。 （普通の経済環境のもと 

であれば99%の割引は短くとも数十年を1 期間と考えることになろう。）

そのような枠組でのカオス動学では状態変数はとてもゆっくりと変動することになる。 したがっ 

て，D eneckere• P e l ik a nと Boldrin• M ontrucchioの研究以来，将来収益を任意に小さく割引くモ 

デルにおいても力オス的最適解が発生するのかどうかという重要な問題が残された。

Nishimura-Yano (1995-1996)の線形経済モデルが， たとえ将来収益を任意に小さく割引いても 

カオス解が生じうることを明らかにしており， この疑問に対する明確な答を導くのに有用である。

*  この論文は， Advances in Mathematical Economics, volume 1，pp. 115-126 Springer-Verlag, 1999 
に英文で掲載されたものを出版社の許可を得て日本語訳したものです。原 題 “Chaotic solutions in 
infinite-time horizon linear programming and economic dynamics”。
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この研究ではその枠組でわかった特徴を概観し，未解決として残っているいくつかの問題を提示す 

る。

以下，第 2 節で数理計画法の観点からこの研究の基本的な動機を説明し，第 3 節 で L P 問題を定 

式化する。第 4 節では結論を定理の形で提示し（証明は別稿にある），第 5 節でそれを Nishimura • 

Yano (1 995)の二部門モデルにおいて解釈し，最 後 第 6 節においてまとめとして将来の研究の方 

向性に関するコメントを付す。

時間の構造を加えることで動的計画法が標準的な線形計画法（LP) の枠組で扱えるようになる 

ことはよく知られてきた。例 え ば Dorfman，Samuelson，Solow (1958) の古典的な書物においても 

次のような L P 問題が考えられている。

凡

- B ,

max
U i ,■•■，Xr)>0 

0 0

^ 2  0

—Bz A 3

0 一 B 3

^H=\prtXt

A t 

—B i

XI’

X2

X3
<

Xa

レr.

Bix' +  di

dz 

di

—_Ar+iX" +  dr

(2 . 1)

ここで，は時間の期間であり，ふ は ，期の経済活動を示すべクトルであると考えられる。 し期の経 

済活動は， 1 期前の総生産量召卜 !ぬ - i とし期の本源的資源ぶとの和の範囲内という制約の下で 

ぬ だ け 生 産 要 素 と し て 「投入」 し生産を行うというものである。 ，= 2 ,  •••，ア一1 にお いて L P  

問 題 の ' 番目の制約 A a t  — B t - n  く dt は， し期の「純生産量」が所与の生産力めを超えること 

はないことを言っている。 さらに，最 初 と 最 後 の 制 約 と + 心はそ 

れぞれ初期条件，末期条件である。 こ う し た 制 約 の 下 で 経 済 活 動 の 価 値 を 最 大 化 せ よ と  

いうのがこの L P 問題である。

概 念 的 に は 動 学 的 L P 問 題 （2 . 1 ) の 解 は B ellm anの 原 理 （Bellman (1957)， Bellman • Kalaba 

(1965)参照）により特徴づけられる。 そのために後方帰納法における評価関数 （Value Function)

と呼ばれるものを定義する。 それは

F r ( j：r-i) =  max PtXt S.t. A tXt — B t- iXt-1 < d T, B tXt ^ A t + iX" — d T (2.2)
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と， t = T 一1，ア一2 , . . .，1 に対し帰納的に

V j(xe-i )=m a x[p ,txt+  Vj+i(xt)] s.t. AtXt — く dt (2.3)
X t

で定義される。最 大 化 問 題 （2 .2 )， ( 2 . 3 ) の解の集合はふ - ! の集合値関数 / ^ ( ぬ-!)としてあらわ 

すことができ，動 学 的 L P 問 題 （2 . 1 ) はこれらの集合値関数により特徴づけられる。つまり，か 

りに列ゐ，. . .，れ が 0 . 1 ) の解であるならば，

(t =  l , 2 , T  x o = x ')  (2.4)

であり，逆もまた成立するということである。

シ ス テ ム （2 . 4 ) は集合を値にとるから，経路を一意には定めない。 したがってこれは強意の動 

学系ではない。 しかしL P 問 題 （2 . 1 ) を解いて最適経路の集合を定めているので， これを一般化 

最適動学系と呼ぼう。

我々の疑問は， この動学系がカオスになるかどうかである。 しかし，L P 問 題 （2 .1 ) を適切に 

修正しない限りこの問いは無意味である。 なぜならカオスとは自律的動学系から生じる経路の振る 

舞いに関することであるが，一 般化 最適動学系（2 . 4 ) は非自律的であるためである。

シ ス テ ム （2 . 4 ) が非自律的である理由はニつある。一つは明らかだが，動 学 的 L P 問 題 （2_1)

の制約条件， 目的関数が非自律的であるためである。かりに最適化問題の元の構造が時間に依存し 

ているのであれば，その解が時間に関し不規則な振る舞いをしたとしても驚くことはないであろう。 

二 つ 目 の 理 由 は ，L P 問 題 （2 . 4 ) が 有 限 期 間 で あ る た め で あ る 。 その結果， /期 の評価関数  

一 !）が， その時点から最終期までどれだけ離れているか（すなわちT  — 幻に依存することに

なる。

このことから， カオス解を得るためには最終期に関し無縁である無限期間で考える必要があるこ 

とが分かる。 これらを考慮して次に以下のような動学的L P 問題を作る。

max
C l , X 2 ,  - ) > 0

T A  0 0 、Xi Bx' +  d

一 B  A 0 X2 d

0 - B A  ••• X3 < d

0 0 —B … Xi d

|  ： ：

(3.1)
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ここで P ( 0 < P < 1 )は活動の将来価値に対する割引き因子である。

この L P 問題を作るにあたり，前 節の L P 問題からニ点の修正がなされている。第一は期間が無 

限となった点，第二は問題を構成するパラメタ一がふを除き全て時間から独立した，すなわち 

A t =  A , B t~i =  B, dt =  d, pt =  pト1P となった点である。特に べク ト ル 而 は 一 定 率 p で一様に減少 

していく。 こうした理由からL P 問 題 （3 . 1 ) は半定常と呼ばれる。

半定常モデルの最適化問題は自律的最適動学系になる。 このシステムを得るためには， 目的関数 

の最大値が初期条件 :1：' に依存していることを注意する必要がある。 この最大値を F C r')とあらわ 

すことにしよう。 この評価関数を用いるとB ellm anの原理は

V {x t-i )^ rm ^ .[p xt +  p V { x t)] s.t. A x t — B x t - i ^ d  (3.2)

となり， この最大化問題の解の集合はパラメタ一p をもつx t の集合値関数厂 (ぬ - d で表現される。

前出の有限期間モデルの場合と同様に， この集合値関数も無限期間L P 問 題 （3 .1) の解の集合 

を特徴づける。つまり，経 路 办 ぬ ，… が (3 .1) の解になることの必要十分条件は

X t ^ F (x t - i )  (t =  l, 2, x o ^ x )  (3.3)

である。

一般化最適動学系（3 .3 ) がカオスになるかどうかを考えるには次の二つの疑問に答える必要が 

ある。 ⑴どのような条 件の 下で あれ ば最 適化 問題 （3 . 3 ) が標準的な意味の動学系になるか，す 

なわち，集合値関数ではなく一価関数によりあらわされるか。 (ii) どのような条件の下であれば 

そうして導き出された動学系がカオスになるか 。 Nishimura • Yano (1996) はこれらの疑問に対 

し，最適計画がカオスとなるようなL P 問 題 （3 _ 1 ) の例をつくることで答えている。

その例では，活動ベクトルふとフローの制約の両方が 2 次元となっている。つまり，

Ct d\\ ci\2 '0 0、

人
， か ， B  =

、ひ 2i a n  一 、0 h

であり， さらに，

r n  ro '
pニd = ，ゴ =

lo j  U J

である。 この下ではL P 問 題 （3 .1) は
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max 'Z7=ipt^1ct

s.t.i(ii)  a2 ict +  a22kt< k t-i ( t ^ l , 2 , ...) (4.1)

(iii) ko=k

となる。

これまで述べてきたように， （4 . 1 ) の解は一般化動学系として記述されうる。 そのために，それ 

ぞれの（ん- i，ん）之0 に対し， ( 4 . 1 ) の条件⑴， （i i ) を 満 た す の 最 大 値 を c d i ，ん）で定義 

する。

命題 4 . 1 それぞれの々之0 に対し，かりに（d ，知，c2, 2々, …）が （4 .1 ) の解であるとすると

となる非空な非負の実数の部分集合H ( k )が存在する。

ここで / / を一般化最適動学系と呼ぶことにする。特に，か りに / / が一価関数であるならば，最適 

動学系と呼ぶ。以降， / / が実際にカオス的最適動学系になりうることを示そう。 まずカオス的変 

動の特徴づけのために， Lasota • Yorke (1974)， Li • Yorke (1 978)の結果を以下に用いる。

命題 4.2 / を閉区間 / からそれ自身への関数とし， 1 点 ろ を 除 き い た る と こ ろ で 連 続 2 回微 

分可能で， また，/'が存在する任意の i G / において， |/'(x)|〉 l  +  e となるような e > 0 が必ず存 

在 す る （拡大的かつ一山型） とする。 このとき，/ に関してエルゴード的でルベーグ測度の意味で 

絶対連続な不変測度が / 上に一意に存在する。

上記の結果は，拔大的で一山なほぼ全ての動学系の経路が確率的であるかのように振る舞うこと 

を意味している。テントマップは，拡大的で一山なシステムの例としてよく知られている。

パラメタ一の値を適切に選べば，L P 問 題 （4 .1 ) の解は拡大的で一山な最適動学系として記述 

されうる， というのが我々の結果の言うところである。 この結果を説明するため図 1 に， kt- i を所 

与 と し た と き に （4 _ 1 ) の 制 約 条 件 ⑴ ， ( i i ) に 加 え （c f，ん）> 0 を満たすような最大のもを表す 

折 線 O P R が描かれている。 こ の 折 線 を 得 るに は条 件⑴ ， ( i i ) の 下 で c f = 0 とおけば折線 OPR 

が

k t^ H (k t- i ) , / = 1 ，2, •••かつ， ko=k (4.2)

であり，

c t =  c(kt-i, kt) (4.3)

kt =  mm{iikt-i, ^ /(1  +  / ) } ただし " = 1 / 处2， 7 =  <2i2/<222 (4.4)
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であらわされることから分かる。非負象限で折線 O P R の 下 方 （線上含む）の領域を！）と定義す 

ると，（も- しん) e Z ) であることが問題（4 _ 1 ) の 条 件 ⑴ ， ( i i ) を満たすような c ,の存在する必要 

十分条件になる。

問 題 （4 . 1 ) の条 件 ⑴ ， ( i i ) がかりに両方とも等号で満たされるのであれば，もの 値 （同時に 

Ctも) が ん - 1 により一意に定められる。（2ll/(221 =  l となるようにすると， k t - lとk tは
kt =  - ( M l r ) (k t - i - l )  (4.5)

という関係になる。特にァ=  fl12/fl22—1 > 0 となる場合，等 式 （4 .5) のグラフは負の傾きをもち点 

P を通る直線となる。図 1 ではこの直線はP Q で描かれている。

図 1 安定的な場合

kt 45。

カオス的最適動学系の候補は折線OPQ，すなわち

f f^kt-i if 0 < ^ - i < l / ( /  +  l)
h{kt~i)^\  (4.6)

if l / ( /  +  l ) < ^ _ i < l

というグラフをもつような関数であることがわかった。

W (l + ァ) く1 を仮定すると，関数みは単位区間 [0，1 ] からそれ自身への写像となる。実質的分析 

のためには，みを閉区間 / =  [ 0 , / ^ ( 1 + ァ) ] 上で考え，か つ / の上への関数とすれば十分である。 

我々の主な結果は以下に述べられている（証明に関してはNishimura _ Yano (1996)参照）。
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定理  4.1 flll/fl21 =  l ，"  =  1/(322,ァ=  fll2/fl22—l とし，ん を 区 間 / =  [0, W ( l +  ァ) ] 上 の 関 数 （4 _ 6 ) と

する。 また，ハ。ラメタ一 " ，P，/ が

0 <  p <  1 , /0 パ > 1 ， /i く 1 + ァ （4.7)

を満たすとする。 そのとき，次の条件 A または B が満たされるならば，区間/上で一般化最適動 

学 系 i / U ) は 関 数 ん に 一 致 す る （同値である）。

条件A ： i i < r

条件B  : 7 < ^ < m i n | - ^ f ± & ,

関数んはテントマップである。そのグラフは図 1 ，2 ,  3 において折線 O P Q で描かれている。 

線 分 O P は原点から傾きバ> 0 でのび，線 分 P Q は 点 （1 / ( 1 + ァ)，パ/ ( 1 + ァ)）を通る傾き一パ/ァ< 0 の 

直線上にある。

条 件 A が満たされる場合，関数んは一山型だが拡大的ではない。すなわち，

0 <  p <  1 , pfi >  1,

である。図 1 にあるようにかりに  一;̂ /ァ > —1 であるとすると，最適動学系んは大域的安定であ

kt

図 2 ニ周期解の場合

45。



図 3 不安定な場合

kt 45°

る。つまり， >々 0 で の （4 _ 1 ) にそった解は，んがシステムみの非ゼロの不動点左 s に収束する。 

また，図 2 にあるようにかりに  一" / ァ= 一1 であるならば， k 半Q，ks での ( 4 . 1 ) にそった解は，周 

期 2 のリミットサイクルになる。

条 件 B が満たされる場合，図 3 に示されるように関数 /?，は一山型で拡大的になる。命 題 1 から， 

この意味で最適動学系はカオスになる。 カオス解の存在は定理4 . 1 と次の結果により保証される。

定理 4 . 2 条 件 （4 . 7 ) と定理4_1の条件 B を同時に満たすような集合は非空である。

我々の結論に対する直観的な説明は次の通りである。 まず，か り に （4 . 1 ) の 制 約 条 件 ⑴ ， 

( i i ) の両方が等号で満たされているならば，与えられたん - ! に対してそれぞれ g とあが一意に 

決定されるはずである。図 1 ，2 ,  3 の 直 線 L はこの意味で，す な わ ち 制 約 条 件 ⑴ ， (ii) の両方 

が （等号で）効いているという下での，も- : とんの関係をあらわしている。

このことは， （4 _ 1 ) にそった最適解が両方の条件をうけて定まる場合があることを意味する。 そ 

うした場合， （定理4 .1より）最適動学系のグラフは直線L 上となる。 ところがそれぞれの変数は非 

負 で な け れ ば い け な い か ら 之 0 ,ん之0 ,も- !》())，与えられたも - ! に対してかりに（Q ,わ）が制約 

条 件 ⑴ ， ( i i ) を満たすならば，（ん—!，ん）は 点 P より上方には決してこないことがわかる（なぜ 

なら，点 P より上方の点をとるにはq が負になる必要があるから）。つまり，ん- 1> 1 / ( 1 + ァ）のときの
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み，最適動学系のグラフが直線L 上にくるのである。

したがって，々̂ < 1 / ( 1  + ァ）であるとき，最適動学系のグラフは直線乙から（制約条件を満たす) 

最も近いところになければならない。 この位置は線分 0 P で与えられる。すなわち，与えられた 

h - i < l / ( l + ァ）に対し，（cらん）が 制 約 条 件 ⑴ ， ( i i ) を 之 0 ,ん之0 で満たすような最大のんは 

線 分 O P 上にあるということである。

これまでの動学的L P 問題は動学均衡モデルとして解釈することができる。特に，前 節 の （4.1) 

はレオンチェフ型生産関数での標準的な二部門モデルとして考えられる。一般に無限期間での半定 

常経済モデルの動学均衡は

max '2l°t=\Pt~lv{kt-\, kt) s.t. ko=k  (5.1)

という制御問題の解として特徴づけられる。 この最適化問題では kt-、と kt はそれぞれ/期の期初 

と期末における資本蓄積の水準とみることができる。効 用 関 数 " (ん_1，ん）はし期の期初に資本レ 

ベ ル （水準）が ん - ! であるような経済が期末の資本レベル（水準）をんにするよう活動した場合 

に達成される効用をあらわす。 したがって， （5_1)の最適化は動学均衡における資本蓄積というも 

のが全期間にわたる割引効用の総和を最大にするように行われることを意味する。

動 学 均 衡 モ デ ル （5 . 1 ) の特殊ケースにおけるカオス的動学均衡の存在が Nishimura . Yano 

( 1 9 9 5 )では示されている。 そこでは純粋消費財 C と生産に必要な財尺の 2 財が存在し，それぞ 

れの財を生産するために二つの部門が経済にあるとしている。 それらを部門 C，部 門 X と呼び， 

両部門とも生産には財 ^ : と労働乙が投入されるとする。財 /Cの投入は生産がなされる期の 1 期 

前に実行される必要があり， そ の 意 味 で 財 尺 を 資 本 （財） と考えることができる。労働投入は生 

産と同じ期になされる。 また，財尺は消費されない。部 門 C と部門尺はレオンチェフ型生産関 

数

c t=m m {Kct-i,  Lct/a}) b .2 )

kt =  nmm{KKt-u Lxt/13} (5 ■ 3)

をもつ。 こ こ で 尺 に 関 し ， / ^ べ^ ) は部門 / の 卜 1 期における資本投入量， は部門 

z•の / 期における労働投入量であり， c t> 0 , ん > 0 はし期の生産量である。資本の総投入量は前期 

の部門 /C における生産量の範囲内でおこなわれる。すなわち，

Kct-i K.Kt- \ ^  kt-i (5.4)

である。労働供給は非弾力的で時間に依存しないものとする。財は本源的労働量好が 1 となるよ 

うに基準化され，総労働投入量は本源的労働投入量の範囲内，すなわち，
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Let +  l^Kt く 1 (5 . 5)
となる。消費者の選好は線形の効用関数

u(ct) =  c t^O (t =  l , 2 , ...) (5.6)

によりあらわされることとする。 こうした構造の下で，

v(kt~i, kt) =  max u ( Ct) s.t. (5.2) — (5.6) (5.7)

を定義する。 （5 _ 7 ) で与えられた特殊な形の効用関数 u の最適化問題は，典型的な二部門動学均 

衡 モデルの例である。

よく知られているようにこの最適化問題は標準的な動学的一般均衡経済の特殊ケースであり 

(Yano (1 9 9 8 )をみよ）， そこでの均衡は消費者と生産者の双方がそれぞれ自身の動学的に最適な経 

済活動を各時点で実行し，各財の市場は現時点から将来の全てまで需給が一致する。 したがって最 

適 化 問 題 （5 .1 ) は動学均衡モデルと呼ばれるのである。

( 5 . 7 ) で特徴づけられたこの動学均衡モデル（5 . 1 ) は動学的 L P 問 題 （4 . 1 ) と同値である。な 

ぜならこのモデルが線形の効用関数とレオンチェフ型生産関数をもち， 目 的 関 数 （5 . 7 ) が (4.1)

と同一であるためである。制約条件も基本的に（4 . 1 ) とかわらない。

しの事実を確認するために / Cc<_i =  _Lci/ひ, / というケ一 スを考えてみよう。 この場合， 

(5 .2 )， ( 5 . 3 ) が与' I  られると c t =Kct- i  =  Lctla，kt =  inKKt-i = 卩 L Kt旧となる 0 し た が っ て （5 .4)， 
(5.5) は

Ct H k t  く k t - i

と

a ct+ — k t ^ l

に変形される。 こ れ ら の 制 約 は （4 . 1 ) の制約が (2ll = ひ，び12 =  3 か，《2 1 = 1 ，（2 2 2 = 1 かであるケースと 

同じである。 （5_7) の 下 で は み ，/ が 全 て の 解 に あ て は ま る こ と を 示 す こ と  

もできるので， （5 . 1 ) と （4 _ 1 ) が同値であることもわかる。

( 5 . 7 ) の 下 で （5 . 1 ) と （4 _ 1 ) が同 値であるならば，定 理 4 . 2 より動学的均衡がカオス的動  

学系に支配される可能性があることがわかる。そのような可能性の存在を初めて証明したのが 

Denecker.Pelikan ( 1 9 8 6 )と Boldrin，Montrucchio (1 9 8 6 )であったのだが，彼らの結果は将来効 

用の割引因子 P が 10_2 という桁になるケースにもとづいたものであった。経済学的には，割引因
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子 P が 1 から離れて小さくなることは将来への関心も小さくなっていくことを意味する。 それは 

割引因子 P が消費者の将来効用に対する近視眼を左右するからである。 P = 1 (T 2 というケースなら 

ば消費者は次期に得る効用には今期と比べ 100分 の 1 の価値しかおかないことになる。 それでは 1 

期間を 100年程度の長期であると考えるべきであろう。

対照的に定理4 .1，4 .2の述べる結論は，割引因子 p が最大 0 .5 までの#:においてならばカオス的 

動学系により動学均衡が支配されることを示している。言いかえれば， （4 . 7 ) と定理4 .1の 条件 B 

を満たす（P，" ，ア）において p の 最 小 上 界 （Least Upper Bound) は

p* =  0.5 (6.1)

となる。

上で述べたようにこの上界（U卯 er B ou n d )はカオス的最適動学 （Chaotic Optimal Dynamics) の 

経済学的応用に対し厳しい制限をつけている。動 学 的 L P 問 題 （4 . 1 ) は Q とんがそれぞれ消費 

と資本の水準を表現している資本蓄積モデルとして解釈できるが， その下では p が モデ ルの 1 期 

間の長さを決定していると考えられよう。 1 期 間 を 1 年とする経済モデルであれば一般に口は 

0.95程度となる。 したがってかりに ！o く 0 .5 であれば， 1 期間はほぼ 5 年以上となる。つまり， 力 

オス的最適動学の経済学的応用は 1 期 間 が 5 年以上とされるモデルに限定される。

p* =  0 .5がカオス的最適動学系の発生する最小上界ではないということも強調したい。Nishimur- 

a • Yano (1 9 9 5 )で は p がどんなに 1 に近くとも最適動学系がカオスになるよう（" ，/ ) を選ぶこと 

が可能であることが示されている。 しかし， その結論は図 1 ，2 , 3 の 点 P が動学系んの周期点  

(Cyclical P o in t)になるという仮定に基づくものである。

Nishimura • Yano (1 9 9 5 )においても， この論文においても（4_1)の解である動学系んに関す  

る完全な特徴づけはなされていない。L P 問 題 （4 . 1 ) のパラメタ一に関し，動学系んが最適とな 

るための必要十分条件を導き出すことは今後に残された興味深い問題である。そのような特徴づけ 

がなされることでカオス的最適動学の可能性についてのいっそうの理解がもたらされることであろ 

う。

(京都大学経済研究所教授） 

(経済学部教授） 

(訳者慶應義塾大学経済学部生）
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