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「三田学会雑誌」91巻 4 号 （1999年 1 月）

進化的ネットワ一ク形成に関する一考察

山 方 竜

1 序

近年，経済主体がつくりあげるネットワーク構造に関心が集まっている。市場で取引の対象とな 

るようなネットワークとしては，空港間を結ぶ航空会社の空路，そして，電話•インターネットな 

どにみられる事業者同士の通信網の相互接続などをあげることができる。さらには，市場情報の獲 

得のため販売店と生産者間に張り巡らされる様々な公式 . 非公式のネットワーク，企業内の組織構 

造を通じた情報伝達ネットワーク，加えて，消費者間の「口コミ」ネットワークのように，普段は 

存在を意識されないものまでが，その関心領域に含まれている。

一口にネットワークとは言っても，その存在理由が異なれば，構成員個々にネットワークが働き 

かける作用も，それを分析するのに適した手法も異なったものとなってくる。例えば，企業内の情 

報伝達ネットワークは，その構成員が（少なくとも表向きには）勝手に構造を変えることはできず， 

組織中枢部によって管理された手順に従って構成されている。 したがって，この場合は，人事権な 

どの何らかの強制力を暗黙の前提にした，組織全体として効率的なネットワーク構造の導出に関心 

が集まる。また，電 話 • インターネットなどのネットワークは，各通信事業者同士は互いに顧客の 

獲得競争を繰り広げつつ，一方では相互接続の拡充が集客の決め手となる。このため，構成員間で 

様々な戦略的状況が発生する。分析は，成員個々のインセンテイヴの問題に帰着され，一般的には 

効率性とは程遠いネットワークが出現する。

本稿においては，成員個々が自律的に構成するネットワークが，その均衡においてもつ性質を模 

索する。鍵となる概念は，ナッシュ均衡と進化的調整である。プレーヤーは， 自分がリンクを組む 

ことを希望するプレーヤ一の集合を選択する。双方がリンクを希望した場合に， じっさいにリンク 

は作られ，少なくともどちらか一方がリンクを希望しない場合にはリンクが作られないような型の 

ネットワーク形成ゲームを考える。プレーヤーは，出来上がったネットワークの形とその中で自分 

の占める位置に応じて利得を得る。
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これまで，ネットワークのリンクの自律的な発生構造をナッシュ均衡で分析した研究は多くはな 

い。これは，ナッシュ均衡という概念のみでは，分析に有用な程には均衡を特定できないからであ 

る。 じっさい，後で見るように，非常に多数のネットワークが均衡として発生し，それぞれの間に 

共通する性質は多くはない。我々は，ネットワークがいかなる形状に均衡するかを知ることによっ 

て，その構成員個々が将来的にネットワークから得る便益を予測したり，逆に既に出来上がったネ 

ットワークがもつ特定の性質を観察することによって，構成員の個々の関係を類推したいとも考え 

ている。このような共通性に欠ける複数均衡の存在はその目的のためには望ましくない。

プレーヤーの合理性を前提とした，複数均衡を精緻化するための方法は数多く知られている。 し 

かしながら，本稿においては，むしろプレーヤーの限定的な合理性を前提にした進化的ゲーム理論 

の枠組みにおいて均衡の精緻化を模索したいと考える。進化的ゲーム理論を用いる利点は，これが 

ネットワーク形成の動的な過程を叙述するのに適当な構造を備えているということである。通常の 

ゲ一ム理論では，均衡の調整過程はフレ— V—間の共有知識の存在を則提として，フレーヤ一の頭 

の中で行われ，その調整の結果としての均衡が， じっさいに観察されると考える。（詳しくは， 

Fudenberg and Tirole [1 9 9 1 ]14章などを参照。）しかしながら， じっさいのネットワーク形成は，長 

い時間的スパンを通じて行われ，その間プレーヤ一は観察 • 最適反応 _実験などの過程を繰り返す。 

インタ一ネットの形成過程などはまさに格好の例である。

進化的ゲーム理論には，Maynard Smith and Price [1973] などに始まる非確率的進イ匕ゲーム理 

論と，Forster and Young [1990], Young [1993], Kandori, Mailth and Rob [1993] などに始まる 

確率的進化ゲーム理論の2 つがあるが，本稿のモデルは後者に属する。確率的進化ゲームの理論は 

次のような調整過程をもっている。システムは観察•最適反応の過程を通じて 一■時的には局所的な 

最適状態に落ち着く。 しかし，確率的にプレーヤーが突然変異を起こして最適状態を崩し，その結 

果システムは，また新たな観察 • 最適反応過程を通じて次の最適状態へと動いていく。システムは 

長期的には，他の状態に比べ最も突然変異によって崩れにくい状態に最も長い時間いることになる 

から，このような状態を長期均衡ととらえて，分析を行なう。

本稿は， とりわけ，N6ldeke and Samuelson [1 9 9 3]の結果に多くを依存している。彼らは，進 

化的ゲームを用いて展開型ゲームの均衡の分析を行なったが，そこで分析手法として示された局所 

安定コンポ一ネントの概念は均衡の選別に非常に有用であり，本稿でも用いられる。

自律的なネットワーク形成に関する研究で代表的なものは，Jackson and Wolinsky [1996] で 

ある。かれらは，ここで均衡概念として，対 安 定 （pairwise s ta b i l i ty )とよばれる概念を導入した。 

対安定は，プレーヤー同士が張る既存のリンクをそれぞれを一つずつ見たとき，双方にそれを切断 

するインセンティヴはなく，また，存在しないリンクについては，少なくともその当事者の一方が 

リンクを拒否するインセンティヴをもっていることをあらわした概念である。彼らは対安定性とネ 

ットワーク内での資源配分ル一ルの関係について分析を行ない，一般には効率的なネットワークを
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対安定なものとして実現するような資源配分ルールは存在しないことを示した（Jackson and 
Wolinsky [1996]定理 1 )。対安定性は， 1 つのリンクに対する安定性をあらわす概念であり，ナ 

ッシュ均衡で考えるような， 1 人のプレーヤーがリンクを一度に複数個変更する状況は考慮に入れ 

ていない。

他の重要な理論として，プレーヤーが自由にリンクを選択できないモデルではあるが，Radner 
[1992, 1993], Bolton and Dewatripont [1 9 9 4 ]をあげることができる。彼らのモデルは，企業内で 

情報を一ヶ所にまとめあげるために最適なネットワーク構造のもつべき性質を分析している。ここ 

で示されたアイデアにおいて重要なのは， リンクを通じて情報を一方から他方に伝達する際には， 

コストが発生するということである。彼らは，それを，ある個人によって処理された情報を他の個 

人が受け取った際，その内容を受け取った個人が理解し新たにまとめあげるためにかかる時間のこ 

とであると解釈した。 リンクにはコストがかかるという考えは，さらに一般の場合に拡張が可能で 

ある。

また，協力ゲームの文脈においても，ネットワークは重要な役割を果たしている。Myerson 
[1 9 7 7 ]では，プレーヤ一間の協力関係が，ネットワークで連結されているもの同士以外では結べ 

ないという制限のもとで，シャプレイ値の拡張を行なった。

本稿の構成は次のとおりである。まず， 2 節において本稿で扱う一般モデルを提示する。また， 

進化的ゲーム理論の話題に入る前に，現在の問題設定で発生する複数均衡の問題を，一般的な理論 

と具体例の双方から描写する。次に， 3 節において，進化的ゲーム理論を本稿の文脈にあわせて構 

成する。この節の後半では，NSldeke and S am u elsonによって示された，極めて有用な諸性質を 

紹介する。 4 節において，進化ゲーム理論をもちいたネットワーク形成ゲームの分析を行なう。本 

稿での設定は特殊であるので，長期均衡がナッシュ均衡になることは証明を要する。この節でその 

証明が与えられ，あわせていくつかの諸性質も考察する。具体例による均衡の精緻化も試みる。 5 
節では今後のあるべき展開を方向付ける。

2 モ デ ル

プレーヤーの集合を#  =  {1，2 , …，i V }とする。プレーヤーは，ネットワークにおける節点の役割

を果たす。各プレーヤー / の戦略は，集合 {0 ,1}"上の点の = ( ル(1)，ル⑵，…，山(A0) であらわされ
( 2 )

る。ここで，ル(メ）=  0 とはプレーヤー / がプレーヤーノ• とのリンクを望まないことをあらわし， 

ai(j) =  l はプレーヤー i がプレーヤ一 j とのリンクを希望することをあらわしている。 自分自身と

( 1 ) 端点•点などとよぶこともある。

(2 ) a l j ) はN 次元べクトルcuの第；成分をあらわす。
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のリンクル ( / ) は本モデルにおいては何ら意味をもたないが，記号の便宜上，常に a i ( i ) = Q とおく。 

したがって，今 後 / の戦略の集合を，

& =  {<2右 {0, 1}": ai(i) =  0},

とおく。またその直積を5 = x f =1& とおく。

プレーヤー z• とプレーヤ— y との間に張られたリンクを記号y であらわす。いま， リンクには 

方向があるとは考えていないので， y と々は同じリンクをあらわしている。完全グラフ， とは， 

任意のプレ一ヤーの組にリンクが張られたグラフである。すなわち，gN =  {ij..iら凡，j E M ，i 丰j} 
である。これは，任意のプレーヤーが自分以外のプレーヤーのすべてにリンクしている状態をあら 

わす。本稿でネットワークはすべて完全グラフの部分集合であるから，ネットワーク全体の集合は， 

ち= { g ' g C g N} である。

ネットワーク写像ァ(な）： 乡とは，プレーヤ一の戦略の組a = ( 山，…，a j から，それによって 

実現されるネットワークへの写像である。本モデルにおいては，プレーヤ一間のリンクはその当事 

者双方がリンクを希望している場合にのみ張られると仮定する。 したがって，ネットワーク写像 

7 ( a )は，

y{a) =  {ij : ai(j) =  l ，<2ズ0  =  1， ⑴

とあらわされる。 7、a ) を a の ネ ツ トワークとよぶこともある。例えば， 山= ( 0 , 1，1), 
a2= ( l , 0 , 1 ) ,a3 =  ( l , 0, 0 ) のとき， r(a ) =  {12,1 3 }である。

各プレ一ヤ一がネットワ一 クから得る利得を定義するために，いくつかのg己号• 用語を定義する。 

まず，写像 iV(分）：泠—2ガはグラフダにおいて少なくとも一つのリンクを張っているプレーヤ一の 

集合である。すなわち，M ジ) = {泊 # : ヨ 斤 尤 y e ダ} である。 / e i v (ダ）を単に「/ はダに属する」

と読むこともある。例えば，# = 4 ，ジ= {1 2，1 4 }のとき， iV(ジ) = { 1，2 , 4 )である。

グラフジにおいてプレーヤーA とプレーヤーk が連結しているとは， iV(分）上のそれぞれ相異 

なるフレ'一■ヤ一から構成される列 {zi，it, iriiが存在して，{レ_2，izi^,…，in-lin}^- g となっているこ

とである。また，このとき列 {ん i2, i n ) を Z_1 と i n を結ぶ経路とよび， ili2…i n と書く。 したがっ 

て， リンク" をしているプレーヤーとノ_は自明に連結しており，その経路はy である。例えば， 

# = 5 ，ジ= { 1 2 ,2 3 ,4 5 }では，1 と2，1 と3，2 と3，4 と 5 はそれぞれ連結している。それらを結ぶ 

経路はそれぞれ，12，123，23，45である。1 と4 はこの場合連結していない。

さらに， グラフg の成分ダを次のように定義する。

定 義 1 . gて g は，以下の 2 条件を満たすときダの成分であるという。

1 . N { g r) に属する任意の相異なる二人のプレーヤ一U は連結している。

1 0 1 { 655 )



2. iV(が）に属するプレーヤーとリンクしている任意のプレーヤーは， iV(が）に属している。

すなわち，g の成分ゲとは，ジの中で互いに連結しているプレーヤーで構成された，極大の部分 

グラフである。たとえば，直前であげた， i V = 5 ,ジ={12, 23, 4 5 }の例では，ダの成分は {12,23} と 

{45}の 2 つである。

あるグラフg からプレーヤーZが 得 る 利 得 を で あ ら わ す 。 i安N [ g ) のとき， 

; r U ダ) = 0 と正規化する。また， ttU，分）は次の性質を満たすと仮定する。

成 分 独 立 性 グラフV が成分ゾをもつとき，任意、の i G N ( g ’）Iこついて，；r ( / ,分) =  ;r(Aゲ）が成立 

する。

成分独立性は，プレーヤーの利得は彼が属する成分のみに依存することを述べている。プレーヤ 

一は， 自分の属さない成分に属するプレーヤーと連結する経路をもたないのだから， 自分の属さな 

い成分から何ら影響を受けないと考えるのである。成分独立性の仮定は，Jackson and Wolinsky 
[1 9 9 6 ]でも行われている。

2 . 1 非協力ゲームにおける均衡

定義の途中ではあるが，進化的ゲームの説明に入る前に，このゲームを非協力ゲームとしてみた 

ときのナッシュ均衡について考察してみよう。ここで，ナッシュ均衡は，通常通り次のように定義 

される。プレーヤー / 以外の戦略集合の直積をS - f X パガ、讲& とおき，その要素をびィなどと表 

記する。

ナ ッシ ュ 均 衡 戦略の組 a * = ( W ，a t …，a % ) ^ S が，任意のプレーヤー i の任意の戦略 a ^ S i に
ついて，

Tc{i, r(a*, a*i))>7r(i, y{au a-t)),

を満たすとき，a * をナッシュ均衡とよび， r ( a * )をナッシュ均衡ネットワークとよぶ。また，あ 

るネットワ一クは，それをナッシュ均衡として実現するような戦略の組がすくなくとも1 つあると 

き，ナッシュ均衡ネットワークとよばれる。

いま，ネットワークジの形成のために必要なリンクを支持し，それ以外のリンクを拒絶するよ 

うなプレーヤー / の戦略をパとおく。すなわち，
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パ ⑵

ここで，明らかに

e 9i{j)^=e9A i ) ,  (3)

であることに注意。例えば，ダ= { 1 2 ,1 3 }のときには， e f = ( 0 , 1，1)，e f = ( l，0, 0)，e f = ( l , 0, 0)であ 

る。

本稿ではプレーヤ一間のリンクの形成には，両者の合意が必要であると仮定しているが，この仮 

定から直ちに次の命題1 が得られる。証明の中で，交わりの演算at A bt : Si  x & を用いるが， 

これは，

(ai A  b i ) ( j )=mm{ai ( j ) ,  bi(j)}, V _ /eガ，

と定義する。 とくに，戦略山 / \ e ? は，戦略山から，ネットワークg において存在していないリン 

クの支持を排除したものである。 自明に， a iへe !くe gi であも。

命 題 1 . あるネットワークジがナッシュ均衡ネットワ一クとして実現可能であるための必要十分 

条件は，任意のプレーヤー / について，戦 略 が ， を満たすならば，

7t(i, y ( e g) )^ 7 t ( i ,  y { d u e 9- t)),  (4)

が成立することである。

証 明 補論 A . 1 参照。

命題 1 は，現在存在するリンクを切断するような他の戦略がプレーヤーの利得を増やさないこと 

をチェックするだけで，均衡が確かめられることを述べている。これは，直観的には明らかなこと 

である。 リンクは両者の合意の上で張られるのだから， 自分以外の誰もが自分とのリンクを希望し 

ていない状態では，彼のナッシュ均衡戦略からの逸脱は，ネットワークに新たにリンクを付けカロえ 

るようには働かず，彼の張る既存のリンクを切断するのみである。極端な例として，空グラフは切 

るべきリンクがひとつも無いから， 自明にナッシュ均衡ネットワークである。さらに，命題 1 と利 

得の成分独立性より，直ちに次の結果を得る。

系 1 • ( a ) クがナッシュ均衡ネットワークであるならば，その成分であるがもナッシュ均衡ネッ
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トワ一クである。

( b ) 仏ダがナッシュ均衡ネットワークであり， iv (ダ）n i v < y ) = 0 ならば，g u グもナッシュ均衡ネ 

ットワークである。

証 明 補論 A. 2 参照。

系 1 ( a ) は，相異なる成分切，奶をもつネットワークジがあれば，切，奶それ自身もナッシュ均 

衡ネットワークであることを述べている。系 1 ( b ) は，共通した構成員をもたないナッシュ均衡ネ 

ットワーク仍，依が存在したとき，それらが同時に存在するネットワーク切 1̂ 2 もナッシュ均衡と 

して実現されることを述べている。これらは，ネットワーク形成ゲームにおける本質的な複数均衡 

の存在を示唆するのである。これらに該当する場合以外にもナッシュ均衡が複数存在する状況の具 

体例を以下の2 . 2に与えておこう。

2 . 2 結合モデル

以下の設定は，Jack so n  and W olinsky [1 9 9 6 ]で用いられたものである。各プレーヤー/がグラ 

フダから引き出す利得7Tは，次のようにあたえられる。

n ( i , g ) = H 8 til(B)Wi j~  2  c^.

ここで，w u は i にとっての j の連結上の価値であり， と仮定する。 また， t M は Zとノ•の 

間の最短経路上でのリンク数をあらわす。便宜上，タにおいて / とノ_が連結していない場合は 

^ )  =  °°と仮定する。 5已(0，1 )は/とメの近さを表現するために用いる割引因子である。co■は i 
が > とのリンクを張るために負担する費用である。

ここでは，結合モデルのうちで対称なケースに注意を限定する。 =  Co.= C とおき，

=  2  c, (5)

と考える。結合モデルは，連結していないプレーヤーからの影響を一切受けないから，成分独立性 

を自明に満たしている。

これらについて，次の命題が成立する。記号ダ+ y はダU{zy}をあらわすものとする。

命題 2 .  ( a ) ダがナッシュ均衡ネットワークだとする。分が相異なる成分切，免をもつとき，それ 

ぞれに属するあるプレーヤー /eTV(切)，メe M 依）で，彼らが実際につないでいるリンク数n “ n j に 

ついて，
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m in {ル，n j } > -  ^ ，

を満たすものが存在するなら，g + i j もナッシュ均衡ネットワークとして実現される。

( b ) もし， ならば，ナッシュ均衡ネットワークタに対して，タにおいてリンクをもたなかっ 

たプレーヤー / 庄iV(ダ）と任意のプレーヤーゾt y l /•の間のリンクを付け加えたネットワ一クタも 

ナッシュ均衡ネットワークとして実現される。

証明

( a ) 新たに結ばれるリンクを ij, i ^ N ( gi) , j ^ N { g 2) としよう。いまノ_が p の利得を得ており 

%.個のリンクをそれ以前に結んでいたとすると，メが以前にリンクから得ていた費用差し引き前の 

収益は p + n j c である。 が以前にナッシュ均衡としてリンクを結んでいたことを考慮すると，P>0  
が必要であることに注意。 f は以前には_；•と連結しているプレーヤーと一切連結していなかったか 

ら，新たに作られたリンクによって仍の各プレーヤ一との距離はメから見たそれぞれの距離より 

ちょうど 1 ずつ大きくなる。 したがって， i が j との新たなリンクから得る収益は< 5 0 +ルc) +  <5 
であり，新たにかかる費用はc である。 したがって新たなリンクから得る利得の純増加は

8{p-{- WjC) +  汐ー c 之砂十 +  <5 —  c,

= dp+  5ci n j ---- ^ —) > 0 .

よって新たなリンクから非負の利得を得るからこれを切断するような戦略は弱支配される。また， 

以前からある既存のリンクについては，そこに属するプレーヤーとの距離が変化しないから，それ 

を切断するインセンテイヴは発生しない。 したがって， / については，新たに与えられた戦略 

e V i jは e g_Yj に対する最適反応となっている。

i と同じ成分切に属する他のプレーヤーk については，同じ成分に属しているプレーヤー同士 

の距離は変わらないことに注意しよう。また， である。既存のリンクを切断するような 

戦略を办 ( くe ? )とする。これらについて，次の関係が成立する。

n{k,  y { e 9+ij)) =  n{k,  y { e9) ) + f ,  (6)
n(k,  y {ak, e - +kiJ)) =  n { k ,ァ(a*，e£*)) +  <5,y ,  (7)

ここで，f はリンク i j によって k が新たに得た利得（具体的には，/==<5〜(ff)+1(》+ 吣c ) ) である。 

t はプレーヤー左が戦略をe r 0’から山に変更したときのリンクの変化に対応する， k と i の間の 

距離の増分である。 もし切断されるリンクの中にとの最短経路を構成するものが属している場合 

は， / との距離が大きくなるから式（7 ) 中の ' が 1 以上になり，それ以外の場合は0 となる。どち 

らにしろ，式 （6 ) は 式 （7 ) より大きいから， リンク y が加わった後も， は既存のリンクを切る
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図 1 : ナッシュ均衡ネットワークの例（が+  c<<5)

インセンティヴをもたない。

y および，ノ_ と同じ成分奶に属するプレーヤーについても同様な証明が可能である。

( b ) 条 件 c > 0 より，孤立点からリンクをもつように変わったプレーヤ一 / については， 

リンクを切断するインセンティヴをもたない。

i とリンクされるプレーヤーノ• は / とのリンクで正の純収益を獲得し，かつ既存のリンクとの距 

離は変化しないから，結局リンクを切断するインセンティヴはない。

メと同じ成分に属する他のプレーヤーk については，上記（a ) と同様な証明を行なうことができ 

る。 （証明了）

系 1 では成分ごとの構造に変化がないような複数のナッシュ均衡ネットワークについて言及した 

が，ここでの命題2 では，成分の構造が変化しても依然としてナッシュ均衡ネットワークであり続 

けるようなケースについて言及している。この命題によって，系 1 で考えられるよりもさらに多く 

のネットワークがナッシュ均衡ネットワ一クとして存在しうることが分かる。

とくに命題2 ( b ) は極端なケースであり，任 意 の 林 （閉路をもたないネットワーク）や 木 （すべて 

のプレーヤーが互いに連結しており，閉路をもたないネットワーク）も，ナッシュ均衡ネットワークと 

な る （リンクを全くもたないネットワーク（空グラフ）は，自明にナッシュ均衡ネットワークであること 

に注意)。図 1 はこのとき，ナッシュ均衡ネットワークとして支持されるものの例である。

命題 2 ( b ) のケースは非常に極端であるので， ともすれば任意のネットワークがナッシュ均衡ネ

図 2 ：ナッシュ均衡ネットワークではない例（5くc +  <52)
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ットワークになってしまい，ナッシュ均衡を考えること自体が無意味であると思われるかもしれ 

ない。 しかしながら，例えば，図 2 のようなケースにおいては， c く S であっても， もしも，5 が 

(J<C + がの範囲にあるならば，プレーヤー《はリンク名を切断するような戦略をとれば，いまよ 

りも真に高い利得を得ることができる。 よって，図 2 はナッシュ均衡ネットワークではない。

3 進化的ネットワーク形成モデル

前節でみたように，ネットワーク形成においては，非協力ゲームの枠組みとナッシュ均衡の概念 

のみでは，均衡が多数存在するケースを排除できないために，ネットワークの特徴的な性質が導出 

できない。本稿においては，近年多くの重要な結果を導いた進化的ゲーム理論の枠組みを用いて， 

均衡の精緻化が可能であるかを考察していくことにする。

ここでは，進化的ゲーム理論の枠組みを本稿のコンテキストで説明し，Nbldeke and Samuelson 
[1 9 9 3 ]によって紹介された諸性質（3 .3節で述べる）を用いて，均衡の精緻化を試みる。

3 . 1 観察と調整

各プレーヤー运 # それぞれに対応した有限のエイジェントの集合んを考える。 Iん丨= ゴとす
( 3 )

る。各 ，=  0 , 1 2 ，..•期に，各 A ,.からそれぞれ1 人ずつランダムに任意のエイジヱントが選ばれ， 

ネットワーク形成ゲームをイ亍う。

各し期初，任意の集合A z■の任意のエイジヱントミは，彼 の も つ 純 粋 戦 略 パ こ よ っ て 特 徴  

づけられている。 ' 期の状態没とは，その期初にそれぞれのプレーヤ一のうち，ある戦略をとって 

いるエイジェントの人数を与えるベクトルである。すなわち，没は任意の / 已# に つ い て ^^，•）： 

a > ) ^ d を満たす関数とみなすことができる。ありうる状態没の集合© 
を状態空間とよぶ。以下では，# ，S , 各 a z. ともに有限であると仮定するので，@ も有限となる。

各期のネットワーク形成ゲームが終った後，それぞれのに属する任意のエイジェントは，そ 

れぞれ独立に"の確率でその期に行われたネットワ一ク形成ゲームの結果として出現したネット 

ワークを観察する。1 —" の確率で何も観察を行わない。

各エイジェントはゲームの結果として出現したネットワークの形のみを観察することができ， 

個々のエイジェントがじっさいにとった戦略そのものは観察できないと仮定する。また， 自分が現 

在リンクを希望している相手以外には興味を抱かないとも仮定する。これらは，本稿において极う 

ネットワーク形成ゲーム独自の仮定である。エイジェントからは，あるリンクが存在しないのはリ 

ンクの両端のプレーヤーが片方だけそのリンクを嫌った結果であるのか，それとも両者ともにリン

( 3 ) 任意のA,.に属するエイジェントは，毎期1 / J の確率でネットワーク形成ゲームに参加する。
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クを嫌った結果なのかは観察できない。また，エイジェントの観察は，彼の行動によって制限され 

ると考えるのである。

実現されたネットワークの観察を行なったエイジェントは，そのネットワークにあわせて自分の 

戦略を切り替える。すでに述べたように，エイジェントはネットワークに現存するリンクのみを考 

慮する。そこで，エイジェントは観察したネットワークで自分に対応するエイジヱント（同じん 

に属するェージヱント）とリンクを結んでいる相手以外と新たにリンクを結べる可能性は無視して 

戦略を選ぶと考える。すなわち， もともと戦略ルをとっていたエイジェントが， ここで切り替え 

る戦略W は，観察したネットワークがダe 乡であるとき，次に定義される集合及 .(仏山）に属す 

ると考えるのである。

Bi(g,  ai) =  l a f ^ S i : V a' i^Si , , (8 ) 
兀( i ，( a t  e ^ i ) ) ^ 7 r ( z ,ア（ベ，e f-i)), f = y ( a i ,  e£i)j.

Bi(g, a d を説明するために，図 3 をみてみよう。図 3 左側のネットワ一クジ={12,13, 24, 25, 36} 
が形成されているとする。例えば 2 と6 とのリンクを希望するプレーヤー1 のエージェントの戦略 

は山 = ( 0，1，0 , 0 , 0 , 1 , 0 )で示されれる。図 3 中央がこのようなエージェントをあらわしている。図 

3 右側に示されたネッ卜ワークァ(山， はこの場合 {12, 24, 25, 3 6 }で示される。B 人g，a d に從う 

エージェントはこのr ( a h e h ) に最適反応するように行動するのである。図を見て分かるとおり， 

このエイジヱントは，現時点の戦略で自分がつなげる可能性のあるリンクしか考慮しない。例えば， 

自分が興味を抱いていない相手を無視することは7(a h e B- i ) にリンク13が存在しないことで表現さ 

れている。B 人g，ai、は，エイジェントが自分の戦略に限定された観察しか行わないことをモデル 

化しているのである。

ここでは， .(仏め）よりも， さらに小さな集合に選択の幅を制限する。 もともと戦略山をと 

っていたエイジェントは，ネットワークダを観察したとき，最適反応及 .(ダ，ル）のなかでもとく 

に，現在の戦略山からの変化が最小となるものの中から戦略を選ぶと仮定する。すなわち集合 

X i ( g , a i )を，
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Xi(g,  ai) =  { a * ^ B i ( g ,  a t)  : V a ^ B i i g ,  a t),  \a* — a i \< \ari—ai\),

で定義したとき，これをサポートとする確率分布 ;^(ん；仏山）を用いて，兄 .(ジ，山）の中から， 1 個 

の戦略をランダムに選びだすと考えるのである。

最適反応を兄に制限することは， 2 種類の慣性を表現している。第一の慣性は， 自分の戦略山 

が，現在観察されたネットワークジに既に最適反応（ルe 汉 (仏山)）しているのなら，それ以上の 

調整は行わないということである。このタイプの慣性の仮定は，NSldeke and Sam u elsonにおい 

ても行われている。第二の慣性は，戦略を切り替えた方が真に高い利得を得るような場合でも，な 

るべくリンクごとに既存の状態を保っておこうとする力が働いているということである。 リンクの 

状態の変更には何らかの意味でコストがかかると考えれば，このような慣性の存在は自然である。 

厳密には次の補題1 が成立する。証明は，ここでの最適調整の意味から直観的にも明らかであろう。

補題 1 . 最適反応の慣性 

( a ) a i ^ B i ( g , ル.)のとき，Xi(g,  a l)  =  {al).
( b )  a庙 山 )のとき，任意の a f e 兄 .(仏山）について，

( b . 1 ) " 串ダならば，《3ナ(ゾ）= 山(ノ’). 
(b.2) ダならば，a1(J)ニai(J).
( b . 3 ) 少なくとも一つの认e g について， a ? U )くル(ん).

( c )  ( a ) ,  ( b ) より任意のW e 兄 (仏山）に つ い て ふ -
こ こでの調整過程は図 4 のように行われる。

観察による一連の調整によって状態が0 か ら d ' に推移する確率をh ee, と置く。

図 4 ：観察による調整

( 4 ) 本稿においては，んゲを直接扱うことはあまりないため，んゲの具体的な形は記さない。
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3 . 2 突然変異による状態の推移

各し期末において，観察が行われなかったか観察とそれによる調整が行われたかに関らず，各 

A ,.に属する任意のエイジェントは確率ス> 0 で突然変異を起こす。すなわち，確 率 1ースで彼の戦 

略は変わらず，確率スで彼は，外生的に与えあられたある確率分布 e U i ,  bi)>Q(ai , b i ^ S i ) に従 

って戦略山から b t に移行する。すると，期末において戦略ルをとるエイジヱントが来期初に戦 

略んをとっている確率は，如ズ山，ん）となる。ここで，任意の e U i ,  bi)が厳密に正であることに 

注意。これによって任意の状態沒から任意の状態ゲに突然変異を起こす確率 ^ >,(バ）は厳密に 

正となる。

突然変異はエイジェントによる一種の実験であるとも解釈できる。重要なのは，突然変異の結果 

としてある状態から状態へ推移する確率それぞれについて，メに関する次数が異なることである。 

ここで考えている突然変異は，N8ldeke and Samuelson [1993], Samuelson [1997] と全く同じ形 

でモデルに組み込まれているから，次の3 . 3節に示すような性質をそのまま用いることができる。

3 . 3 有限マルコフ連鎖の諸性質

本3 .3節の内容は，Nfjldeke and Samuelson [1993], Samuelson [1 9 9 7 ]による。ここでの説明 

の中で用いる記号は他の節と重複しているものもあるが， とくに断りのない限り他の節とは別のも 

のを不している。

現在の設定をもう一度見直してみよう。システムがとりうる状態は有限集合®であらわされて 

いる。ここでは，便宜上 ® に属する状態には，1 , 2 , …，w という整数の名前を付けておく。プレー 

ヤーの名前と混同しないように注意されたい。いま， 1 回ネットワーク形成ゲームが行われたとき， 

システムが状態 i から j に推移する確率をp u で示す。3 _1，3 _ 2節で定義した h ik, qkj(A) を用いる 

と，

p M = ^ h ikQki{X),

となる。

ここで，このようなゲームを ' =  0 , 1，…の各期に行なうとき，システムがし期にどの状態にある 

かを示した®上の分布

■T⑴ =  (：Ci(0, X2{t), h ⑴ )，

の列 U “ )}r=oを有限マルコフ連鎖とよぶ。推 移 行 列 [か，U ) ] に関して，

x { t +  \ )  =  x ( t )P(A) ,

( 5 ) 抑 '(メ）も，ゐ晰同様，本稿では具体的な形をもちいないので，それを記すことはしない。
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と書くことができる。

とくに有限マルコフ連鎖の定常分布2 = l i m 卜coxU)については，次に述べるようなよく知られた 

性質がある。

定 理 （定常分布の存在性•一意性） 推移1亍列尸(ス) = [かズス)]の任意の要素について，か，(ス）> 0 である 

とき，有限マルコフ連鎖には，定常分布 2(ス）が存在し， しかもパス）は，初期分布 x (0) に依存せ 

ず，一意に定まる。

いま考えている進イ匕モデルにおいては，推移行列は / ⑶である。ス> 0 において，任意 

のれ / / 0 は正であり，また，ん* は少なくとも一つのんについて正であるから，任意の如は正で 

ある。 したがって，上で述べた定理が適用でき，任意の変異率ス> 0 に関して，一意な定常分布 

z ( A )が定義される。

変異率スを0 に収束させたときの極限が存在することもよく知られている。

命 題 （棰限分布の存在） 定理と同じ仮定のもとで，

2 * = lim  z(A),

が存在する。

我々が分析するのは，この極限分布の性質である。いま，変異率を完全に0 にしたときに得られ 

る分布 - 0 ) と，極限分布 2 * は異なりうることに注意しよう。変異率を完全に0 にしたときには， 

先の命題が使えず，一般には，定常状態の一意性などは保証されない。 しかしながら，変異率が正 

の範囲のもとで0 に収束させることで得られる極限分布2 * は一意に定まるのである。パのサボー 

トとなる状態を長期均衡とよぶ。

さらに本稿の文脈に有用な，用語•性質についても述べておくことにする。以下の性質1 から 5 
は，すべて，Ntildeke and Sam u elsonによる。最も重要なものは性質 5 であり，それ以前の諸性 

質は性質 5 を導くための補題という性格をもっているが，それぞれが極限分布のサポートに属す状 

態とそれ以外を選り分けるのに有用であるため，併せて述べておく。

定 義 （吸引的集合• 吸引域） 集合 A が 吸 引 的 （absorbing)であるとは，A に属する状態からA に 

属さない状態に推移するためには，必ず突然変異を要するような集合のなかで，極小であることを 

いう。そのような集合を吸引的集合（absorbing s e t ) という。また，吸引的集合A の吸引域 

とは，突然変異を要しないで，A に属する状態に到達出来るような状態の集合である。
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性 質 1 (Ntildeke and Samuelson 993]補題3 ) 極限分布のサボ一卜は，吸引的集合に属するよう

な要素だけからなる。 もし，ある状態没が極限分布のサポートに属しているならば，没の属して 

いる吸引的集合（以後これをa (めと記す）に属する任意の状態 e s A ( e ) も極限分布のサボートに 

属している。

性 質 1 より，「ある状態 0 が極限分布のサポートに属している」 という表現に加え，「ある吸引 

的集合 4̂ が極限分布のサポートを構成している」 という表現も意味あるものとなる。性 質 1 は状 

態と状態の関係を示したものであったが，次の性質 2 においては，極限集合と極限集合の関係が示 

されている。

定 義 （隣接• 単変異近傍） ある状態沒とグがただ一つの突然変異によって行き来できるとき， と 

ゲは隣接している（a d ja ce n t)という。また，吸引的集合A の要素に隣接する任意の状態の集合 

を， であらわし，これを 4̂ の単変異近傍とよぶ。すなわち，

似 (メ0  沒e ®  : あ る ゲ が d と隣接している}.

直観的には，隣接している状態同士は突然変異を媒介に行き来できる状態の中で， もっとも行き 

来しやすい組である。

性 質 2 (Noldeke and Samuelson [1993]補 題 4 ) 吸引的集合 4̂ が極限分布パのサボートを

構成するならば，A に属するある状態に隣接するような状態を吸引域に含む吸引的集合も極 

限分布のサポートを構成している。すなわち，A C s u p p パ か つ A f ( A ) n 5 0 4 ' )辛0 ならば， 

A 'Csupp z*.

性質 2 が述べていることは，次のような直観を支持している。一般に，変異率が 0 に近づいたと 

きでも状態がある吸引的集合A から飛び出すことがある。最も飛び出しやすい場所が，バの単変 

異近傍である於 ( A ) に属する状態である。この飛び出し先の状態が別の吸引的集合A 'の吸引域に 

も属しているなら，以後，状態はルへと正の確率で推移していく。そして， から 4̂ に同様の 

プロセスが起こりうるかは，いま保証されていない。よって，変異率を+ 分小さくした極限におい 

ても，吸 引 的 集 合 は A と少なくとも同程度には起こりやすい。 したがって，A が極限分布の 

サポートを構成するなら， についても同様である。

ここまで，状態と状態についての性質.吸引的集合と吸引的集合についての性質と一段階ずつ上 

についての性質を見てきたが，次にさらに， もう一段階上となる，吸引的集合の族同士に関する性
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質を述べることにする。

定 義 （サイクル• コンポーネント• 局所安定性） 吸引的集合の族W がサイクルであるとは，その中の 

任意の要素 y l ,ス' について，あ る 上 の 列 {A i ,A 2, ■■■, -A.r)か存在し，バ_= 4 i ，A ! —Ay, M  (Ai )  H
5 ( A +i ) ^ 0 ( / ' = l , 2 , …，r —1)が成り立つことである。 （1 つの吸引集合だけからなる族も， 自明に

( 6 )

サイクルであることに注意。）極大のサイクルをコンポーネントとよぶ。

コンポーネントは，それに属する吸引集合 / 1 と，それに属さない任意の吸引集合 4̂ ' について，
( 7 )A f C 4 ) n ^ O 4 ' ) = 0であるならば，局所安定的 （locally s t a b l e )であるいわれる。

コンポーネントは吸引集合全体の族の分割となっている。すなわち，吸引集合はかならず何らか 

のコンポーネントに属しており，それ以外のコンポーネントには属していない。 また，一般にどの 

ようなシステムにおいても，少なくとも一つ以上の局所安定的コンポ一ネントが存在する。

性 質 3 (性質 2 の系） コンポーネントC に属するある吸引的集合が極限分布のサポートを構成し 

ているなら，そのコンポ一ネントに属する他の任意の吸引集合も極限分布のサポ一 トを構成する。

上記の性質 3 より，「コンポーネントC が極限分布のサポートを構成する。」 という表現は，意 

味あることとなる。また，用語の簡単化のため，状態沒があるコンポーネントC に属する吸引的 

集合 A に属しているとき，単 に 「没は C に属している」 ということがある。あるコンポーネント 

に属する任意の状態は，性質 2 のもとで述べた直観の意味において，同程度に起こりやすい。よっ 

て，ある状態の起こりやすさの類別は， コンポーネント単位で行なうことが可能である。この類別 

を行なつたのが，以下の性質4 および 5 である。

性質 4 (N iildeke and Samuelson [1993]補題5 ) コンポーネントC のある要素A について，ある 

局所安定的コンポーネントc ' (壬A ) に 属 す る 要 素 で ，似 ( A ) n B ( A ' )幸0 を満たすものが存在 

するならば， コンポーネントc は極限分布のサポートを構成しない。

性質 5 (Noldeke and Samuelson [1993]命題 1 ) 状 態 （9 が極限分布のサポートに属しているなら 

ば， d は局所安定的なコンポーネントに属している。

( 6 ) 通常componentは 「成分」と訳される。しかし，ここでは，分析対象であるネットワークの「成 

分」との混乱を避けるためにコンポーネントとよぶことにする。

( 7 ) 局所安定的コンポーネントは，Samuelson [1 9 9 7 ]ではrecurrent s e tとよばれている。
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性質 5 より， もし局所安定コンポーネントがただ一つしかないなら，極限分布のサポートは，そ 

のコンポーネントに属する状態0 の集合と一致する。

4 ネットワーク形成ゲームにおける局所安定コンポーネントの性質

本節では，前節で与えられた局所安定コンポーネントの諸性質を用いて，ネットワーク形成ゲー 

ム （ガ，S,7T，{兄 .;u ダ）のもつ特性について考察を行なう。主要な結果は，命題 3 から命題 7 に要約 

されている。

定義 2 . ある状態沒において正の確率で起こりうる（それを構成するエイジェントが1 人以上存 

在する）ネットワークの集合をG ( d ) とあらわす。すなわち，

G ( d ) ^ { g ^  乡 ：ヨ a e  S  s.t.
g =  y(a)  and d{i, a t)  > 1 for all

ここで， 7、d ) は （1 ) で定義された，戦略によって形成されるネットワ一クであり， d ( i，a d は 

3 .1節で述べられた，状 態 d において戦略山をとっている.のエイジヱントの人数である。 

G(めに属するネットワークを，今後単に没のネットワークよぶ。誤解の恐れが無い限り，意識的 

に用語を混用しG(の自身も没のネットワークとよぶことがある。

いま，ある状態沒で起こりえるすべてのネットワークについて，そのリンクの数 |ァ（.）|を人数 

分の重複も考慮して足しあわせたものをレ( のとおく。すなわち，

レ（<9)= 2  2  2  j l l  9{i, a t) ^ ' \ r { a i , a 2, a N)\ I

リンクの総数について，次の命題が成立する。

命題 3 . ネットワーク形成ゲーム{M, S,  k,  { X i } ^ ) において，

( a ) 状 態 沒 は ，ある吸引的集合に属するとする。すると，没の任意のネットワークは，ナッ 

シュ均衡ネットワークである。

( b ) 任意の吸引的集合は， 1 点集合である。

( c ) 沒e ® のネットワークの中で，ナッシュ均衡ネットワークでないものが，少なくとも一つ存 

在するならば，没は，

レ(の >  レ(ゲ)，

が成立するようなある別の状態グe ® の吸引的集合に属している。
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証 明 補論 A. 3 参照。

この命題3 は我々の分析を意味あるものとするために重要である。われわれは，ナッシュ均衡の 

精緻化を目的としているが，何の保証もないままでは，極限分布のサポートに属する状態0 につ 

いて，おこりうるネットワークG(のは非常に多くのネットワークを含み，それはナッシュ均衡ネ 

ットワークとは限らないかもしれず，それゆえ有用な帰結を導けないかもしれない。 しかしながら， 

この命題3 によって極限分布はナッシュ均衡ネットワークをサポートするものに限られることがわ 

かる。

命題 3 ( a ) より次の系2 は自明である。

系 2 . 進化的ネットワーク形成ゲームの極限分布のサポートとなる状態0 において観察されるネ 

ットワークは，ナッシュ均衡ネットワークである。

命題 3 ( b ) より，吸引的集合とそれに属する状態は同一視できることが分かる。本稿では，以降 

誤解の恐れのない限り，吸引的集合 {外をそれに属する状態d と意識的に混同して記述する。

命題 3 ( c ) は，ネットワ一ク形成ゲ一ム独自の性質である。ナッシュ均衡以外のネットワ一クを 

もつような状態沒は， リンク数を真に減らすような推移を突然変異のなしの最適反応だけで正の 

確率で起こすのである。

次に示す補題2 及び命題4 は，各エイジヱントのドリフトとネットワークの関係を示している。 

記号Wは吸弓I的集合の和とする。

補題 2 • G { d ) = G { 6 ,) = { g ) を満たす任意の状態Q,グe j は同一のコンポーネントに属する。

証 明 補論 A. 4 参照。

補題 2 より，共通のネットワークダのみをもつ任意の状態は，長期均衡においてその全てが観 

察されるか，その全てが観察されないかのどちらか一方である。これは，我々が，長期均衡を状態 

6 に則して選別することと，観察されるネットワークダに則して選別することは整合的であること 

を保証するものである。

命 題 4 . ネ ッ トワーク形成ゲーム（尤 マ ，{兄.},^)において，G(めn c (の 幸0 を満たす任意の 

状 態 の 沒 Wは同一■のコンポーネントに属する。

証 明 補論 A. 5 参照。
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命題 4 は，補題 2 を 一•般化したものであり，状 態 d，d ’ は，少なくとも一つのネットワ一クのみ 

を共通してもては同一■のコンポーネントに属することを述べている。

次の命題 5 によって局所安定コンポーネントの一意性が保証される。

命題 5 . ネットワーク形成ゲーム（# ，S ，7C,(兄 .}运ガ）において，

( a ) ただ一 つ の 局所安定的コンポーネント尺が存在する。

( b )  G ( d ) に属するネットワークがすべて空グラフ（ダ= 0 ) であるような状態0 は R に属する。 

証 明 補論 A. 6 参照。

この命題5 と性質5 より長期均衡（極限分布のサポート）において観察されるネットワークは， 

空グラフをその状態としてもつコンポーネントR に属するような状態 e によって作られるものだ 

けであることが分かった。このように，空グラフが必ず長期均衡としてあらわれるのは，3. 1節で 

考察した最適反応B i がエイジェントの観察力を全く期待しないものであることに依存している。 

したがって，本稿では詳しく論じないが，エイジェントがより強い観察力をもつような場合での最 

適反応を考えたときには，命題 5 で確認されるようなような空グラフの普遍性は失われる可能性が 

ある。

次に調べるべきことは尺に属するネットワークの性質を特定することである。まず最初に興味 

が湧くのは， コンポーネント i? で実現されうるネットワークに空グラフ以外のものが存在するか 

ということである。これについては，次の命題 6 が成立する。

ここで，あるネットワークダが星型（s t a r )であるとは，それが非空グラフであり，かつ， リ 

ンクはすべてある一つの節点（中心点とよぶ）のみと結ばれていることである。 リンクを持つ中 

心点以外の節点の集合を周とよぶ。（すなわち，分 が星であるとは，ある一つの疤 # について， g = [J 
がiv(s)\u){び} が成立することである。このとき，z■を星の中心点，iV(ダ)\{z_}を周とよぶ。）また，R のネッ 

トワークG(及）とは，G ( /? )= U  A^RU Q̂ A G(のである。G ( i? )は，長期均衡で観察されうるネット 

ワークの集合そのものである。

命 題 6 . ネットワーク形成ケームd ，S,  7T, {Xi}i^ /r )において，

( a ) ナッシュ均衡ネットワークであるような任意の星型は，G ( i? )に属する。

( b ) ナッシュ均衡ネットワークとなるような星型が存在しないとき，G(/?) =  { 0 }である。

証 明 補論 A. 7 参照。
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この，命題 6 から，長期均衡で生じうるネットワークが非空であリうるかどうかを調べるには，

星型ネットワークについてのみ調べればよいことがわかる。星型より大きな任意のネットワークは， 

例えそれがナッシュ均衡ネットワークであり， しかも非常に大きな利得を構成員にもたらそうとも， 

星型でナッシュ均衡ネットワークであるものが存在しなければ，長期的には達成されないのである。

空グラフ以外のネットワークが長期的に形成されるとき，そのネットワークはどれだけ大きなも 

のとなりうるだろうか。これについては，次の命題 7 によって，必要条件が与えられる。

命 題 7 • ネットワーク形成ゲーム（# ，S ，7T, {兄 }セガ）において，ナッシュ均衡ネットワ一ク分が 

G ( i? )に属する極大な非空ネットワークとなるためには，あるナッシュ均衡ネットワーク / と，あ 

る f e # が存在して，次の（a ) ， ( b ) が成立することが必要である。

( a )  g ( t f
( b ) ダ\リ7知 {び}(=八リ7ぉバ认}.

証 明 補論 A. 8 参照。

本稿では，あるナッシュ均衡ネットワークが極限分布にサポートされるための十分条件を与える 

に至ってない。 しかしながら，この命題7 を用いることによって，局所安定コンポーネントで実現 

されないような多くのネットワークを排除することが出来ることになる。

4 . 1 接続コストの大きな結合モデルにおける長期均衡の例 

2 . 2で扱った結合モデルにおいて，ある自然数m > 2 について，

k = l  k = l

が成立すると考える。この条件のもとでは，例えば，図 5 のような十分な長さ（2m + l 個以上のリ 

ンクをもつ）の周をもつ円状のネットワークはナッシュ均衡ネットワークとなる。 （証明のためには

図 5 :円
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図 6 :極大なナッシュ均衡ネットワークの排除

! ト 人 A 。

" 5  5 10  10

命題1 を用い， リンクをきることが利益をもたらさないことを確かめればよい。）しかし，このモデルに 

おいては，いかなる星型ネットワークも，ナッシュ均衡ネットワークとならない。なぜなら，中心 

点となるプレーヤーは，み一c < 0 より，必ず周とのリンクを切断したがるからである。結局，命 

題 6 より，長期均衡として支持されるのは空グラフのみである。

4 . 2 極大なナッシュ均衡ネットワークの排除の例

任意の星型ネットワークにおいてはその中心点のプレーヤーと周のプレーヤーにそれぞれ利得5 
を，完全グラフにおいては，全員に利得10を与え，他の非空ネットワークにおいては，そこでリン 

クをもつプレーヤーに利得一1 を与えるようなプレーヤーが4 人以上のネットワーク形成ゲームを 

考える。すると，当然，ナッシュ均衡ネットワークは，空グラフと，任意の星型と，完全グラフの 

みとなる。これらのなかで，完全グラフは極大であるが，命題 7 の条件を満たすような他のナッシ 

ュ均衡ネットワークが存在しないので，長期均衡では支持されない。空グラフと，星型のナッシュ 

均衡ネットワークは命題5 と命題6 より自明に長期均衡で支持される。

5 結 論 •今後の展望

本稿においては，成員個々が自律的に構成するネットワークが，均衡においていかなる性質をも 

つかを考察した。

まず最初に，非協力ゲームのナッシュ均衡の枠組みのみでは，均衡が多数出現し，有用な性質が 

上手く取り出せないことを確かめた。既存のリンクを切るインセンテイヴさえなければ，いかなる 

ネットワークもナッシュ均衡として実現される。また，接続モデルを例として用いて，複数均衡の 

様子を具体的にも観察した。

次に，均衡の精緻化と，明確な動学過程のモデル化を動機として，モデルを進化的ゲーム理論の 

枠組みに適用した。ここで得られた主な結果は，次の 3 つである。第 1 に極限分布のサポート（こ 

こでは以後，長期均衡とよぼう）はナッシュ均衡となっていること。（これは，通常の進化的ゲーム理 

論では，当然期待される結果であるが，本稿では設定が特殊であるために，厳密な証明が必要であった。） 

第 2 に星型ネットワークでナッシュ均衡がナッシュ均衡ネットワークとして支持されることは，非
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空なネットワークが長期均衡として支持されることと同値であること。第 3 に，長期均衡で支持さ 

れるネットワークのうち，極大なものについては，簡単な必要条件によっていくらかの選別が可能 

なことである。

さらに分析を発展させるべき点の第1 は，いうまでもなく，長期均衡の必要十分条件•十分条件 

を，ネットワーク形成ゲームの文脈に則した直観的な意味をもつものとして，提示することである。

第 2 は，第 1 の点とも関連するが，プレーヤーの利得関数に適当な仮定をおいたときの均衡ネッ 

トワ一クの様子を見ることである。利得関数には，外部経済性などの，経済的な性質を要求するこ 

とが自然であり，また，この特定化によって， さらに有益な帰結が得られるものと期待される。 

Topkis [1978], Milgrom and Roberts [1990A, B ] による優モジュラ性（super modularity) などの 

概念を用いれば比較静学を行なうことも可能であろう。

第 3 は，最適反応B i の設定を吟味することである。本稿で考えた瓦のもとでは長期均衡にお 

いて空グラフが必ず観察される。 しかし，たとえば (5 — c > 5 2なる結合モデル（結合モデルについて 

は2 .2参照）においては，エイジェントの観察能力をより強く設定した最適反応を仮定したもとで 

は，完全グラフのみが長期均衡として観察されることが分かっている。また，ネットワーク形成ゲ 

ームの文脈上，混合戦略均衡の概念はあまり適切なものと言えないと我々は考えるが，この部分の 

拡張をすることで，むしろ明快なモデルと帰結を得ることができるかもしれない。また，観察が今 

期 1 回限りのことだと考えず，Young [1993] のように過去数期に渡って蓄積された記録からの無 

作為抽出とすることも可能であろう。

本稿は，非常に抽象的な設定のもとでネットワーク形成ゲ一ムを扱ったが，これは経済理論でネ 

ットワークを取り扱うための基礎研究である。

A 補 論

A . 1 命題 1 の証明

まず，ナッシュ均衡ゲのネットワークァ (ビ）を考えよう。すると，定義より，任意のプレーヤー 

i と，彼 の と り う る 任 意 の 戦 略 山 について，n 、i，r i a t ,  a* i ) )>7r( i ,ァ(山，a ^ ) )が成立する。 e g 
の定義より直ちに，ァ(《* ) = であるから，結局，任意のプレーヤー/と彼のとる任意の戦 

略 について， 7i(i，y ( e r(a，)))>7r(i,  y ( a i} a*t) ) である。 したがって，

(9)

であるような戦略あについても，

n { i , ，(ゲ(a*)))之；r(/，y{di ,  a - t) )  (10)
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である。

いま，任意の戦略あについて，

y{ai ,  a*l)  =  y { a i, (11)

が成立する。なぜならば，び已ァ（5,.，め ）ならば， 5 ん0 = 1 であるから， （9 ) ， （3 ) より 6产％0  
= e ] (at\ i )  =  l が必要であり，ゆ え に ァ （ふ，e ? T ) )である。逆に， y e バん，e f ) ) ならば， 

di( j)  =  l であり，また， が成立することからポ ( 0  = 1 が 必 要 （そうでなければ， 

e j (aV(i) =  0 ) となり，ゆえに i j ^ r i a i ,  a * i )である。

(10), (11)から，次の関係が導かれ，必要性が証明される。

7r(i, r { e nat)) ) > n { i ,  y { a u a*t) )  =  n{i,  r ( d i , ビ(” ))•

次に十分性について証明する。 （4 ) 式の関係が満たされていると仮定しよう。必要性の中で証明 

した方法と同様にして，任意の戦略山について，ァ(山A け eL.) = ァ(山，e D が証明できる。 した 

がって，ル八パくパより，任意の山について，

n{i,  r ( e 9) ) > n { i ,ア（a t-Ae?，e 9- l) )  =  K{i, r ( a u e 9- l) ) y

が成立し，パがナッシュ均衡であることが示される。 したがって，ネ ッ ト ワ ー ク (パ）はナッ 

シュ均衡ネットワークである。以上で十分性も示された。

A. 2 系 1 の証明

( a ) 成分独立性により feTV(ゾ）については， tt(/，ダ) =  ;r(/，ゲ)，である。いま， e f = パであるか 

ら，（2i く なる任意のル石5\_について，

7r(/，j { e 9')) =  n{i ,  y { e9) ) > n { i ,  y { au e 9- t) )  =  7：(i, y {au e 9-i)).

不等式はナッシュ均衡の定義から，最後の等式は成分独立性から成立する。

( b ) 同様に証明される。

A. 3 命題 3 の証明

( a ) 背理法を用いる。 d0= d とする。いま G (0))にナッシュ均衡ネットワークではないような供 

が属しているとする。伽がナッシュ均衡ネットワークではないことから，讲を構成するようなェ

( 8 ) ここでは，i を端点としてもつリンクが両方のネットワークにおいて等しいことのみを示したが， 

それ以外のリンクについては，自明に両方のネットワークにおいて等しい。
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イジヱントのうち，铷に最適反応していないような者らが少なくとも一人存在する。彼 は 〜 に  

属しているとしよう。ネットワーク切) は正の確率で起こり，そのもとで，最適反応していないエ 

イジヱントるは正の確率でこれを観察し，戦略を修正する。他のエイジェントは正の確率でなん 

の調整も行わない。このとき，^ が調整前には戦略山をとっていたとすると仮定より，新たな戦 

略 は ，兄 .(仏山）からランダムに選ばれる。ネットワークダを形成するすべての戦略の組の集合 

を T ( g ) とおく。すなわち，

T ( g ) ^ { a ^ S ：r(a)  =  g}, (12)

である。この：T をもちいれば，補題 1 ( c ) より，

(bi, b - i ) ^  T ( g 0) のとき b - l) d y { a i, b-r), (13)

である。また，補題 1 ( b . 3 ) より，

{bi, b - i ) ^  T ( g 0) のとき A a ? ，b - t) ^ r { a i ,  b-i),  (14)

である。以上 (13)， （1 4 )より，調整後の状態を f t とおけば，

u{6o)>v{di),

が成立し，少なくとも，一本のリンクが減ったことになる。このリンクを切るようなプロセスは， 

切った結果がナッシュ均衡ネットワークになるまで続いていく。すなわち， f t においてナッシュ 

均衡ネットワ一クではないようなネットワ一クダ1が存在していた場合， 8 i , g iを先程の do, % と同 

一視して， もう一度プロセスを繰り返す。ここでの結果を达とする。今度も，ン(泳) 〉シ( f t ) >  
レ(洗）が成立する。汰においても，ナッシュ均衡ではないようなネットワーク免が存在していたな 

らば，先程のプロセスを繰り返す。このプロセスは1 回行うたびに真に関数レを減少させる。関 

数レは非負の関数であるから，このプロセスは高々有限回で終了する。こうして，伽から出発し 

てプロセスが終了したときのネットワーク办は，ナッシュ均衡ネットワークとなっている。（リン 

クが何も無い状態は自明にナッシュ均衡だから，このプロセスは必ずナッシュ均衡に到達して終了する。） 

ナッシュ均衡ネットワークしか残っていない状態では，補題 1 ( a )より各エイジェントはそれ以 

上，突然変異以外での調整を行わない。従って，久はそれのみで吸引的集合 {凡} を構成する。 と 

ころが，汰から氏への調整は一切突然変異無しで行われたのだから，汰が吸引的集合に属してい 

るならば， と氏は，同じ吸引的集合に属さねばならない。これは矛盾である。

( b ) ,  ( c ) については， （a ) の証明中に既に示されている。
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A. 4 補題 2 の証明

8 9^ ® を，任意のプレーヤーガに属する任意のエイジヱントが戦略 e ? をとっている状態だ 

とする。そして，G(の= G (ゲ) = {ダ）を満たす任意の状態纥ゲG j はがと同じコンポーネントに 

属することを示す。 d とがは相異なる状態であると仮定する。

沒とデが相異なる状態であることから，ある / と山(妾eのが存在して， •，山）> 0 である。 し 

たがって， d においてA ,.に属し戦略がルであるようなただ1 人のエイジェントが e H こ突然変異 

したような没の単変異近傍の状態 f t を考えよう。この汰 は G(ft) =  {分} であるから， であ 

る。この逆の突然変異も考えることができるから，結局没と f t は隣接している。いま， da h db 
の間のユークリッ ド距離の二乗を，

8{9a, 9b) =  S  2  [6a{i, ai) — 6b(i, a t) ]2, (15)

とおけば，が沒，デ）> 5 ( f t，W )である。

f t がもしデと一致すればここでプロセスを終える。一致しなければ，新 たに f t に隣接する状 

態を最初と同じ方法で作る，これを达とする。明らかに，

8{d, Og)> d (O h d 9) > 8 ( d 2, d 9),

である。

このようなプロセスは，<5が非負であることから高々有限回で終了し，デに到達する。これに 

よって， d, 6i, d2, …，がという隣接する状態の列が存在することが分かり，没とデが同じコンポ 

一ネントに属することが保証される。

Q 'についてもde と同じコンポーネントに属することが全く同様にして示される。従って， d と 

ゲは同じコンポ一ネントに属している。

A. 5 命題 4 の証明

ジe g (の n c (のなるジを任意に固定する。 また，没においてダを正の確率で作る戦略のある組 

合 せ を …，び》）とおく。またデは任意の△，.に属するエイジェントがすべて戦略をとっ 

ている状態とする。 0 と デは相異なる状態であると仮定する。

沒とが相異なる状態であることから，ある / と山（妾以ナ）が存在して，外 /，山）> 0 である。 し 

たがって，沒において a ,.に属し戦略がルであるようなエイジヱントがただ1 人 こ突然変異 

したような沒の単変異近傍の状態 f t を考えよう。この仂については G⑷ c G ( d ) であるから， 

である。（なぜなら，没で正の確率でとられる戦略は，G(めという，より種類の多いネットワーク 

の族に最適反応していたのだから，その部分集合であるG (ft)にも最適反応している。 f t でとられる戦略 

は，すべて沒でもとられる戦略なのだから結局G (ft)に最適反応している。）この逆の突然変異も考え
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ることができるから，結局没と f t は同じコンポーネントに属している。また，補論 A. 4 の （15) 
で定義した5 について， S、d，6 * ) > 8 { d h d * )が成立する。

結局，補題 2 の証明と同様にしてタとは同じコンポーネントに属することがわかる。また，

沒' とゲ* についても同様である。

補 題 2 より， とは同じコンポーネントに属することが分かっているから，結 局 d ヒ 

は同じコンポ一ネントに属している。

A. 6 命題 5 の証明

G ( d ) に属するネットワークがすべて空グラフ（ジ= 0 ) であるような状態 d が属するコンポーネ 

ン トは補題2 よりただ一つに定まる。これをR とおこう。

R ではない局所安定コンポ一ネントが存在すると仮定しよう。このコンポーネントに属する状 

態汰において，何らかの既存のリンクを切るような単変異が生じうる。この単変異が起こった後 

の状態は命題3 ( りより，レ(洗）〉レ( f t ) なる状態 f t の吸引域に属している。ここで， コンポーネ 

ントが局所安定的であることから汰と f t は同じコンポーネントに属していることに注意。 d iにつ 

いてもまた同様に既存のリンクを切るような単変異を考えることができるが，これによって，さら 

に同じコンポーネントに属し，

レ((9。)> レ(ft)> レ(<92),

となるような，状態达が存在することがわかる。このプロセスは，レ(凡）= 0 となるまで続けるこ 

とができるから，結局空グラフしかもたない状態ルが同じコンポーネントに属することになり， 

仮定と矛盾する。従って，尺ではない局所安定的コンポーネントは存在しない。

局所安定コンポーネントは少なくとも一つは存在するから，况がただ一つの局所安定コンポ一 

ネントである。

A. 7 命題 6 の証明

( a ) ナッシュ均衡ネットワークであるような星 g 中心点以外のプレーヤーに対応する任意 

のエイジェントメ全員が戦略e f をとり，中心点のプレーヤ一 i に対応するエイジェントは全員 

e% = 0 ) をとっているような状態を执とおく。この状態ではG ( a )  =  { 0 }であるから， doは R に属 

している。

いま，ここでプレーヤーに対応するエイジェント 1 人が突然変異を起こし，戦略を e H こ変更 

したとしよう。すると，星型ダと空グラフのみが正の確率で観察されることとなる。

星を構成するプレーヤーに対応するエイジェントは，星型 g と空グラフの両方に最適な反応 

をしているから補題1 ( a ) か ら （突然変異無しには）戦略を変更しない。また，星型に関係無い

123 ( 677 )



# V V (分）に属するプレーヤーに対応するエイジェントにとっては，成分独立的な利得の仮定から， 

空グラフも星型グラフも利得に影響を与えない。よって彼らも戦略を変更しない。 したがって，こ 

こで得られた状態は吸弓丨的集合に属している。

結局，空グラフに対応する状態0)から星型g をもつ状態 f t 単一の突然変異のみで推移したから 

f t は に 属 す る 。よって，分 で あ る 。

( b ) 空グラフの状態から単一の突然変異によって発生した状態8 で形成されるグラフ分は， 

必ず星型である。突然変異の後に，最適反応のみによって生じるネットワークは（補題 1 ( c ) より） 

すべてダの部分グラフか空グラフである。これらのネットワークのうち，ナッシュ均衡状態沒に 

よって形成されうるのは空グラフのみであるから，結局沒は空グラフのみを形成するような状態 

の吸引域にしか属していない。 したがって，局所安定コンポーネントに属する任意の状態は，空グ 

ラフしか形成しない。

A. 8 命題 7 の証明

ナッシュ均衡ネットワークg が G ( i? )に属する極大な非空ネットワークであるとしよう。局所 

安定コンポーネントは空グラフ（もちろんダとは異なる）だけをもつ状態も属しているから，非 

空なネットワークジをもつような状態沒は，尺に属するある他の状態洗から，単一の突然変異と 

それに続く最適反応のみによる調整によって達成されるような状態であることが必要である。

ダが非空であることにより，条件（a ) を成立させるようなナッシュ均衡ネットワ一ク/ が少なく 

とも一つは存在する。（空グラフ，= 0 は条件U ) を満たす）

いま，条件（a ) を満たすような任意のネットワーク / について条件（b )が成立しないと仮定しよ 

う。すなわち，任意の f e # について，

八 リ {び}Ct八 .{认}, (16)

と仮定しよう。

最適反応のみによる（突然変異を考慮しない）調整過程では，グ3 ダとなるようながをそのネット 

ワークとしてもたない状態汰（すなわち，ゲ庄G(洗）なる汰）は，g をそのネットワークとしてもつ 

ような状態沒の吸引域には属さない。なぜなら，補 題 1 ( c ) より，G(0o)に属する goの何れにも 

存在しないリンクは，最適反応によっては付け加えられないからである。

背理の仮定（1 6 )より， （a ) を満たすような/しかそのネットワ一クとしてもたない任意の状態 

0 1 (すなわち，G ( f t ) c { / e 乡ぶ江/ } なる沃）においていかなる単一の突然変異が起ころうともそれは， 

分をそのネットワークとしてもつような状態8 の吸引域には属さない事が分かる。

したがって，g は，クを真部分集合として含むようなネットワーク/?をもち尺に属するような 

状 態 汰 （すなわち，g c h ，g半h，hEG{d2)なもd2) から推移してきたものに他ならない。h が G( R )
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のネットワークとして存在するのだから，ダがG ( /? )で極大なネットワークであることに矛盾する。

(経済学部研究助手)
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