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「三田学会雑誌」91卷 1 号 （1998年 4 月）

外部オファーのある繰り返しゲームについて： 

ナッシュ切り替え戦略による均衡利得の特徴付け

グ レ ー ヴ ァ香子 * 

1 . 序

通常の繰り返しゲームでは，プレイヤーはその繰り返しゲームが終了するまでゲームに参加する 

ことが仮定されている。 このようにプレイヤーが固定された下で，切り替え戦略を使ってフォーク 

定理が証明される。 （Fudenberg-M askin 1 9 8 6などを参照。） しかし，現実的にはプレイヤ一全体が 

非常に低い利得を得るような均衡は，プレイヤーに退出を認めると長期的には支持し難いと考える 

べきである。本稿ではプレイヤーが退出することを許すような動的ゲームを定式化して，長期的関 

係を内生的にし，そのゲームの部分ゲーム完全均衡を調べる。

動的ゲームで一部あるいは全部のプレイヤーが退出できるというモデルは既にいくつか分析され 

ている。例えば， F udenberg  e t al_ (1990)や F udenberg  - Levine (1994) ではゲーム終了まで参加 

する長期プレイヤーと一期だけ参加するプレイヤーがいるゲームを扱っている 。 S ala n t (1991), 

S m ith  (1 9 9 2 )は重複世代モデルのゲームを分析している。 しかし， これらはいずれもプレイヤー 

の出入りのタイミングをゲームの外から仮定し， その下で， フォーク定理の変形を示しているので 

ある。 これに対し，本稿ではプレイヤーの出入りのタイミングは内生的に決まるモデルを用い，退 

出は仮定ではなくオプションである。いつ， どのように退出するかが戦略の一部として重要になっ 

てくる。

退出のオプションとしては， B inm ore e t a l . (1989) がル一ビンシュタインの交渉ゲームを使っ 

てモデル化したものがある。彼等のモデルでは後手が， ある固定された値の退出オプションを取る 

ことで交渉を終わらせることができるが，終わらせなくてもいい。 したがってゲームの長さが内生

* 本稿の古い英語ヴァージョンにたくさんの方々から貴重なコメントを頂いた。特に、 Paola 
Manzini, Andrew McLennan, Carsten Krabbe Nielsen, Henrich Greve の各氏は丁寧に原稿を読んで

下さったことを感謝する。言うまでもなく、本稿の間違いは全て著者に帰するものである。
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的に決まることになる。 このモデルでは唯一の部分ゲーム完全均衡利得が存在し，一つの均衡は先 

手が均衡の分け方を提案し，後手がその値以上しか受け入れないという戦略である。 この時，ゲー 

ム は 1 期で終わる。

この結果は，プレイヤ一に一定の利得を与えるような単なる退出オプションは，かなり極端な均 

衡 （ゲームがすぐに終わるか，永遠に続くもの） しかもたらさないという印象を与える。現実はむし 

ろその中間であって，ゲームは複数期続くが永遠には続かないし，すぐに終わることもまれである。 

これは，退出したときどれだけの利得が得られるかは不確定であることから来るのかもしれない。 

退出の利得が確率的にしかわからなければ， いいオプションが来るまで待ってから退出するという 

ことが均衡になる。例えば，企業と労働者の繰り返しゲームで労働者は他の企業へ移ることがオプ 

ションとしてあるが， いいオファーがあるまで待つということはよくあることである。労働者のゲ 

—ムについては F u jiw ara  (1 9 9 5 )を参照されたい。

本稿ではこうしたことを背景に， 2 人繰り返しゲームで一方（短期プレイヤー）が確率的に外部 

オファーを得て退出可能なゲームを考察する。プレイヤーがやめたときどうなるかという問題もあ 

るが， ここではすぐに新しい同質の短期プレイヤーが参力□してくることとし，ゲームそのものは無 

P艮期つづくものと仮定する。 このモデルは外部オファーが非常にいいものであるときは短期プレイ 

ヤ ーは 1 期のみ参加するプレイヤーの連続となるのでF udenberg  e t al. (1990) のモデルと同じに 

なり，外部オファーの値が常に低いときは短期プレイヤーは実質的には長期プレイヤーとしてゲー 

ムから退出しないので，通常の繰り返しゲームになる。 したがって，既存のモデルを両極端として 

包含するものになっている。具体的に均衡利得を計算するために，残念ながらプレイヤーの戦略は 

切り替え戦略に限って特徴付けを行っている。 この点は今後の発展を要するものである。

2 . 確率的外部オファーモデル

ゲームに常に参加するプレイヤーを長期プレイヤーと呼び，毎期外部オファーを受け取り，退出 

可能なプレイヤーを短期プレイヤーと呼ぶことにする。ゲームの初めには各 1 人ずつの長期，短期 

プレイヤ一が参加している。短期プレイヤーが退出すると， まったく同じ性質をもった（すなわち， 

戦略の集合，利得関数，外部オファーの分布が同じ）短期プレイヤーが参加し， ゲームは常に 2 人ゲ 

—ムとして続いていくと仮定する。

以下のことは共有知識であるとする。長期プレイヤーは退出しないこと。短期プレイヤーはゲー 

ムに参加している限り，各期の終わりに外部オファーょを受け取り， i は毎期独立に同じ分布か

ら選ばれる。 それは [ 0 ,无]上の微分可能な分布関数F とし，密度関数を / とする。 この：c は一度
( 1)

このオファ一を受け入れた時の，長期的に割り引かれた利得の総和と解釈される。全ての短期プレ 

イヤーが同じ分布 i 7 の外部オファーを持っていることも共有知識とする。ゲームのタイミングが
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Figure 1 : Timing of the game

このゲームは長期プレイヤーの観点からだけでも，通常の繰り返しゲームに見なすことはできな 

い。 なぜなら，短期プレイヤーは歴史に依存した戦略をとることができるから，単 に 「反応」 して 

いるものとはできないし，かといって彼等の戦略や利得はゲームに参加した時点とそうでない時点 

で異なるので長期プレイヤ一として解釈することもできないのである。従って，既存の定理をあて 

はめることはできない。

段階ゲームは有限戦略の 2 人戦略形ゲームとし，長期プレイヤーと短期プレイヤーの戦略の集合 

をそれぞれ順にん，ル と 書 く 。4 = ん と す る と 利 得 関 数 は そ れ ぞ れ 认 M  —況，US \ A ^  

で表わされる。混合戦略の集合を厶 0 ^ ) ，a ( A s) とし， この上に通常のやり方で利得関数を拡張 

し， フォンノイマン= モルゲンシュテルン型期待利得関数をE U l，E U S と書く。

段階ゲ一ムをプレイするに当たって，全員が観察することのできるランダム化機械 （public ran 

domization d e v ic e )が存在し，相関した混合戦略 （correlated strategy) をとることができると仮定 

する。 この機械をまず動かし，次に各プレイヤ一は純戦略を行うのが段階ゲ ー ム の ル ー ル で あると 

する。 これにより， 多少戦略が制限されるが（各プレイヤーが独立に確率的行動をするという）独立 

混合戦略はもちろん可能である。相関した混合戦略の集合は厶 (A s x A i ) と書ける。 この上にも期 

待利得関数を拡張しておく。 （独立した確率の混合戦略の集合A (ル )X A (ん ）と区別されたい。）

段階ゲームの戦略が選ばれた後，短期プレイヤーへの外部オファーの実現値が観察され，短期プ

( 1 ) 割り引かれているが，ェが割り引き因子に依存しないことに注意。
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レイヤ一はこれを受け入れ退出するかどうかを決める。各プレイヤーは共通の割り引き因子佐
(2 )

(0，1 )で割り引いた期待割り引き利得の総和を最大化するものとする。 このとき， ある実現値ょを 

受け入れるならば， それ以上の全ての値を受け入れるのが最適であるから，退出戦略は保証戦略 

(reservation s t r a t e g y )という形をとり， ある保証水準以上のオファーだけを受け入れる。

各プレイヤーの目的関数とは別に，我々が興味を持つのは無限期ゲーム全体の平均割り引き総利

得

(1- 幻! ^ - 1£ ひ.(山⑴，aAt))

である。 これは，短期プレイヤーの列が得るゲーム内部での利得の列全体に依存するものであり， 

フォーク定理の利得と直接比較できるものだからである。 ここで， ( a l t ) ,  a A t ) ) は各 時点 t でゲー 

ムに参カ卩しているプレイヤ一の戦略の組みである。

実現可能利得べクトルを，相関した混合戦略が存在してその期待利得べクトルとして表わされる 

ものすべてと定義する。 （混合戦略における） ミニマックス値は通常の様に定義する。 （例えば， 

Fudenberg-M askin 1986を参照。）以下の命題は通常の繰り返しゲームの時と同じ論理で証明できる。

命 題 1 . 上で定義された動的ゲームの任意のナッシュ均衡の平均割り引き総利得は各プレイヤー 

のミニマックス値以上である。

本稿では，定常的な戦略からなる均衡のみを分析するのでまず，短期プレイヤーの定常的な退出 

戦略を導出する。短期プレイヤーが每期段階ゲームにおいて y という期待利得を得るとしよう。 

外部オファーの分布も每期同じなので， このとき最適退出戦略は毎期同じ保証水準（例えば尺とお 

く）をとることである。 この戦略の価値（v a l u e )は 0 く及くx のとき

V(i/,R) = 1>+ S xf(x)dx +8F(R) V(u,R),

=  [y+ 8J  "xf(x)dx]/[l  — dF(R)]

となる。最初の等式を説明すると，第一項が今期段階ゲームで得られる期待利得，第二項が保証水 

準以上のオファーを得た場合（従って退出した場合）の来期以降の割り引き総期待利得を保証水準 

以上のオファーである条件付きで期待値を取ったもの，第三項が保証水準未満のオファーを得た場

( 2 ) この目的関数はH ゲー1五tA.(山( 0 ,め( 0 ) という形であり，一部の教科書に見られるような（以 

下に述べる）平均割り引き総利得ではないことに注意されたい。
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合の期待将来利得である。

ここで，関数

G( R ) ： =  J  xf{x)dx-\ -  F { R ) R

を定義すると， F の最大化の一階の条件は y +  尺となる。 この等式が 0 く 7?くテで解を

持つためには，各 < 5e(0 ,1) について

- 8 G ( 0 ) < u < x - 8 G ( x )

であることが十分である。 したがって，最適な退出戦略は以下のようになる。（l ) y  く一<5G(0) の場 

合は，全ての外部オファーを受け入れ，一期で退出する。⑵ 一5 G ( 0 ) < y < テ 一 (デ）のときは， 

保証水準として y +  =  の 解 5 ) を用いる。 （従って，退出の確率は0 と1 の間である。）

⑶ y (丨）の場合は， どんなオファーも受け入れない。

意味のある保証水準が存在するための段階ゲームの定常利得の下限一5 G (0 )は 8 の減少関数で 

あり， そ の 最 小 値 （5 = 1 の極限値)一G (0 )は以下の分析で重要な役割を果たすことになる。節の最 

後として，段階ゲームの戦略の組みで外部オファーの下限 0 より大きな利得を短期プレイヤーに与 

えるものが存在することを仮定する。 この仮定が偽である場合は短期プレイヤーは一期プレイヤー 

になるので F udenberg  e t al. (1990)や F udenberg-L evine (1994) のモデルと同じになってしまうの 

である。

3 . ナッシュ均衡を罰とした切り替え戦略の均衡利得

序に述べたように，本稿では切り替え戦略 （trigger strategy) が部分ゲーム完全均衡になるため 

の条件を調べ，均衡利得の特徴付けを行う。具体的には以下のような戦略だけを扱う。 （より一般 

の切り替え戦略による均衡利得の特徴付けについてはFujiwara-Greve 1997を参照。）

(経路フヱーズ）第一期には， ある相関戦略ぴG A ( A )に従う。第二期以降は過去に誰も一人でそ 

の相関戦略から逸脱していなければ，同じ相関戦略に従う。 もし，誰か一人が逸脱した場合は罰フ 

ェ一 ズへ移行する。

(罰フェーズ）段階ゲームの一つのナッシュ均衡ひ*e △(メls) x  A (A t ) を繰り返しフ。レイする。

この戦略は F ried m an  (1971)が証明したナッシュフォーク定理に用いられたものである。 この 

種の切り替え戦略によって段階ゲームのナッシュ均衡の利得以上の利得を全てのプレイヤーに与え 

るような利得べクトルは全て部分ゲーム完全均衡の平均割り引き期待総利得として達成できる。 し 

かし，我々は外部オファーのあるモデルでは全ての利得べクトルが必ずしも達成できないことを示 

す。
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外部オファーモデルでは，上だけでは戦略の記述が完全ではない。短期プレイヤ一の退出戦略を 

示さなくてはならないからである。段階ゲームの各フェーズは定常的な期待利得五 t / s(ひ)，五ひs(ゲ ) 

をそれぞれ与えるので，前節の分析により最適退出戦略が保証水準 i?*(丑 ひ (五ひ5(ゲ ), 

d ) を求めることによって確定する。 このように退出戦略を含めて定義された切り替え戦略の組み 

(全てのフレイヤ一に関する長期戦略の組みになっている）は経路フェーズで用いられる相開戦略と罰 

フェーズで用いられる段階ゲームのナッシュ均衡によってパラメタ一化することができ， これを 

G{a ,  » * ) と書く。

明らかに，罰フヱーズの任意の部分ゲームについて上記の戦略の組みは動的ゲームのナッシュ均 

衡になっている。 また， フォーク定理の論理を用いれば，長期プレイヤ一は罰フヱ一ズの利得より 

厳密に大きい利得を経路フェーズで得られ，割り引き因子が十分大きければ，切り替え戦略から逸 

脱しないことが示される。従って，短期プレイヤ一の経路フェーズからの逸脱を防ぐ条件さえ求め 

れば均衡利得の集合が確定する。

短期プレイヤーが経路フ ヱ ー ズ から逸脱しな い 必要十分条件は，直感的には以下のように求めら 

れる。 まず，退出戦略は最適イ匕されているので，段階ゲームでのプレイだけが問題となることに注 

意する。 ここで， 2 つのことに留意しなくてはならない。

1 . ある期待利得 M を与える相関戦略は一般には多数存在する。 これらの全体を A U ) とおく 

と， U を切り替え戦略の均衡平均利得として達成する必要十分条件はA U ) の中にある相関戦略《 

が存在し， その繰 り返 し（経路フェーズ）から短期プレイヤーが逸脱しないことである。 （ただし， 

相関戦略を繰り返すということは，毎期ランダム化機械を使用したあとにサボ一トの一つをプレイすると 

いうことで，それは同じ純戦略とは限らない。サボート内の任意の純戦略からの逸脱をしないことが必要 

十分である。）

2 . ぴ㊀ A (な）が存在して，短期プレイヤーが逸脱しないためにはサポートの中の純戦略で一期 

の 最 適 な （すなわち利得の増分を最大にする）逸脱による利得の増分が（A U ) というクラスの中で） 

最小になるものをなとすると， そこから逸脱しないことが必要十分である。 なぜなら， もし， 泛 

から逸脱すると，他の全てのぴ e A U ) は 泛が与える逸脱の増分より少なくない利得の増分を与え 

るのであるから， それら全てから逸脱することになる。 （ここで，どのような逸脱をしても罰フェーズ 

から得られる将来利得は変わらないことに注意。）逆に，もし泛から逸脱しないのであれば，我々は望 

みのぴe A ( w ) の存在を得たわけである。

補助定理 1 . 任 意 の <5e(o,1 ) と，実現可能利得べクトル u = ( u s, u L) で段階ゲームのナッシュ 

均 衡 （あるいは純戦略ナッシュ均衡の凸結合）ゲが存在してその利得を（Ws,似）とすると（Ws，Wi) く 

U s, M l)が成り立つものをとる。 このとき， M を 期 待 利 得 ベ ク ト ル と す る 相 関 戦 略 が 存  

在して， G (a，ゲ）から短期プレイヤーが逸脱しないことの必要十分条件は，短期プレイヤーが
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G{a, a * )から逸脱しないことである。

(証明） U の定義は上に述べたように，A ( « )の元で一期の最適な逸脱による利得の増分が最小な 

相関戦略の組である。 したがってG ( あ ゲ ）から逸脱しなければM を達成する相関戦略の存在が言 

えるわけである。逆 に G ( 歹，ひ* )から逸脱するとしよう。すると， なの定義により，任意の 

A U ) について， からも短期プレイヤ一は逸脱するので w を期待べクトルとする相関戦 

略で逸脱のインセンティブがないものが存在しないことになる。 （証明終）

目的の利得べクトル《に依存して一期の最適な逸脱による短期プレイヤーの利得の増分の最小 

値は一意に決まる。 これをm s( w ) とおく。 これは実現可能利得ベクトルが異なれば，一般には異 

なる。以下の f t 列で表わされる囚人のジレンマゲームにおいてプレイヤー 1 が短期プレイヤーであ 

るとしよう。利得ベクトルのスケールに依存して， 巡SU ) は 2 つの値を取り得ることが図 2 で示 

されている。

TABLE 1 R riSONER'S D l EMMA

S \ L C D

C a, a c, b

D b, c d,  d

where b > a > d >  c and b>0 .

Figure 2  : Prisoner’s Dilemma’s tem ptation to  deviate

定義。利得べクトル（沿，ぬ）が ナ ッ シ ュ 罰 を 持 つ 切 り 替 え 戦 略 に よ っ て 割 引 因 子 (0，1)の下 

で達成可能であるとは，段階ゲームのナッシュ均衡（あるいは純戦略ナッシュ均衡の凸結合）ゲ と M
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を期待利得べクトルとする相関戦略 a e ボ M )が存在して G(ff，a * )が部分ゲーム完全均衡であるこ 

とである。

命 題 2 . 段階ゲームのナ ッ シ ュ 均 衡 （あるいは純戦略ナッシュ均衡の凸結合）ゲをと り， その利 

得 を (ns，H l ) とする。 (ns,  u l ) < { u s ,  u l ) が成り立つ実現可能利得べクトル（Us, u l ) をm A u ) の値 

が共通なもので分類し，

Va*(m) =  { (us, u L) > { n s, n L) \ms { u )  =  m)

という集合の族を作る。

(ケース1 ) 似く 一G (0 )のとき。

(1)任 意 の w e  (桃）で， 吣 <  — G (0 )であるものについて，ふe ( 0 ，l ) が存 在して任意の <5之ふ 

について w が 5 の下でナッシュ罰を持つ切り替え戦略によって達成可能であることの必要十分条 

件は， 即ち短期プレイヤーが最適反応をしているときである。

⑵ 任 意 の u G  Va* ( m )で， - G ( 0 ) < u s であるものについて， & e ( 0 , 1) が存在して任意の 

について m が 5 の下でナッシュ罰を持つ切り替え戦略によって達成可能であることの必要十分条 

件は， Ms> M in{ iZ i(l，m )，0 }である。 ここで，乜 （5, m ) は 各 3 e ( 0 , 1) について

m = 8 [ G { R * { U h ぶ))一G(0)]

で （陰関数）定義される。

(ケ一ス 2 ) — G (0)く Wsく0 のとき。

任 意 の w e  Va* { m )について，ゐ已(0，1 ) が存在して任意のぶ之ゐ に つ い て u が d の下でナッシ 

ュ罰を持つ切り替え戦略によって達成可能であることの必要十分条件は， MS> M in { I^ ( l，m, n s), 

0 } である。 ここで，丛 ⑶ m ，ws) は 各 さG ( 0，1) について

m = d [ G ( R * ( U 2, 8 ) ) - G ( R * ( n s, <5))]

で （陰関数）定義される。

(ケ '一 ス 3 )  ( X w s のときo

このとき，任 意 の M G V a* ( m )について， & e (0 ，l ) が存在して任意の <5之<54 に つ い て m が 3 の 

下でナッシュ罰を持つ切り替え戦略によって達成可能である。

(証明）ケ ー ス 1 の⑴の条件は短期プレイヤーが一期で必ず退出するようにするので，Fuden- 

b erg  e t al. (1990)と同じ。（2 )まず，奶 > 0 を苺期得ることができる戦略は十分大きな割引因子の下 

では逸脱がない。 一G (0)く沿く 0 である利得べクトルについては切り替え戦略が一期だけ逸脱する 

より悪くない利得を与えるために経路フェーズの利得的に下限が必要である。補助定理により， 

一期だけの逸脱をしたとき利得の増分が最小な戦略から逸脱しない必要十分条件を調べればよい。 

一 期 だ け の 逸 脱 を し た と き 得 ら れ る （今期の）利 得 の （最小の）増 分 m と将来の利得の減少
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(外 (沿，幻）一G ( 0 ) ] )とを比べると，経路フェーズの利得沿が必以上であれば，後者が上回 

るので逸脱しなくなる。 （ケース2 ) も同様にして得られる。 （ケース3 ) は通常のフォーク定理で 

ある。 （証明終）

このようにして，短期プレイヤーの経路フヱ一ズの利得には下限がある場合があることがわか .

UL UL

S is one shot. Only stage 
Nash is attainable.

Only stage Nash is attainable.

UL UL

UL

0
Figure 3  : Possible cases for Prisoner’s dilemma when b —a =  d —c =  m

94



た。尚， 2 つ の 下 限 w ) と1/2(さ，桃，似）は 《s の関 数と して 見る と つ な が っ て い て ， ns =  

- G ( 0 ) の時一致する。罰 フ ェ ー ズ の 利 得 が 増 加 す る に つ れ て 益 “ ，w ，沿）も増加する。一般に 

はこれらの下限は罰フェーズの利得 ws より厳密に大きい。 したがって， F ried m an  (1971) のフォ 

ーク定理とは対照的に，ナッシュ均衡利得べクトルより大きい任意のべクトルを達成することはで 

きないのである。具体的に，囚人のジレンマゲームについて，利得のスケールが変イ匕してナッシュ 

均衡利得が増加するにつれて， どのように達成可能なべクトルの集合が変化するかを示したのが図 

3 である。 （図 3 では 6 — ゴーc を仮定している。そうでない場合は，下限は一本の直線ではなく，ニ 

本の平行な直線とそれを中間でつなぐ線によって表わされる。これはm の取り得る値が2 つになるからで 

ある。）

4 . 結論的覚書

フォーク定理はかなりネガティブに受け取られていることが多い。 それは， あまりに均衡利得の 

集合が大きすぎて予測に役立たないからである。 ここでは， フォーク定理は繰り返しゲームの仮定 

に非常に依存していて， 多少繰り返しのやり方を変えるだけでフォーク定理がゆるがされることを 

示そうとした。ただ，本稿では均衡利得の集合全体を特徴付けることはできなかった。 これは，退 

出戦略が定常的でないと具体的に計算するのが非常に困難であることからきている。 （定常的であれ 

ば，罰フヱ一ズにナッシュ均衡以外の戦略を使う切り替え戦略は分析可能である。Fujiwara-Greve (1997) 

を参照。） しかし， これが今後の研究の発端になれば幸いである。

戦略だけでなく，本稿ではゲームそのものにいろいろな仮定がなされている。確率的に与えられ 

る外部オファーというのは労働者などにはあてはまると思われる。企業のゲームでは， （営業）資 

金制約のような理由で，ゲーム内である水準まで利得を蓄積できないと退出させられるという形の 

プレイヤーの入れ替えも興味あるモデルである。 これも長期的に参加するためには均衡利得に下限 

が出てくると思われる。

ライバルプレイヤーの出入りに関して， コストやメリットがある場合もあるであろう。 また，不 

完備情報のゲームにして，外部オファ一の分布が共有知識でない場合などは，「評判」の均衡が分 

析できる。 いろいろと披張範囲の広いモデルである。

(経済学部助教授）
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