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「三田学会雑誌」89卷 4 号 （1997年 1 月）

貨 幣 と 成 長

 修正 Sidrauski M od elと景気変動への Implication*-----

瀬 下 博 之

Abstract

この論文は経済成長と景気変動における貨幣の役割を再考することを目的としている。そ 

のために，まずUzawa (1968)の内生的な時間選好率関数を用いてSidrauski M odelを修 

正し，貨幣が実体経済に対して拡張的な影響を与え得ること（特に Tobin効果）を理論的 

に示し，その調整経路を分析する。これはたとえ名目貨幣供給量のレベルの増加が実体経済 

に中立的であるとしても，その増加率を高めることで，実体経済の成長率に拡張的な影響を 

与え永続性をともなう景気変動を生み出すことを意味する。また，このような内生的な時間 

選好率を前提とすると，実物的景気循環理論の基本的な主張そのものが成立しなくなる可能 

性があることも示す。

1. は じ め に

現在のマクロ経済学において，貨幣の役割に対する評価が相対的に低下したのは，80年代に登場 

した実物的景気循環理論（Real Business Cycle Theory) の影響とマクロ時系列変数の非定常性に関 

する議論の影響を受けたことによる。 Nelson and Plosser (1982) は主要なマクロ経済時系列デ一 

夕の変動がランダム • ウォークに従っていることを見い出した。 このことは，永続性を持つショッ 

クによって経済が変動していることを意味し，長期的には全く実体経済に影響を及ぼさない「中立 

的な」 ものとして捉えられてきた貨幣では，景気変動を説明できなくなってしまった。 その一方で，

* この論文は瀬下（1994)の修士論文を整理し加筆 •修正したものである。本稿の作成に当たっては， 

指導教授の吉野直行教授はじめ，修士論文を審査して下さった丸山徹教授•細田衛士教授，演習の授業 

の中で報告の場を与えて下さった神谷傳造教授，及び大山道廣教授，川又邦雄教授，長名寛明教授，塩澤 

修平教授，柳川範之氏他，多数の合同演習の出席者等から有益なコメントをいただいた。また匿名のレ 

フェリ一からは本稿の構成に関わる重要な指摘をいただいた。この場を借りて改めて謝意を表したい。 

なお，本稿に含まれるいかなる誤謬もすベて本人に帰するものであることはいうまでもない。

( 1 ) Real Business Cycle Theory に つ い て は， Kydland and Prescott (1982)，King, Plosser and 
Rebelo (1988)， Plosser (1989) 等参照
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実物的景気循環理論は， ミクロ的な基礎付けを持った成長論の議論に，長期的に影響を持ち得る生 

産性ショックを組み込むだけで，現実の時系列の動きを明快に説明することに成功した。

このような実物的景気循環理論の中では，貨幣残高，特に内部貨幣残高の変動は，生産性ショッ 

クに伴う貨幣需要の変動によって生じると主張される。 ここで， 内部貨幣とは市中銀の信用創造 

に伴って派生的に生じる貨幣であり， 中央銀行が発行する現金通貨を含むいわゆるハイパワードマ 

ネーは外部貨幣と定義される。特に， King and Plosser (1984)は，取引コストを低下させる中間 

財として貨幣をとらえることで，名目貨幣残高の変動が実質的な生産水準の変動に先んじて変動す 

るという現実の現象も整合的に説明できるとした。

しかし見方を変えれば，貨幣的なショックが経済成長に影響を与えることを理論的に説明できれ 

ば，生産性ショックを持ち出さなくても，永続性を伴った経済変動を説明することはできるはずで 

ある。実 際 King and Plosser (1984)は， その実証研究の中で，貨幣が成長に対して影響を与えて
(3)

いないという「スーパ一 . ニュ一トフリアィ一」の議論は現実経済では成り立っていないかも知れ 

ないと述べ，貨幣が景気変動に影響を及ぼす可能性を示唆している。 また，近年の実証研究は，貨 

幣供給量の長期的な「中立性」 を確認する一方で，「スーパー•ニュートラリティー」は一般に棄却 

され，拡 張 的 な 影 響 （T obin効果）が生じることを見い出している （King and Watson (1992)， 

Weber (1994))。

さらに，景気変動に関する実証研究からも貨幣的な要因が景気変動を発生させるという証拠がし 

ばしば報告されている。たとえば Ram ey (1992)は，貨幣と企業間信用の代替と補完的な関係を 

実証することによって，季節変動以外の中長期的な経済変動の主要な要因は生産性ショックではな 

く，貨幣的なショックによるものであると結論づけている。 また， Evans (1992)は S o low 残差で 

測定される生産性ショックは外生的なショックと見なすことができず，貨幣や政府支出などの要因 

のほうが重要であることを見い出している。

それにも関わらず，貨幣の景気変動への影響が理論的に軽視され続けているのは，「貨幣と成長」 

の分野におけるミクロ的な基礎付けを持った議論の多くが，実証結果の示す T o b in効果に対して 

は否定的であったからであ ^ ! そのため， その調整経路も，貨幣が景気変動に対して正の影響を与

( 2 ) また， Barro and King (1984)参照。彼らは効用関数が時間に関して分離可能である場合に貨幣 

供給量などが増加するケースを考えた。彼らの議論によると，貨幣が財市場で消費を増加させる総 

需要への効果を認めても，レジャーが上級財である場合には，レジャーが増え総供給が減少する効 

果が働く。彼らは，効用関数が時間に関して分離可能である場合には，この二つの効果が互いを相 

殺してしまうため，貨幣的な攪乱を誤って認識してもそれが景気変動の要因になるとは言えないと 

主張した。

( 3 ) 本稿では「スーパー•ニュートラリティー」を，名目貨幣供給量の増加率が，実質貨幣残高以外の 

すべての実質変数に影響を与えないと状況と定義する。

(4 )  「貨幣と成長」に関するサーベイとしては，Wang，P. and C.K. Yip (1992)および瀬下（1994) 
第 1章等参照。
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えるという現実のデータと逆の結論を導くことになってしまう。 たとえば最近， Gomme (1993) 

は内生的な成長のフレームワークの中に cash-in-advance制約を通じて貨幣を導入することによっ 

て，貨幣の変動が実体経済の変動の特徴をかなりうまく説明することを示したが， その場合でも実 

体経済が示す貨幣の拡張的な影響をうまく説明することはできなかった。

したがって，貨幣と景気循環の問題を再考するという現在のマクロ経済学の重要なテ一普を分析 

するためには， まず， ミクロ的な基礎付けを持った成長論のフレームワークの中で，外部貨幣の実 

体経済への拡張的な影響（Tobin効果）を簡潔に説明することが強く求められている。

これまでの議論の中でT o b in効果をうまく説明できなかったのは，基本的に時間選好率を一定 

として議論してきたことに依存する。特に貨幣のス ー ハ 。一 ニ ュ ー トラリティーを理論的に導いた 

Sidrausuki (1967)の結論は決定的にこの時間選好率の一定性に依存している。 そのため本稿では 

Uzawa (1968)の内生的な時間選好率を利用して分析を行う。 そうすることによって，名目貨幣供 

給量の成長率の上昇が，一般に，資本蓄積に対して正の影響をもつことを簡単に説明できる。 そこ 

で，以下では比較静学によってT o b in効果が存在することを確かめることから始める。

まず，第 2 節で内生的な時間選好率を用いて， この T o b in効果をミクロ的に基礎づけるモデル 

を構築し，第 3 節では，得られたモデルの定常均衡がその近傍で鞍点になっていることを示す。 こ 

の時の収束経路は，完全予見の下で，短期的な変動を除いた長期的な経済変数の変動の姿を描写す 

るものでもある。 さらに，第 4 節ではこのような内生的な時間選好率を考えることによって，生産 

性ショックが定常状態に及ぼす効果を分析する。 そこでは，拡張的な生産性ショックが投資と実質 

生産量を増加させると考えることで景気変動の特徴をうまく説明できるとする実物的景気循環の理 

論の主張が，時間選好率を内生化することによって，必ずしも成立しなくなる可能性があることを 

示す。 そして最後に本稿の結論を述べる。

2. 内 生 的 な 時 間 選 好 率 と 修 正 S id r a u s k iモデル

2- 1. モデルの設定

この経済では，同一の選好を持ち，無限に生きる経済主体のみが存在する経済を考える。一般に

知られているように， このとき代表的な個人の選好関数を考えて分析することができるので，代表
(6) _

的個人の目的関数を次のように定義する。 なお以下の ill論において，変数は一■般に一■人当たりの変 

数 （per c a p i ta )で書かれている。 また下付き文字の / は時点を表している。

( 5 ) 新古典派的な枠組みの中に情報の非対称性とそれに伴う金融市場の不完全性を取り入れることに 

よって，景気変動の問題を論じようとするものとしては，Bernanke and Gertler (1989)， 
Greenwald and Stiglits (1991)等参照。

( 6 ) 貨幣を効用関数に明示することの正当化はFeenstra (1986)や Cruoshore (1993)を参照。
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W  = 丄  U ( c t, m t)e~Sldt ⑴

where 8t =  p (U (c t, m t)) (2)

ここで c は一人当りの実質消費水準， m は一人当りの実質貨幣残高をそれぞれ表している。 また 

U は代表的な個人の瞬間的な効用関数であり，

Uc>0, Um>0, Ucc<0, Ummく Q (3)

及び

Ucm =  Umc 1  Q (4)

と仮定する。 なお特に説明しない限り， '以外の下付きの文字はその変数による偏微係数を表して 

いる。 （4 )の仮定は複数均衡の可能性を排除するものである。 こ れ は ひ = ひOTC< 0 の場合に複数 

均衡の可能性があることをBrock (1974)が示唆したことに従っている。 さらに端点解を排除する 

ため以下のような仮定をおく。

\imUc =  °° WmUm =  00
(7)

また， （1) の <5は代表的個人の時間選好率を表し，バづはその時間選好率関数である。 ここで， 

Uzawa (1968)にならって p (_ )は以下のような性質を持つと仮定する。

p > 0 , Pu>0, Puu>0, p ~  Upu>0  (5)

(5)式 の 2 番 目と 3 番目の仮定は異時点間の効用の限界代替率が遲増する特性を示し，最後の仮
(8)

定は瞬間的な効用を高めることによって，全体の効用水準も高まることを意味する。

い ま ^ : を実質総資本量， i v を総人口とし， この経済の生産関数 F (尺，TV) を一次同次と仮定し 

よう。 こ の と き F ( K ，N 、=  N F{K IN，1 ) ヒ 鲁 け て ， 資本集約度をん= 冗/iV と定義すると，一人当 

たりの生産関数は / U ) と書ける。 ここで， / ( • ) は以下のような特性を持つとする。

fk >0, fkk <  0 (6)

このとき，一人当たりの消費水準をC，一人当たりの粗貯蓄を 5，政府からの一括補助金を P と 

すると，一人当りの予算制約は以下のように書ける。

f{k t)  +  v t =  c t -\-St (7)

新古典派モデルでは，一人当たりの粗投資（ム）と一人当たりの粗の貨幣残高の増加分（み）の和 

は，常に一人当たりの粗貯蓄（s , ) と一致するので次式が常に成立する。

( 7 ) この内生的な時間選好率を導入した積分型の効用関数は，Strotz(1957)の意味で time consistent 
である。 （Appendix 3 参照）。

( 8 ) 後で述べるように， Wは定常状態でひかのように書ける。これをひについて微分すると

d[U/p]ldU = ( p -  CJpu)/p2
したがって，この式の分子が正（すなわち（5)式の最後の条件が成り立つ）ならば瞬間的な効用関数 

U の上昇によって全体的な効用水準W が高まることが分かる。
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St =  it +  z t (8)

ところで，がを名目貨幣残高， i 3 を物価水準とし，資本の減耗は表記を簡単にするために無視す 

ると，

d ( K M )  d (M t/PtN t)
nt _  ^ J t mt  _  Jt

より， w を人口の成長率（時間を通じて一定） とすると，

it =  kt +  nkt z t =  m t Jr{7：t +  n )m t

と書けるから， （8) 式を（7)式に代入したものに， これらの式を代入すると，代表的個人の予算制約 

は Sidrauski (1967)にならって次のように書ける。

at =  f(kt)-\-Vt — ̂ - \ - n ) m t — nkt — Ct (9)

where a t =  kt +  m t

ただし， nt は家計の行動選択時点では実現せず，常に一定ではないので期待インフレ牢  <  で表し 

ている。代表的な個人の問題は，結 局 ⑴ 式 を ⑵ 式 と （9 )式の制約の下で最大化することになる。

2- 2 . 最大化条件

前節をまとめると，代表的個人の直面する問題は以下のように書ける。 

m ax ^  =  JQ U {c t, m t)e~Stdt 

sub.to d =  p( U (c t, m t))

d t =  f {k t)  +  v t — (7Tt +  n )m t — nkt — c t

at =  kt +  mt
(9)

従って，ノヽミルトニアン/ / は以下のように置くことができる。

H  =  U (c t, m t)e~St +  d t\^f(kt)-\- v t -(7tt +  n )m t — nkt — c t] +  4>t P t+  f  t (a t ~  kt — m t) 

こ こ で 孑 と f は 共 役 変 数 （co-state v a lu ab les)で， / はラグランジェ乗数である。結局問題は， 

このハミルトニアンを最大化することに帰着される。 この最大化のための一階条件は以下のように 

まとめられる。

Hc =  Uce~St+  小 tPuUc-  a t =   ̂ (10-a)

H m =  Ume~St+  $tpuUm — {ntejrn) a t ~  /«  =  0 (10_b)

Hk =  d t U \ k t ) — n )— / (  =  0 (10-c)

( 9 ) 以下の計算手順は基本的にはObstfeld(1988)に従っている。より正確に言うとObstfeld(1988) 
は，Kompas ana Abdel-Razeq(1987), “A note on Uzawa transformation of two state variable 
optimal control Problem with an endogenous rate of time Preference,” m im eo .(この論文の引用 

文献には載せていない）を参考にしているが，入手困難なため，Obstfeld(1988)の計算方法を利用 

することにする。
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dt  =  — f t  (10-d)

(p t =  — U {c t, m t)e~Si (10-e)

d t =  f { k t) Jr v t — {'Kt n )m t — nkt — Ct (10- f)
\im.at d.t =  0 (10-g)

lim^< 0 < =  0 (10-h)

いま，計算を簡単にするために，変数を次のように定義する。

ot =  e St5 t, 4>t =  e St$ t, j t  =  e St f t  (11)

この時 d =  e s a d + e s a と j  とに注意すると，以上の条件は次のように書き換え
(10)

られる。

Uc+  <f>tPuUc— ot =  0 (12)

Um +  (f>tPuUm — (7rf+ n)at — 7t =  0 (13)

Ot(f'{kt) — n) — r t =  0 

Gt =  PtOt — Tt

4>t =  4>tPt +  U

d t =  f { k t) +  v t — {nf+  n )m t — nkt — c t 
\ \matGte~St =  0 

\\m8t(])te~St =  0

この（12)式から（14)は，各時点でハミルトニアンH が最大化されているための一階条件であり，

(15)式と（16)式はいわゆるオイラー方程式である。そして最後の2つの式は横断面条件を示してい 

る。

なお書き換えた共益変数 0 には重要な意味付けができる。すなわち， （16)式を（時 点 r からoo時 

点まで積分すると，収束経路上で lim A e—b  =  0 であることに注意して次式を得る（A ppendix1

参照）。

4>x =  Ue~St- d t  (20)

従って，収束経路上で書き換えた共役変数 0 は定常状態における一灰の値に等しくなることを示 

している。

ところで r t =  7tjG tと定義すると， (13) (14) (15)式は以下のように書き換えられる。

(\ +  <PtPu)Um =  [ri +  (7r/+w)](7< (13)'

f ’(kt) 一 n =  r t (14)'

o t =  OtPt — r tGt (15)'

(10) これらの計算は，直接現在価値ハミルトニアンを定義して解いても得ることができるが，時間選 

好率が内生的であることを考慮して現在価値ハミルトニアンを用いなかった。
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なお， （12) (13)'(14)'式より，任 意 の /1について次式が成立する。

P-t =  f ( k t) +  7Tt (21-a)

where (21_b)

こ の （21- b )式の右辺は消費と貨幣保有に関する無差別曲線の傾きを表しているから， （21- a )式 

は消費と貨幣保有についての無差別曲線の傾きが任意の時点 t で，資本の限界生産量と期待インフ 

レ率の和，すなわち名目利子率に等しくなることを表している。 また（1 4 ) 'と（15)，より，次式を得 

る。

o t  =  { p t ~ { f k ~  n ) } 6 t  ( 2 2 )

以下では，Ca]vo (1979)や Obstfeld (1981,1988)などと同様に，完全予見を前提として議論を 

進めよう。 ここでいう完全予見とは，経済主体が将来の価格水準や政府の名目移転支出（トランス 

ファー）を知っていて， この時実現する実際のインフレ率と期待インフレ率が常に一致するように 

期待を形成することを意味すると仮定する。

nf =  nt

ところで， このことはまた， （一人当りの）最適な実質貨幣残高の経路が，実 際 の （一人当りの） 

実質貨幣残高の経路と等しくなることを要求する。 なぜならば，両者が等しくなければ，予想され 

る価格水準の経路と実際の価格水準の経路が一致していないことを意味するからである。 したがっ 

て

rht = 机 队 思 ぬ = H  — — (23)

ここで A は名目貨幣供給量の成長率である。すなわち，

いま，政府は税収を得ておらず， その収支は常に均衡していると仮定すると

v t =  irtm t (24)

一 方（17)より（23) (2 4 )と =  nt を使うと

kt =  f {k t)  — nkt — ct (25)

が成り立つ。

ところで， （12) 式 を c に関して解いて

c =  C(a, m, 0) (26-a)

where

do = (1 +  4>Pu)U cc+4>PuuU  ̂ ^  Cff (26' b)
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dc _  (1十(j)Pu) Ucm +  (j>P uu UcUm
dm {1 +  (f)pu)Ucc +  (ppuuU芝

= —[(1 +  4>Pu) Ucm +  ({)PuuUcUrn[ ' Cff =  Cm (26- C)

%  =  Xl +  M U c c + ^ P u u U c 2 =  - PuUc. Cg 三 G  (26’

これらと任意の時点 t で （21- a )式が成立していることに注意すると， このモデルの微分方程式 

の体系は以下のように与えられる。 なお以下では，誤解のおそれがない限り，下付の'は省略して 

記述する。

c =  Cad +  Cmm+C^,(p

= Ctr(p —/fc—W)(7+Cm(诊+//C — ")桃十 C V (0P+ひ） (27)

m =  ( 0 + A  —")m  (28)

k — f{k )  — n k ~  c (29)

S =  (f>p+ U(c, m) (30)

従って定常状態では A =  0, m =  0, ど= 0 お よ び 0’= 0 が成立することから，以下の条件が成立し 

ていることが分かる。

fk ~ n  =  p{U)  (31-a)

fk =  n —if (31-b)

f {k )  =  c-\-nk  (31-c)

=  — U/p (31-d)

命題 1

定常状態で，一人当たりの資本水準（ん)，実質貨幣残高（m ) ,実質消費水準（c) , 及び共益変数多 

は（31-a)〜 (3トd)を満たすように決定される。

証 明 ：（27)から（30)式より， A = 0 ，w =  0，c =  0，¥ =  0 と置くと得られる。Q.E_D.

ここで (31-a ) と（3 1-b)の二つの等式は利子率の均等化条件を示している。すなわち （31 - a )式は， 

定常状態で一人当り資本の限界生産性から人口の成長率を差し引いたものが代表的家計の主観的割 

引率に等しくなり， （31-b)式は一人当りの資本の限界生産性に一人当たりの名目貨幣成長率を加 

えたものが，消費と貨幣保有の限界代替率と等しくなるという条件を表している。

(31-c)式は一人当たりの資本の増加がゼロとなる場合の財市場の均衡条件になっており，定常状 

態で，一人当りの生産量が，一人当りの消費とその期の人口増加によって生じる資本集約度の低下 

を回復するための投資の和に等しいという条件を表している。 （31-d )式 で 示 さ れ る 0 の値は， 

(20) 式を思い出すと，定常状態で成立する一研の値，す な わ ち 「定常状態におけるひの流列の
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割引現在価値の和にマイナスを掛けたもの」 を表していることがわかる。

2 - 3 .比較静学と T o b in効果

この節では， （27)から（30)式の動学方程式の体系を用いて定常状態の近傍で比較静学を行う。 こ 

れによって Tobin (1965)が 主 張 し た 「名目貨幣供給量の増加率の上昇が資本蓄積に及ぼす正の効 

果」 を証明することができる。も = 0 ,  m =  0 , ど= 0 お よ び d =  0 の近傍で (27)から（30)式を全 

微分して行列にまとめると， （12) 式の関係から次のように書ける。 なお，以下では上付の*で定常 

状態における変数の値を示す。

し mfjLcm* 

- 1

— しmfJ~m竹 

0

(1+ ゲ 认 （1+ ダ ひ ,

fkk[ ~  Caff* +  C mm*\ p*C^ 

m*fkk 0

fk — n 0

0 p*

dc Cmm*d ir

am m *d f

dk 0

d4> 0

(33)

ここで，

_  UcUmc —  Um Ucc \  a 
" c  —  F T 2 ノ U ，

UcUmm 一 UmUcn <m  へ 抑 — ^ u f

また定常状態の近傍で評価すると P =  fk — n > 0 ,  0 = —ひか< 0 で， （5)式の仮定から 

(P—p uU 、l p > Q であるから。

Ca < 0 (34-a)
(1 +  4>Pu) Ucc +  小p UuUc2

Cm = —[(l +  4>Pu) Ucm +  ^PuuUcUm] ' Cff (34_b)

Cp =  _  puUc' Ca く 0 (34_c)

である。

上の行列の行列式は， （26-b)式と（26-d)式の関係と（12)式に注意して，

det =  —" m[ —Cぴcr* +Cmm*]/** 十

-P * m * ( l  +  (f>*Pu)C,{uc(fk-n ) U m ~  Umf kk~ U c { h  — n)} (35)

= o*m*CffA < 0

ここで，

A =  P*{Hjnfk!c-\'Pu(Jl-c{fk— n) Um~ fJ-mPuifk — n) Uc~ PufkkUm) >  0 (36)

さらにクラ一メルの公式を使って， dc, dm, d k , 相をゴ诊に関して解き，定常状態の近傍で，

P =  /a： — w > 0 , 彡= 一ひ/p < 0 が成り立つことを使うと， （5 )式の仮定から 1+  0/0ひ= (p —ルひ )/(0 

> 0 が導けるから次式が成立する。
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_ g _  =  p*PuUm{fk-n) >Q (37-a)

dm  =  p*\fkk~ P u U dfk~  n)] <Q (37-b)

=  ppuUm >Q (37-c)

ゴ0   (1 +  ) Um fk k〉q (37_d)

従って，名目貨幣供給量の増加率（めの上昇は一人当りの実質消費支出を増加させ， その一方 

で一人当りの保有する実質貨幣残高は減少するこ と が わかる。 また，一人当りの資本も増加させる 

ことがわかるから，たとえ家計の合理的な行動を前提とした場合でも，T o b in効果，すなわち， 

名目貨幣供給量の増加率（めの上昇が資本集約度を高めることが， ミクロ的に基礎づけられた理 

論の中で証明されたことになる。以上から，一人当り産出量 / 0 ) も増加する。 したがって，名目貨 

幣供給量の増加率の上昇は，定常状態でなお実体経済に拡張的な影響を及ぼすことが明らかとなる。

ところで， （3 7 - a ) ~ ( 3 7 - d )式 で pt； =  0 と す る と 時 間 選 好 率 が 一 定 の Sidrauski (1967) の 

m o d e lになることに注意して欲しい。 このとき於が上昇すると m が減少し， 0 が 上 昇 （W が減 

少）するだけで， c やんは全く変化しないというス ー パ ー •ニュートラリティーの結論を得ること 

がわかる。 このモデルでは時間選好率を固定していないという意味で， Sidrauski (1967) のモデ 

ルよりも， より一般的なモデルであると言うことができるだろう。

命題 2

代表的な個人の目的関数が(1 )(2)式のように与えられ，時間選好率について（5)式のように仮定す 

る。この時名目貨幣供給量の増加率（诊）を高めると，一人当たりの実質消費水準（c) と一人当たり 

の実質資本（ん）を増加させるが，一人当たりが保有する実質貨幣残高（m )は減少し，各個人の厚 

生水準は低下する。

証 明 ：（3 7 -a )から（3 7 -d )よ り 明 ら か Q.E.D.

貨幣残高から効用を得ている経済主体を考えると，一人当りの名目貨幣供給量の増加がもたらす 

期待インフレ率の上昇によって， まず消費と貨幣の代替関係への影響が生じる。すなわち一人当り 

実質貨幣保有残高を低下させ，一人当りの消費を増加させようとする。 このときまた同時に貨幣と 

資本の間の資産選択への影響も生じ，代替的な資産である資本に対する需要も増加し，資本蓄積が 

進 み （すなわち一人当りの資本水準が増加し），結局一人当りの所得水準と消費水準を増加させて定 

常に達する。 このように考えてみると， Sidrauski (1967)の m o d e lの中には本質的に経済主体の 

資産選択の問題に欠点が存在していたことに気付く。家計の資本に対する需要は，時間選好率が一
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図 1

c

定であることから常に一定に決まっており，名目貨幣供給量の増加率の上昇は，結局，家計の実質 

貨幣保有残高を減少させることだけによって，調整せざるを得ないという特殊な設定になっていた 

のである。

図 1 は 命 題 1 の結果を図を用いて直感的に説明したものである。 こ こ で U ，c ) 平面における 

ど|ゎ。,卜。= 0 で表された曲線は， m =  0 及 び 0_=0 が同時に成り立つ場合にど= 0 を満たすような， 

すなわち，どレ=o,0=o=Gr(/O —/* —w)び= 0 を満たすようなんと c の組み合わせを描いている。 こ 

のとき，气 = <  0 であるから，U , c ) 平面でと | m — 0, 0 — 0 0 曲線の傾きは負になることが分

かる。 ま た A = 0 を表す曲線は（29)式より， |  =  / た一w であるから，ム一w > 0 の時右上がりで， 

h —n <  0 の時右下がりとなるが，本稿では（5 )の最初の仮定より右上がりの部分だけで議論する。 

—方， m =  0 を示す曲線は（m，c ) 平面で見るとき， ’ > 0 より，正の傾きをもつよう 

な曲線で描くことができる。 なお， この曲線はんを所与として，無差別曲線の傾きがム + 0 に等 

しくなるような点の軌跡である。 またバ= 0 を表す曲線は書き換えると， (/>* =  であるから，

(w, c ) 平面で，定常状態で達成されるm と c についての無差別曲線によって表される。

いま命題 2 の結果を見るために，名目貨幣供給量の成長率 ^ が上昇する場合を調べる。 このと 

き’ まず |  =  より’ ^  = ( ) を示す曲線は ’ 0 が上昇すると（w ，c ) 平面で上方にシフト

する。 このシフトは m の減少をもたらすため，任 意 の c について / t が増加して c レ=0,0=。=  0 を回 

復する。 このことはどレ=0,0=0= 0 曲線が，右側にシフトすることを意味している。 この時 U ，c )平 

面で定常点は点A 0か ら B0 に移動する。従 っ て ど と { = 0 を同時に満たす c の値は図 1 

のひに増加し，んも增加する。そして， このんの増加を受けてm =  0 は，やや下方に調整して， 

全体としてのシフトは （w =  0)，のようになり， この （m =  0) ' と cB を同時に満たすような無差別
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曲 線 を 達 成 す る よ う に = 0 の表す曲線が下方にシフトして新しい定常状態が達成される。従って 

(m，c ) 平面で定常点は A !か ら B !に移動する。 ここで，厚生水準は各期に達成される効用水準の 

割引現在価値で表され， また割引率は， その効用水準の増加関数であるから，彡の値は増加するこ 

とも減少することもあるようにも思われるが，仮 定 (5)の最後の条件から，瞬間的な効用水準が低 

下すると全体の厚生水準が低下すると仮定しているから， 0 の 値 は 増 加 （W7は低下）することに 

なる。

従って，新しい定常均衡点は a ，c ) 平面で，点 A 0か ら 点 B oに移り，（m，c ) 平面で，点 A !か 

ら点 B iに移り，んと c がともに増加し， m が減少して，達成される無差別曲線は， 当初よりも内 

側になる。 こ の 0 の上昇に伴う ^:の増加は， いわゆる T o b in効果である。

2 . 4 . 内生的な時間選好率と小野（1992) のモデル

時間選好率が一定であることは，貨幣を明示した家計や代表的個人の選択問題の中でしばしば奇 

妙な結論を導き出す。 ここではそのような例として小野（1992)の議論が，時間選好率を内生化す 

るだけで成立しなくなることを説明しておこう。 このために， ま ず 小 野 （1992) の主張を簡単に整 

理する。小 野 （1992)は S id ra u sk iモデルの定常状態に特殊な解釈を持ち込み，貨幣経済のもつ不 

安定性を説明しようとした。 S id ra u sk iモデルの定常状態では，人口の成長率を考えないと， （31- 

a ) と（3 1 - b )式から得られる条件と同様に，以下の条件を得る。

さ- … ^ ^  (38)

こ こで 孑は 家計の時間選好率（一定）である。 また定常状態ではがは名目貨幣供給量の増加率 

に一致するので， これも一定となる。いま簡単化のため，名目貨幣供給量の増加率をゼロとする。 

このとき；re= 0 となる。 ただし，価 格 の 「水準」そのものは， このとき変動し得る点に注意され

たい。

小 野 （1992)は Sidrauski (1967)のモデルに，守銭奴的な経済主体を仮定して次のような条件 

を付力Dした。すなわち

lim Um(c, m) =  /? >  0 (39)

ここで，O n oの主張は，財市場が均衡する消費水準を y とすると， y が十分大きい時， Uc{y) 

が十分小さくなるので

- m ^ n ) > 8 + ^e (40)

が成立し，上のような S id ra u sk iの定常状態が存在しなくなるというものである。

いま（40)式のような関係が成立しているとすれば，各個人は消費水準を減らし実質貨幣保有を増 

加させようとする。 このような状態の下では， たとえいくら価格水準が低下して実質貨幣残高の水
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準を増加させようとも（ひcmの値が極めて小さいかゼロならば)，財市場を均衡させる価格水準その 

ものが存在しなくなるのである。 これが，小 野 （1992)の主張の基本である。

ところで， このような小野（1992) の議論も実は時間選好率が一定であるという仮定に決定的に 

依存している。 もし，価格水準が低下すれば実質貨幣残高が増加し，家計の効用水準そのものは必 

ず上昇する。 Uzawa (1968)の内生的時間選好率関数は，家計の効用水準の増加関数であるから， 

価格水準の低下に伴う実質貨幣残高の上昇は効用水準を高めて，各個人の時間選好率を高めて必ず 

/?/ひc(y, m )に収束して行く。すなわち，修正された S id ra u sk iモ デル では 小野 （1992) のような議 

論はそもそも成立しなくなるのである。

3 . 調整経路と安定性

第 2 節では，名目貨幣供給量の増加率の変化がもたらす定常解を分析したが， この節では調整経 

路について分析する。当然のことであるが， この調整経路は長期的なショックに応じて経済変数が 

動く経路を表すものであり，次のショックが起こるまでの間の経済の諸変数の（短期的な変動を除 

いた）変動の姿を表すものでもある。

動学方程式を再掲すると，

c =  C び( p — /* 一 (衿+ム一 ")m + C V (4p + ひ） (27)

m =  +  f k~  /j)m  (28)

k =  f { k ) - n k - c  (29)

4> =  0 P +  U(c, m) (30)

上の動学方程式を定常状態の近傍で線形近似すると， （12) 式と定常状態で入一 ；̂ =  p* が成り立つ 

ことに注意して，

k — k* 

0 一が

C —Cm/Jicm* —し 桃 fkk\_ 一 CeO* +  cmm*] P*C<p

m — 洋 mW* m*fkk 0

k - 1 0 P* 0

、(1 +  Uc ( l  +  <f>*Pu)Um 0 P*

A
k — k*

小-

(42)

ここで， Obstfeld (1981,1989)などと同様に，調整経路の分析を容易にするために以下のような仮 

定を置く。

Ucm ~  t/mc =  0
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このとき， Cm， /ic はそれぞれ以下のように書き換えられる。

Cm =  —<pPuuUcUm'Ca <  0， jlc
u,き> 0, m

従って， これまでとの重要な違いはCmの負号が確定することだけである , 

ところで， 固有方程式は以下のように与えられる。

\IA~A\

— _  しびび  +  G m W ]  —  pC<t>

—(1 +  (f>p) Uc —(l +  0 p) Um

~ ynfkk 

A — p 

0

0

0

A 一 p

(43)

ここで，上の固有方程式の定数項は A の行列式，すなわち（35)式によって与えられるから，定 

数項の値は負になることがわかる。従って，虚数根が共益で， その積は常に正になることから，解

と係数の関係を考えると， この固有方程式は実部が負の固有根を一つまたは三つ有していることが
(11)

わかる。 そして， このこととR o u thの定理を使うことによって， Appendix 2 で示したように， こ 

の固有方程式は実部が負の固有根をただ一つだけ持つことがわかる。 したがって，上の動学方程式 

は定常点の近傍で鞍点になっている。

Lemma 1

Ucm= U mc= Qのとき，(42)式の動学方程式の定常点は，その近傍で鞍点になっている。

証 明 ：Appendix 2 参照

ところでこの時，微分方程式の解は以下のように与えられる。すなわち， 

c - c  =  X n e 8it +  X l2e 82t +  X l3e e3t +  X 14e°4t 

m — fn =  X 2 i e 9lt +  X 2 2e ezt +  Xi3e63t +  X 2 4e &it 

k —k =  X 3ie Slt +  X32ee2t+X33ee3t +  X 34ee4i 

XAie6lt +  X,2eB2t +  X43e 63t +  X i4e eit 

ここで汰は固有根で，X u，X 2l, 兄 :. は以下の条件を満たす定数である ,

(44)

di +  CmfJ-cm —fkk[~ CffG+Cmin] 一 pC(p ^ X u

Mem 一 Wljkk 0 ム .

1 0 d i~  p 0 X 3l-

、一 (1 +  0P ) ひc ー (1 +  (j>p) Um 0 Q i - p , み し

(45)

(11) Routhの定理については，たとえばGantmacher (1964)参照。
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今， についてのみ収束する経路だけに着目して議論しよう。すなわち， L e m m a 1 よ り f t を

唯 一 の 負 の 固 有 根 と す る と ，実 部 が 正 の 他 の 固 有 根 d iは t—① に つ い て 発 散 す る か ら ， 

X \ 2 ，Xl3，X u ，X 22 , X 23 , X 2A , X ^2 , X 33 , X 3 4 の各係数をそれぞれ 0 と仮定して議論■する。

(45)式の第 3 行目の式から， f t を負の固有根とすると，

义11= p)X^\ (46)

従って， 一（ft — p ) > 0 より， と X 31の符号は， ⑴に関する収束経路上で等しいことが分か 

る。 また，上 式を 1 行目の式に代入して，

ル 十 ， : ^ ， ト  ⑷ )

この係数も正であるからX 21と X 31の符号は収束経路上で等しいことが分かる。

さらに（46) (47)式を， （45)式 の 4 行目の式に代入して，

X4i =  7 ^ r (1+ 仏 ) u 人n d + # " )  u J ^ h ; p〕: mfkk

この係数は負であるから，X 41とX 31の符号は収束経路上で異なることがわかる。

従って（44)式から，仮定の下で，収束経路は以下のように書くことができる。

c — c* =  coi{k — k*) 

m — m *  =  a)2{ k  — k * )

0 — 0 * =  (Oi(k — k*)

where

coi =  t(u 〉0, a>2 = 令 1〉0, a>4 =  ^ 41 く 0

命題 3

Ucm= U mc= 0 のとき，定常状態の近傍で，収束経路に沿って一人当たりの消費水準Cと一人当 

たりの貨幣残高m は，一人当たりの資本水準が増加するに連れて増加し，共益変数#は逆に減少  

する。

証 明 ：(49-a)から（49-c)式より明らか。Q.E.D.

また（4 9 -a )と（49 -b )を用いると次式を得る。

c ~ c *  =  — (50)

従って，収束経路は c と m の関係で見て右上がりの曲線になることがわかる。

図 2 は， これらの収束経路を図 1 の上に重ねて描いたものである。従って完全な位相図と呼べる 

ものではないが， これまでの議論を直感的に議論する上では役に立つ。図 の U , c ) 平面における

(49-a)

(49-b)

(49-c)
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図 2

c

X X 曲線と（m，c ) 平 面の Y Y は， 当初の定常点に対応した完全予見の下での収束経路をそれぞれ， 

んと c についてと， w と c について描いたもの，すなわち（4 9 -a )式と （50)式を図示したものであ 

る。 ここで， i  =  0 を表す曲線の傾きが，定常点で |  =  — w =  p であるから， （49-a)式の傾き 

は任意の定常点で傾きがぶ= 0 を表す曲線よりも急になっていることが分かる。一方 （50)式の傾き 

は w =  0 よりも急になることも，緩やかになることもある。 これは，左の動きの影響を調整経路が 

受けるからである。 このような影響がない場合には，調整経路は w =  0 を表す曲線よりも緩やかな 

傾きになるので， ここでは傾きが緩やかな場合の図を描いてある。

名目貨幣供給量の成長率 # が上昇すると，前節の比較静学の議論から U , c ) 平 面 で c = 0 の曲 

線が右にシフトし，定常点は点 A 0か ら 点 B0に移ることになる。 この時，収束形路は新しい定常 

点を通るように X X か ら X 'X 'にシフトする。 ま た w = 0 も上にシフトし， 必’==0が下方にシフト 

して（m，c ) 平面で，定常点は点 A !から点 B iに移動し，収束経路は Y Y か ら Y 'Y 'にシフトする。

名目貨幣供給量の増加率A が上昇すると状態変数であるんはすぐに増加することはできないか 

ら，消費水準だけがすぐに， この新しい収束経路X 'X'に乗るようにジャンプする（点 A 0->点 D0) 。 

このとき，同時にジャンプした c の値に応じた新しい収束経路Y 'Y，の 点 D iに乗るように m もジ 

ャンプする。

その後んの増加にともなって c は収束経路 X 'X 'に沿って定常状態B oに収束するように増加し， 

m はこの c とともに収束経路Y 'Y 'に沿って民に収束して行く。

この時，代表的個人の時点 n こおける厚生水準灰は， その時点以降の収束する間の効用水準の 

流列の和であるから， W の 値 は U が D !にジャンプした場合に， 当初の定常状態で達成されてい 

た厚生水準よりも大きく低下する。 そしてその後定常状態に収束するに従って， しだいに高まって

67 (605)



図 3

くることが分かる。 ここで，彡の値 は が の 値にマイナスを掛けたものであるから， 0 は当初大き 

く増加し， その後しだいに低下して調整する。

図 3 は， これらの変数の動きをんとの間の関係で見たもの，すなわち， （4 9 -a )〜（49-c)式と比 

較静学の結果を図示したものである。 c と w の調整経路はんとの関係から右上がりであり， 0 は 

右下がりで描かれる。 また当初の定常状態を表す水準は点A で与えられており，名目貨幣供給量 

の増加率 f が上昇すると達成される新しい定常点は点B で与えられている。名目貨幣供給量の増 

加率於が上昇すると， c，w ，0 は 点 A から新しい収束経路上の点 D にシフトし， が増加すると 

ともに新しい定常状態に向かって c と m はしだいに上昇し， 0 はしだいに低下して新しい定常状 

態に向かうことになる。 ただし，比較静学の結論からわかるように， w は当初の水準よりも減少 

した水準で調整が終わり， c と0 は当初の水準よりも高い水準で定常状態に達することになる。
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4 . 生産性ショックと資本蓄積

実物的景気循環理論と対比するなめ， この節では，生産性ショックがこの論文のモデルの中でど 

のような経済変動を作り出すか分析しよう。 まず，生産関数に，実物的景気循環理論に倣って生産 

関数自体からは独立な技術変化を明示する。 これは生産性ショックが生産関数そのものを変えない 

という仮定であり，技術変化の抽出をソロ一残差によって一次近似的に抽出しようという意図を反 

映したものでもある。技術水準を表すパラメーターを f とすると，各期の産出量はミ / U ) と書く 

ことができる。 この時（27)から（30)式までの動学方程式の体系は以下のように書き換えることがで 

きる。

C a (p — ミfk  一 n )6 +  Cm( if +  ミ/ん 一" ) U)

$/{k) — nk — c 

cf>p+ U(c, m)

(51-a)

(51-b)

(51-c)

(51-d)

定常状態をミについて比較静学すると， f の上昇の効果は，以下の方程式を解くことによって得 

られる。

— Cm/ ĉ'yyi* 一 — CaCf* +  CmW *] P*C,  ̂d c

~ / u cm * - " m m * m *  ミh k 0 d m

- 1 0 ミf k  — n 0 d k

、(1 +  4>* p u )  Uc (1 +  (f)* P u ) Um 0 P* . ,d4>

ここで，

， ，ブ、、
»— し L ，

よって

一/ *[— CffO* +  Cmfn*\d$ 

一 m* f kdミ 

—f 庇  

0

det =  p* ^fkk~ fim[ — Cad* +  Cmm*]$fkk}

一  p * C < p { l  + 4 > * p u ) y n * { 卩 人 与 ず k 一  n )  U m  — ミf k k U m  —  P m U c { ミf k 一  n ) }

A f =  P*{fJ-m$fkkJTpU{J-c{$fk — n) Um~ fJ-mPu{$fk~ n) Uc — Pu^fkkUm) > 0

P P u ^cfU m  一  fJ-mPuf^Jc 一  P u f  k Um}

(52)

(53)
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従って，一人当たりの資本水準がどのようになるかは不明である。 

また， その他の変数への影響は以下のようになる。

dm _  p \ — (J-ĉ fkkj +  fJ-cjk{^jk~ n) — P u U c fミfk一 nj_+ puUcf^ft*} 
dミ —

d(j> = (1+  0 Pc/)( ひ — Ucfim){ミfkkf — {ミfk一 n) fk\ く o

(54)

(55)

(56)

この中で，消費と共益変数 0 だけが負号を確定することができるが，実質貨幣残高は資本蓄積同 

様に負号を確定することはできない。

命題 4

代表的な個人の目的関数が(1)式のように与えられ，時間選好率について(5)式のように仮定する。 

この時，⑴ />£；/ {ル C4- ル ひ 一ル ム び の 時 ，正の長期的な生産性ショックがある 

と，一 人 当 た り の 資 本 水 準 (資 本 集 約 度 ）は 減 少 す る 。m p u f b c U m - t l m U c ' X - U l m f k -  

PufkUm} 鹏 ，正の長期的な生産性ショックがあると一人当たりの資本水準は増加する。（3)正の 

生産性ショックがあると，いずれの場合も一人当たりの消費水準は増加し，その厚生も上昇する。

証 明 ：（1 )と ⑵ は （53)式より明らか。 （3 )の前半は（54)式より明らか。後半は（56)式より， 0 が 

低下するので， この値にマイナスをかけて得られる厚生水準は，定常状態で上昇する。 Q.E.D

このように生産性のショックが資本集約度に対して及ぼす影響が不明確であるのは，二つのこと 

を反映している。一つは現在の消費を将来の消費で代替させようとする効果であり， これは，生産 

性の上昇とそれに対する所得の上昇に直面した経済主体が，そのような所得の上昇の大部分を貯蓄 

し，将来もより高い消費水準を享受しようとする動きを反映している。 これは実物的景気循環理論 

が重視している異時点間の代替の効果である。 もう一つの効果は， そのような生産性の上昇に伴う 

実質金利の上昇が与える効果であり， これに伴う効果は，時間選好率が内生的で各期の効用の増加 

関数であるから， その効用を高めるため消費を増加させ，貯蓄を抑制する方向に働く。 これは，実 

物的景気循環の理論にはない議論である。 なぜなら，一定の時間選好 •率の下では，生産性が上昇す 

れば，一定の時間選好率に収束するまで，一人当りの資本水準が増加し生産性ショックの実質利子 

率への影響を消滅させてしまうように調整するからである。後者の効果が前者の効果より大きくな 

れば，生産性の長期的な上昇は家計の貯蓄水準をむしろ低下させるように働き， このことは実物的 

景気循環理論の主張と全く逆の結論をもたらすことになる。特に，通常経済学で仮定するように，

各経済変数の直接的な効果が他の変数の変化からの影響よりも大きいと仮定できるなら，すなわち，
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図 4

c

上の比較静学に用いられた行列の対角要素が他に比較して十分に大きいと仮定できるなら，実物的 

景気循環理論の主張と逆の結論が導ける。

少なくとも内生的な時間選好率が正当化されるならば，正の生産性ショックは実物的景気循環理 

論が主張するほどに大きな投資の増加をともなわない。 このことは，生産性ショックを景気循環の 

主要因と見ることによって，G N P の変動を投資の変動が上回っているという現象を容易に説明で 

きるとした実物的景気循環理論の主張の頑健性を危ういものとする。

図 4 は命題 3 - ⑴の資本集約度が減少するケースを図で示したものである。いま正の生産性ショ 

ックが起こりミが増加すると， と| m = 0, 0 = 0 0 と A = 0 を表す曲線は（ん，c ) 平面で上方にシフトし，

飧= 0 を示す曲線を（w ，c)平面でみて内側にシフトさせる。 この調整によって c |ゎu = 0= 0 とA=0 

を 同 時 に 満 た す 消 費 水 準 は に 増 加 し て ，んは減少する。 このんの減少を受け汝 = 0 を表す曲 

線は， さらに上方の（A =  0 ) "にシフトする。 この （m =  0)"とひを同時に満たすような無差別曲 

線を達成するように 0 が低下して， 必’ = 0 を表す曲線が上方にシフトして新しい定常状態が達成 

される。 このような調整の結果，定常均衡点は U ，c ) 平面 で見 て点 A 0か ら 点 E 0に移動し，（m， 

c ) 平面で定常点は A !か ら E iに移動する。 この図では左と w がそれぞれ減少するケースを描い 

ている。

このような，新しい定常状態を達成するための完全予見の収束経路は U ，c ) 平面で見て X"X" 

に移動し，（w ，c ) 平 面 で Y "Y "に移動し，図で示されたような調整をする。 この時消費水準 c と 

実質貨幣残高 m は当初大きく増加し， その後資本水準が低下するに従って， c と m がともに減少 

しながら定常状態に向かう。 そしてこの間代表的個人の厚生水準は，各時点以降の効用水準の流列 

の和であるから，当 初の c と m の増加によって，大きく増加するが， その後次第に低下しながら
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定常に向かうことが分かる。

5 . 終 わ り に

本稿では，貨幣と成長及び景気変動との関係を理論的に再考した。主な本稿の結論は，

(1) これまでの「貨幣と成長」の分野の中でほとんど明確にミクロ的な基礎付けを与えられてこ 

な か っ た 「T o b in効果」の存在を証明し， さらにその定常の近傍での調整経路を分析することを 

通じて，名目貨幣供給量の増加率の変更が，実体経済の変数をどのように変動させるか分析した。 

名目貨幣供給量の増加率が上昇すると，消費と実質貨幣残高は低下し，投資が増加する。 そしてそ 

の投資の結果，資本が形成され所得が増加してくるに従って消費や実質貨幣残高も増加してくるよ 

うな調整をとる。 これは，名目貨幣供給量 (特に外部貨幣）の増加率が，永続性をともなったショッ 

クとなり得ることを意味するものでもある。

(2) モデルの中で時間選好率を内生化すると，実物的景気循環理論の議論が成り立たなくなる可 

能性があることを証明した。 この理由は，異時点間の代替の効果の他に，生産性の増加が実質金利 

を上昇させ， これが家計の定常消費水準を増加させる効果が働くからである。

なお，完全予見に基づく本稿の結論は，貨幣はスーハ。一ニュートラルではなく，名目貨幣供給量 

の増 加 率 (すなわち# ) を変更する政策は実体経済に対して変動を与え得ることを意味する。従っ 

て， たとえ名目貨幣供給量のレベルの変更が中立的であっても，名目貨幣供給量の増加率を変更す 

ることによって，有効な金融政策を行うことができるといえる。逆に金融政策の目的が景気変動を 

押さえることにあるならば，金融当局は名目貨幣供給量の増加率に十分な注意を払う必要がある。 

その意味で，本稿はマネタリストの k % ルールを再評価するものでもある。

Appendix 1 ：(20)式の導出

(16)式の両辺に e - Stィ を掛けて，整理すると

( 0 < - 彡必)e - ぬ-r =  U ( c t , m t ) e ~ St~T (A -l)

ここで

=  i e ~ St-z~  4>be~St-x =  4>p)e~St~T

に注意して， （A - l )式の両辺を r 時点から⑴時点まで積分すると，

f  ィ 叫 = J  U e ~ St'Td t

上って

\ i m < h e _ 8t-T— 小 = J  U e ~ St-Td t

72 {610)



結局，収束経路上で 1/ 於-3〃 =  0 であることを考えると（30)式の微分方程式の解は以下のよう 

に与えられる。

4 > r = ~ f  U e-8t- d t

この式の右辺は r 時点における代表的な個人の厚生水準にマイナスを掛けたものに他ならない。

Appendix 2 : Lemma 1 の証明 

固有方程式は，書き換えると

A  +  し ’)

jj-cryf A +  iimm*

1 0

- m*fkk 

A — p 

0

0

0

A~ p—(1 +  4>p) Uc —(1 +  <f>p) Um

— (スー P ) [(ス +  C V i / ^ c W )(ス +  パ ( メ  一 P )

— f j L c f n C m  • M m W ( 入 — p )  + ( A  +  f j - m t n ) f k k {  一  C a < 3  +  C m y y i \  ~  C m ^ m t n  * m f k k \

+ pCA{^  — P)"cW (l十 4>p) t/rn +  ( l +  0p) UrnMfkk —(1 +  4>p)ひc(ス +  バ (ス—jo)] 

= A*Jt { X - 2 p ) A z-\-{p2 — 2 X p Jr \  Yfkk^~{pClpo)\)/ '̂

+  {[pC^oZ — (fj-mM/kkCao)] — p\_ Yfkk +  {pCifj}] +  X p 2)A

—p[pCifi6Z — (fj.mmfkkCff(y)\ +  pC^onfkk 

— A4 ( X  ̂ 2p)A3jr{p z — 2 X p Jr [ Yfkk +  {pc^ff}])Az 

+A([pcp(jZ ~{fjtmmfkkCffa)} 一 p[ Yfkk +  {pc^a}] +  X p 2)

—p[pc^,aZ — (j^mm/CffO)] +  pc^anfkk

ここで

X  =  (G n"cW* +  " mW *)<0 

Y  =  [ - Cao* +  Cmm*]

Z  =  cr[/icW* —/^mrn*] >0 

この固有方程式について，Routh’s scheme (Gantmacher(1964) ,vol.2, pl77-pl81参照）は，以下の 

ように書くことができる。

1 {p2 — 2Xp +  [Y fkk +  {pci，o}]) ~  p[pc,poZ -  {fJ-mmfkkCao)] +  pc^aiifkk

X  — 2p [iogoZ —("mm/^cvcr)] — p[ F/a^ +  (pc>(t}] +  X p2 0

bi b2

Ci

d,
， >  ブ、、—̂ v— し，
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b\ =  {— 2 X p (X  — 2p) +  (JC — p)Q ~ 2 p 3 — £2}/ { X  — 2p)

bi =  — pQ +  pc^onfkk <  0

ci =  [bi(Q — p[ Yfkk +  [pcpp]] +  X p 2) — [X  — 2p ]62} Ibi

d\ =  — +  pc^oiifkk < 0

i2 =  [pc^,aZ —

Q =  [ Yfkk-\-[pc<p6}^

Routh Theorem  (Gantmacher (1964) ,vol.2 , p l80参照）より， この左端の多項式の流列の負号が変 

化した回数だけ， 多項式は正の実部の根を持つ。

ここで固有方程式の定数項はマイナスであるから， この多項式は 1 つもしくは 3 つの実部が負の 

固有根をもつ。

ここで，実部が負の固有根の数が 3 であると仮定しよう。 このとき正の実部を持つ固有根は1 つ 

である。 ここで X  — 2 p < 0 であるから， Routh T h e o re m から， これ以上第一列の数歹丨〗の負号が変 

化することはない。従ってか < 0 で， ^ < 0 でなければならない。

(i) Q > 0 の時， かの分子が負であることがわかるから，か> 0 であることがわかる。 これは， 

仮定の下での Routh T h e o re m の結果に矛盾する。

(ii) Q < 0 の時， この条件だけではか < 0 はいえない。従って， これを満たすためには ， （X  

— d Q S O  +  ZXW X — S d  +  Sp3の条件を満たさなければならない。

すなわち，

が成り立っている。

ところでこの時Cl = (i2 —pQ +  X p2) —[X  —2p](62か!）について， （A -2 )を使うと q の 第 1 項は

Q 〉(i2 +  2 X p {X  — 2p) +  2p3} /(p一 X ) (A-2)

Q - p Q  +  X p 2> ^  +  p ^  +  び デ ズ _ ャ ) +  2P3} x p 2丁 "ノ乂  厂ド （ — —

… {̂ 3 +  2 X 2p -  2X p2 -  2X p2 +  2 p3}
J 十 ( 八 一 v \Q p~
w 卞 々  ( P — X )

n  I { ^ ~ 2 X p ( p  — X )  +  2p2(p — X)}
SJ+P ( ^ x ) ：

+  X p :

Q-\- fr +  X p :

+  X p 2

~  Q p~i~ — 义 ) . + 2 口3 — X p 2 > 0

となるから，かく 0 が満たされるとしても，

Ci = {Q — pQ +  X p 2) — \_X— 2p\(^b2lb\) >0

これは，R o u thの T h e o re m の結果に矛盾する。

よって，実部が負の単位根はただ一つであることがわかる。 Q.E.D
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Appendix 3

Strotz (1957)が提案した time consistencyの概念は，「0時点から見て， f 時点より以前の異なる 

複 数 時 点 （た と え ば く ん こ こ で s 'すs ) から見た/時点の最適計画は一致していなければなら 

ない」 というものである。 Strotz (1957)は，ス⑴を割引因子関数として， tim e c o n s is ten tである 

ための必要十分条件を次のように書いている。

-4r\nA{t)  =  constant Q < t < T  (A_3)

しかし， この記述のため， tim e consistencyの条件は誤解を受けやすい。 tim e c o n sis ten tである 

ための条件は割引因子 /K 0 が任意の時点 t について常に一定であることではなく， t 時点の割引 

因子の時間変化率が t 以前の任意の時点で見て一定であることにすぎない。従って連続時間で考え 

る場合，関数が指数関数の形で書かれれば tim e co n sis ten tであるといえる。念のため， このこと 

を確認しておこう

(A -3)式の条件を導いたもともとの条件はStro tz  (1957)の中では以下のように書かれている。

dA{t — s) dA{t — sQ

~ K t - s ) ~  =  ^ { t - s T  (A—4)

それぞれの；l に Uzawa (1968)の内生的な時間選好率を取り入れた割引因子関数を代入すると， 

任 意 の 0 ‘ s，s 'くらゲ辛 s に関して

上 式 左 辺 = — ~rsrs—  =  - p (  U {c t, m t) ) , 右 辺 = — e -sJ j  =  - p (  U (c t, m t))

よって，左辺 = 右辺で， （A -4 )式の条件を満たす。従 って Uzawa (1968) の内生的時間選好率関数 

は Strotz (1957)の意味で tim e co n sis ten tであるといえるのである。

U z a w a自 身 も 「時間に関して整合的」である条件を満たすものとして， この内生的な時間選好率 

関数を提案している（参考文献， 日本語版99ページ参照)。
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