
Title 非線形景気循環理論の実証
Sub Title Test of nonlinear business cycle theories
Author 伊藤, 幹夫

Publisher 慶應義塾経済学会
Publication year 1995

Jtitle 三田学会雑誌 (Keio journal of
economics). Vol.88, No.3 (1995. 10) ,p.385(53)- 415(83) 

JaLC DOI 10.14991/001.19951001-0053
Abstract
Notes 論説
Genre Journal Article
URL https://koara.lib.keio.ac.jp/xoonips/modules/xoonips/detail.php?koara_id=AN00234

610-19951001-0053

慶應義塾大学学術情報リポジトリ(KOARA)に掲載されているコンテンツの著作権は、それぞれの著作者、学会または出版社/発行者に帰属し、その
権利は著作権法によって保護されています。引用にあたっては、著作権法を遵守してご利用ください。

The copyrights of content available on the KeiO Associated Repository of Academic resources (KOARA) belong to the respective authors, academic
societies, or publishers/issuers, and these rights are protected by the Japanese Copyright Act. When quoting the content, please follow the
Japanese copyright act.

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

http://www.tcpdf.org


「三田学会雑誌」88巻 3 号 （1995年10月）

非 線 形 景 気 循 環 理 論 の 実 証 *

伊 藤 幹 夫

1 . 序

景気循環を説明する理論モデルには，古今いろいろなものが考えられてきた。大別すると，変数 

の相互依存関係になんらかの非線形性を想定して，持続的循環を決定論的に生成するモデルと，線 

形の比較的単純な相互依存関係のもとで確率的な外生ショックを考慮して，持続的循環を生成する 

モデルである。前者は，経済体系から発する内生的なものとして景気循環を捉えるのに対して，後 

者は，安定的な経済体系の均衡が体系外からの絶えざるショックによって撹乱されている過程とし 

て景気循環を捉える。 この論文は，S T A R モデルや指数 A R モデルなどの非線形時系列モデルを 

日本経済のデータに適用して，変動の原因が内生的なのか外生的なものかを調べようと試みる。

上の二つの理論は，内生的非線形景気循環理論と外生的線形景気循環理論とよぶことができる。 

内生的ということは現状では決定論的ということだと考えてよい。 また外生的ということは，現状 

では確率論的ということだと考えてよい。 いずれにせよ内生的か外生的かは，景気循環理論の重要 

な分類基準である。 もう一方の分類基準，非線形か線形かは複雑か単純かということを越えて，極 

限閉軌道をもたらし得るかどうか， カオスなどの非線形特有の現象を引き起こし得るかどうかの分 

水嶺である。 さて， この二つの分類基準を組み合わせると， 内生的線形景気循環理論と外生的非線 

形景気循環理論が有り得ることに気づく。 しかし，前者において持続的な循環が生ずることが非常 

にまれなため， それを景気循環理論として取り上げたことは現在あまりない。 この論文では，論理 

的にはもっとも一般的な外生的非線形景気循環理論を基礎に，現実のデータが内生的非線形景気循 

環理論を支持するのか，外生的線形循環理論を支持するのかを検証する。以下， 内生的非線形景気

* 本論文は，慶應義塾学事振興資金の助成による研究の一部である。論文の作成にあたって，神谷 

傳造教授，商学部の牧厚志教授に貴重なコメントをいただいた。経済学部の吉野直行教授にもさま 

ざまな助言をいただいた。また，文部省統計数理研究所の尾崎統教授には非線形時系列解析につい 

ていろいろ教えていただいた。
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循環理論を，単に非線形景気循環理論とよび，外生的線形景気循環理論を，単に線形景気循環理論 

とよぶ。

非線形景気循環理論には， K aldo r (1940)，G oodw in (1951)などの1940-50年代に考えられた投資関 

数の非線形性に依拠するものから，最 近 の B enassy  (1984)，G randm on t (1985)，B oldrin  and  W ood

fo rd  (1 9 9 0 )までいろいろな理論が考案されている。線形景気循環理論には，古 く は F risch  (1933)， 

最近では L ucas (1976, 1977)，B a rro  (1976) などの貨幣的ショックの波及を考える均衡景気循環の理 

論， K ydland  and P re sc o tt (1982), Long and  P lo sse r (1983) などによる実景気循環の理論などがあ 

る。 もっとも，実景気循環理論は最適成長理論に基づくもので，本質的に線形とは言い切れないも 

のである。 しかし，関連した多くの研究では局所的な線形化によって得られる単純化した線形体系 

を考えている。

実証研究に関して，線形景気循環理論については，比較的よく行なわれているのに対して，非線 

形景気循環理論については，ほとんど行なわれていない。 もっとも線形景気循環理論の実証研究と 

いっても，理論から得たモテルのパフメタ一にそれらしい数字をあてはめてシミュレ一 ションを行 

ない，現実の経済の動きにどれだけ似ているかを観察する， あるいは理論モデルを V A R  (Vector 

A uto -R egressive)モデルのような時系列モデルに帰着させそのインパルス佑答の現実妥当性を問う， 

という実証研究が中心的であるのも事実である。 これは，動学理論の直接的実証が，データの制約 

などによって，本来的に難しいためであろう。 よって，理論的に込み入っており，本来決定論的で 

既存の時系列解析との対応のつけにくい，非線形景気循環理論に対する実証研究がほとんどないの 

は当然といえる。

非線形景気循環理論を実証するには，非線形常微分方程式などの非線形力学系と，非線形時系列 

を解析するための統計手段との間の関係に関してある程度のことが明確になっている必要がある。 

幸い最近 10年間ほど，非線形時系列の研究が発展し， また非線形力学系との関係も少しずつわかっ 

てきている。 これにより，非線形動学モデルの実証の道が開かれてきた。経済学への応用はほとん 

どないようであるが，ある程度の実証作業が可能になっている。

非線形時系列の理論の発展にともない，経済時系列の非対称性を問題とする経済学の論文は，最 

近増えてきている。 F a lk  (1986)，H am ilto n  (1989)，B rock  e t a l . (1991), B eaud ry  and  K oop (1993),国 

友 •佐 藤 （1 9 9 4 )などがこの例である。 これらは，観察された時系列の非線形性•非対称性に注目し 

てはいるが，既存の非線形景気循環理論との関係は明確でない。本論文では，現実の日本経済の時 

系列デ一タが非線形なモデルを示唆するかどうかを調べることで，非線形な景気循環理論の現実妥 

当性を検証する。主な結論として，時系列として非線形性あるいは非対称性が観察されるものの， 

極限閉軌道の存在は確認できなかった。

論文の構成は以下のようになっている。 まず， 2 節では，非線形時系列を考える意義をまとめる。 

ここでは，非線形性を看過して実証をすることの問題点，時系列の非線形性，非対称性の定義をめ
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ぐる問題点を述べる。具体的に問題となるのは，正規線形モデルの非線形時系列に対する有効性と， 

正規性の仮定と線形性の定義の関係である。第 3 節では非線形力学系と非線形時系列の関係を簡単 

に述べる。 ここでは，決定論的な動学モデルに基づく非線形景気循環理論を実証するための基礎的 

な事柄を整理する。特に極限閉軌道を持ち得る連続力学系を離散時点の観察から推定する工夫を述 

ベる。 4 節では，用いたデータならびに， その定常化についての若干の準備的作業として単位根検 

定をおこなう。次 に 第 5 節で，時系列の線形性を比較的簡単にテストするために， N eftc i (1984) 

の二次マルコフモデルを用いる。 この節は 6 節以降の，本格的な非線形性のテストの準備である。 

次の第 6 節では，非線形時系列モデルのあてはめによって，経済時系列の非線形性を調べる。第 7 

節は，極限閉軌道の存在の可能性を指数 A R モデルの推定を通じて検証する。最 終 の 8 節はまと 

めである。

2 . 非線形性の意味：実証的側面

この節では，本質的に非線形な体系を線形モデルで推定あるいは近似するとき生ずる問題，なら 

びに線形モデルは時系列データの非線形性 • 非対称性をとらえ損なうという問題を，動学経済理論 

の実証と純粋な時系列解析の二つの側面から整理する。

2 . 1 B l a t t の線形モデル批判

景気循環理論の線形性の仮定は，初 期 の F risch  (1933)のモデルを除いて， 70年代前半まで計量 

経済学の研究によって正当化されてきた。 たとえば，有名な論文集 H ick m an  (1972) に掲載されて 

いる論文はどれもが，安定的な線形モデルによって循環的な経済を適切に説明できるという自信に 

満ちている。当時の実証経済学者にとって，非線形性を考えることはモデルによけいなものをつけ 

加えることだという感覚でしかなかったろう。 この感覚は，最近の実景気循環理論の信奉者にも共 

通のものである。

こうした見方に対してB la tt (1978)は，非線形性が循環現象において本質的な役割を果たす場面 

で，安易に線形モデルをあてはめることには問題があると主張した。彼は， H ick s (1950)の 天 井 • 

床モデルに基づく非線形差分方程式を特定化して，データを人為的に作りだした。 このデータは上 

昇 • 下降について明らかに非対称な八ターンを持つ。 このデータを線形時系列モデルに当てはめ， 

主要なパラメタ一を推定すると，推定値が元の非線形差分方程式のパラメタ一と著しく異なること 

を， B l a t tは指摘した。実際，彼が示した例では資本係数の推定誤差の結果，体系の安定 •不安定  

についての結論が逆転してしまう。

( 1 ) 線形モデルと言うとき，この論文ではAR (A u toR egressive )モデル，MA (Moving Aver
age) モデル，ARMA (Autoregressive Moving A v e ra g a e )モデルのどれかを指す。

55 (387)



B l a t tの論文は，実証モデルを構成するときに非線形性を軽視することの危険性を指摘している。 

さらに B l a t tは，データに線形モデルをあてはめた結果だけから，非線形景気循環モデルの妥当性 

を，判断してはならないことを示唆する。確かに，循環を示すように思える時系列データを一見し 

ただけでは， それが線形モデルにおける確率シヨックの波及過程なのか，非線形モデルの極限閉軌 

道の周囲をゆらぎながら推移する過程なのか， にわかには判別できない。 当然， なんらかの非線形 

モデルをあてはめて，線形性の妥当性を調べるのが自然であると考えられる。 もっとも B l a t tは非 

線形モデルの現実妥当性をどのように検証するかについて，具体的な提案を示していない。 この点 

は 第 3 節で論ずる。

2. 2 時系列の非線形性

時系列解析において非線形性が果たす役割を検討する。 これは，線形モデルと非線形モデルには 

本質的相違があるというB l a t tの指摘を，時系列解析の観点から整理することでもある。

以下では， もっぱら定常時系列を問題とする。非線形性にふれる前に定常時系列を定義しておこ 

う。 ここでは強い意味の定常性を考える。つまり，任意のサブ•サンプルの確率分布が時間のずら 

しに対して不変であることを定常と定義する。 これに対して，時 系 列 {兄 } が弱定常であるとは， 

任意のサブ . サンプルの分散.共分散行列が時間のずらしに対して不変であることをいう。 これは 

E { X t) =  pL, C o v ( X t , X t- e) =  M )  (1)

のように書けることだと言ってよい。 これは期待値が一定かつ分散.共分散構造が時間不変である 

ことである。定義より定常ならば弱定常であるが，逆は必ずしも成立しない。

さて，任意の連続スペクトルを持つ定常時系列 {兄 } は，系列無相関な時系列 {む} によって，

X t  — 2  Oi £ t- i  (2)

と表現できる。いわゆる W o ld の分解定理である。 ここで注意しなくてはならないのは， {む}が単 

に系列無相関であり，必ずしも各時点間で独立とは限らないことである。 よって，上の表現にあら 

われる {む} は完全な白色雑音ではなく， なんらかの情報が含まれるかもしれない。 ただし，弱定 

常過程に関心を集中させる場合には，線形モデルで十分であることを意味することに注意せよ。

一方，任意の定常時系列は，各時点間で独立な標準正規分布 iV (0，l ) に従う {et) を用いて

X t =  u +  T, b ie t - i+  2  b ije t - i e t - j+  2  bijk e t- i e t - j e t - k  + … (3)

(2 ) 確率変数の系列を確率過程，その標本過程を時系列というのが正確な用語法であろうが，ここで 

は両者を区別せず， もっぱら確率過程と同じ意味で時系列という用語を使う。また，すべて一変数 

時系列を指すものとする。

( 3 ) Priestley (1981)の10章を見よ。
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という多項式表現によって任意の精度で近似することができる。 （Nisio (1960)の定理。）

よって， （3)において二次以上の高次の係数がすべてゼロであるような表現を持つ定常時系列と 

して線形時系列を定義するのが自然である。 （3 )式で，正 規 性 （ガウス性） と線形性が結びついた 

形で定義されていることに注意すベきである。線形時系列とは，各時点間で独立な同一の正規分布 

に従う確率過程の線形結合で表現されるものと定義する。 また，線形でない定常時系列を非線形時 

系列と呼ぶ。

この定義に基づいて具体的に時系列の線形性を調べるには， （3)式を直接推定して高次の係数に 

関する検定を行なえばよい。 しかし， そうすることが技術的に困難であるため， 6 節で行なうよう 

に，線形モデルを時系列 {ぬ} にあてはめ， その回帰残差とゐぬ - * やぬエヲ-*のような系列との相 

関をみる。

さて，線形時系列を前提とするなら，射影オペレータを条件付期待値オペレータと同一視してよ 

い。逆に言えば，非線形時系列を前提とすると，合理的期待モデルの厳密な解法は非常に複維にな 

る可能性がある。少なくとも，有限個の確率変数を条件とする条件付期待値の計算は複維になる。 

実際， モデルの攪乱項の正規性の仮定をはずすと，条件付き期待値は条件を構成する変数について 

線形にならない場合がある。 まず，M A (1)

£t ~ a £ t - i ⑷

を考える。 これは，当然線形モデルである。 ただし， は各期独立に（一7 5 ,乃 ）上の一様分布に 

従うとする。 このとき（4)式 の {兄 } は定常である。 ここで，五（兄 | 兄 - d を具体的に知るには， 

=  x が観察されたときの実数値関数としての五（兄 | 兄 - 产ェ）を調べればよい。 これは，

1 のとき

E { X t \X t - i = x )  =

:(<2—1 ) y3
x  ^  — (<2—1 ) y3

一 (<2 — 1 ) ^ 3  く X  く {(2~ 1 ) y 3  

X  ^  —(<2 — 1 ) %/3

(5)

び < 1 ク）とき

E { X t \ X t^ x )  =

- x +  if  x < - ( \ - a ) S

0 if  一( 1 一 a) <  ( l  一 a) -y/3

a { \  — a)
⑹

if x  > —(1 —a) -/3

となる。

この例は，攪乱項の正規性の仮定をはずすことによって，線形モデルにおいて非線形性が出現し

( 4 ) 射影オペレータとそれを用いた合理的期待モデルの解法については， Sargent (1987)を見よ。

57 {389)



得ることを示している。各時点間で独立な正規分布に従う攪乱項の系列を基礎に線形性を定義した 

ためにこのようなことが生ずる。

なお，定常性として二次までのモーメントのみを考慮する弱定常を考えるときは， ここでの線形 

性の定義の意味がはっきりしなくなることに注意せよ。結局，弱定常性を考えることは， 3 次以上 

のモーメントのもつ情報を無視することを前提としており，正規性を前提とすることにほぼ等しい 

といってよい。以上，線形性の定義と正規性の仮定との関連を簡単にふれた。

再び，W o ld の定理と N is io の定理に立ちかえって， これまでの議論をまとめてみよう。一般の 

定常時系列に対して M A モデルなどの正規線形モデルをあてはめると，残差の正規性が保証され 

ないばかりか，時点間の独立性も保証されない。換言すると，正規線形モデルを非線形性を持つと 

予想される時系列に対して安易にあてはめることは問題があるということになる。 このことは，わ 

れわれが一般的な時系列に対して何らかの解析を行なうとき，攪乱項の正規性の仮定を置かず， さ 

らに時点に関する独立性の仮定も取りはずして線形時系列モデルを推定するか， あるいは正規白色 

雑音を仮定して非線形時系列モデルを推定するかの選択があることを示唆している。 どちらの接近 

法がよいかは即断できない。非線形理論を実証するという立場に立つなら，非線形時系列モデルを 

考えるべきだし，予測や事実発見を目的とするなら非正規線形モデルのほうが扱いやすいかもしれ 

ない。 この論文では，非線形景気循環理論を主題とするため，非線形時系列モデルを主に考える。

2. 3 非 可 逆 性

時系列の非線形性を定義したが，やや直感的にわかりにくい。 そこで，非線形性に関係する定常 

時系列の特性の中で，直感的にわかりやすい非可逆性を考えることにする。定常時系列には上昇と 

下降で明らかに異なるパターンを示すものがある。 こうした時系列を非対称あるいは非可逆とよん 

でもよいだろう。 これは，定 常 時 系 列 {ぬ}『= iが与えられたとき，仏= れ 4 +1 と し て を 定  

義するとき， これら二つの時系列が異なるハ。ターンをとることだと考えられる。

まず，上のことを確率論的に定式化すると以下のようになる。

定 義 1 定常時系列 {兄 } は，任 意 の tU h , …，tmに対して， i X tl, X t2, …，X tm) の結合確率分布 

が， …，U の結合確率分布に等しいとき可逆であるという。 また可逆でない定常時 

系列を非可逆時系列とよぶ。

この定義はゼロ時点での反転を基礎にしているように見えるが，実は反転の基準点は任意でよい。 

実際，定 常 確率過程 {兄 ）が可逆であるとき，任 意 の ん ^ …，んに対して， ( X tl，X t2，…，X tm) の

( 5 ) ここは，非正規M A モデルの条件付期待値の構造を詳しく調べたShepp et al. (1980) を参考にし

た。

( 6 ) 例えば，1821年から1934年にかけてカナダのマッケンジー川周辺で捕獲された，カナダ山猫のデ 

一夕は有名な例である。また， Neftci (1984)が指摘するように，アメリカの戦後失業率のデータに 

も上昇 • 下降についてある程度の非対称性が見られる。
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結合確率分布が，、X - t '，X _ t2, …，X - t m) の結合確率分布に等しいが，定常性からこの分布は任意の 

/ に 対 し て の 結 合 確 率 分 布 に 等 し く な る 。

また， この非可逆性は， もとの時系列 { X ,}の 1 対 1 関数による変換 

Y t =  g { X t)

に関して不変な性質である。 これは，可逆性の定義に当てはめてみれば明らかである。命題の形で 

書くと以下のようになる。

命 題 1 定常時系列 {兄 } が非可逆であるとき， またそのときに限りそれを 1 対 1 関数で変換 

した系列（K } は定常かつ非可逆である。

この命題は，対数変換や B o x -C o x変換などによって，非可逆性が失われたり，可逆なデータを 

非可逆とすることはないことを保証する。

また，線形モデルの自己共分散関数が対称になること，正規なモデルは平均と分散で完全に特徴 

づけられることから，次の命題が成立することが分かる。

命 題 2 正規な線形モデルに従う定常確率過程は，可逆である。

実は上の命題の逆も成立する。実際，線 形 モ デ ル （A R M Aモデル）に従う可逆な過程の攪乱項は 

正規分布に従うことが示される。以上より，非可逆な時系列データに正規な線形モデルをあてはめ 

ることが適切でないことが明らかになった。 また，正規な線形モデルは非対称なパターンの時系列 

を生成しないことも明らかになった。

また， ここでも正規性の仮定と可逆性が密接に結びつくことに注意せよ。 このことを利用して， 

時系列データに A R M A モデルをあてはめて， その残差の正規性を調べることで非対称性を発見で 

きることが期待される。ただし， この論文では二次マルコフモデルよって非可逆性を調べる。

3 . 非線形理論モデルと非線形時系列

第 2 節で，非線形時系列に正規線形モデルをあてはめることには問題があることが明確になった。 

つまり，非線形システムによって生成されているかもしれない経済時系列に対して，正規線形モデ 

ルはシステム推定の適切なモデルではない。 そこで次の問題は，非線形景気循環モデルの現実妥当 

性をどのように検証するかである。 これには前の節で述べたように，二つの方法が考えられる。一 

つは，正規かつ線形なモデルからは非線形あるいは非可逆な時系列が生成され得ないことを用いて， 

6 節でおこなうように時系列の線形性を検証する方法。 もう一つは，極限閉軌道の存在などの性質 

に着目して，非線形モデルを直接検証する方法である。理論の直接的な検証という観点からは，非

( 7 ) 以下において，線形モデルに従うというとき，攪乱項の時点間の独立性は保証されているものと 

する。

( 8 ) 例えば， Tong (1983)の 1 章の定理3 を見よ。証明は相当めんどうである。
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線形モデルが望ましいことは明らかである。

しかし非線形モデルの推定による検証は，厄介なことを含む。非線形景気循環モデルは大抵の場 

合，確率的なショックを含まない非線形微分方程式で定式化されている。 そうしたモデルの検証は， 

撹乱項を含む非線形な自己回帰モデルに基づくことになるが，極限閉軌道をもつような微分方程式 

に対応する，撹乱項と安定な閉軌道を同時に持ちうる差分方程式を考えなければならない。 この対 

応をつけるのがこの節の目的である。

3 . 1 確率微分方程式と離散確率過程

まず最初に線形確率微分方程式と，A R M A のような確率差分方程式の対応関係を簡単にまとめ 

る。具体的には，線形確率微分方程式に従う確率過程を可算個の時点の観察から推定するとき， ど 

のようなモデルで表現できるかという問題を考える。 この問題は， P an d it and  W u (1975) によって 

解かれている。彼らは，

X ( t )  + a1X ( t )  + a0X ( t )  =  Z ( t )  (7)

という確率微分方程式を考える。 ここで， Z ( 0 は正規白色雑音であり，

E  ( Z ( t ) ) = 0 ,五 ( Z ⑴  +  a i  (8)

とする。 ただし， <5U ) は D ir a c のデルタ関数である。

P an d it and  W u はこの確率過程から一定期間ごとの離散サンプリンダをした場合の確率過程が， 

X t — 0 i X t- \  — 4>oXt-2 = a t ~  da±-\ (9)

というA R M A  ( 2 ,1 )過程に従うことを， （7 )の自己共分散関数の離散サンプリングと（9)の自己共 

分散関数の比較を通じて示した。 ここで， a tは

E  (a t ) =  0, E  (a t a t+k) =  80k o \  (10)

を満たす白色雑音，（W は K ro n e c k e rのデルタである。 なお， （7 )の二つのパラメタ一必とひ0 から， 

(9 )の三つのパラメタ一也と 0 0 ,沒は完全に定まる。 ただし， これら変数の関係はかなり複維であ 

る。 また o i も一意に定まる。

定常な A R M A (2，1 ) モデルは， ある条件の下で無限次元の A R モデルに展開できるから，線形 

確率微分方程式に従う過程は，高次の A R モデルで近似することが可能である。以上から，線形 

連続力学系と線形時系列モデルが関係づけられた。

3. 2 非線形微分方程式と離敢確率過程

線形性が仮定されるときには，確率微分方程式を線形の時系列モデル（A R モデル）で推定する 

ことが許されることがわかった。 しかし， G oodw in (1951)モデルのような非線形景気循環理論のい 

くつかは

( 9 ) 詳しくは， Pandit and Wu (1975)の (8)式と（11)式を見よ。
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X ( t )  + h { X { t) )  + k { X { t ) )  =  ̂  (11)

のような二階非線形微分方程式に帰着される。 そこで (7) を一般化して

文 ( ，）+  / ( 尤 ( 0 ) 十ジ（X ( 0 )  =  Z ( 0  (12)

という非線形確率微分方程式を考えるとき，非線形性を考慮した A R モデルによって（12)の離散 

的表現が可能だと予想がつく。

(12 )は （11)が微小な揺らぎにさらされるものと考えてよい。われわれは， この確率微分方程式に 

従う確率過程から離散サンプリングをした確率過程を表現するために，適当な確率差分方程式を見 

つけたい。 それは，以下で見るような可変係数のA R モデルになる。

まず，一般形（1 2 )を T a y lo r展開したものを考えて，兄 - ! と 兄 -2の二次以上の項を含む多項式 

Q i X t ^ X t - 2 ) を用いて，

X t =  0i X t- i  +  小o X t-2キ Q X t - 2) +  St (13)

のように表現できると想定してみる。 これは以下にみるように非定常性を引き起こす。

例えば， （13)が

X t  — 4>i (f>o £t (14)

のように二次以上の項を含むものを考えると， これは

X t ^((/>i + 7rX2t-i) X t^i + <̂ >oXt-2+ £t (15)

という可変係数A R モデルに変形できる。一方， このモデルの定常性の必要条件は，

A2- ( ^  + 7rX2t)A-(f> o= 0  (16)

という各時点ごとの特性方程式の根が，単位円の内部に存在することである。具体的には特性方程 

式の一次の係数を a、ゼロ次の係数を b とすると，A R モデルが定常であるためには

{(<2，ろ）| ゐ< 1 ，ろ〉<2_ 1，ろ〉一 <2_ 1} (17)

という三角形領域に係数の対が入っていなくてはならない。 しかし，正規分布のように裾が広がっ 

た分布を考えるとき，攪乱項の実現値によってはある時点のが大きくなることがあり， この条 

件は満たされなくなる可能性がある。一度， この条件を満たさなくなると， 多項式 A R に従う体 

系は発散していくことが知られている。 この事実は，定常である場合の（1 2 )を， （13)のような多項 

式 A R モデルで表現するのは適切でないことを示唆する。

以上のことから確率微分方程式（1 2 )を，可変係数 A R モデルに帰着させる場合には，兄 の 実 現  

値の変動に対して，可変係数がそれほど変動しないモデルを考える必要がある。 これは，つぎのよ 

うな O zaki (1985)による指数型A R モデルを考えるとよいことがわかる。

X t =  ((})i-\-Ki e_も 、X t-i +  (4>2-\- n2 e~x}~') X t - 2  +  Et (18)

( 1 0 ) なお，尾崎統教授からの私信によって，一様分布のようにとる値が有界な場合にも多項式A R モ 

デルが発散する可能性を指摘された。
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これは特性方程式の一次およびゼロ次の係数がそれぞれ， 也 と ん + 见の間および 0 2 と 02+7T2の間 

にとどまることを意味する。

この指数型 A R モデルは，非定常性を引き起こすことがないばかりでなく，極限閉軌道を持つ 

非線形微分方程式との対応を考えるときに便利である。極限閉軌道をもつ大抵の二階の非線形微分 

方程式は，定常点の近傍で不安定，定常点から大きく離れたところでは，定常点を含むコンパクト 

な領域を吸引域（a t t r a c t o r )とする。例えば，

x  — a { \  — X2) x - \-b x  =  ̂ , a > 0  (19)

という van  der P o l方程式は，エ2< 1 で発散的挙動を示し，パ > 1 で減衰的挙動を示す変系数微分 

方程式である。 この型の微分方程式が極限閉軌道を持つとき， 白色雑音 Z U ) をカロえて

x  — a { l  —x 2) x  + bx =  Z ( t ) ,  a > 0  (20)

という確率微分方程式を考えても，極限閉軌道の構造に根本的変化がなく，標本経路は極限閉軌道 

がゆらいだものになることがアナログ•シミュレーションによって知られている。一方（18)は攪乱 

項をなくしても， その変系数が適当な条件を満たせば，van  der P o l方程式と同様に，定常点 0 の 

近傍で発散的な挙動を示し，かつ十分大きな兄については大きな復元力をもつ可能性がある。つ 

まり， 自律的かつ構造安定な閉軌道が，離散体系の（18 )に存在しうる。兄が十分大きいときには， 

(18)は近似的に

X t  — (t>\ X t - i  ~\~ (f>2 JCt-2~h £t (21)

に従い， X t がゼロの近傍にあるとき

X t= { ( ! ) l  +  7：l) X t - l  +  {4>2+ 7:2)  X t - 2 +  £t (22)

に近似的に従うと考えてよいから， （21)が安定で， （2 2)が不安定なとき， こうした条件が満たされ 

そうである。実際 (18 )において，パラメタ一を適当に特定化すると極限閉軌道のような構造安定な 

閉軌道をもつことが示される。 これを図1-2に示す。

もっとも，非線形差分方程式の挙動を解析的に調べるのは実際には困難なので，極限閉軌道の存在 

を確かめるためには，攪乱項を無視した体系に対してシミュレーションを行なわなくてはならな

い。

以上をまとめると，極限閉軌道を持つかもしれない非線形微分方程式体系を表現する時系列モデ 

ルとして，指 数 A R モデルがよい候補になりうる。 よって，極限閉軌道を持つ景気循環モデルの 

妥当性を調べるには，指 数 A R モデルの推定を行ない， そのモデルが極限閉軌道のような自律的 

振動要素を持つか否かを調べれば， 目的は達せられる。

( 1 1 ) 非線形差分方程式体系を解析的に調べる困難は，低次のモデルでも生ずる。カオスの存在するテ 

ント関数による体系は典型的な例である。実際，微分方程式に基づく連続型力学系の結果のアナロ 

ジ一がそのまま離散型力学系に適用できる場合は限られる。例えば， Poincare and B endixonの定 

理に対応するものは離散型力学系にはない。
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図 1 棰限閉軌道（初期点がゼロの近傍)

0 100 200 300 400 500 600
vear

0i =  1.95, 7Ti=0.23，4>2— —0.96, ^2 =  — 0.24 の場合 

図 2 捶限閉軌道（初期点がゼロから遠く）パラメタ一は前の図と同じ

0 100 200 300 400 500 600
year

4 . 実 証 の 準 備 ：データとトレンドの除去

この論文では，実 質 G N P のような産出量データ， ならびに G N P のいくつかの支出項目，鉱エ 

業生産指数について，非線形性の有無を調べる。 また， これらのデータのうち産出量に関する非線 

形力学系を念頭において，非線形景気循環理論の検証を試みる。

G N P ならびにその支出項目については国民経済計算からの四半期デ一夕を使用した。 これらは 

原系列ならびに季節調整済みの実質データである。基本的には，原系列については対数変換後に 1 

階季節階差をとり，季節調整済みの系列については対数変換後に 1 階階差をとる。 この操作の妥当
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性は後にふれる。

I I P 8 5 鉱工業生 産 指 数 （原系列 • 季調値）

1 8 5 固 定 資 本 形 成 （原系列 • 季調値）

G N P 8 5 国 民 総 生 産 （原系列 • 季調値）

C H 8 5 家計最終消費支出（原系列 _季調値）

原系列の季節階差後のデータの概観を図 3 -6に示す。かなり明確な周期性がみてとれるのが，鉱 

工業生産指数である。他のデータもある程度の周期性が見られるが，微少な変動も激しい。 また， 

全体を通じて 1970年代前半の構造変化を境に振幅が小さくなっている。 そのため，全体を観察する 

とき，体系が減衰振動の過程にあるようにも見えてしまう。 このため，定常性に依拠した推定を行 

なうときは，後の節で行なうように，構造変化時点を境に別々に推定する必要があると考えられる。

図 3 鉱工業生産指数（季節階差）

year

図 4 実質固定資本形成（季節階差)

year
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図 5 実質G N P  (季節階差)

year

図 6 実質家計消費（季節階差)

year

この論文で扱う非線形性の検証手続きは，すべて定常時系列を対象にしている。 よって，国民総 

生産，消 費 • 固定資本形成といったトレンドをもつデータは，適切な方法でトレンドを除去して定 

常化する必要がある。

トレンドの除去には，階差をとるという操作のほかに， B everidge and  N elson  (1981) によって 

考えられた A R IM A モデルを用いて， ランダム • ウォークの確率トレンドと定常部分に分ける方 

法， A k aik e  (1980)や P re sc o tt (1982)によるベイズ的接近法によるもの ， K ita g aw a  and  G ersch 

(1984)などによる状態空間推定を用いるものなどがある。 なお，ベイズ的接近と状態空間推定に 

よる接近は，数学的にはレギュレ一タ問題とフィルタリング問題という双対問題の関係にあるため， 

理論的には同様の推定値をもたらす。

( 1 2 ) 有限な時系列データに対して検証できるのは，現状では弱定常性である。

(13) この論文の作成段階でいくつかのトレンド除去を試したが，対数変換と階差操作によるトレンパ
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われわれは以下では，対数化したデータに対する定常化を考える。 その場合，線形トレンドをと 

るか階差をとるかは単位根の有無によって決めるべきである。単位根検定は， トレンドを含む時系 

列の定常化の妥当性についての検定として考えられた。 この検定には， 回帰モデルを用いて t 値型 

あるいは  F 値型の検定にもちこむ  D ickey and F u lle r (1979,1981)， P hillips (1987)， Phillips and  

P e rro n  (1988)によるもの，標本自己相関に基づく  ノンパラメトリックな検定を考える S tock  and 

W atson  (1986)によるもの，ベイズ的接近に基づく  S im s (1988)の方法などがある。 ここでは， よ 

く用いられるD ickey and  F u l l e rの検定と， S to ck  and  W atso n  (1988) の共和分検定の応用による 

単位根検定を用いる。具体的手続きは付録にまとめた。

なお，単位根検定はよく行なわれる検定であるが， その検定力が高くないことは， いくつかのモ 

ンテカルロ実験によって示されている。 また，有限標本を考える限り，単位根を持つ過程は定常過 

程と確定トレンドの和の過程によって幾らでも近似することができ， その逆も真であることをCo- 

ch ran e  (1991)が理論的に示している。 よって，対数変換•階差という操作によって定常化を試みる 

のは， ほかに代替的方法がないことによる暫定的な操作と考えるべきである。

図からも明らかなように， 1970年代前半にデータの様子が大きく変化する。 そこで検定にあたっ 

ては， 1970年代前半のいわゆる構造変化を考慮して，構 造 変 化 前 （1957 : 1-1970 : 4)，構造変化後 

(1971：1-1991：4)，全 期 間 （1957 ：1-1991：4) の三つの場合に分けてトレンド項および定数項を含 

む回帰モデルをあてはめ，単位根検定を行なった。構造変イ匕の時点に関しては様々な議論があるが， 

1970年代の早い時期， それも1970年あるいは 1971年とする論者も最近は増えてきている。 回帰モデ 

ルでラグをとることを考慮して， 1957年 の 1 期から計測を開始した。一階階差をとった系列に対し 

ても単位根検定を行ない， トレンド除去後に定常化がなされたことを確認する。 なお， 回帰モデル 

の当てはめのとき， ラグ次数を 1 か ら 7 まで動かして計測を行ない， そのうち 1 次， 3 次， 5 次，

7 次のラダに対応する検定統計量を，表 1 から表 4 に示した。 S tock  and  W a ts o n検定 で は 1% 値 

=  -2 9 .2 , 5% 値 = —21.7 ,10%  値 = - 1 8 .2 ,  D ickey  =  F u lle r  検 定 で は 1% 値 = ー3_96, 5% 値 =  

一3_41，10% 値 = _ 3 . 1 2 である。各表では三計測期間について，上 か ら 1 次， 3 次， 5 次， 7 次の 

ラグに対応する検定統計量を載せてある。 また，表 3 と表 4 の各系列の左側には階差をとる前の， 

右側には階差をとった後の，検定統計量を載せてある。偶数次のラグに対するものは， は冗長にな 

るため省略した。

、 ド除去と比較して結果が変わるものがあった。このことは別の機会にまとめる。

( 1 4 ) 単位根検定のさまざまなタイプの分類ならびに，実際的手続きにつぃては，山本（1988)が詳い、。

( 1 5 ) 単位根検定は，アメリ力のデータにつぃてNelson and Plosser (1982)以降，盛んにおこなわれ 

すこ。 Stock and W atson (1986)， Rose (1986)， W asserfalien (1986)， Banerjee et al. (1990) など 

を見よ。最後のものは，構造変化の探索を含む興味深ぃ論文である。

( 1 6 ) 吉 川 （1992)，北 坂 （1993)などを見よ。
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表 1 単位根検定 （Stock and W atson検定）：原系列季節階差データ

IIP85 185 GNP85 CH85

描造変化 -16 .302 -14.9G6 -18.781 -27.7*25

の前 -50.811 -56.(516 -55 .697 -5fi.472

-18 .196 -23.131 -26 .536 -25 .252
-17 .732 -21 .379 -24 .577 -25.741

構造変化 -22 .615 一19.373 - n ：m -25 .490

の後 -25 .397 -20.2(51 -22 .710 -22.RC5
— 18.029 -13 .147 -18 .880 -27 .377
-17 .613 -12 .699 -14 .510 -2G.809

全期間 -36 .722 -24.f)8G -25.0f>9 -38 .270
-123 .313 -140.524 - 1 4 0 .娜 -139.420
—44.85,5 -55 .779 -59 .977 -55.G98
-45 .222 -55 .262 -60.374 -G2.79G

表 2 単位根検定（Dickey and Fulle「検定）：原系列季節階差データ

IIP85 185 GNP85 CH85

構造変化 -4 .5 2 6 -2 .8 2 7 -2 .541 -2 .9 0 3

の前 -4 .8 6 5 -3 .0 9 6 -3 .5 5 9 —4.8:33
— 5.151 -3 .3 5 9 -3 .494 -4 .889

一 3.461 -2 .2 7 4 -2 .6 3 8 -3 .2 2 2

構造変化 -5 .0 9 0 -3 .2 1 4 -3 .4 9 0 -3 .2 8 5
の後 -5 .7 4 8 -3 .9 3 0 -4 .857 -5 .1 8 3

-3 .2 9 0 -2 .813 -3 .J0 7 -2 .8 4 7

-3 .5 3 3 -2 .7 6 0 -2 .778 -3 .0 2 0

全期間 -6 .5 4 7 -3 .6 6 0 -3 .5 8 5 -4 .0 3 9
-G.808 -4 .101 -4.801 -5 .9 7 8
-6 .8 0 7 -4 .346 -4 .7 1 2 -6 .0 0 5
-4 .3 5 6 -2 .8 5 0 -3 .3 1 7 -3 .3 8 9

表 3 単位根検定（Stock and W atson検定）：季節調整ずみ階差デ一夕

IIP85 185 GNP85 c\m
構造変化 -12.807 -2*2.457 -7.299 -55.348 -9.916 ー72.%1 -18.915 -80.7G2
の前 -13.064 -24.427 -8.356 -56.725 -12.708 -73.808 -22.885 -83.822

^11.109 -26.515 -8.517 -54.831 -12.106 -71.738 -22.022 -H0.459
-7.842 -24.585 -8.192 -13.059 -G8.077 -22.0 If)

構造変化 -17.349 -34.527 -2.840 -00.002 -13.058 -80.334 -12.430 -99.802
の後 -17.538 -33.160 -5.752 -G7.8G9 -16.279 -75.527 -14.777 -94.94-4

— 14.120 -36.0-13 -5.173 -59.330 -16.847 -72.G20 -1*2.525 -09.871
ー丄 4.492 -35.474 -5.082 -(>3.458 -13.37*2 -79.244 -10.003

全期間 -3.616 -5*2.083 -2.G3(i -111.305 -1.404 -14*2.571 -0.877 -180.940
-3.091 -54.846 -3.489 -l*20.8fi0 -2.719 -147.808 —.2.2S(J —I7-U77
-2.002 -59.274 -4.344 -116/213 -3.045 -14G.921 -1.912 -175.507
-1.447 -5G.G05 -3.749 -111.128 -2.541 -143.375 -2.1G1 -17L.740
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表 4 単位根検定（Dickey and F u lle r検定）：季節調整ずみ階差データ

IIP85 185 CNPsr, ('HH5
很造変化 -3..%7 -1.8(>-2 - 4.054 -2.045 -r>.：i9*2 -5.92
の前 -3 .25 丄 -4.713 -2.0*20 - 2.7G4 -2/2GI -3.188

-2.748 -4.150 -2.143 - 2.85G -2.(i80 -;3_2‘13 -*2.902
-2.064 -3 .83；} -2.*2.r)3 一3.030 - ；].0()9 -3.318

栴造変化 -3.976 -4.018 - 0 . 9 7 1 - -2.713
の後 -4.792 -5.233 -1.81*2 一3.-1J4 -3.715 -3.73H -4.045

-2.891 -4.239 - 1 . 4 1 1 - 3.753 -3.^180 -3 .8 ：Ki -3..ry28 -3.X17
— 3.17(5 -4.559 -1.739 一3._「)20 -3.41G -3.700 -3.490 -3.311

全期間 -1.369 -5.110 0.28；] -0.007 -0.879
-1.309 -6.723 -1.813 - 3.770 -1.477 -4.700 -1.117 - 5 . ；i O S

-1.314 -5.517 -2.222 一3.957 -1.448 -4.355 - I . 7 9 fi

-1.05G -5.280 -J.719  一3.782 -1.247 -3.803 -0.989 —1.109

三計測期間とも，対数変換後の原系列に対して季節階差をとったものに単位根の存在は認められ 

ない。 多くの系列に関してすベてのラグ次数に対して， またいくつかの系列についてはある次数に 

対して，階差をとる前に単位根の存在を棄却することができず，階差をとった後に単位根の存在が 

棄却される。 このことは，各系列とも一個の単位根が存在することを示唆する。ただし，階差をと 

る前のデータの検定統計量が次数によってかなり変動する，構造変化後の鉱工業生産指数の例もあ 

り，結果は慎重に扱うべきである。以後， 日本経済に関して，対数変換後のデータに対して，一階 

階差をとることで定常化できると考える。次節以降のデータはすべて対数変換した後に階差あるい 

は季節階差をとることにする。

5 . N e ftc iの方法による時系列の非線形性の検定

N eftc i (1984)は直接時系列モデルを用いず，定常時系列の非線形性を検定する方法を考えた。 

それをアメリ力の失業率データに応用し，非対称であるという帰無仮説を棄却できないという結果 

を得ている。 F alk  (1986)はアメリカのトレンド除去済みG N P データに N e f tc iの検定法を適用し， 

非対称性はないと結論している。 ここで N e f tc iのいう非対称性は 3 節での非可逆性のことである。 

N e f tc iの方法は，二次マルコフモデルによる。具体的には，対象となる定常時系列ぬから，

⑵ )

によって，系 列 {八} を得る。 これは，系列 の 上 昇 . 下降にのみ関心を集中するためである。実際， 

原系列に任意の単調変換を施しても {ム} は不変である。

この系列が二次のマルコフ過程に従うと想定する。つまり， ある状態が生起する確率は，前期と 

前々期の状態に依存すると仮定する。具体的には，今期上昇するか下降するかは前期と前々期の上
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昇 • 下降の履歴に依存すると考える。

このとき， {ム} のデータ &  =  {んも，も，…，/ r } を用いて，尤度関数を書くと，

L { S t) =  P  {It =  ir\ I t- i — ir - i, I t-2— It-2) …

P  ( I t  =  13 | h  =  12, I i = i\) P 、h =  i i , h  =  i\)

である。 ここで，

A ij= P (I t \ =  ム- 2= ノ•）

と定義する。 ただし， z_=l，0 ならびにノ_ = 1 ，0 である。 さらに，

Ko =  P (l2= i2 , I i= h )

と定義する。尤度関数の形からわかるように，尤度における初期値部分の貢献は標本のサイズの増 

大によって低まることはないので， これを正確に求めることが肝要である。

また，如 ，T i jを状態 i, j  ( i= l ,  0 またはノ_=1，0 )が生起した度数とする0 これらの記法を用いて 

尤度関数を書き直すと，

L ( S t , ん，TTo) =  7T。(スll)”11。 - スll)r i l (ス。。” ⑷ひ—ス。0) r00(パ。1)”01(1 —^0l)r01(メ 1。)”10(1— メ 10) 7"10 

となる。

N e f tc iは，遷移確率に関してん幸 ‘ を帰無仮説として，非線形性の検定を考える。実際には， 

まず最尤法によって私を推定し，有意水準ひにもとづく信頼楕円半径を自由度 2 の カ イ 2 乗分布 

のぴ値，バ ⑵ に と り ， これをん i - ‘ 平面に描いて， これが直線ん i = / U と交わるかどうかを調 

ベる。具体的には，対数尤度の H e s s e行 列 （の部分行列）H を用いて信頼楕円が 

u - r y ( - H ) U - ， ) = バ (2)

と書けることを使う。

以下では，対数階差によってトレンドを除去したG N P とその支出項目，鉱工業生産指数の系列 

に対して，N e f tc iの方法による非線形性の検定を適用する。 （結果は表5 ) さらに，N e f tc iの検定 

に加えて，メ11= パ00,ス10 = ス01を対称性と考え， R 様の検定をイ了なった。 （結果は表 6 ) さらに，すで 

に 述 べ た ん = ス00ならびにん = ‘ ，ん0 =  ‘ という二つの型の制約に対して，尤度比検定も行なっ 

た。 (結果は表7 と表8 ) 計測は構造変化前 (1956 ：1-1970 ： 4)，構 造 変 化 後 (1976 ：1-1991：4)，全期 

間 （1956 : 1-1991: 4 ) の三つの場合に分けて行なった。 1974年前後の数期間は，極端な構造変化を 

示すため，除いた。表 5 と表 6 の • 印は非対称性を80パーセント支持するという結果，® 印は非対 

称性を 90パーセント支持するという結果である。表 7 と表 8 の丸印は 5 パーセント有意水準で帰無 

仮説が棄却されたことを意味する。各表の上段は原系列の季節階差データに対応し，下段は季節調

(17) N e ftc iは ％ を定常性の仮定を用いて，

7T0= l i m  P ( h  = i, h = i \  /w =  k)

から厳密に求めようとしているが， 4 個ある初期値のケースのうち2 つについて計算ミスをして 

いるので注意が必要である。7Tbの正しい導出は付録に載せる。
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整済み系列の階差デ一タに対応する。

表 5 N e ftc i検定

IIP85 18厂) ONP85 CH8f)
構造変化 0

の前 • 0
構造変化 •

の後 • 0
全期間 0

• 0 0

表 7 尤 度 比 検 定 が 制 約 ）の結果

IIP8r, I8r> C；NP85 CII8.r)
構造変化 •

の前 • •
構造変化 •

の後 • •

全 期 間 *

表 6 N e ftc iの 検 定 （改良版)

IIP85 185 GNP85 CH8.r)
構造変化 o

の前 (：) • G
構造変化

の後 0 • 0 0
全期間 (D

0 G 0 (Z)

表 8 尤度比検定（ム)0 = 1 ^ ，ム が 制 約 ）の結果

IIPS5 I8.r) C：NP85
構造変化 •

の前 • • •
構造変化

の後 • •

全 期 間 ■

すべての系列とも，構造変化前か構造変化後の少なくともどちらかで，非対称性が認められる。 

また，N e f tc iの検定方法と尤度比検定の結果にわずかな違いしかない。実 際 表 5 と 表 7 ，表 6 と 

表 8 の結果はよく似ている。一方原系列の季節階差データでは非線形はあまり現われない。 N efti 

の検定の結果が季節性の処理方法に依存することを意味する。

これまで， 日本経済の時系列データの非線形性（非対称性）がある程度確認されたが， ここでい 

う非対称性は上昇と下降のパターンに関するかなり素朴な発想に基づいて測られた。次 の 6 節は時 

系列解析の立場で定義される非線形性を調べる。

6 . Luukkonen等による非線形時系列モデルのあてはめによるテスト

ここでは， 2 節でのベた時系列の線形性の定義に従って，経済時系列が線形か非線形かを調べる。

L uukkonen  e t al. (1988)は， th resho ld  モア'、ルの一■種 S T A R  (Smooth Transition AutoRegressive) 

モデルを基礎に，時系列の非線形性の検定を考える。検定統計量は，漸近的に ；̂ に従い，検出力 

も十分である。 S T A R モデルを用いるのは， 2 節で述べたように， 多項式モデル (3) を直接推定す

( 1 8 ) この種のS T A R モデルによる線形性の検定は複数存在する。 Petruccelli (1990) がそれらの比較 

をしている。この節で用いる検定は優れているとしている。
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ることが技術的に困難なことによる。実際， 多項式モデル⑶の簡単な場合である b i l in e a rモデル 

ですらその推定はかなり厄介である。 そのため， L uukkonen  e t al. (1988)は S T A R モデルを基礎 

にして，線形モデルの回帰残差の特性を調べることで非線形性の検定を試みた。

6 . 1 非線形性テストの準備 

p 次 の S T A R モデルとは

y t +  7：o + 7 ：，Wt +  { d o + d ，W t ) F { Z t )  =  £t ,  

で， e t は各期独立に，# ( 0 , び2) に従う。 また，

w t=(yt-u ■■•，yt-P)\ 7：=(ki,…，7rpy,

0 = { d x ,…，dp)’, z t =  r ia 'w t  — c)

で， 7 > 0 , a —(ai, ■■■, aP)r0 また，

1 { i= d )

(24)

各記号は，

(25)

ここでゴは一般的に未知のハ。ラメターであり， d  く！) である。
(19)

と，ゴが固定されるので，ルーd を ゲ に 置 き 換 え て 考 え て よ い 。

(24)のパラメタ一が推定される 

うに考える。すなわち， （24) と未知数ゴを含む，S T A R モデルの線形性のテストをつぎのよ

(25)が

yt + no-\-7rfWt — e t

に帰着されるかを調べる。 ただし， l  +  2 ? = iルゴ= 0 の根は単位円の外にある。

このテストを F に関して適当なクラスを考えると，扱いやすい形でテストが実現できる。具体 

的には，以下の条件を考える。

条 件 1

( 0 関数 F は，奇関数，単調増加， ある正数 a に対して区間（一a ，a ) 上 で 適 当 な 整 数 に 対  

して， 2 s + 1 階までの微分が存在して， 2s  +  l 階においてゼロでない。

(ii) F ( 0 ) = 0 , 1 く A :< 2s +  1 である奇数の A:について，

d k F { z ) '
~dzk~

手0

F ( 0 ) = 0 はそれほど制限的ではない。 なんとなれば，户(之) = 厂( 2 ) - 厂( 0 ) と定義しなおせばよい。 

また， {む} の正規性の仮定は弱めることができる。 しかし，検定に高次のモーメントを考慮する必

(19) (Pを正規分布の累積分布として， F  (ふ) =  —c ) ) とおくと，（24)は Chang and Tong
(1988a) の STAR モデルになる。なお， SETAR (Self-Exciting Threshold AutoRegressive) モデ 

ノレは，正規 S T A R モデルにおいて / — o o とし，少をヘビサイド閨数にした特殊なものとみること 

もできる。
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要がでてくる。

6. 2 一次の検定

観 察 さ れ た 時 系 列 y - P+i，…，y0, y\, y t , …，外 を 考 え る 。 ただし， 固 定 さ れ た p に 対 し て y_P+h 

…，枷は，事前観測データと考え，確定値として取り扱う。われわれは， （2 4 )において，

H0\ 0o=O , 0 = 0  (26)

を帰無仮説とし，少なくともひとつの f t辛 0 (  メ= 0 ，1，…，P ) が成立することを対立仮説とする。

(26)の検定をするために（2 4 )を直接推定したいが，F を特定化しない限り，通常の最尤法は適 

用できない。 そこで，厂（•）を線形近似することを考える。

最初に条件 1 の ⑴ について s =  0 として満たされると仮定する。厂（，）を

T i(z )  =  g iz  (27)

で近似する。 ここで，奶= 厂' ( 0 ) である。 2 = ァ（ゴ奶一じ）と定義し， （2 7 )を（2 4 )の 尺 （ア（ゴ斯一c ) )  

に代入すると，

y t +  7To+ Kfw t + <f>o(ar w t — c ) +  (f>rw t {arwt — c)=7}t (28)

を得る。 ただし，咖 = ァ仍统， 奶汐である。 ここで， （2 8 )は純粋に（26)の検定を行なうための 

補助モデルにすぎない。実際， （2 8 )は一般的には，発散してしまうような，意味のない時系列モデ 

ルである。

(26)の下， （28 )においてみ ;■ =  ()，（メ= 0 , …，p ) と み が 成 り 立 つ 。 th re s h o ldパラメタ一 c は識 

別できないので，われわれは（2 8 )の枠組みを直接検定することはできない。 そこで， （28)のパラメ 

ターを変換して

yt + ao + a 'w t + H  2  4> nyt-\y t-：=r}t (29)
1 = 1 ゴ= 1

を得る。帰無仮説は，m  ■•如 =Q，（i = h …，P, …，P ) である。検定は，通常の最小自乗法に 

基づく。問題は， 0 0が 7T0や 7Tから分離できないため， め，（y =  l ，…，p ) が 「小さく」， 汰 が 「大き 

い」 とき十分な検出力をもたない可能性があることである。

実際の検定は次のように行なう。

⑴ 仏 を {1，扒-バノ_ = 1，…，p ) の上に回帰し，残 差 も ，（'  =  1，…，：T ) を作る。 また， S S E o = i：君 

と定義する。

(ii) i t  を {1，y t-i , V t-iV t-j', z_ =  l ，…，p ;  ノ_ = 1 ，…，p } に回帰して，残差  ih，、t =  l ，… ，T ) を作る。 

また，S S E i = Z 努と定義する。

(iii) 検定統計量

< ^ ( S S E o - S S E x )  … 、

1 _  S S E o  (30)
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を計算する。

帰無仮説私の下で， S jは 漸 近 的 に ル 糾 )に従う。 （3 0 )の値が大きければ値が棄却される2°。）

このテストを考える妥当性は，つぎのように正当化できる。別の帰無仮設が / : /  =  0 を考えると， 

す で に 述 べ た よ う に ， (a, c, do,め e  ( 9 は 識 別 で き な い 。 し か し S aik k o n en  and L uukkonen  

(1 9 8 8 )に従って， まず識別されないパラメタ一をまず既知としてラグランジュ乗数テストを行な 

い，（の c ，6>0, めをいろいろ動かして，最 大 値 を 0 から選んで， それを最終的な検定統計量とする。 

これにより， & はラグランジュ乗数テストと見なせる。

6. 3 3 次の検定

(30 )で求められた & は汰辛 0 の対立仮説に対し感応的でないかもしれない。 この点を厂（•）の 

近似を 3 次関数で行なうことで改良する。条 件 1 の ⑴ が s = 1 として成立すると仮定して，

T 3(z) =  giZ  + g3z 3, 93=-?r o (31)

という近似を考える。 （3 1 )を（2 4 )の F ( A a ，w t - c T )に代入すると，

yt +  7T0+  Ti'wt 十(f)o{a'Ww~ c) +  (fi'wt (arw t —  c )  +  8oKarww~  c f + d rw t {arww_  c)3= レ<

(32)

という補助的なモデルを得る。 ここで， め / 分3,（ノ• =  ()，1，…，p ) ，<5 =  (<5i，•••，も）とする。 （32)に 

お い て 0。= ふ= 0 , 0 =  <5 =  0 を帰無仮説とすると， c が識別されないため問題が起こる。 そこで， 

(ひ'奶 一 c )3 を展開して，項をまとめることで問題を回避する。具体的には，次の補助モデルを用 

いる。

y t +  ao+ a'w t +  w tw fta^- do{arW tf  + 8* {arw t)2jr d rw t {ar 8*rw t {a!w t)2— レt

(33)

ここで，ふ，<5 =  0 は 对 ，<5* =  0 を含意する。 （2 5)からん= 2 , 3 に対して 

(a ,w t)k =  'E a ^y t- j,

となり， （33)は

y t + 0o+iS'w t + J l  S  2  S  S  j ? づ= レ< (34)

(34 )での帰無仮説は，

H i3): Co =  0 ( i  =  l ,  jd； j = i ,  •••, p), =  0 (i, j = l ,  p) (35)

となる。

( 2 0 ) このテストは， Tsay (1986)の線形性の検定と同等である。
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実際の検定手続きは，以下のようになる。

⑴ め を {1，扒-バ y = l，" .，p } の上に回帰し，残 差 6 ，（，= 1 ，…，T ) を作る。 また，S S E o = i；君 

と定義する。 これは，前の節と同じ。

( i i ) も を {1 ,y t-u  yt-iV t-j-, i = l , …，p., j = i ，…，P'，y t - i y k t-バ i , j = l ,  k = 2 ,  3 }の上に回帰し， 

その残差をも，[t =  l , …，T ) とし，S S E 2= Z P ? と定義する。

(iii) 検定統計量

. _  T (S S E o - S S E 2) … 、

SSEo )

を計算する。

(36)の S2が大きいほど棄却されやすくなる。 なお， S2 は zIp(p+1h2p2に従う。

6. 4 一次の検定手続きの改良

一次と三次の検定手続きを比べると，後 者 は 2が自由度が大きい。 この点を改良する。 （34)のぐ 

や診は洗の関数とみなす。 （29)において三次の項を考慮して

y < +  Qb+<3,,W f+ S  2  (37)
z = l  j = \  j  = l

を得る。 ここで，帰無仮説を

M 4): 0 o .= O (/ =  l ，…，P; ノ• = / ，…，；})，^, =  0 ( ; '= 1 , - " ,p )  (38)

とする。検定手続きも， これまでと同様であり，（i i ) での回帰の対象が異なるだけで，検定統計量 

も

q _  T (S S E o - S S E 3) ，如、

SSEo (3 の

となり， これが ;rfP(P+1)+Pに従うことを利用する0 

6. 5 計 測

計測は，実 質 G N P ,実質固定資本形成，実質家計消費支出，鉱工業生産指数の原系列を対数変 

換したものに季節階差を施したものと，実 質 G N P，実質固定資本形成，実質家計消費支出，鉱エ 

業生産指数の季節調整済み系列を対数変換したのち， 1 階階差をとったものについて行なった。期 

間については， 1970年 代 初 期 の 構 造 変 化 前 （1956年1期から1970年4期 )，石 油 シ ョ ッ ク 後 （1974年 1 

期から1991年 4 期)，全 期 間 （1956年1期から1991年 4 期）の三つのケースを考える。 また，S T A R モ 

デルは 1 次モデル， 3 次モデル， 1 次モデルの改良版をそれぞれ試した。 ラグ次数については 1 か 

ら 5 まで動かし，p -値の最小な次数の結果を表 9 - 表 11に示す。最 小な p -値をとるのは，適切な次

(21) 1971年 1 期から73年 4 期を含めると，極端に強い影響がでるために除いた。
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数の選択時に検定力が最大になるとの考えによる。各表の上段は原系列の季節階差データに対応し， 

下段は季節調整済み系列の階差デ一タに対応する。

表 9 S T A Rモデルによる線形性の検定（1 次モデル）

IIP85 185 GNP85 CH85

構造変化 

の前

0.00022.r3-
o .ooni；]7*

0.000875
0.021912

0.0780(18
omirm

n.08r,fir>4
0.0227-28

構造変化 

の後

()-()00()40*
0.000146*

0.011421
0.000945-

().()(),「)
0.016395

0.00()()l).r)-

全期間 0.00010CT
n.oooo2(r

0.000009*
0.0；33；?05

0.019733
0.0114；if)

0.0027(i(i-
0.nn2144^

表10 S T A Rモデルによる線形性の検定（3 次モデル）

IIP85 185 CJNP85 CII85

構造変化 

の前

0.003498-
0.000817_

0.011225

0.073265

0.1030(i3
0.000434*

0.11(i278 
0.00414ぐ

構造変化 

の後

0.000224*
0.000007*

0.057200
0.001809*

0.067939
0.1405()2

omim'r
0.0187%

全期間 0.000019*
0.000057*

0.00()i4.rr
0.007851*

().()()0r>24-
0.000045-

(UJ0()()l(r
0.000994-

表1 1 S T A Rモデルによる線形性の検定（1 次モデルの改良版)

IIP85 185 CNP85 CII85

構造変化 

の前

0.000641*
0.000180*

0.003917*
0.042192

0.077252
0.002009*

0.0728-Ui
0.005547"

構造変化 

の後

0.000037"
0.000591*

0.001748" 
0.0005厂)レ

0.024946 
0.04 ふ「):《

0.000014"
0.004924-

全期間 0.000052
0.000020*

U.0()()04Y
0.018961

().0()8；i 7 r
0.000889.

o .o o o o n r
0.000324^

結果をみると，いくつかの系列について非線形性が確認される。特に鉱工業生産指数は季節性の 

処理方法によらず，強い非線形性を示す（線形性が棄却された)。 また，消費支出， 固定資本形成に 

石油ショック後に概ね非線形性が観測される。 なお全期間での計測で非線形が観測されるのは， 

1970年代の構造変化が非線形性としてあらわれるためだと思われる。

これまで時系列の非線形性を扱ってきた。データは非線形モデルを示唆するものの， それが極限 

閉軌道をもつ非線形景気循環理論に対応するものかどうかはわからない。次の節では極限閉軌道の 

存在の現実的可能性を探る。

( 2 2 ) ラグ最大次数の5 は，計測前にA R モデルをあてはめたときのA I C を考慮して決定した。
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7 . 非線形景気循環理論の実証

すでに 3 節で見たように，極限閉軌道をもつ連続型力学系を離散的時系列によって推定するには， 

指 数 A R モデルが適当である。 この節では日本経済のデータを使って，指 数 A R モデルを推定し 

その結果を検討する。

さて指数A R モデルは

X t =(<pi + 7Tie~xl1) X t-i + (<p2 + 7r2e~x l i ) X t -2+ £t

という形をしている。われわれは， ^ が各時点独立に同一の正規分布に従うと仮定する。上の指 

数 A R モデルは

+ m e~x '~') X t - i  + (<f>2 + ^ 2 e~x '~') X t- 2+ £ t (39)

のように一般化することができる。 この一般化モデルを厳密に最尤推定しようとすると非常に複雑 

になる。 そこで，われわれは非線形最小自乗法によって推定することにしよう。 ただし， ァが未知 

のままでは計算量が多くなるため，実 際 に は r = i を仮定して推定せざるを得なかっ^23。）

計測は，実 質 G D P，実 質 G N P，実質固定資本形成，鉱工業生産指数の原系列を対数変換した 

ものに季節階差を施したものと，実 質 G D P，実 質 G N P，実質固定資本形成，鉱工業生産指数の 

季節調整済み系列を対数変換したのち 1 階階差をとったものについて行なった。期間については， 

1970年代初期の構造変化前，石油ショック後，全期間の 3 ケースを考える。 ただし，各系列とも標 

本平均がゼロになるように計測前に補正化をおこなった。結果は表 12に示す通りである。表にある 

係数の推定値の右となりの括弧でかこまれた数値は各係数の限界有意水準（marginal significance 

l e v e l )である。

表 12からすぐ分かるように，一部をのぞいてフィットはよくない。 また係数が有意と思われるケ 

ースも少ない。 さらに有意と思われる，G N P と消費支出の全期間通じての計測については，ゼロ 

の近傍ではそれぞれ近似的に

X  =  0.9288 X t-! -  0.0181 X _ 2 +  e, (40)

X  =  0.9915 ^ - i -0 .01075  X  _2 +  (41)

に従う。 （40 )の固有根が0 .90885と0.01996， （4 1 )の固有根が0 .8 6 7 7と0 . 1238でともに絶対値が 1 よ 

り小さく，二つともゼロの近傍で安定である。 よってシミュレーションをするまでもなく，推定し 

た指数 A R モデルが極限閉軌道を持ち得ないことがわかる。

結局日本経済の時系列 デ ー タ に 関する限り，極限閉軌道として景気循環を表現するモデルの妥当 

性は確認されない。 これは指数A R モデル (39)においてァ= 1 とおいて推定したなどの理由による

( 2 3 ) 最尤推定量が非線形最小自乗推定量に漸近的に等しくなることを示すことができる。付録を参照 

のこと。
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ものではなく，明らかに減衰振動しているように見える日本経済の時系列デ一夕のためだといえよ

R 2 = 0.752130 = 0.674015
D W  = 0.960987 D W  = 1.685456
11.449*2 (0.1498) -18.6669 (0.227(i)
10.6176 (0.1826) (0.2087)
11.8317 (0.1494) 18.8815 (0.2279)
11.8465 (0.1492) -19.0349 (0.2284)

R 2 = 0.8298*23 W = 0.789990
D W  = 2.007003 D W  = 1.969415

72.4816 (0.4753) 5.*285*2 (0.9380)
74.0512 (0.46fy2) -4.2553 (o.a「)()7)
20.3376 (0.8587) -29.985*2 (0.7041)
19.7262 (0.8630) *29.8976 (0.7054)

r 2 = 0 . 4 1 1 2 4 2 H1 = 0 . 2 2 0 8 7 5

D W  = 2 .0 C 5 2 4 6 D W  = 1 . 9 5 2 5 9 1

- G 8 . 3 0 4 1 ( 0 . 5 1 1 8 ) - 1 4 0 . 1 1 0 8 ( 0  4 0 4 5 )

( )9 . 0 ( ) 0 1 ( 0 . 5 0 7 9 ) 1 4 0 i j * J 4 7 ( 0 . 4 0 3 0 )

7 0 . 4 4 1 7 ( 0 ..r) 1 1 8 ) M ；i . ：i S 9 7 ( 0 .4 ( M 「) )

- 7 0 . 4 5 0 2 ( 0 . 5 J 1 8 ) ベ  4 3 . ; i « 7 2 ( 0 . 4 0 ^ 5 )

R 1 =■ 0 . 4 5 7 9 2 9 R ，} = ()別 ( i 5_r) 9

D W  = 1 .8 2 8 ^ 1 0 8 D W  ニ J 9 .r) 6 4 ：M

8 0 0 . 7 7 4 0 ( 0 . 4 5 5 ( ) ) ：] ：V2 A H 2 7 ( 0 .4 0 9 7 )

( 0 . 4 1 0 7 )

4 1 2 .*2 5 ( j8 ( 0 . 7 7 2 0 ) - 11) 2 . 8 8 4 2 ( 0 .( ) 7 f i7 )

4 1 2 . 1 8 7 5 ( 0 . 7 7 2 0 ) 1 9 2 .8 5 ( j5 ( 0 . t ) 7 ( i8 )

D W  =  
-58.8889 
59.8177 
60.7290 

-60.7471

把 = 0.831844 R 2 =
D W  = 0.828402 D W  =
3.04*27 (0.5422) 6.7781

-2.1288 (0.G72I) -5.8920
-3.1169 (0.5450) -6.8646
3.1319 (0.5455) G.89L5

/?-' =  0.686047
D W  = 2.-208971

-143.053U (0.0006)
144.0448 (0.0006)
14fi.3!)40 (0.0006)

-H(i.501.r) (O.OOOfi)

表1 2 指数A R モデルの推定結果

IIP85 GNP85 CH85

8 . 結 論

この論文では，経済時系列の非線形性の有無を検証し， さらに既存の内生的景気循環理論の妥当 

性をデータから明らかにしようとした。

単位根の検定に関しては， 山 本 （1988)などの既存の研究が明らかにしているように，国民総生 

産ならびに，国民総支出の構成項目の多くについて，単位根の存在が認められる。

もちろん， 日本経済が1970年代前半に大きな構造変化を経験していること， t 値型の検定力の低さ 

を考えると， この結論は慎重に扱う必要がある。

N e f tc iモデルによる検定については，鉱工業生産指数を含めていくつかの時系列について非線 

形であるとの帰無仮説を棄却することができなかった。言い換えると，非線形の可能性を残した。 

ただし，原系列の対数変換に季節階差を施したものと，季節調整済み系列の対数変換データに 1 階 

階差を施したもので結果が大きく異なる。 これは，後者の微小な変動の激しさに基づくと思われる。 

N e f tc iモデルのように極端に情報を切り捨てた系列を扱う場合，季節調整フィルタ一の選択がど 

の程度結果に影響するかを確かめるのは今後の課題とする。

S T A R モデルを用いた検定でもいくつかの時系列に閨して，非線形性を示唆する結果を得た。 

特に鉱工業生産指数と家計消費支出については構造変化後と全期間について非線形性が確認された 

といってよい。 また，G N P についても非線形性が全期間について観察された。 ただし， 1970年代 

前半の構造変化が非線形性としてとらえられている可能性があり， この結論は慎重に扱うベきであ
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るo

指 数 A R モデルのあてはめによる極限閉軌道の存在について，今回の計測は否定的である。原 

因として，全体的に減衰振動にみえるデ一夕，微小変動が多くのデ一夕で顕著に観察されること， 

指 数 A R モデルの選択， などが疑われる。極限閉軌道をもち定常性を満足する代替的なモデルが 

ないため，現状では指数 A R モデルを使わざるを得ない。他の国についての計測については今後 

の課題としたい。

結論として， 日本経済の時系列データに関して，非線形景気循環モデルの妥当性が，直接検証さ 

れた訳ではないが， そうしたモデルを構築する意義を再確認するのに十分な結果は得られた。

ただし， 1970年代前半の構造変化を境にデ一タを分割したことによる標本サイズの低下の効果を考 

慮する必要がある。

付 録

単位根検定の実際

ここでは， トレンドを含む系列に関しての t 値型の検定の実際を考える。 {ぬ} をデータ，z?で階 

差を表わすものとする。 さて， トレンド f と定数項を含む場合の，ハ。ラメトリックな検定は

£

ak ^ y t - k  + u t (42)

という回帰モデルを想定する。 ただし， u t は i. i. d .に従う。D ickey  and  F u l l e rの検定統計量のう 

ち t 値は

1
S S E

で与えられる。 ただし， SS五 は 推 定 の 標 準 誤 差 ， T は標本の大きさである。 なお， この統計量 

は，特殊な分布に従うため，通常は D ickey  and  F u lle r (1979)がモンテカルロ法で求めた表をもと 

に，左片側検定を行なう。

一方，S to ck  and  W a ts o n の検定量のパラメトリックな検定量は，以下のようになる。 まず，

I/t =  iu + /3t + u t (43)

を考え，w をトレンド n こ回帰した残差を：r , とおき，

X t = u  +  a0Xt-i + £t (44)

を最小自乗法で推定する。 その残差を z t とし，

£

Zt =  r)Jr ^ i ak Zt-k + Wt  (45)k = l

を再び最小自乗法で推定する。 ここでの推定値 ak から
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Kt—Zt — 2  dkZt-k (46)

を計算する。 これをA R (1)モデル

^t =  A + r ^ t- i  + v t (47)

に当てはめ，推 定 値 / を得る。 S to ck  and  W a ts o n の検定統計量がはこの 7 を用いて，

m ( テ- 1) (48)

と書かれる。 この統計量も特殊な分布に従うため， S to ck  and  W a tso n  (1988) にある表を参考に検 

定を行なう。

N e f t c iモデルにおける初期確率の導出

条件付確率の考え方により

7Tij(t) =  P(It =  i,ム- 1 = メ）(i =  l,0 , ; ' = 1 , 0) 

とおくと，

メ ii 0 スlo 0
0 ス00 0 ス01
0 (1 一/loo) 0 (1ース 01)

(1 _  バi i ) 0 ( 1ーバlo) 0

(49)
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(50)

が成立する。 これを簡単に n ( t ) = A n ( t - i ) と書くことにする。

一方， われわれは定常過程を考えているから， 77⑴は一定のはずである。 よって，初期確率を 

求める方程式

n=An (51)

を得る。A のランクは 3 であり，実際には

17T ij= l (52)

と連立して解をもとめる。

解は

7Til= (1 —スoo) Aio/D 

7Too =  ( l^A n )A o i/D  

Tibi= 疋1。= ( 1 一/W )( 1 —ス11)/の

ここで，

■D =  ( l _  ス11)(1ース00 + パ01)+ ( 1 - ス00)(1 _ /lll + ス10)

(53)

(54)

である。
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指 数 A R モデルの推定

まず，一般的な指数 A R モデル，

X t =  (0 i+ 7T ie一7枝 1) X t - \  + (<f>2 + 7r2 e~ r̂ - ')  X t ~2 + £t (55)

を考える。観察されたデータを：ci，ゐ，エ3, …，れ と す る 。シの分散をび2 と書くことにすると，パラ 

メタ一 01，02, 7Th T i l ,r ,び2 を持つ（5 5 )の尤度は，

L ( x h x 2, ■■■, x T I <t>\, 4>2 , Kz' r , びう= P { x i,  x 2 \(t>i, 4>2 , m, n2 , ア，び2)

X p ( x 3, Xt  I Xi,X2, 01,02, 7Th 7T2 , 7 , び2) (56)

と書ける。 ここで，

p(ooh x 21 01,02, m, 7T2, 7 ,び2)

は初期値 X l , ゐの分布，

P ( o C 3 ,  ■■■, X t \ x i , X 2 ,  0 1 ，0 2 ,  7T1, 7T2, r , び2 )

は初期値 X i,X2 が与えられたときのエ3 ,…，X t の条件付分布である。

(55) ょり

£t =  x t ~ 'H l {(f>i + e ~ rX̂ -1} x t - i  (57)

であり， これを（ぬ，• •• ,X r)か ら （e3, …，£ r ) への変換とみるとき， そのヤコビアンは若干の計算の 

後， 1 であることが分かる。 よって， （56)の第二項は

P \X z, X t \x i , X2, 01，02, 7T1, K i ,y ,び2) 

=  P(£3, SrlX i, X2, 4>1, 02, 7Th 7T2,ア，び2)
T

= 1 1  P (£z | Xi-i, Xi-2, 01,02, 7TI, 7T2, r , び2)
i  = 3

= 5  T i t  e x p { ~ 2 ^  h  _  S {ん + 一 2-1} Xi~kJ }  (58)

と変形できる。 これから， （55)の対数尤度は

…， | 於1，02, m, 7t2, y, o2) = log P \ x h x 21 0 i , <h, m, n2, y, a2)
T一2 i 0 T _ 2 i 2 2— log I k -------o— log a

~  ? 3 e~ rxl，~1} Xi-k , (59)

と求められる。 さて， （5 9 )の 第 1 項は他の項の + のオーダーでしか対数尤度に貢献しないか，標 

本の大きさ T が十分大きいときこれを無視してもよい。

ここで (59)の 第 1 項を無視すると，最尤推定値 ( 0 i , 02, m, 7C2, r, o 2) において，

-^―  =  o 
dd1 U

( 2 4 ) この部分は尾崎（1989)に多くを負う。
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であり，（52 は

g2 =  ~^}_ o  ?  {4>k + e~rXl1}X i-k  (60)

として与えられる。 この時

£ =  log 2 n - ^ ~  log f  -  (61)

となる。結局，最尤推定値は

2  X— 2  {<t>k + e ' rX，lt-{} x i-k  (62)

を最小にすることに帰着される。
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