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「三田学会雑誌」88巻 3 号 （1995年10月）

収 穫 遁 增 と 限 界 費 用 価 格 形 成 原 理

福 岡 正 夫

筆者は前稿において，企業が規模に関する収穫遁増の事態をも含め，非凸の生産集合をもちうる 

場合の一般均衡モデルについて考察した。そのさい当該の企業はあらかじめ指定された特定の価格 

形成方式にしたがって生産者価格を決定するものと仮定し，関連文献の定石に倣ってそうした行動 

原理を生産集合境界上の各点にそれぞれ価格べクトルを対応させる凸値，優半連続の価格対応とし 

て定式化した。

上記のような対応ルールのより具体的な内容としては，デュプイ以降ピグウやホテリングなどに 

連なるいわゆる限界費用価格形成原理（Marginal Cost Pricing Principle) が代表例とみなされるこ 

とが多く，事実前稿でも筆者は暗にこの原理の適用を脳裡において推論を進めた。 しかし，その末 

尾にも記したごとく，前稿のタイプのモデルを考える場合には，それが限界費用原理を想源として 

いるにもかかわらず，実は議論のなかに費用の概念がいっさい現れないという問題点が生じてくる。 

というのは，その種の一般均衡モデルでは，各企業にとってどの財が生産物で， どの財が生産要素 

であるかがアプリオリには区別されておらず，その判定は均衡が成立したのちの生産べクトルの成 

分の正負に俟つほかはないからである。元来，費用関数の概念が定義されるためには，あらかじめ 

企業ごとに産出物になる財と投入物になる財とが類別され，前者の数量のそれぞれの組合わせに対 

して費用の最小化が図られるのでなくてはならない。その手順を経ないで，たんにクラークの意味 

での法線錐を当該原理の定める価格とするやり方は，たしかに限界原理による価格形成ルール 

(Marginal Pricing R u le )には違いないが，これを限界费用原理による価格形成ル一ル （Marginal 
Cost Pricing R u le )と呼ぶのは厳密には当を得ていないであろう。

( 1 ) 福岡正夫「収穫遲増と一般均衡理論」，『三田学会雑誌』1995年 1 月号。

( 2 ) もっともここでいう限界原理も，限界代替率ないしは限界変形率による価格決定にはなっている 

から，広い意味では限界機会費用原理と呼べるかもしれない。
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そこで本稿では，新たにこの論点を考慮に入れ，上記の要領で当初から財の集合が分割されてい 

るモデルをつくった上で，あらためて限界原理による価格形成ルールが文字どおりの限界費用原理 

によるそれと一致するための条件と論理を究明しておくことにした。そのような問題に関連して， 

事前に産出財と投入財とを区別し，限界費用の概念が明確に定義できるモデルをとり扱ったのは， 

ティール力一=ゲネリ 一=ノイエフアイントをもって嚆矢とする。ついで彼らの議論はボニソーによ 

ってより精密化され一般化されたが，本稿での筆者の考察がとりわけ負うているのは，さらにそれ 

らに続いて現れたボニソー=コルネーおよびコルネーの二つの業績である。前者は産出財の数量に 

明示的に非負の制約を加え， したがって限界費用価格形成原理を不等式の形で定式化した上で， ど 

のような条件が限界原理をして限界費用原理たらしめるかを精確に証明した。他方後者は，産出財 

の自由処分をも考慮に入れることで，産出量には非負の制約を課さず，限界費用原理を等式で定式 

化して，同種の条件が限界原理と限界費用原理を相互に同値たらしめることを明らかにした。以下 

に記録するところは， これら二つの成果をまとめて共通の枠組みのなかに統合し，いっそう見やす 

い形に整理しなおした一つの覚え書にすぎないものである。ただその作業を遂行するにあたっては， 

局所的に多少の補足改善を図り趣向を凝らしたつもりであるので，そうした点に留意しつつお読み 

いただければ幸いである。

2

前稿と同様，経済には I 種の財 ( k = l , 2 , …，I ) があり，各企業 y(y  =  l ，2 , …，m ) の技術的可能性 

は生産集合K によって与えられるものとする。 K はいうまでもなく の部分集合で，その成分 

y M y j n ) は当該企業の実現可能な生産計画をあらわしている。最初に限界原理による価格形成ル 

一ルを考える場合にはあらかじめ財の集合を産出財と投入財に分割することはせず，企業メにとっ 

てどの財h も， もし？̂ S  0 となれば投入財となり， なれば産出財となりうる。そして生 

産集合は

仮定 P K は非空，閉，ま た ：̂一/ ^
( 3 ) tL Dierker, R. Guesnerie and vV. Neuefeind, “Lreneral Equilibrium When Some Firms Follow 

Special Pricing Rules’’，Econometrica,  November 1985.
(4  ) Jean-Marc Bonnisseau，“On Two Existence Results of Equilibria in Economies with Increasing 

Returns”，Journal of Mathematical Economics，V o l.17，Nos. 213，1988.
(5 )  Jean-Marc Bonnisseau and Bernard Cornet, “Existence of Marginal Cost Pricing Equilibria: 

The Nonsmooth Case”，International Economic Review,  August 1990. とりわけその第 3 節および 

付録参照。

( 6 ) Bernard しornet，“M arginalしost Pricing and Pareto Optimality”，in Paul Champsaur et al. ed.， 
Essays in Honor of Edmond Malinvaud,  V o l . I ，1 990 .とりわけその第4 節および第7 節参照。
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を満たすものと想定される。こ こ で 巧 は い わ ゆ る 自 由 処 分 の 可 能 性 す な わ ち 余 分 の 生  

産物をコストなしで廃棄できる可能性を意味しており，この仮定のゆえに価格べクトルP は非負 

になると考えられる。

すでに述べたように，非凸の生産集合をもつ企業は，それぞれ K の境界上のルに対し，指定さ 

れた価格対応ル一ル ( h にしたがって価格をつけるわけであるが，そのようなル ー ル と して y i にお 

けるクラ一クの意味での法線錐（normal c o n e )を用いるのが，前記限界原理による価格形成ルー 

ルである。いまこれを記号化して，点 y l における K への法線錐をN Yii y T )で示すことにすれば， 

当該のル ー ル は <h(yQ =  N Y人y f ) としてあらわされるであろう。つまり企業ノ•に とって生産計画 

と価格の組{ y h  p * )G  Yj X R i が条件

(M PR) p* G N Y人y f )
を満たすときに， この企業は限界原理による価格形成ルールにしたがうというのである。

このように当面の目的にクラークの法線錐が用いられるのは，それが当該企業にとって利潤を最 

大化する上での必要条件と考えられるからである。事実，生産計画 W において利潤の最大値を実 

現する価格 p * があるとすれば，それはかならずパにおけるクラークの法線錐に含まれるのでな 

くてはならない。この点を理解するには，一時主題からは離れるが， クラークの法線錐の意味する 

ところを多少掘り下げて考察しておくのが有益であろう。

一番分かりやすい理解の仕方は，まずp * を W で K. に垂直なべクトルを考えてみることである。 

一般に非ゼロのべクトルy が点ぶにおいて集合C に垂直であるとは，y =  — ゴとするとき，点 

■r'が C のなかに一意的な最短距離の点：)：をもつことである。あるいは同じことになるが， 

丄 £ (エ）であるとは，I においてのみC と接するような，エ'を中心とする閉球が存在することで 

あるといってもよい。そこでこれを目下の事例に適用して，jo*が W においてK に垂直なべクト 

ルであることをゲ e 丄匕(パ）と書けば，それは y j  +  e p * を中心とし， e||p *  IIを半径とする閉球 

B ( y *  +  £p*,  e | |p * | |)が に お い て の み K と接するようなe > 0 が存在することとして述べるこ 

とができよう。（図 1 参照。）

ところが，この垂直べクトルの条件

ヨ e > 0  in tB { y j  +  ep*, e ||p*||) 0  Yj =  0  
は， が 2 次関数p*沁_ p | |沁一y*||2 を巧の上で最大化していることに等しいのである。この点 

は，上 記 の 関 数 の 等 高 面 を —p ||ル一パ ||2= ひとして，これを略式に2 次元の事例で計算して 

みれば，等高線が

( 7 ) 以下の説明については F. H. Clarke, Optimization and Nonsmooth Analysis, 1983, pp.11-12,また 

Cornet, op, cit., pp. 17-19 参照。
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図 1

中 心 ( ぬ + i ，ぬ + 1 7 )

半 径 や

の円として導かれることからすぐ分かる。点 W においてはp * W = ひとなるから，、p * y U  p 
の項は消え， したがってe = l / 2 p とすれば，y j を通る等高面が前記の球面となるのである。 

こうしてが華直べクトルであるとは，p *が集合

丄ハ（W ) =  {が  £ が | ヨ P > 0 , V Yj, p * y j  ^  p * y - p W y j - y U 2)
に含まれることにほかならない。つまりグ e 丄匕（W )は，パ が ゲ の 下 で ，一p ||め一WII2の分だ 

け ” perturb” された利潤p*め を K 上で最大化することを意味するのである。この条件はまた， 

1/7が非線形の価格で評価された2 次 関 数 —バ )）（％—^ 0 を最大化すると解することも 

できるであろう。

クラークの法線錐はこの垂直べクトルの概念を一般化したもので，後者を用いて極限垂直べクト 

ルの集合を

す）= {が ヨ {W}c=Fム { y f i — y f , ヨ{グ }〔7?4, {ゲ }— グ ，and V y ,グ e 丄 J W )}
と定義すれば，その閉凸包として 

N Yj{ y * ) = c ^  N Yj ( y f )
のように定義される。換言すれば，それは ^ を含むがの最小の閉凸部分集合であり，極限 

ベクトルのあいだをすべて埋めつくして，一 般 に は ず ）の満たさない凸性を r e c o v e rしたも
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のと考えればよいであろう。 K が非凸の場合，このように丄。（パ）や を 拡 張 す る こ と が  

要請される理由については，すぐあとで言及することになろう。

ところでクラークの法線錐のもう一つの定義法は，接 錐 （tangent cone) の概念を利用したもの 

である。 ここで ^ Tにおける K への接錐 7 ^ (ダブ）とは，それぞれW および 0 に収束する列 {W} 
C F ,.お よ び { T } C ( 0 ，+ ⑴）に対し，w に収束する列 {ゲ} が存在して，レを十分大きくすれば 

y ) ^ r t vVv^  Y j となるようなすべてのべクトルy の集合である。そのように接錐が定義されれば， 

クラークの法線錐はその極錐として

Ny.  ( y j  ) =  ( T Yj {y* ))° =  { p * \ p * y j ^  0 for all ^  e  T Yj (yf ) }
のように定義される。こ の と 7V ,.(W )の関係を分かりやすく図示したものが，つぎの図 

2aおよび 2 b である。そ こ で は ナ ）が一重の矢印で， 7 ^ (パ）が二重の矢印で示してある。 と 

図 2 a  図 2 b

くに注意すべきはいわゆる ’’inward kink” が生じる図2 b の右のW の場合で，その点では垂直べ 

クトルの錐は（0 ) になってしまうが， クラークの法線錐は{七?* +  /^ * ，丨メ2  0, " 2  0 } として定義さ 

れ，yブをsu sta inする所期の役割を果たすことができる。これは前記の接錐の定義から，生産集 

合が非凸でk in k をもつとしても，接錐はそれが図のように「収縮」 した形のものとなり，凸とな
( 9 )

るからである。

( 8 ) Clarke, op. cit” p . 11参照。

(9  ) ゲネリ一はその先駆的論文(Roger Guesnerie, “Pareto Optimality in Non-Convex Economies”， 
Econometrica, January 1 9 7 5 )において，同種の目的にデュボヴイツキ一=ミリューリンに負ういわ 

ゆるインテリア一•デイスプレースメン トの錐（cone of interior d isp lacem ent)を用いたが，それ 

が一般性を欠く理由もやはり同じ点に見出される。デュボヴィツキ一= ミリューリンの錐はy l にお 

ける Y3の 「局所的」な形態を線形化し拡大して考えたもので，形式的には

K Yj(pj) =  { p ^ R l | ヨ?7>0， £ > 0 f W e  (0, 7j\ +  e) C Yj}
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3

ここで本論に戻って，つぎに限界費用原理による価格形成ルールを定式化することにしよう。そ 

のためには前述したように，新たに各企業ごとに投入物となる財と産出物となる財を事前に区別し 

ておくことが必要となる。つまりそれぞれのノ•について財の集合 {1，2,…，/}をあらかじめ二つの 

非空部分集合ムと a . に分割し，めe  K において /? e ムなら知^ 0， またみe a な ら 奴 2 0 と 

定めるのである。以下では記号の方便として 

R Ij =  {v  e  Vh^O if h 守Ij}
R 0i =  { v ^ R l \ v h =  ̂  if h ^ O j )

と定義し，一般にょ已がのようなすべてのベクトル x について尤の i?ハへの射影をxハ，尺のへ 

の射影をれノと書くことにする。たとえば x h で は ム な ら （エハ) / ^ ね，h 味 I j ナぶb  ( rハ)れ= 0 と 

なっており，エのについても同様である。

さてこのように記号を定めれば， 目下のモデル構成に必要な等産出量集合と費用関数の概念がそ 

れぞれつぎのように定義できることになろう。すなわちすべての（叭ん） について 

Yjibj) =  { —yj h \yj 已 Yj such that yjo尸  bj}
C j ( w ,  bj ) =  inf {waj  | め e  Yj (ん)} if Yj(bj)  ^  0  

のようであり，ここでの. とんはそれぞれ企業ノ_の投入ベクトルと産出ベクトルを，また泌は要 

素価格ベクトルをあらわしている。これらはすべて / 次元ベクトルであり，先述したように該当し 

ない箇所の成分にはすべて0 が含まれていることに注意されたい。

上記の生産集合と等産出量集合，費用関数については，それぞれつぎの

仮定 P' K は非空かつ閉， K (ん）は す べ て の ん に つ い て 非 空 ，閉かつ凸で， またん 

2  6 / となるようなすべてのbj, b / ^ R V について F>(ん.）〔 Yj ( b/ )  +  R r̂ 0 Cj(w,  • )はす

\ のように定義される。これを名前の示すようにそのまま原点に移して六:j^ O )とし，それへの法線べ 

クトルがy l をsustainする価格であると考えるのである。

図 2 a の場合また図2 b の左のy l の場合は，i ^ / 0 ) はK y入y f ) を 7^ (0)に移したものの内部と一 

致するから，それへの法線ベクトルの集合はクラークの法線錐と一致する。しかし図2 b の右のパ 

の場合はこれとは異なり，/S：y, ( 0 )は上記の要領で移動させた生産集合そのものの内部となるが， 

TYj(0 )はそれが「収縮」してK Yj(0 )の負のcomplementにあたるものとなる。したがって火ゎ(0) 
への法線べクトルは0 べクトルしか存在しないが， 7V,(0)にはクラークの法線錐が対応するのであ 

る。

なお上記の点の平易な説明としては，M. A]i Khan and R_ Vohra，“An Extension of the Second 
Welfare Theorem to Economies with Nonconvexities and Public Goods”，Quarterly Journal of 
Economicsy May 1987, p. 230 を参照されたい。
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ベ て の 所 与 の に つ い て 微 分 可 能 で ，V 0j cj(-,  • ) は連続。
(10)

が満たされているものとする。

これらの等産出量集合と費用関数を前提とするとき，限界費用原理による価格形成ルールを 

cf>j(yf) =  MC P Yj( y f ) で書  く とすれば，p * e M C P Yj( y t ) であるとは， ( yf ,  p * ) あるいは ( a f，bj ,  
p * ) がつぎのニ条件を満たすことである。

( i )  p t a *  =  c A p t ,  bj )(M CPR) (id(ii) bf),  ( p S - V o ^ C j i p t  bf ) )  b * = 0

すなわち要素価格p t  =  wt ,  h e  I j が与えられれば，企業ノ_はまず所定の産出量y% — bfh, h e  O j に 

ついて費用を最小にするように投入量の組合わせ_yTh =  a%、h ^ I j を決定し，ついでその結果限 

界費用が定まれば，プラスの b %についてはそれに一致するように， またゼロのゐ為についてはそ 

れを越えないように，生産物価格p t ,  O yを定めるというのがそれである。

本稿の主要な目的は，前にも述べたごとく，こ の （M C P R )と前節の（M PR) との関係を解明 

することにあり，以下での議論の手順としてはまずつぎの第4 節で上記の仮定P の下に（M PR) 
1 (M C PR) つまり N Y人yf )  c  MC P Yj( y f ) という主張が成り立つことを明らかにし，さらにその 

つ ぎ の 第 5 節では若干仮定を強化した上で，逆 に （M CPR) 4  (M PR) つ ま り MC P Y人y f ) c  
N Yj{ y J ) という主張もまた成り立つことを示したい。

ただその作業にとりかかるに先立って，一つだけ意を用いておかねばならない点がある。それは 

( M P R )が定義された前節ではK が仮定P を満たすものとされ， したがって自由処分の可能性が 

認められているのに対して， （MCPR) が定義されている本節においてはyjh G R 1 ハ yi0i e  R°+} と 

されるがゆえに巧匚尺シ+ 况ナとなり， Chに属する財の自由処分はいっさい認められていないと 

いう点である。両ルールの関連を追求しようとする目下の視点からすれば，この点については後者 

の兄を , ゐ已ひ. のような財みの自由処分をも考慮に入れることによってさらに拡張し，二つの舞

( 1 0 ) ここで▽0ん.（如，b j )は w を固定したときのCj、Wj,. ) の b jにおける勾配 

( dc八w, bj) dcj(w, bj) dcjjw , bj)、
\  dbn ， dbj2 ， ， dbjc ノ

をあらわし，/z e Q ；■以外の成分はすべて0 である。

また目下の考察のようにbj三R V としている場合には，▽0ん.（叭ん）は，ん；̂ 0 であればつねに 

め 2  0 であるようなすべてのu G R 0jについて

VojCj{w, bj) ' u = lim  [cj(w,  bj+ tu) — Cj(w, bj)]/t
亡- 0+

を満たす一意のべクトルであるとされている。それがG.(恥，•）の微分可能性の意味するところであるC
(11) ( i i )はすべての/?について

dCj^ ! j , b f \  もしゐ么> o  なら Pt =  dCj^ ! j , b”
ということである。
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台のあいだに「連絡路」をつけておくのが望ましいであろう。また経済学的な見地からしても，あ 

る財の生産が不必要な副産物を伴うような場合，それを廃棄できる方途を容認しておくほうがいっ 

そう理に叶っているとも考えられよう。そこで次節以下の議論のためには，ボニソー=コルネーの 

示唆に倣って巧の ’"free-disposal hull” Y j ^ Y j - R l+ を導入し，この E .を関係究明の共通の場と 

して利用するのが適切であるように思われる。けだしこうしてつくられた： は，明らかに第2 節 

の仮定P を満たすからである。

ところでこのように巧を f パこ拡大した場合には，すべての（w，ん） 尺のについて新しい 

等産出量集合と費用関数が前の巧（ん)，Cj(w,  bj) に照応して 

Yj (bj) =  { -  yjij | yj  e  Yj such that yj0j =  b j } 
c j ( w ,  bj) =  inf { waj  | cij e  Yj ( bj)} if Yj ( bj)ぜ 0  

のように定義される。そ し て パ こ 対 し て で あ る と は ， a f =  — yfh，bf  =  yfh 
およびゲが

( i )  p * a * =  Cj (p*,  bf)
(ii) p l ^ V 0l cA pI  bj ) ,  { p l ~ V 0l c A p t ,  bf) )  b f = 0

を満たすことである。

ここでのちの推論に援用する二三の命題をあらかじめ導いておくことにしよう。 まず任意のん 

^ R 0 jについてその負の成分を0 に置き換えたべクトルすなわちm ax(0 , bjh)から成るべクトルを 

bj + で記せば，

(a) Y j(b j )=  Y j(bj+) +  R + である。事実めe  Y j ( b j )をとり，y产 一d j+ b 斥 Y jとすれば，ダ/ 

^  y j となるようなy/ 已 Y jが存在する。そ こ で - ゴ山、b / = y j0 l とすれば，b/>= 0, b / 1 b j であ 

るから，当然6 / =ん+ となり，仮定P'から乃（6/)〔巧（ん+) +  i? tとなる。ところが沁' 2ルから 

a  - 4  a j であるから，めe  Y jib j^  +  R 1̂ であり，よ っ て も ）c  Y j(bj+) +  R ^ である。他方めe  

Y j(bj+) +  R  + とすれば， K (ん+)から <2/ ‘めとなるような a ; がとれ，一<2j. + んG  { —  a / +  bj+)

Y j - R \ =  g となる。ゆえにめ e  Y j ( b j )であり， F)(ん +  C Y j i b j )がいえたことに

なる。

(b) c j { w ,  bj) =  Cj{w,  bj+) となることがいえる。事実，定義といま証明した（a ) か ら d j ( w,  
b j ) =  inf {waj\  E (6> )}=  inf { w a A a j ^  y , ( ^ +) +  i? ^ }であるから，当然 d j { w , ん) = inf {waj\  
ル e  ん+ )}であるが，右辺は定義によってCj(w,  bj+) にほかならない。

( c) R 0jから奶 への対応ん— Yj ( b j )は劣半連続である。いまもし6  ( . ) が点ん e  R 0jで劣半 

連続ではなかったとすれば，め e  YAbj),  e > 0 ,および匕に収束する点列 {的} c  R 0jがあって， ど 

ん な W を ち （的）から選んでも，U 1 はルに近づかず，すべてのレにつ い て 集合艺.（んレ）と球 

B  (aj, e ) は共通部分をもちえないことになる。 ところが仮定P 'から R  ( b j )はすべてのん e  i? f に

( 1 2 ) こ こ で は も は や ん で は な く ん G i?のとされている点に注意されたい。
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つ い て非空の凸集合であり， また上に（a ) として証明したところから£ • (ん) = E (ん+) + 友t であ 

るから， ち（的）もまた非空の凸集合である。そして 5 ( め，e ) は当然非空，凸であるから，ここで 

これら二つの集合に凸集合の分離定理が使えて，すべてのレについて非ゼロのべクトノレとスカ 

ラ c が存在し，

w u aj  ^  c  for all a, ^ Y j { b f )  
w u Vj ^  c  for all v： e  B  (aj, e)

となる。 したがって

sup w y B( a j ,  e) <： inf w v Yj (bj )
が成立し，さ ら に の つ く り 方 か ら £■(时) = E ■ひ] 0 + 及 シ で あ る と こ ろ か ら で あ る 。

ところで || A|| ‘  <sのようなめ+ みについては，当然 w u( a j + h 、̂  sup w vB{ a j ,  e ) となっている。 

そこでそのような /? として |U || =  e で， しかもw レと方向が一致するものを選び， の長さを 

|| w l = 1 と基準化すれば， =  e となるから， +  他方また費

用関数の定義から己 •（が ，好) = inf £ ( 时）となる。よってこれらを上の不等式に用いることに 

上り

w ua j  +  e  ^  C j ( w v, b j )

を得る。同 様 に 費 用 関 数 の 定 義 と め ■(ん）であることから， ，ん）S  のであるから，両

辺に e を足して己.O ' ん) +  め+  e となり，これと上の不等式から

C j { w v, bj )  +  e ^  C j ( w u, b j )

が成り立つ。いまこの式に平均値の定理を用いれば

e ^ c A w \  M ) ~  c A w \  b3) = V 0lc A w \ A M H l - ^ )  b j ) H b j )
となるスG ]0，1 [ が存在することになり，ここでレ— o o とすれば 6/— ん， したがって e S O とな 

らざるをえない。これは明らかにe > 0 と矛盾する。

4

上記のところに立脚して，本節ではいよいよつぎの定理の成立を示すことにしたい。

定 理 仮定 P 'の下においては，任 意 の に 対 し て (ダブ） となる。

ま た と す れ ば ， スyr ) を満たし，かつ 

と な る よ う な z がかならず存在する。

証 明

定理前半部の証明のステップとしては，ま ず 丄 な ら か な ら ず グ ^ M C P fi{ y j ) とな
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ることを示し，つ い で こ の 主 張 を 利 用 し て ブ ）な ら や は り と な る こ と  

を示す。これらの議論が確立すれば，あ と は が 凸 集 合 と な る こ と を 示 せ ば よ い 。なぜ 

な ら { y j ) は 定 義 に よ っ て (シ7 )の凸包にほかならないからである。

そこで；̂ £ 丄 ?ズめ* )から出発して， —yグ/,，が と 書 く こ と に し よ う 。いま任意のめを 

ち（W )からとり，す べ て の ' e  [0，1 ]に つ い て め ⑴ = ' め+  (1 —/ ) ぜ と す れ ば ，仮定ドの  

Fパ6/ ) の凸性からち（M ) も凸となるから，め（/ ) e  E ■(的）である。ゆえにめ（0 = _ め（0  + が 

とすれば， であるところから 

P* (y* — Vi⑴ ）= P* ( - a *  +  a j⑴ ）

^  -p\\yj(t)-y* II2 =  -  P II aj{t) -  a* ||2=  ~ p t 2\\ aj-a* ||2 

となり，そこで {一> 0 とすることにより 

p l a J ^ p t a j
となる。よって費用関数の定義からp t a f  =  c j ( p t ,  b f ) となり，p* e  MC P y X v l ) であることの条 

件 （i ) が成り立ったことになる。

他方，条件（i i ) もまた満たされることをいうためには，つぎの補題を用いるのでなくてはならな

い。

補 題 任意の y e 尺の，すべての p > o について，（0 ,ゼ）に収束する { r ，《y } c ( o ,  + ⑴）x i ? t  
で，すべてのレについて条件

YAbJ +  t vv)
P h a )  =  c j ( p i ,  b* +  t vv)

ここで pL =  p t  +  p af)  ^  0 
を満たすようなものが存在する。

補題の証明

前節の末尾に示したように£ ( • ) は劣半連続であるから，当然 o に収束する正の実数の列“ 11 
で，すべてのレについて£ . (衫 +  尹 0 となるものが存在する。そこでいま^ ，6 /，；?;;，u e i ?の 
を所与とし，a を変数とするつぎの最小値問題仏⑴をすベての r 2 0 について考えてみるとする。 

M inimize
Qj{a) = P *  <2 + 1 1 | <2-  a* ||2 

subject to
a ^  Yj ( b* +  tv)

S ( M + r y )は非空，閉，凸であり，またの（•）は正定符号の2 次関数であるから，問題 Q >(r) 
はすべてのレについて一意解W をもつ。問題のつくり方から，それがポ巳 £ . (蚵 +  を満たし
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ていることはいうまでもない。そしてその1 階の必要条件は 

^Qj ( a j ) ( a j  — a ) ^  0 for every a e  Yj(b* +  t vv)
であり，ここで▽ qj(af)  =  p* +  p (a j — aゲ）であるから，それをp vu とすれば 

Pij a yj ^  p i  a for every + 1 Vv)
を得る。よって費用関数の定義から 

Pi,  a j =  Cj  ( p i ,  b f  +  t uv )

となり，これは証明すべき命題そのものにほかならない。前にもいったようにちは仮定P を満た 

すから，▽の« ) ミ0 であり， し た が っ て と な る こ と も 明 ら か で あ る 。

そこで最後に {が）が a l に収束することを示せば，補題は証了となる。そのためには {ポ}が有 

界であることを考慮して，{ < } の部分列がポ に収束するとしたときに，も° = W となることを示せ 

ばよい。事 実 ち （.）は b f で劣半連続であることが分かっているから，W e  Yj ( bf  +  t uv ) で a f に 

収束するような点列 {，} が存在する。明らかにどのレについても q人af) 4  q人a v) であるから， 

r — 0 の極限においてもの（ル0) ^  q A a l ) が成り立つ。 ところが作 Y j ( b f ) であるから，ポは 

必 （0 )の解であり，一 方 a l もその解であることを考えればS ) = の(a，) となるのでなければな 

らない。 しかも仏 ( 0 )の解は一意であるから，結局ポ = ポとなるのでなくてはならない。

ここで定理の証明に戻る。い ま れを第 /?成分が 1 ，他の成分がすべて0 の / 次元ベクトルとし， 

上の補題で y = ふとすれば，補題の条件は

a ^ Z i d f  +  r e , )
Pij a ) =  Cj (p i ,  bf  +  t veh)

ここで ph =  p*  十 p ( a j  — a*)
となる。ゆ え に 仮 定 の ス W )から，すべてのめ e f パ衫+  r み）について 

P * y f = p U - a f ) + p l b f
= P%( ~aj )  +  Poj(b* +  t ueh) — p\\ aj — af  ||2 —p|| b* — (b* +  t ve h) ||2 

が成り立ち，整頓して

p* a j — t up* +  p ( t u)2 ^  p t  a* — p  || a* — a j \ 2 
を得る。す る と 上 式 の め に グ を 選 び ，補 題 の 成 = P% +  P ( W —a f ) す な わ ち p%= p ' l - p i a ' j  
- a f ) を代入して計算することにより 

p l a ^ - r p t  +  p i r ) 2 ^
となる。 ところがW G Y j { b J )であることと費用関数の定義からどゴ( p i ,  bf)  ^  p t  a f , また的 G 
6 ( 6 *  + f  e A) であることと補題の主張から己 •（成 ，67 +  ^ % ) = 沾ポであるから，これらの関係 

を上の式に用いて

Cj(pi j ,  b* ~\~ t veh) — t v p*-\- p { t v)2 ^  Cj(pi j ,  bf),
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ゆえに

c j ( p L  b * + r e h) - c j ( P^  b j ) ^  r P t - p ( n 2
が得られることになる。

さてここでろムg o の場合とろふ< 0 の場合を分けて考えることにしよう。 まずろ么2 0 の場合に 

は，上式を書き換えて

p t  ^  —y [ C j { p viJy b* +  t veh) ~  Cjip'ij, b*)] +  p t v

とすれば，平均値の定理から

n* ^  d c A p l ,  b j  +  t ^ ueh) . , v  

P/1- ^  +  が

となるような /r e ]  0 ,1 [ が存在し，d d八 . ，.）/db化は運続であるところから，レ— TOすなわち t u4  
0 の極限を考えれば

d c A p * ,  bf)
Ph =  一 ~ db；ĥ

を得る。ここで；̂ が ；?*になるのは，補題からpy产 ボ +  /0(<2ブ一W ) で，レ— ⑴のときはa}— aす 

となるからである。またろふ> 0 のような/?については，r を 十 分 小さくとるかぎりみとし  

ても同様の推論により逆向きの不等式が成立するから，結局プラスのb% については等式 

n* dcj (p%,  bf)
P h ^  ^ db；h— ^

が成り立ち，厳密な不等号があてはまるのは6兔= o の場合のみである。

つ ぎ に ぬ < 0 の場合については， 同様に上の等式が成り立つが，パ は 0 となる。事実ちの性 

質から十分小さい，> 0 をとれば， yt尸 y f  +  teh もまたちに含まれる。よ ってが e 丄 ?ズ^■)から 

P * y 7 ^ p * y tj - p \ \ y f - y tA 2 となるp > 0 が存在し， —t p t l —p t 2卞な b ち p t  S  p t となるから， t 
— 0 の極限を考えれば， S 0 とならざるをえない。 ところが：̂ は仮定P を満たすから，

でもあり，結局当該のみについてはp X = 0 となるほかはない。

以上で p* e 丄も0 ナ）なら p* e  M C P f X y * ) となることが分かったので，つ いで p* e  NfXy*)  
な ら や は り と な る こ と を 示 す 。グ が ^ ^ ( M )の条件を満たしていれば，定義に 

よりそれぞれ y，，p * に収束する点列 {ジダ} 匚艺，{ p v} ( ^ R l+ があって， どのレについてもゲ e  
丄細 、となっている。するとドはすでに証明したとおり，それぞれパにおいて M C P ?J(yT)の 

条件を満たすから，a ^ - y h ,  b H 0lとすれば

Cj ( p vu, bj) =  p yij a yj ^  p i  aj  for every aj  e  Yj ( bf)
P u0i ^  V 0, c j { p l ,  b f ) , ( 成 -V o , c A p l , 的)） 0 

である。そして £■(.)は的で劣半連続であるから，すべての a e f バ的）に対して， となる
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ような点列 {ゲ} で，どのレについてもゲG 艺 ( 6 } )となっているものがある。ゆえに 

p l a j =  cjip'ij,  bj) <  p l a u 
で，ここでレ4 0 0 とすれば

p* a* ^  p * a  for every <2 e  ( b*)
となる。また前述の帰結から，レ— o oのとき

P i  ^  V 0, c j ( p t ,  bf),  { p i  一▽の cA p %, bf))  b f = 0  
となることも明らかであろう。

これで定理の前半部を証了にするには，あと M C P A f ) を満たすp の集合が凸になることさえ 

いえばよいことになった。そこでそのことを示すために，M C P ?i { y j ) の条件を満たす2 組の価格 

を p 、p 2 とし，すべてのスe  [ 0 ,1 ]についてp U ) = 如 1+  ( 1 - 2 )がと書くことにしよう。すると 

p i  a* £  pij  aj for every aj e  Yj ( b*) 
p i  a* ^  p i  a5 for every a5 e  Yj ( b f )

が成り立っているわけであるから，

Pij(A) a* ‘  piXA) aj  for every め e  Yj (bf )
したか5'って

Pij(A) a * =  cj ipiXA),  bf )
となり，たしかにpハU ) は の 第 1 条件を満たす。

つぎに前と同様，れを第 /?成 分 U e ひ）のみが 1 ，他の成分が 0 の / 次元ベクトルとして， 

d八 .，b j ) が凹関数であることを考慮すれば

d c A p M ,  bf)

dbjh lim [ Cj(pij{A),  b* +  teh) — cA piA^), b*)] /  t 
^  A lim [ Cj{p) j ,  bf  +  ten) — Cj(p) j ,  b*)] /  t 
+  (1 _ ス）lim [ C j ( p 2ij, bf  +  teh) — c j ( p 2i j , b f ) ] /  t

, d c A p ) ,  b f ) 丨 n  d c A p l ,  b f )

= A ^ — + ( 1 一 ん — ^ 一 -

^  A —X) poj
= PojU)

となる。また 6么> 0 のような k に つ い て は 0 +の 代 り に 0- の極限を考えることができる 

ので，上式とは逆向きの不等号をもつ不等式もまた成り立ち，結局等式 

d c A p M ,  b f )  =  p o M )

dbjh
の満たされることが分かる。これで /?(バ）は M C P fi ( y j ) の第 2 条件をも満たすことが明らかとな

った。
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ここで定理の後半部の証明に移ることにしよう。この部分での推論の狙いは，がr e f パこおいて 

P* e  M C P yX v * ) になっていれば， K をもとのK に戻した場合にも同じP*が あ る Y j にお 

いて本来のM CPYj の条件を満たすことを示す点にある。

推論に先立って， まずこれまでの議論を考慮すれば， であるための前記の条件 

はまた

( i )  v l a l ^ c A v t ,  b*+)
(ii) p i  ^  Vo, Cj( p t ,  b*+), ( p l - V 0j o ( p t ,  bj+)) bj+ =  0

とも書けることに注意しておこう。すると，前節で（a ) と し て 証 明 し た と こ ろ か ら =  
Yj(br+) +  R ^ であるから，af*  e  YAbf +) の よ う な で ，af* i  a f となるものがある。そこで 

~ a j *  +  bf+ =  y r とすればV T  ^  Y j で， —af +  br =  y l ， b f であるところから，y广 ^  y j で 

ある。 ところが上に記したようにp t  af  =  Cj ( p t ,  b*+) であり，u t  af* ^  p t  a f であるから，p t  af* 
‘  c人p t ,  bj+) となる。他 方 e  YAbJ+) であるから，費用関数の定義から C j ( p t ， bf+) ^  p t  a** 
ともなり，結局 p% a* =  p* a * * となって 

p l a f ^ c j i p t ,  b1+)
となることがいえる。そ し て の つ く り 方 か ら & r = わ/+ であるから，上記のところから明らか 

に y r に お い て 本 来 の の 条 件 （i ) ( i i ) がともに満たされることが分かる。

転じて本節では，逆 方 向 の （M C P R )か ら （M P R )への議論を定型化しておくことにしよう。 

そのためには仮定P 'の (如，• ）の微分可能性に関する部分をいささか強めて，

仮 定 P" K は非空かつ閉， F ,( 6 ) はすべてのん . について非空，閉かつ凸で，またん.2  
b/ となるすべての bh b / ^  R 2Jに つ い て ん ）c 巧（6 /)  + 开ク。c>(m;，.）は す べ て の に  

ついて 2 回連続微分可能で，V 0ic人.，•)は連続。

とするのでなくてはならないが，その下ではつぎの定理が主張できる。

定 理 仮定P "の下においては，任 意 の パ こ 対 し て と な る 。

( 1 3 ) とりわけ前節末尾に命題（b )として示したようにも（p t 衫) =  o ( / ^ ，W+) となること，また定理 

前半部の証明で示したようにろふ< 0 の /zについてはD*h =  0 となること，などに注意されたい。

( 1 4 ) 以下の議論はとりわけCornet, op. cit., pp. 43 - 4 4に負う。
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証 明

目下の設定ではy l e  Yj c  RL̂  +  R ^ であるところから衫 e R t したがってb j  =  bf+ であるから， 

K を f パこ拡大しても，が で は の 条 件 が の 条 件 と 一 致 し て い る 。よ っ て グ e  
M C P y X v * )とすれば，

P * y J = P % { ~ a J )  +  p l b J
= - cA p I ,  b n  +  V o ^ A p t ,  bf )  bf  
= - cA p I ,  b ^  +  V o j c A p t ,  b j )  b*

となる。それに伴ってん . の領域も砂 から尺のに拡大され，仮定 P "の下ではそのような b i でか 

つ b j G  B ( b f ,  e ) となるものすべてについて

cA p I ,  b j ) - c A p t ,  b j ) ^ y 0 j c A p t ,  b ^ ^ - b ^ - p W b j - b n 2
を満たす実数 /3>0, e 〉0 のあることが知られる。事実，仮定 P "にもとづき， bすにおいても（p t ,  
bj) を展開すれば

c j ( p%,  bJ) = c A p % ,  bJ) +  V 0i c A p t  b l ) { b } - b f )
+  _̂ _ Voz, CjCp/*, b*) ( b j —bf,  bj — 6*) +  o (|| b j ~  b* ||2)

となるから，上記の不等式が成立するためには，

Vo, Cj{pf}, b f ) ( b j ~ b f ,  bj — >̂*) +  o (1 bj — b* ||2) ^  — p || bj — b* ||2

となること， したがって

— Vô  Cj{pfj,  b j ) {b j  — b*, bj — 6*) +  o (|| bj — b* ||2) ^  p  || bj—b* ||2

となること，が示されればよいわけである。 ところがこの式はつぎのような推論をつうじて成立す 

ることが分かる。まず

V02j Cj{p*,  b*) ( b j — bf,  bj—b * ) +  o (|| bj — bf  ||2)

= - Y ^ o j C j i p f j ,  b f ) ( b j — b f ,  b j — b * )  +  o ( | |  ん一ろ，IP)

であるが，右辺第 1 項については行列のオペレーター . ノルムを |丨▽ぶら（j^ ，衫）||とすることによ

つ て

( 1 5 ) 前記の論文でコルネーがb jについては非負の制約を課していないのは，そのためである。

( 1 6 ) こ こ で c , (pt ,  bf)(x,  x )は x ' V l c j ( p%, WOz を意味している。

(17) |A |客が丨ん一ん*丨丨2がいえれば，（ィ） 0 の場合は / ；3 ||ん一的 ||2 となるから，一4 2  — 311^ 
- b j f したがって当然 / 12 —PI丨ん一衫丨丨2がいえたことになり，また（ロ）A < 0 の場合は一A S  
p \ \ b j ~ b * f となるから，や は り —P ||ん一ゼ||2がいえたことになる。
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~2 ^ oj Cj {p*,  b*){bj  — b* , bj —b*)

^ — WVo^cApI ,的 ) H I  ん. 一  ^  II2
となり， また第2 項については高位の無限小の定理が使えて

V ^ > 0 , ヨ e > 0 ， b ^ B ( b f ,  e) -  ^  8

したがって

I o(|| bj—b* ||2) | ^  <51| bj—b* I2 
となる。よって

TT I I C j ( p * ,  6 * )  || +  ^  =  P

とおけば，前記の式が成り立つのである。

以上の推論から，すべてのん e 召（衫，e) に対して

p * y J ^ - c A p % , ん) +▽の c A p t ,  bf)  b j -  p \ \ b j - b j f  
を満たすような$ > 0 ,  e > 0 のあることが示された。そこでそのようなe についてめG Z n  B ( W ,  
e ) となる沁をとり，a j = _ y jh，bj =  yj 0 iとすれば，の.G Y j ( b j )したがつて費用関数の定義から 

dj  (p%， bj) ^  p t ルであること， また M CPYiの条件からp もS  V0, c ,  ( p t ,  b f ) であることを考慮し 

て

P * y J  =  P * (  — a j ) + p o j  b j -  p  || bj  — b *  ||2 ^  p * y j — p  II yj  — y *  ||2 

を得る。

他 方 y3 ^  Y j であるが yi 4  B  (yf, e ) のようなめについては， || y . - y f  ||ん2 1 であるところから 

p * ( y f -め）ミ一 II p * II. II ル一yl II ミ 一b * II. II yi-  yl II x  11ル—ポ = — ^ . || め一yl ||2，

ゆえに

p*y*  ^  P*yj -  ~  丨丨 II y j ~ y *  II2
となる。

よって p =  max [ p , 丨し丨丨} とすれば，そのようなp について丄り（シす）の条件式

p*y*  ^ p * y j - p \ \ V i ~ y 1  II2
が成立するのである。

このようにゾ G 丄？スシす）となることが示されれば，p * e N ?i{ y T ) と な る こ と は 丄 C  
N t  (?/；) であるところから自明である。

(名誉教授）
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