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「三田学会雑誌」87卷 4 号 （1995年 1 月）

比較静学と経済均衡の 
アルゴリズム

ステイーヴン • スメール
(カリフォルニア大学• バ一クレ一）

I . 静 学

超 過 需 要 函 数 m p — を考えることにしよう。ここで !R t は価格べクト 

ル夕=  ( A ，…，A ) ，ん> 0 の集合であり，函数Z は商品空間 ]！̂ に値をとるものとする。たとえ 

ばZ は需要マイナス供給，すなわちZ  ニの一S として表わされ，のやS はミクロ経済学的な設定か 

ら導出されるのである。こ れ が [ S m a l e ] において採用されたアプローチで，この覚え書の若干の 

背景をなす考え方が，そこに見出されるであろう。

さてZ についてはある種の微分可能性の条件と次の公準が満たされると想定するのが_ 然である。

a ) すべての A >  0 とP e  IR’十につ い て Z  { \  P、ニ Z (同次性)，

b )  /> • Z( />)  =  0 ( す な わ ち ニ  0 ) (ワルラス法則）。

適当な境界条件の下で均衡価格べクトル，すなわちZ  (が ）= 0 を満たす価格べク卜ルがの存在 

を示すことができる。これについてはたとえば上に引用した文献を見ていただきたい。（ただし， 

証明に必要とされるのはZ の連続性だけである。）

条 件 a ) と b ) とを除去することが便利であるが，そのために A! ニ{ 夕E 1 R U  S ん = 1 }，

A 0 =  { 2 e  | 2： 2 产 0 } とおく。す る と 各 A iに対して

^{P) = z{P)-{i ZAP))P

と定義される函数中の値はA0に属することが確かめられるから，巾は中：A , — ► A0の形式をも 

つ。さらにa ) とb ) とを用いれば，次の命題も容易に示すことができる。

命 題 ム已么パこ対して， 0 であるためには，中（/ 0 =  0 であることが必要十分である。

* ) この論文は1993年 7 月，東京において開催されたT .I.T ec/K .E .S.数理経済学国際会議のため 

に執筆されたものである。

* * ) この研究の一部はN S F 基金の助成を受けている。
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巾という函数を導入することには次のような効果がある。つまり経済均衡の問題を，ュ一クリッ

ド空間のある領域で定義され，次元が等しい第二のユークリッド空間に値をとる写像の零点を研究 

するという筋立てで組み立てることができること，これである。

さてわれわれの問題に，たとえば初期保有量べクトルの如きパラメータを取り入れることとし， 

こ れ を 五 と 表 記 す る 。こうすることによって，問題は方程式（のシステム）

F (e, />) =  0 ， F E  XAi — »• 厶。

の解を分析するという形式で把握されるにいたる。

パラメ一夕が十分に潤沢であれば， 2  =  P)  | F ( e ，/)) =  0 } は 直 積 空 間 の 滑 ら か  

な部分多様体となる。これを均衡多様体（equilibrium m a n if o ld )と呼ぶことにしよう。

夕についての導 函 数 p)  ： A x— >厶。は線形写像である。ここでんはを含む線形空間 

である。この導函数は，ひと組の座標軸を選べば，偏導函数から成る行列の形式で表現することが 

できる。 （パ，カづら！'においてD pF ( e * ，p * ) が正則ならば，陰函数定理により，パのある近 

傍において定義され，値 を の中にとる写像G ( e ) で，次の条件を満たすものが存在する：

G { e * ) = P \  F ( e ,  G ⑷ ）= 0 。

このようにしてG ( e ) は八ラメータe に対応する経済均衡であることがわかる。実際， もし/^が 

唯一の均衡価格ベクトルならば， G ( e ) は 「唯一の自然な」均衡である。

ポール■サミュエルソン [ S a m u e ls o n ]の着想により，導函数

D G ( e * )  : E — > A：

を比較静学の行列（m atrix of com parative s t a t i c s )と呼ぶ。つまりD G レ* )は，（たとえば）初期保 

有量べクトルの微小量変化に対応する価格の微小量変化の大きさを表わしているのである。G ( e )  
は陰伏的に定義されるだけだが，他方D G ( e - ) はF の（e *，/>*)における導函数から計算すること 

ができる。これは注目すべき重要な点である。

その計算はいかにして遂行されるか。

( e ,  p ) を （パ，p * ) における2 1の接ベクトルとすれば，

D pF { e \  p * ) { P )  +  D eF { e * ,  P * ) { e ) =  0

である。したがって

? =  —D p F O *，P*)~l T>eF  {e*, p*) e = D G  (e*) e

を得る。
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[ W i lk in s o n ]にならって，数値解析の枠組で考えるときは， D G ( e *)を条 件 行 列 （condition 
m a t r i x )と呼ぶのが適当かもしれない。こうすると， p*)  =  || D G {e*)  |丨（作用素ノルム）が 

条 件 数 （condition n u m b e r )にあたるものとなる。シャフ= スメ一ル [S h u b -S m a le ]  I _ V の論文 

では，この観点が詳しく展開されている。 またこれらの論文の一部は，上記の如き陰函数定理の筋 

立てで構成されている。

I I . ア ル ゴ リ ズ ム （逐次計算）

1970年の半頃，ハーバート • スカーフやカーティス • イーヴスとともに，私は経済均衡を計算す 

るためのアルゴリズムに深い関心を寄せていた。その頃に比べると，現在の私の着眼点には少し変 

化が生じた。つまり私はそのアルゴリズムをもっと歴史的な過程という枠組の中で捉えるようにな 

ったといってよかろう。これは比較静学と動学との一種の混合物である。大雑把ないい方をすれば , 
経済の履歴がそれを継続延長するアルゴリズムの出発点を与えるのである。

いま e ( 0 ) = パを満たす五の中の径路 e ⑴ ， O S / S 1 を考え， （e *，p * ) は均衡多様体上の 

既知の点としよう。当面，陰函数定理の仮説が成り立っていることを想定すると，

夕（0 ) = が ，F ( e ( t ) ,  P ( t ) )  =  0

を満たす一意的な径路 / > ( / ) が陰伏的に定まる。 P i t ) を近似するアルゴリズムは次のように進行 

する。

まず“ ，… …，し は [ 0 , 1 ] の分割で， “ = 0 ， t k= 1 , しくし+1とする。するとこの構成に 

合うようにニュートン法を書き直せば，

P  i+\= P p F  ,+ 1 , P i ) 1 F  ( ̂  i+ 1 , Pi),
P 0 =  P* および e t ニ e ( t  i)

である。

m a x ,.(へ+1- / , . ) =  A / が十分に小さければ，P ^ P  (し）に一様に接近することは容易にわかる。 

他方，アルゴリズムのスピードは1 / A ，に比例する。こうして分点の数を表わす最良の々が，こ 

の問題の計算量（c o m p le x ity )になっていると考えてよいであろう。さまざまな問題設定の中で，

A f の最適な選択方法を見出すことが計算量理論の基本問題なのである。

最近15年間にわたり，私は多くの努力をこの問題に注いできたのであるが，そのまた多くの部分 

がマイク • シャブとの共同研究によるものである。

[Shub =  S m ale ] I - V における計算量の分析をつうじて，条件数 # ( e “），P ( t ) ) が重要な役 

割を果たすことが判明した。複素多項式の方程式系を解くという理想的な状況を考えると，条件数
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はさらに一層その重要度を増す。つまりこの場合，条 件 数 は ( e，p ) から21の特異点集合への距 

離の逆数になることを主張する条件数定理 （condition number th e o r e m )が証明されるのである。 

ここでいう特異点集合とは，線 形 写 像 P ) が特異となるような ( e，p ) の集合にほかな 

らない。

以上，この覚え書は [S m a le (B e r k e le y ) ]， [S m a le -S h u b ] I - V 等の論文への序説としてご覧 

いただければ幸いである。
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