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「三田学会雑誌」87卷 1 号 （1994年 4 月）

経済学における正の非線形システム

ウノレリッヒ• クラウス
(ブレ ー メ ン 大学）

1 . 序 論

多くの場合，経済システムはある時点における経済システムの状態から次期のシステムの状態へ 

変換する写像としてモデル化することができる。 もし取り扱う変換が線形であると仮定してかまわ 

なければ，よく知られた線形作用素の理論を用いることができる； それ故，正行列と正線形作用 

素に対するペロン • フロベニウスの理論を含むスぺクトラル理論が非常に重要である。 しかしなが 

ら，線形性を仮定することはしばしば適当な理想化ではなく，その場合には厳密な議論が難しくな 

り，時には不可能となってしまう。この状態においてこそ，正の非線形システムが重要な役割を負 

うこととなる。 このことは経済学以外においても当てはまる。経済学においては正符号性及びそれ 

に関係する数学的な性質はきわめて自然な仮定である。状態の空間はしばしば，例えば状態が数量 

と価格によって表されるような場合に，ユークリッド空間の正象限（あるいはより一般的には凸錐） 

として与えられる。状態上の変換は，さらに種々の単調性の形での正符号性を持つことがあるかも 

しれない。これが本論文で取り扱われる2 つの経済問題のケースである：すなわち，非線形多部門 

モデルの均整成長の問題，及び技術的に互いに依存しあう複数の生産主体間の価格設定の問題であ 

る。凸錐である状態空間尺からそれ自身へ値を取る変換：T を所与として，果たして均衡が一意に 

存在するか，すなわち不動点方程式：̂*  = エ* が （正数倍を除いて）一意な解エ* £ 尺を持つか，が 

問題として提起される。さらにもし均衡が存在するなら，それは大域的に安定であろうか，す 

なわち離散的な動学システム心+1= 7 ^ „ によって生じる点列（心）ね。は全ての初期点0=/=^ 
に対してに収束するであろうか。成長の問題においてさらに興味深い問題は，非線形固有値問 

題 ： が （正数倍を除いて）一意な解 : 尺を持つ場合に， かどうかである。 もし 

そうならば，基 準 化 さ れ た 状 態 の 点 列 (但し，II . IIはある種のヴェク卜ル空間ノルム）が x * に 

収束するであろうか。上記の問題の解答は成長問題については第2 節及び 3 節において与えられる。
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第 4 節及び第5 節においては価格設定の文脈で，同じ問題がより複雑な形で取り扱われる。その理 

由は離散的な動学システムがもはや自律的ではなく変換T 自身が時間に依存するからである。従 

って反復の漸近的な動きではなく，w — o oの場合の非同次的な反復T w T n - i。…。 が分析さ 

れなければならない。結果的には，状態の安定性はもはや期待できず，そのかわりに，全ての経路 

がある種の条件の下である種の安定的な動きをすることになる。非線形なシステムを取り扱う場合 

に，本論文では「非線形」 という単語は線形な場合をスペシャルケースとして含むこととする。線 

形で有限次元のスペシャルケースでは，本稿の結論は「動学的」ペロン. フロベニウスの理論と呼 

ベるものに帰着する。

2 . 均 整 成 長 ：相対的安定性

w 時 点 に お け る 投 入 ヴ エ ク ト ル 心 を 衫 + 1 期における産出ヴヱクトルぬ+1e 六：（但し， 

1N={0，1，2，"_})に変換するT を生産技術として考えるような閉生産モデルを考えよう。有限種類 

の財の場合には尺は有限次元ユークリッド空間 ]R d の正象限 IRとなり，無限種類の財の場合には 

尺は数列の空間 a の正象限a ) + と考えられるかもしれない。均整成長経路とは非線形固有値問題 

T x * =  A* x * に よ っ て 与 え ら れ る 初 期 投 入 量 と 成 長 率 ス 0 を用いて，バニス* " ?  
for w e  I N として表現される。均整成長経路が相対的に安定であるとは，任意のゼロでない初期 

投入说ニズに対して心+1= w e  I Nによって与えられる経路が最終的には均整成長経路とし 

て行動する，より正確には

lim =  c (x)  x*
n  -*oo A

のことである。但しここで， ||ょ*|| = 1 となるパ已尺とバ * > 0 は ： ス*バの一意の解であり 

c ( x ) は初期投入量に依存する非負の定数である。均整成長の非線形的な設定における相対的安定 

性は， まず R . M .  Solow と P . A .  Samuelson [ 3 4 ] により分析され，M. Morishima [24] 及び

H.Nikaido  [ 2 7 ] が続いた。さ ら に [ 4 ， 5 ， 7 ,  8 ,  9 , 1 3 , 1 5 , 1 9 ,  25, 26, 28, 30, 32, 
3 6 ] 等によって研究された。

相対的安定性に関する結果を示す前に，いくつかの用語，特に単調性の条件に関する用語を導入 

しなければならない。今，E 辛{ 0 }を||_||をノルムとするバナッハ空間とし尺を丑に含まれる閉凸 

錐とする。i H こは次のように順序が入れられる。すなわち x くy i f f リーx e K ; x  く?/は x  く?/か 

つ t 本 く y はダ一i が A■の内部 i t に含まれるとする。六Tはノ一マルでありQ < x くy の場合 

には I W K M Iであると仮定する。自己写像T  ： K — K が 

増加的であるとは

0 < x < y  ならば W T x  く Ty  •，
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正同次であるとは

T{Ax) =  ATx  for all x ^ K ,ス之 0 ;
半直線保存的であるとは

パ之0 とx G K に対してア(バx ) : / !  (x )  T i となるバ( x ) > 0 が存在する；

凹であるとは

T(Ar 十（1 一/0  y ) >  A T x-\-{l —X) T y  for all 0 < /^ < l and x , y  ;
■rにおいてプリミティブであるとはs (エ）乏1 が存在してx  ならば 7^は)エ<  7"sU)y for y ^ K  ; 
A C 尺で上昇しているとは単位区間 [0，1 ] 上の連続な自己写像 0 が存在してスく 0 ( メ）for 0<A  
< 1 及び全てのもダ£ ^ 4 と全ての /i e [ 0 ，l ] に 対 し て / な ら ば 彡 （メ）T x <  T y となることと 

する。

定理 1 . ( [ 16])
T が半直線保存的であり，b e 尺 111x11 =  1 }上で上昇しており， 

となる<2=a (ェ，y ) が存在するならば，固有値問題T ! r = / l rは
x,  y ^ K\ { Qt } に対して  a T x く Ty

Tnrlim irr̂  I, =  x*  for all x ^ K  with T x ^ O
T I-oo \\A X \\

と な る 一 意 な 解 ||ェ*|| = 1 ，A * > 0 が存在する。

定理 2 . ( [ 19])
もし：T が定理1 の仮定を満たし、さらに：T が正同次であるならば、増加的で正同次かつt 辛0 に 

対して厳密に正であるような関数：)：h  c U ) について相対的安定である。さらに

II — C {x) x*\\ < -----^  '、)) all n ^ l ,  all 0 ^ = x ^ K ,

である。但し，r は r (ァ)くァf o rァ> 0 となるIR+の自己写像であり，び（ェ）̂ )，/? (x)〉0 である。

注意.
1 . アァがあるについて上昇的であれば十分である。均整成長経路解ょ* と/^の存在を保証するた 

めに上記定理においてコンパクトの条件は課されていない。

2 . [ 9 ，1 3 ]においては：T が弱く同次的である，すなわち任意のメ之0，任意の■rC/T，および/ (0) =  
0，かつ + / U ) がス> 0 について非増加的であるような]R +の自己写像 / について：T ( / lr )  =  
/ ⑶ァェとなる場合に定理1 と似た結論を得ている。定理 1 に関係する結果はまたは[ 9 ，37] に 

も見られる。

以下の 2 つの系は相対的安定性についてより取り扱いやすい形での基準を与えている。

87



系 1 • ( [ 1 9 ] )
7 "を継続，凹，正同次でかつ，ある定数<2>0, 6 > 0 と に 対 し て

ae < T x  <  be for all x ^ K ,  ||j:|| =  1
とする。このとき，

I c ( x )エ*|| <  c o n sta n t. ( 1 — |- ) n_1 ||x|| for and all n > l ,  and all 0 = ^ x ^ K

という評価に対して相対的安定性が成立する。

系 2 .  ([24，25，31])
(増加的なノルム丨I -II ) を入れた五= ] R d と し 仄 で ， T を連続，正同次的，増加的で，かつ 

全ての点においてプリミテイヴであるとする。この時，全ての ：̂ と こ 対 し て

II イ * # -  C (x)  x*\\ <  办 ”_1(a) ||x||

という評価に対して相対安定性が成立する。但し， s はアのプリミティヴ指数であり a > 0 ，/?>0  
は定数である。

次の例が無限次元の場合の系1 を表現している。

例 . 
E  =  h ^ \ x = ( x i , エ2…）Ij ’̂e l R ，Y  1 ^ 1< °° |
K = ( h ) +  =  { x ^  h {oCi^O for i =  l,2,---}
とし， T を次のような有限個の関数の各点における最小値とする。すなわち，

如之0 に対してS : h— l\, {Sx) i  — ^  a t j X jとして

0 < U i =  inf {aij Vi= sup mK 00, Ui<^kvi for som e k and / ̂  1 とする。系

1 及 び 2 のスペシャルケースとしては五= R d，尺= R ム 及 び ：T r = A _ : cがある。但し，A は全 

ての要素が厳密に正の行列である。

3 . 均 整 成 長 ：絶対的安定性

相対安定性を得るためにT は収穫一定を意味する正同次性を仮定されていた。収穫遲減の場合 

には

lim T nx =  x*  for all Q半x E K
という絶対的安定性が成立する可能性のあることが知られている。例えば，（増加的なノルムを入れ 

た）有限次元五ニ ]Rd，と AT=]Rfと次のような尺の自己写像T を考えよう。すなわち，連続で増

88



加的，分解不能， 0 においてプリミティヴ，かつ 0 < w < l であるw 次の正同次的つまり

T  (Ax) =  Am Tx  for a l l ス>0,  x ^ K  
である。すると， T は絶対連続性を持つような一意な不動点ょ* > 0 を 持 つ （[28] ) 。この結果は 

前節と同じバナッハ空間の場合にも次の定理のように一般化される。

定理 3 . ( [ 1 6 ] )
もしアの反復：r ，ァ之1 が全空間錐/':上で上昇的であり尺 \ {o}から尺の内部犮への写像であり，

T が連続でょ十0 に対して：T x _ 0 ならば，不動点方程式： は一意な解 :):*e 犮を持ち，

lim T n=  x*  for all x e / C \{ 0 }
となる。

有限次元の場合でも定理3 は 上 記 [ 2 8 ] の結果より一般的である。なぜなら0 < w く1 に対して 

m 次の正同次な写像は0 U )  =  / T に対して，尺上で上昇的だからである。

注意.
T の一意な不動点の存在が知られている場合には，定理 3 の仮定を弱めることができる。例えば， 

有限次元の場合に次のような結果が成立する（[23，31]):
もしr が連続で，上昇的，任 意 の •スe [ 0 ，l ] に対して：T O r ) 之パ:r r となり，さらにアがー意な 

不動点: c * > 0を持つなら，任意の1 > 0に対してlim T nx =  x * である。

もしm 次の正同次性の仮定を落とすと，仮に導入的な例の全ての他の仮定が満たされていても， 

不動点：c * の存在が保証されない。 しかしながら，軌 道 { n | w > o }， に対して次のような意 

味での極限集合の三分法が成立する••すなわち，

( i ) 全ての軌道が有界でない。

あるいは

( i i ) 全ての軌道は0 に収束し， 0 は ：T の一意な不動点である。

あるいは

( i i i ) 全ての軌道は兌の 0 ではない一意な不動点に収束する。

である。

もちろん，相対的安定性が成立していればパ* > 1 ノ* < 1 ，， = 1 の 3 つの場合に応じて極限集合 

の三分法が成り立つ。次の結果は，正同次性は成り立たないが，0 < m く1 となるm 次の正同次性 

を一般化した条件の下での，極限集合の三分法である。

定理 4 . ([22])
もし， 丑ニ驭'  K = U t で， T が連続，増加的， 0 においてプリミティヴでありかつある左> 1 に 

対して

T k ( A x ) > A T kx  for all x >0,  all 0 < / l <  1
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であるなら極限集合の三分法が成立する。

注意.
定理4 において，次のd  =  2，x =  [x'，X2)の簡単な例で表されるように極限集合の三分法の3 つのケース

は全て起こりうる：

case( i ) はアょ=(7^"+3：£：2, 2xi )の場合，

随 （11)は む の 場 合 ，

case(iii)はアエ= ( / ^ + / ^ 2"，V î")の場合である。

次の非線形リゾルヴヱント問題への応用のように，定理 4 を用いて， まず極限集合の三分法を示 

し，次にケース（i ) 及び（i i ) を排除することによって，絶対安定性を証明することができる。

例.非線形リゾルヴェント問題

R f を連続で増加的，A ( A x ) ^ A A x  f o r 尤之0 ,スe [ 0 ，l ]，かつある：c0之0 に対して /1 (ぬ) 
< エ。とする。任意の c e ] R デ，c > 0 に対して， 7 > = / L r  +  c はん= 1 として定理4 の仮定を満たす。 

( T は m 次の正同次的ではない。）ゐから出発する軌道は有界であるから極限集合の三分法のケース 

( i ) は不可能であり， T 0 > c > 0 であるからケース（i i ) も不可能である。

定理 4 は，前節のようにバナッハ空間の設定の場合に強め拡張することができる。例 え ば [23] 
では，（E ，II . II ) においてすべての有界な軌道がコンパクトな閉包を持ち， T が連続で犮辛0 を 

それ自身へ移す写像で，ある左之1 に対して T N i K \ { 0 ) を允へ移す写像で： が part m e t r i cに 

ついて縮小写像である時，極限集合の二分法が成立することが不されている。ここでpart metric 
とはp C r，) = —log inf {ス> 0 |̂ ■く y く /l r } で定義される。 ア* の縮小性は，0 < w < l である m 次 

の正同次性を一般化した定理4 の性質 T k { A x ) > A T kx を拡張したものである。

4 . 相互依存的価格設定：経路安定性//弱いェルゴード性

生産者 y，y e { i ，•••めが他の生産者が生産した財及び（同質な）労働を用いて財ノ_を作るようなゴ 

個の生産者を考える。 0 によって第メ生産者の生産可能性集合とする，すなわち 

は， 6 £ { 0，1，- " }時点において，m 単位の第ノ_財を作ることのできる生産要素 ( a，l ) からなる。但 

し，f l e R ミは原料投入のヴヱクトルであり / e ] R + は労働投入である。財の価格ヴェクトル p G R f  
と賃金如e ] R + を所与として， t 時点においてu 単位の第ノ_財を作るための第ノ_生産者の最小費用 

とは

Cj (p, w,  u,  0 = i n f  {{pa-\- wl)\ {a,  l ) ^ A j  (u,  ,)}
のことである。ここでp a は内積 2  Pi at for p =  (jh,…，p d), a =  {ai ,"-,ad) である。u 単位 の t 期

i =  l
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のノ_財を固定すると，関 数 ( p，w ) い ( p，tu，u ，t ) は凹で正同次的である。費用関数をもとにy 
財の価格を設定する方法を考えると，第 y 企業は関連する費用関数g ( p ，叭な，̂ ) を最小費用G  
から導出するであろう。例えば，関 連 す る 費 用 関 数 は 限 界 費 用 广 u- i d あるいは平均費用 

(収穫一定の場合にはシエファ一ドの補題によつて両者は一致する），あるいは他のなにU
かである。我々は，関連する費用関数も（凡切）について凹かつ正同次的であると仮定する。こ 

れは関連する費用が限界費用または平均費用であるときには満たされる。

例として，相互依存性が，それぞれ時間に独立な（線形の）レオンティエフ型の技術とコブ•ダ 

グラス型の技術で与えらえることを考えてみよう。 レオンティエフ型の技術の平均（限界）費用は 

Cj (p, w,  u,  t) = a j p  +  w l j で表される，但しここでめ e K f はゾ財1 単位の生産に使われる財の量 

であり /,.は使われる労働の量である；すなわち列がの .，1句•幺ゴのイ于列はレオンティエフ投入産出 

行列である。この特別な場合には，> の関連する費用関数は線形になってしまい生産量Wに依存し 

ない。 これはコブ • ダグラス型技術の場合には成立しない。この場合には平均（限界）費用は

d 1
Cj (p,  w,  u,  t) — k j Y \  Pi alJ/e' u ^ + w l j

イ旦し， d
0 <  a u ^ l ,  ^  ai j =j 3j >0

i = l

である。y の関連する費用関数は線形ではないが， （p，w ) について凹で正同次的であり，日产1 の 

場合を除いて生産量u に依存する。

これからは内性変数を減らし賃金は価格に依存すると仮定する。よ り 正 確 に は =  であり 

JO h  W(JD)は凹で正同次的であるとする。（例えば，与えられた実質賃金c e l R f に対して加（p)=JDC 
のケースである。より複維な場合には効用最大イ匕を許すこともできる。C f . [ 1 0 ] )従って，ノ•の関連する 

費用関数はC八!)，u,  t ) と書けp e R ? について凹かつ正同次的である。

次期の価格設定について， 湘対）価 格 が 湘 対 ）費用によって決定される古典的な価格設定のル 

一ルを考える。すなわち，

ル “  士1 ) =  Ci ( p { t ) j y j _(t ) , t )  f 1 … } { . . . )
p j ( t  +  l )  c , ( p  ⑴ ，％ ⑴バ）toraれノ  け， ，の  and a i l ’ 印 ’ 丄’ }

っまり，

p ( t  +  l )  =  A ( t )  c (p (t),  y (t),  t) ( * )
である。

ここでp  は t 期における価格P i⑴のヴエクトルであり，ス（り> 0 は比例係数であり，

c { p ( t ) , y { t ) ,  t ) は第 / 座 標 が ( 0 ,  t ) ( ルは，期の財 z•の生産量）の/期の関連する費用 

のヴ工クトルである。上記の価格設定のモデル（* ) は [ 1 8 ] によって展開された。同様のフレー
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ムワークにおける価格設定のモデルについては [ 2 ， 5 ， 6 ，10，13，14，1 5 , 1 7 ,  35, 3 8 ] に見 

られる。費用演算子T ( t ) とは

T  ⑴  p =  c {p,  y  ⑴ ，t)
によって定義される。 T ( t )  : R f — K f は凹で正同次的な非線形写像である。従って方程式（* ) は

p  (  ̂+  l ) = / l  ( 0  T  (t )  p ( t )  ( * * )
と書くことができる。

時間に依存する費用演算子を導入することにより， ⑴について詳細な議論をしないです 

むのである。関連する費用と生産物の価格との関連は運動法則：r “）のパラメーター変化として 

現在期 / を通じて現れる。 も し （* * ) においてすベての，について / と仮定すると（cf. 
[38], ( * * ) は写像の列（ア⑴ )⑵の不動点問題として取り扱うことができる。 しかしながら，相 

対価格を扱う場合には / 手1 を認めることが適当であろう。価格を基準化することによって， 

次のように / U O を消去することができる：

( 木氺氺)

j=i b ⑴丨丨’ 丨丨m i

(但し定義できる場合）とする。す る と （* * ) は p “ + i ) = f ⑴ - ⑴あるいは相対価格力⑴を単 

に p ( t ) と書くことによって次の非線形，非自律的な離散型動学体系が得られる。

P (t + l )=T(t )  p(t), p ( t)^S = {p^Ri  | IIjdII = 1}
すなわち

pQ + l ) = T ( 0 。ナ“ 一1)。…。T(l)°T(0)p(0)
である。

基準化のために、この動学体系では通常の線形レオンティエフモデルにおいてさえ，非線形であ 

る。仮に，関連する費用が時間に直接依存していなくても，生産量に依存するため，体系は非自律 

的である。これからは関連する費用は時間に直接は依存しないと仮定する（技術変化は次節で取り 

上げられる）。

バナッハ空間 [E,  II • II ) の閉凸錐を尺とし，写 像 7； : 尺 for w の列によって与えられる

非自律的な動学体系は次の条件を満たすとき経路安定性を持つという：すなわち任意の出発点エ0, 
yô K \ { 0 ) に対して心+1=T„_ r„及び如 +1= 7 ；如 f o r 於之0 によって定義される経路が最終的には 

お互いに近づく，つまり

lim \ x n~ y n\ =  0
である。体系は任意のXo, y o ^ K \ { 0 } に対して上記の経路が /T \ {0 }にとどまり，かつ

把 11命 —参 1 = °
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であるとき弱いエルゴード性を持つと呼ばれる。経路安定性（弱いエルゴード性）はすべての経路 

が （基準化された経路が)，多少不規則ではあっても，最終的には同じように動くことを意味してい 

る。また，経路は外性的なショックによって変化があってもしばらくすると元の形に戻るという意 

味で安定的であるということもできるであろう。

システム （* * * ) すなわち

p  (  ̂+  1 ) =  f { t )  p ⑴ ，p ⑴ I ||p|| =  l}

但し T ( t )  p =  忠 || 及び T ( t )  p =  c ( p，w ( p \  y ( t、、

の経路安定性/ 弱いエルゴード性を証明するために，次のような仮定をおくこととする。（写像 ：T 
( t ) の正同次性により，（7 X 0 )《乏o によって与えられるシステムの弱いエルゴード性は，（す( / ) )^之0 に 

よるシステムの経路安定性と同一である。）

正符号性と単調性に関する仮定 

( i ) 費用は正である。すなわち，

ある 2’が存在してCj ( e “ w ( e t) , め）> 0  for a l l j  with y>>0 (た だ し は R d の第/単位 

ヴヱタトル）。

( i i ) 費用は簡潔化できない。すなわち，

0 S / S { 1 ，…メ} に対して / G / ，ノ•贫 / が存在してCパの，％；(&)，め）> 0 となる。

( i i i ) 費用は生産量について増加的である。すなわち，

V i卜 Cj (p, w,  y j ) は増加的である。

( i v ) 生産量は最終的に有界で正である。すなわち，

ある数め，巧> 0 とん之：0 が存在してUj く y j ( t ) く Vj for all j ,  a l l t0 となる。

定理 6 . ( [ 1 8 ] )
仮 定 （i ) — ( i v ) の下で価格設定の過程は弱くエルゴード的である。つまり勝手な初期価格p  (0)，
q ( 0 ) £  S'によるすべての基準化された価格経路 t H  p ，t b  q に対して

lim || p ( t ) - q  { t )  || =  0
となる。

注意.
( 1 ) 定理6 の証明は [ 1 1 ]の結果を用いる。

( 2 ) 経路安定性/ 弱いエルゴード性については[11，17，18，20，2 1 , 2 9 ] も参照のこと。

( 3 ) 関連する費用が生産量から独立で，その代わりに時間に直接依存する場合，すなわち 

( p )，t ) の場合，定理6 と似た結論が証明できる。また，次節の技術変化の議論も参照せよ。

上記のレオンティエフ技術及びコブ_ ダグラス技術の例に戻ると，定理 6 の仮定は次のようにし
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て満たされている。すなわち，単にすベての労働投入が（厳密に）正であり ]9之0 に対してW (p) 
> 0 でありさえすれば，仮 定 （i ) 及 び （i i ) は両方の例において満たされている。レオンティエ 

フ技術の場合，関連する費用は生産量から独立であり，そ れ 故 （iii) は自明に満たされており

( i v ) は不必要な仮定である。 コブ • ダグラス技術の場合，す べ て の に 対 し て 0 く怂< 1 の場合に

( i i i ) が成立する。怂= 1 の時には関連する費用は生産量に依存せず（i v ) は不必要な仮定である。 

怂< 1 の場合には（i v ) は，例えば需要のように，システムの外部に関係する仮定である。

5 . 相互依存的価格設定：強いエルゴード性

バナッハ空間 (E,  I I - I I ) の閉凸錐を尺として，写 像 7； : 尺 for w の列によって与えられ

る非自律的な動学体系は次の条件を満たすとき強いエルゴード性を持つという：すなわち任意の 

■roe i T \ { 0 )に対してぬ+1= 乃 办 for w之0 によって定義される経路が；T\ {0}にとどまり，かつ， 

ある x * E K が存在して

lim -n~ rr =  x*n-*oo II エ 7l||
である。次の結果は上記のバナッハ空間の場合に強いエルゴード性の基準を与えている。

定理 7 . ( [11，12])
半直線保存的であって7；Cr) =  0 i f f  x  =  0 となる写像 7；:尺— 尺の列による非自律的な離散型動 

学体系を考える。写 像 Tnが S =  { z e / C | r | |  =  l } 上で尺の自己写像 T に一様に収束すると仮定す 

る。 アについては， アが上昇的で S 上で一様連続かつ，ある数 a，6 〉0 と 0キe e / T が存在して 

任 意 の に つ い て a e < T x  く b e であると仮定する。

すると 7 >  = んc は一意な解？ バ* > 0 を持ち，さらに

lim | ^ |  =  x* uniformly for Xo^iiC\{0}

となる。

定理 7 を用いて，前節で扱った価格設定過程の強いエルゴード性について次の結果を得ることが 

できる。

定理 8 . ( [ 1 8 ] )
価格設定過程を考え，定理 6 の 仮 定 （i ) 及 び （i i ) の他に次の仮定を考える_•

( v )  Cj (p,  w ( p ) ,め)は p に つ い て 連 続 で 丨 丨 丨 p = l 丨| } 上で y j について一様連続である。

( v i ) 生産量は収束する，すなわち， l i m y ⑴ = ， £ 财である。

すると，座 標 （7>)尸 0 ( 凡 如 0 ) ，パ）によって定義される： について，方 程 式 乃 =
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A p は一意な解ダ》0, II p*  H i , バ* > 0 を持ち，相対価格 p ひ) £ 5 に関して lfim y  ( t ) = p * となる。

すでに述べたように，価格設定の過程に技術変イ匕を導入することもできる，すなわち関連する費 

用が明示的に時間に依存するのである。簡単化のために関連する費用が生産量から独立であると仮 

定する，例えば時間に依存する投入産出行列を持つレオンティエフ型の技術である。一般的には， 

次の経路安定性が満たされる単純な例が示すように強いエルゴード性を期待することはできない。 

例 . （[17，20])
一つの 財 （とうもろこし）を同じ財と労働だけから作るような経済を考える。 1 単位のとうもろこ 

しを作るのに実物投入として+ 単位のとうもろこしが必要で，ま た 夏 （，が偶数）には労働投入 

を必要とせず冬（t が奇数）には 4 r の労働が1 単位の生産のために必要である。結局，

生 産 可 能 性 集 合 A  (仏 0
u , 0 ) , t even

t odd

かつ価格は労働によって測られる，つまり w = l ，

最 小 費 用 関 数 C (p, w,  u,  t)

費用演算子 T ( 0 : R +  — R + は

t even

T ( t ) p
T P，

如 + T

t even
t  odd

によって与えられるアフイン写像である。

非自立系，アフィンな離散型動学体系p U  +  1 ) = T ( 0 p ⑴ f o r によって与えられる価格は， 

初期価格p ( 0 ) > 0 に関係なく lim p ( 2 t ) = ^ でまた l im p (2，+ 1 ) = j である。

従って，l i m p ⑴は存在しないが任意の 2 つの経路について l i m | p ⑴ 一g ( 0 |  =  0 すなわち，経

路安定性が成立している。

ところで，初期価格 p ( 0 ) を固定しておいて，写 像 ：T ( 0 ) とア（1 ) の，（…。7X1)。7X0)。7X1) 
。ア(0 )だけでなく）任意の無限回の合成を許すと，集積点の集合はフラクタル集合すなわちカント 

一ル集合になる。経路安定性はこのフラクタル集合がP ( 0 ) から独立になることである。

次の結果は，技術変化のケースにおける価格設定において強くエルゴード的になるための条件を 

与えている。

定理 9 . ([10])
以下の仮定を満たす技術変化のある価格設定過程を考える：すなわち
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