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「三田学会雑誌」87巻 1 号 （1994年 4 月）

有限行動のLarge Gameについて：総合的考察*

M . アリ•カーン
(ジョンズ. ホプキンス大学〉

イヱヌング•サン
(シンガポール国立大学）

1 . 序

L arg e  g a m eに関する理論としては， ともに70年代に溯ることができる，ふたつの定式化が知ら 

れている。第一の定式化は，シュマイドラー（Schmeidler) [ 1 9 7 3 ]に負うもので，プレイヤーの 

名前の測度空間にもとづくものである。それゆえそれは，匿名ではない（non-anonymous) la rge  

g a m eの定式化になっている。他方，第二の定式化は，マス一 コ レ ル （Mas_Colell) [1 9 7 8; またよ 

り洗練された1984年の定式化をも参照のこと] に負うものであり，プレイヤ一の特性の分布にもと 

づいている。それゆえそれは，匿 名 の （anonymous) la rg e  g a m eの定式化になっている。これら 

ふたつの定式化の相違は，プレイヤ一の社会の反応 {societal responses) への依存をどのように捉 

えるかということによっている。

第一の定式化では，プレイヤーの利得は平均された（積分された）反応に依存している。それに 

対して第二の定式化では，反応の分布（確率測度）に依存している。これらすベてのことは，ふた 

つの定式化が技術的にも内容的にも異なっているという事実を明確に示している。

第一の定式化は，そもそもその概念からして測度理論にもとづくものである。プレイヤーの名前

* 本稿の草稿は1993年 7 月に東京で開催された慶應義塾経済学会/東京工業大学主催のコンファレンス 

『経済理論における非線形および凸解析』における招待講演で報告したものである。現在の版は，ブ 

ルーミングトンとインディアナポリスとにおけるインディアナ大学のミクロ経済学の研究集会におい 

て報告したものである。両著者は，ボブ. アンダーソン，シュビール• チヤクラバルティ，ジョー•ノヽ  

リングトン，レオ • ハーヴイッチ，サンダ . キム，カリ . ラス，ネイノレ. ロスマン，ボブ • サンデイ， 

山崎昭， Shinji Yamashige，矢野誠の各教授の質問および激励に対して深甚なる感謝の意を表した 

い。しかし，ありうべき誤謬の責任は著者に帰する。この論文は1993年10—11月にイエヌング•サン 

がジョンズ• ホプキンス大学経済学部を訪れた際に完成した。両著者はそのような訪問の機会を与え 

て下さったロウ_マッキ一ニ教授に感謝している。
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の空間が，設定からして，このことを明確に示している。他方，第二の定式化は，確率測度の用語 

によって述べられているという事実にもかかわらず位相的なものである。これらの考察のより完全 

な説明はカーン（Khan) [1986，1 9 8 9 ]を参照のこと。 しかし，プレイヤーの名前の空間とプレイ 

ヤーの特性の空間とがともにアトムレスであり，かつ行動集合の要素が有限個に制限されている場 

合には，ふたつの定式化が本質的に同値であるということは十分に認識されていない。このことは， 

ここでの関心事であるシュマイドラーとマス一コレルの定理にも当てはまる。社会の反応のふたつ 

の定式化は，本質的に同等である。同等であるということは，位相同型であることを意味している。 

本稿はこの同値性に彫琢を加え，さらに補足として行動集合が可算無限の場合についていくつかの 

考察を与える。

そこでまず，シュマイドラーのケースを取り上げ，その純粋戦略のクールノ一 =ナッシュ均衡の 

存在に， さらにマス一コレルのケースを取り上け，その対称的なクールノ一 = ナッシュ均衡の分布 

の存在に焦点をあてる。シュマイドラーがその論文でしたようにルベーグ空間 [0 ，1 ] ではなく，

より抽象的な測度空間の設定の下で彼の定理を考えるならば，プレイヤーの特性の空間をプレイヤ 

一の名前の空間とみなし，それによってふたつの空間を恒等写像で結びつければ，彼の存在定理か 

らマスーコレルの存在定理を導き出せる。この簡単な考察を踏まえれば，残された議論は，確認の 

ための決まりきった段取りを踏むことでしかない。 しかしながら， もしシュマイドラーの定理を 

[0 , 1 ] において主張するとすれば，任意の完備可分な距離空間上における測度は，アトムレスな確 

率空間上で定義された確率変数によって導入された測度とみなすことができ，本質的に同一の推論 

を行いうることを主張するスコロホッド（S k o ro k h o d )の補題を用いなければならない。これにつ 

いては，マス一コレル [1 9 8 4 ]の示唆とラス（Rath) [ 1 9 9 1 ]のその説明を参照のこと。

このような理解しにくい手段は避けて，単にすベてのプレイヤーが同一のシュマイドラ一型のア 

トムレスなゲームは，特性の空間における一点にのみ集中したマス一コレル型のアトミックなゲー 

ムを導くという事実によって証明をした。確率論の用語によれば， これは単にアトムレスな確率空 

間上での確率変数によって導入された測度は必ずしもアトムレスとは限らないということである。 

これをもっと技術的ではなくいえば，すべてのプレイヤーが無視可能な匿名ではないゲームは，プ 

レイヤーの無視しえない比率が同じ特性をもっているものといってよい。

この考察によれば，マス一コレルの定理（彼の定理 2 ) を用いることはできないであろう。なぜ 

なら，それは基本的な仮定として，プレイヤーの特性の空間上でのアトムレスな測度をとっている 

からである。ラ ス [ 1 9 9 1 ]はマス一コレルの一般的な存在定理（定理 1 ) とカーン= サ ン （Sun) 

[ 1 9 9 1 ]の “分割化” の手法とを用いてこの困難を克服した。

ラスの補題は，明らかにそれ自体としても興味深いものである。 しかし，彼のアプローチによっ 

てここでの主たる関心事であるマス一コレルの定理 2 からシュマイドラ一の定理を証明するという 

ことは不可能である。そこで，マス一 コレルの定理がつき、のような利得の再誠整 [rescaling、によ
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ってシュマイドラーの定理を含意することを示す。すなわち，名前の異なる同一の主体は，再調整 

によって明らかに異なる利得を獲得する。この再調整の背後にある技巧は，実数の場合におけるリ 

ャプーノフ（L ja p o u n o v )の定理を用いている。そして，確率論からの初等的な補題を用いる。少 

なくとも経済理論においてそれを用いたのはガブツエヴィチ= メ ル テ ン ス (Gabszewicz-M ertens) 

[ 1 9 7 1 ]を嚆矢とする。このような再調整によっても，ゲーム理論の本質的性格は何も変わらない 

ので，上述の困難は回避され，ラスの業績に正面から取り組むことができる。ひとたび再調整を行 

うと，残された議論は再び確認のための決まりきった段取りを踏むことだけである。 もちろんシュ 

マイドラーの結果を “ルベーグ区間” で用いるならば， この初等的な補題でさえも不要である。

シュマイドラーの定理からマス一コレルの定理が容易に導かれることが分かれば， この筋道を迪 

ることによってさらに強い結果がえられるのかどうかを研究してみることに駆られる。われわれは， 

一部は本質的で他の部分は非本質的ではあるが，特性の空間が相互の方法で考えられたときの状況 

に適用し，マス一コレルの定理を強めた結果を示す。別の方法によって，われわれの手法は，ダミ 

—指標と利得とがともに特性を構成するという状況をも考えることができる。 もちろん，ここで匿 

名の解釈を拡張する。 しかし，この拡張された解釈においても， シュマイドラ一の定理がその証明 

のために用いられ，そしてまたこの拡張された解釈によるものは，以前に用いた最小限の手段に訴 

えることさえもせずに，彼の定理を証明することができるということは興味を抱かせることである。 

議論は単に，特性の空間上で導入された測度はいつもアトムレスであるという考察に彫琢を加える 

ことである。

それにもかかわらず， もちろんシュマイドラ一の定理を強める証明には，そのすべてにおいて循 

環的な要素がある。まず取り掛かる最初の結果を証明するために用いられた別の結果を証明するた 

めには，その結果を用いているのである。この循環性に彫琢を加えることさえも，実際にはこの論 

文の要点なのである。われわれは結局のところ，理論の異なるふたつの定式化の本質的な同値性を 

示す。文献参照の便宜を図って，有限次元のユークリッド空間に値をとる対応 [correspondence、

の積分についてのいくつかの標準的な結果に言及する。そしてそれらが，関与している結果の独立 

な存在証明を与えるためにどのように用いられるのかについて素描を与える。

この理論は，行動空間が可算無限の場合にどのようになるのかについて示して本稿の結びとする。 

そこでは，著者の最近の結果を説明する。詳しくは，カーンニサン [ 1 9 9 3 ]を参照されたい。その 

論文では，所与の周辺をもつすべての確率測度の集合の端点は可測函数のグラフ上に集中している 

という伝承を一般化している。ダ グ ラ ス （Douglas) [1 9 6 4 ]， リンデンシュトラウス（Linden- 

strauss) [ 1 9 6 5 ]を，そしてヨ一ア（Yor) [ 1 9 7 8 ]による展望論文を参照のこと。
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2 . いくつかの簡単な考察

R *を / 次元ユークリッド空間として，その非負象限をR 5 とする。Z/fc =  { _ re F n  : ム =

1 } を そ の U  —1 ) - 次元の単体とする。本稿の最後から二番目の節までは，記号 A をん個のすべ 

て異なる要素からなる有限集合{山， • . • ，a k] を表すために保留しておく。確 率 空 間 （ん Y )  

上の確率測度の集合は j  ({山， • . .，a k} ) あるいは j ( A ) と表す。ここではy は A のべき集 

合である。

ここでよく知られたつぎの注を想起されたい。

注 1 A の位相はユークリッド相対位相とし， {山， • • • ， a k} ) の位相は*弱位相とすると 

き，これらは位相同型である。

注 1の証明： 0 ： A — ^ ( { a u • . •，a k} ) はつぎのようなものとする0 すなわち，任意の 

エ E  A  と任意の 'KG {(2 1 ， . ■  . ，a k) に対して，ホ = 2ajevXj .

確かに任意の t  e ふに対して， 0 (エ）& ^ ( { 山， • • . ， k } ) である。 0 が全単射であり，A k が 

コンパクトであることは容易にわかる。よって示すベきことは，多の連続性のみである。そのために， 

瓜から Xn— ~>ょとなる，任意の点列 { ， } を取り出す。い ま {山，• • • ， ak) 上の任意の連続 

函数を取り出す。それは，実数のん個組（ん • • • ，/ , ) である。示すべきことは，

k k

y . f  i x  > — » y  f  j Xj

である。ここで， は の 第 ノ _座標である。 しかしこの主張は仮定から明らかである。

つぎのことを示すことは読者に任せる。

注 2 ir : A を任意の f e ( l ，• . •， k ) に対して，衿U: . )ニめとなる写像とする。ここ 

でら. は の 第 / 単位ベクトルである。このとき，於は離散位相をもったA の埋め込みである。言 

い換えれば，/ I とユークリッドの相対位相をいれた诊0 4 ) の間には，位相同型写像が存在する。

注 3 もしふたつのコンパクト位相空間が位相同型であるとすれば，それらの上での実数値連続 

函数の空間は，一様収束ノルム位相をいれて位相同型である。

，ミ と を そ れ ぞ れ AXZI*， A  x i 上の実数値連続函数空間とする。それぞれの位相は一様収
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束ノルム位相とする。注 1 と3 とにより，これらふたつの空間は位相同型である。 したがって，特 

に断ることなくふたつの空間を移動することができる。このことによって，それらの記号を厳密に 

区別しないで， どちらもねで表記することにする。また 4̂ と集合 { e u ■ • . ， ek} とを同一視す 

る。

3 . ふたつの基準

定理 1 [シュマイドラー] ( 7 \ ダ，/0 をアトムレスな確率空間，，を :Tかられへの可測写像 

とする。 わの代数はボレルび - 代 数 省 （れ ） とする。このときある可測函数 / : : T— ； /  

⑴ = {的， . •  •，み} が存在して，つぎの性質を満たす。すなわち / I - ほとんどすべての / e アに 

対して，

ut ( /  (t), J  f  (t) d A) > ut (et , J  f  (t) d A ), i =  l, k .

たたし Ut ( 0  E  ^ 4  .

シュマイドラ一は，ノレべーグ測度空間[0 ，1 ]の設定で彼の定理を述べたことを想起していただ 

きたい。序において強調しておいたように，このことはここで問題としている点には何の本質的な 

重要性も持っていない。

定理 2 [マス一コレル] A を （I ，淡 ( れ ））上のアトムレスな確率測度とする。そのとき，周 

辺測度 o と r 之4 をもったn ( を4 X A ) が存在して，つぎの性質を満たす。

( i ) r l は # と合致する.

( i i) て(B て) — r({ u, a ) e  ( ^4 x A) ： u( a , rA) ̂  u { x, rA ) for all x e  ̂4 } ) = 1 .

( i i i ) あ る 可 測 函 数 み ：^  4 ---- » A  が 存 在 し て ， r  (G raph*) — r{{ u,  h ( u ) )  ̂ ( ^ a X A )  ' u  e

^ a } ) = 1 .

今後は，定理 1 と 2 をそれぞれ定理S と定理M として言及する。

4 . いくつかの便利な記号

( X , グ）と （r , 夕）を可測空間とする。任意の（グ，約 -可測写像/ :  x — > f に対して， 

/★: J ( X ) —— > ^ ( Y) であり /* ( " )  (B )=  ; / ( / _1(B ) )，V B e  少，▽パ e J ( X ) . ここで，i  

(ダ）とi (.約はそれぞれ（足 ， )， { Y , 約上のすべての確率測度の空間とする。

(Z ,  T ) を別の可測空間とし，ダ：；T をひとつの（爹，T ) - 可測写像とする。そのとき，

( 9 。 /  )* = 分* 。 /★ where ( 分。 / ) ★ : I  ( X ) ---- > ^  (Z).
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これは，任意のスe i ( x ) と 任 意 の ズ に 対 し て ，

( £7 ° /  )★ (  ̂)(B) =  A ( ( g°  f  )~l (B)) =  A ( 广 1 ( g~l (B )))=/*  ( ス）（g一1 (B))

= ( 分* 。/ * ) (パ)(B)

という事実から簡単に導ける。

5 . 定 理 S の帰結としての定理M

定理 S の帰結として定理を証明する。そのために，プレイヤーの名前の空間として空間（れ ， 

身 （れ ) ，パ）を考える。これは明らかにアトムレスな確率空間である。/ をれ上の恒等写像とす 

る。一 それは，定理 S における写像グを表し，それは確かに可測である。そのとき，定理 S を 

適用して，ある可測函数 / : 汝A ^ •，f ( u ) ^ { e u • • • ， e k) が存在して， ほとんどすべ 

てのなG に対して，

u ( /  (u), J  f  (u) d (jl)^u {et, J f  (u) d fi), i = 1 ,•• • ,  k

であることが主張できる。確 か に f  / U ) ゴ" e  であり，それゆえ注 1 の証明における 0

の定義によって， バな）ゴ/0 し ，0 4 ) であり，そして 0 ( /  / ( な）ゴ/ / ) ) = /★ ( " ) _

写 像 （i, / ) ：れ 一 > ( ^ a X A )は可測であるから，てョ( i, / ) ★ ( " ) を考えることができる。

バは確率測度であることから， r も確率測度である。 z■が定理M の要求されているすべての条件を 

満たすことを示そう。 まず初めに，

て(Graph /) =  r {{{u, a )G A  ： a = f  {u), u ^ ^ A} ) ^r  {{{ u, f  {u) ： A })

= ( i, / ) ★ ( " ) ( (  i, / ) O a  )) =  " ( (  i, f Y x (( i, f ) { ^ A  ))) =  // (^4 ) = 1 .

つぎに示すことは，

z > a  =  ( proj i )* ( r ) =  ( proj i )★ (( i, /  )★ ( "  )) =  ( proj i 。（ /， / ) ) * ( "  W *  ( "  ) =  "• 

さらにつぎに見ることは，

rパ= ( proj 2 )★ ( r ) =  ( proj 2 )★ (( i, / ) * ( " ) )  =  ( proj 2° (i,  / ) ) ★ ( "  ) = / ★ ( " )

である。最後に， M G  i ( れ ），" （竹 ）= 1 が存在して，

Br^BzA= B f ^ )  =  {{u, a )^ {^ Ay<A) ： u{a, fi, ( n ))>u{x,  / ★ ( " ) )  for all x ^ A  }

^ [(u, f  (u)) ： ^ a } = (  i, f  )( ^a),

であることが'分かるので，

r (汉 ) = u  / ) ★ ( " ) (仏 ) > u  / ) ★ ( " ) ( ( / ，f ) ( n ) ) ^ / u ( d ,  f ) { n ) ) )

> /i ( ) = 1

を得る。 r は確率測度であるから，示すべきことは完結した。

ラ ス [ 1 9 9 1 ]の論文によって明らかにされたように， もし定理S を （ァ，しノー，メ）ではなくルべ
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一グ可測空間 [0 ，1 ] 上で考えるならば，恒等写像ではなくてスコロホッドの補題によって与えら 

れる確率変数を用いる必要に迫られる。

6 . 定理M の帰結としての定理 S

アトムレス確率空間のいわゆる普遍性 (universality) 性質に関する予備的結果を述べておく必要 

がある。ガブスツエヴィチ= メ ル テ ン ス [1 9 7 1 ;補 題 1 ] を参照のこと。証明はカラテオドリ 

(C ara th eo d o ry )の測度の拡張定理にもとづいている。

補 題 1 ( T ，.ダ，ス）をアトムレスな確率空間とする。このときある可測函数ジ：T ^ ^  

[0 , 1 ] が存在して，それはルベーグ測度を導入する。

さてここで定理S の証明に立ち返ろう。，は可測であるから，確率測度 " e ダ* ( ス）を考えるこ 

とができる。スがアトムレスであるにもかかわらず， / / は必ずしもアトムレスとは限らない。 しか 

しながら，" は確率測度であるから，そのアトムレスはたかだか可算個である。それらを { め h e /  

と書くことにする。ここで / は可算個の指標の集合である。

T {=  メ一1({ m  } ) かつ T 0=  T  /  U 治/ T  

とする。す べ て の / e / に対して，パ,■ = " ( { “ , } ) とする。ス（：r ’）= ルであることは明らか。 

そこで可測空間（[ i，i + a ] ，レ）を考えよう。ここでレは対応する区間上でのルベーグ測度を表す。 

補題 1 から測度を保存する写像

f i  ■ ( T l, .-^ n  T \  ( A I Ti) ) — > ([1，1 +  "  i ]，レ）

が存在することが分かる。

いまT から仏への写像 F をつぎのように定義する。すなわち，

[ G ( t )  fo r all t  ^  T °
F  ( t ) =  I

[ f i  ⑴ 多 ( t )  fo r all t e  T \  i e  I .

確かに F は適当なび一代数に関して可測写像である。 また，その構成によって / / 三F * U ) は 

アトムレスな測度である。

定理M の仮定は満たされているので，それを確率測度 r £ i ( ^ x / L ) と，つぎのような可測 

函 数 h ： Ua — > A の存在に適用できる。すなわち， rA = ゐ★ ( ダ ）か つ I の fxF — ほとんど 

いたるところで，

u' (  h {u) ,  r a ) ^ u  { x ,  ta ) fo r all x  ^  A .

しかしこのことはス- ほとんどすべての t e  T に対して，

79



F  ⑴ （h ( F  ⑴ )，てa ) ^ F  ( t )  ( x ,  Ta) for  all x  ^  A  

であることを意味する。

す べ て の T に対して， g ( t 、=  h (  f ( t y > とする。 このとき，

TA =  hi, ( [jlf ) =  hi, ( A ) =  (h  F ) *  ( A ) =  g * ( ス）•

い ま 各 / e / とパ- ほ と ん ど す べ て の / e ：T に対して， / , . ( 0 ，（0 ( ダ（0 ，ダ* ( / 0 ) > / ；( ひバ 0  

( x ,  ta) for  all x  ^  A .

各 i e  I か つ ス- ほ とん どすべての t E  T に対して，M t 、> 0 であり， T に お い て ス- ほとん 

どいたるところ

,/ ⑴ （g ( t、, g ，（入)) > バ 0 (  X，メ * ( A )) for  all x  ^  A .

注 1 によって，g A 入) = f  g ( t ) d A となることが判明し，証明が完結する。

定理 S が （T ， T ,  A ) ではなくルベーグ測度空間 [ 0，1 ] 上で考えられたならば，補 題 1 を用 

いることをせずに定理M から導けることを指摘しておくのがよいだろう。

7 . 本質的かつダミー特性をもった匿名ゲーム

ここで，定理M におけるように特性空間がひ 4 の直積の場合と，抽象的な確率空間の場合とにつ 

いて，定理M の簡単な一般化を示しておく。

定 理 3 . " を （I X ア，叉（わ ）0 グ ）上のアトムレスな確率測度とする。 

^ ( ( I x T ) x / I )が存在して，つぎの性質を満たす。

(i) r  (^axt) は n である。

(ii) r (B z) =  r ({(( u, t ) , a  ) e ( ( ’ Ax T )X  バ）：u { a, rA) ^ u  ( x, zA) fo r all x

(iii) 可測函数  h'  をaX T  > A  が存在して， r  (G raph、 =  r  (((( O , ゐ（w,

A) ： ( u, t  ) e ( ^ x  T)}) =  1 か つ てA =  kk ( n )■

このとき， r e

^ A } )  =  1. 

t ) e ( ( ^ x T ) x

7 . 1 定理S の帰結としての定理3

p r o j !を X T 上の第 1 正射影とする。それは定理S における写像，を表していて，確かに可 

測である。 （A X T ，1 ( 1 ) ® ズ " ）はアトムレスな確率であるから，定理 S を適用して，可測 

函 数 ，： X T — * R k ； f ( u ,  t)  G { e i - • - e k} を得て，それは /i - ほとんどすべてのU ，0  

X T に対して，

u U { u ' / w m  f ( u , t ) d ^ ) > U  ( e i , f — T) f  (U,  t ) d n  ))，卜 1，. " ，k.  

確 か に / ( “，昨 (以xr) /  (W，りゴバ e  A であ り ，注 1 の 証 明 に お け る 0 の 定 義 よ り ，公（ 

5 (u,t)^(//Â T) /  (u,  t) d  fj. ) ) £ ^ ( A ) である。さらに，必（/ ( “ィ)£(以 x r ) ゾ（w，f) ゴ" ））= / *  ( バ）.

写 像 U / ) : ( a x ：t ) — >( ( ^ a x t ) x a ) は可測であるから，確 率 測 度 r 三（/，/ )★パを考え
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ることができる。定理M の証明で， ( ^ Ax  T ) と f {u, t ) を そ れ ぞ れ れ と f i u )に置き換え 

ることによって r が定理 3 の要求しているすべての仮定を満たすことの確認は読者に委ねる。

7. 2 定理 3の帰結としての定理S

写 像 し ，i )  ： T — > ( ^ a x T ) を考える。（をa X T ) の び 一 代 数 と し て を 備 え て  

いるものとする。容易に分かるように， （/ ，/ ) は可測であり，測度 " 三（/ ，/ ) ★ ( バ）はアトム 

レスな確率測度である。そこで定理 3 によって可測函数み：m — >̂ A を得て，パ一ほとん 

どすベての ( u ,  t ) g  m に対して，

u { h { u ,  t), h i,{  { x ,  h i,{  n ) )  fo r all x  ^  A  .

f  = い し , 0 とする。バ一ほとんどすべての t  G  T に対して，

(t), j  f {t) d A ) >  ̂ (t)( euf  f (t) d A ), i=l, •••, k 

であることを主張する。そうでないと仮定してみよう。す る と /T G ダ; 3 ( / 0 〉0 が存在して， 

r{t){ x, j  f (t) d A )>r (t)( f (t), J  f (t) d A) fo r som e x ̂  A  

and  fo r all t ̂  K  

となる。注 1 によってこのことは

f { t ) {  x , U { A  ) ) > ^  {t){ f  (t ),  A  ( A ) )  fo r som e x  ^  A  and  fo r all t ^  K  

を意味する。 しかし，卜 h 七 ，i ) であることは，

/* ( A ) =  ( h 。 (/, i ))★ ( A ) = み* ° (/, i ))*(バ) = み* ( " )

を意味し，上記の表現を改めて

八 t ) ( x，h* ( j u ) ) >，( t )  ( 0 , /?★(")) fo r som e x  ^  A

and  for all t e  K.

と書く。 u をA t ) のかわりに代入し，

パ((/，i ){K)) =  U  i)AA)  (U  i ){K)=A (a i Y l (ひ，i) (K)))^A (K )>0 

であることに注意すれば，すぐに矛盾を見る。

8 . 存在証明についてのノート

1965年にオーマン（Aumann) は値を有限次元のユークリッド空間にとる対応の積分理論を発展 

させた。こうして，アトムレスな確率空間 (T，JT,  メ）上での対応 F : ：T— > R ^ に対して， 

オーマンは積分の凸性について

f co{F(t))dA=j F(t)dA 

を主張するリャプーノフ= リヒター（R ic h te r )の定理を発展させた。ここで， c o 犬は集合A の凸 

包である。さらに確率空間 (丁，す、A ) と距離空間X 上での対応 F  : T X X — >RAに対して，

81



x 上 で の の 積 分 が /1 —ほとんどすベての：r の ，に関して優半連続であることが，x 上 

の積分の優半連続性を含意することをも示した。詳細はオーマン [1965，1 9 7 6 ]を参照のこと。

周知のように，シュマイドラ一は純粋戦略のクールノー = ナッシュ均衡の存在定理を，よりもっ 

と一般的な設定で獲得される混合戦略均衡を“純粋化”することによってアトムレスな匿名ではな 

いゲームにおいて証明した。彼の定理 1 を参照のこと。この純粋化のために，シュマイドラーはオ 

—マンによって発展させられた積分の理論を，そして特に上に引用したふたつの定理を用いた。 

1991年に，ラスは対応

F  : T  x A  *Ak w here F  { t , x )  =  A rgm axaej*  u t { a , x )

の積分にもとづいて，シュマイドラーの結果を直接的に証明した。ラスは，角谷の定理を用いるこ 

とをつうじて対応

小 : Ak where =  J F( t, x ) d  A.

の不動点を探した。オーマンの可測選択子の定理とリャプーノフニリヒターの凸性定理に加えて， 

ラスはまた積分の優半連続性についての結果を必要とした。ラスの業績によって，われわれは定理 

S の直接的および間接的証明の双方を知っている。

1984年に，マスーコレルはすでに対称的なクールノー  ニナッシュ均衡の分布の存在の直接的証明 

を，対応

^A'X-Ak *Ak where F  { u, x )  =  Argmaxaej* u \ a , x  ).

の積分にもとづいて行っている。マス一コレルはまた，角谷の定理を用いて対応

0 : A  yAk where 4>{x) =  J F(  u, x )  d  n,

の不動点を見いだしている。そしてその中で，彼はオーマンによって発展させられた積分理論の強 

い威力に頼らなければならなかった。

1991年に著者は，ア トムレスな有限ィ丁動ゲ一ムにおける，あらゆるク一ルノ一  = ナッシュ均衡の 

分布は積分のいかなる理論にも訴えることなく対称化できることを示した。このようにして，マス 

— コレルの結果を，たとえばマス一コレルの定理 1 のような， より一般的な設定において獲得され 

るクールノーニナッシュ均衡の分布を “対称化” することによって導き出すことができた。こうし 

て，定理M の直接的および間接的証明の双方が知られている。

この説明を意図した論文の文脈においては，定理 3 の証明だけが残されている。たとえばマス一 

コレル [ 1 9 8 4 ]における写像を適当に修正しながら証明を与えることは読者に委ねる。

9 . 可算無限の行動空間

A が可算無限のコンパクト距離空間である立場に立ち返ろう。カーン= サ ン [1993] の主要結果 

の背後にあることをいくつかの注釈として述べるに止めたい。
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まず初めに，定理S における集合（6 1 ， • ■ • e k) を集合 {6 1 ， • • . e k . . . } に置き換えた素 

朴なアプローチは有効ではないということは明らかである。ひとつには，集 合 {的， _ • • れ • • • }  

を取り巻く空間を特定化しなければならない。そのような空間は必然的に無限次元にならなければ 

ならないから，無限次元空間上での積分に直接に導かれる。積分の凸性についてのリャプーノフニ 

リヒターの定理が，無限次元空間では成り立たないことはよく知られている。そこでカーン 

[1 9 8 6 ]のように，クールノー = ナッシュ均衡を近似することになる。

他方， {幻， - ek) の代わりに {幻， . . . れ _ • としたときにも定理M の言明は，少な 

くとも推測として意味をもつ。ここでも存在に関する素朴なアプローチは有効ではない。たとえば 

もし， {灼， • . . “ • • • } がヒノレベルト空間/ 2 に埋め込まれているならば，行動集合のノルム 

位相におけるコンパクト性を緩めることができる。そして弱位相とすることを選べば，弱閉包でさ 

えも緩めることができる。こうして，A 上の確率測度の空間は， もはやコンハ。クトではないので， 

標準的な不動点定理へ持ち込むことができる。

最近の業績において，著者は任意の可算コンパクト距離行動空間でアトムレスなゲームに対する 

対称的なクールノー  = ナッシュ均衡の存在を報告した。（そのような空間は/2上で弱位相を備えた集 

合 {的， • • • ek • • • }U{ 0 } より複雑にはなりえないことに注意せよ）こうして “対称化”によって 

議論を進めることができる。 しかし，可算な行動集合のすべての部分集合からなる集合も， もはや 

可算ではないから，まえの初等的な（それにもかかわらず測度理論による）議論に持ち込むことはで 

きない。その代わり， クールノー = ナッシュ均衡の分布は，それが所与の周辺測度の特定の集合の 

端点である場合，かつその場合に限り対称的であることを明らかにした。この考察は， クライン=  

ミルマン（K re in -M ilm an )の定理を前面に押し出し，結果の満足いく拡張へと進んでいく。詳細 

はカーン= サ ン [ 1 9 9 3 ]を参照のこと。

1 0 . 結 語

つぎのことを指摘して結語とする。すなわち，行動が有限個の場合においても， larg e  g a m eの 

ふたつの定式化は， もし匿名ではない設定における利得が，社会全体ではなく，プレイャ一の特定 

の提携の上にとられる平均された反応に依存するならば，必ずしも同値ではない。シュマイドラー 

の論文の注を， またチャクラバルテイ（Chakrabarti) = カ ー ン [1 9 9 1 ]の発展を参照のこと。
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