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「三田学会雑誌」87巻 1号 （1994年 4 月）

測 度 か ら な る 空 間 の 上 で 定 義 さ れ る  

積 分 汎 函 数 の エ ピ - 収 束 に つ い て

—— SW EEPIN G過程への応用——

シ ャ ル ル • カスタング
(モンぺリ工大学）

ヴィンセン卜• ジ ャ ル ビィ
(モンぺリ工大学）

1. 序

本稿では，有界変動のベクトル測度からなる空間上で定義され，反射的で可分なB a n a c h空間に 

値をとる積分汎函数のエピ一収束に関するいくつかの結果を提示する。またこの結果が，弾塑性の 

ある機械システムを取り扱うにあたりJ .J .M o reau  ([Mo 4 ] ) によって導入された，sw eeping過 

程の理 論 （フランス語では / ? に応用するのに適した形であることを示す。

本稿の構成は次のようである。第 3 節では，有界変動のベクトル測度からなる空間の上で定義さ 

れる積分汎函数のエピー収束についての新しい結果を示す。これは，C .C astaing ([C  4 ] ) および 

Y .R eshetnyak ( [ R e ] )で得られた古典的な結果を精緻化したものである。また，凸値劣半連続多 

価写像の収束概念に関する有用な特徴づけを与える。一階の sw eeping過程の安定性問題への応用 

は第4 節で与える。第 5 節では，二階のsw eeping過程の安定性に関する結果および最小値の存在 

を扱う。最後に付録において，有界変動の測度からなる空間の上で定義される積分沉函数に関する 

有用な結果を概括する。

2 . 記号の約束および定義

T をP o lish空 間 （すなわち，アは可分位相空間で，T の位相を定義する完備な距離が存在する）と 

し，B ( T ) をそのB o re lび-代数とする。五はノルム||-|丨をもつ可分で反射的なB a n a c h空間，E'

* 1991 Mathematics Subject Classification. 28B05, 46G10, 34A60, 49K24. Key words and phrases.積
分汎函数，下半連続性，ェピー収束，ベクトル測度，測度の積分分解，sweeping過程
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をその強双対空間とし，〈• ， _ > は五と £ ' との間の双対な複線形形式とする。丑' の閉単位球B ' 

には* - 弱位相び(五'，五）が与えられているものとする；それは距離付可能なコンハ。タト空間であ 

る。五'における中心エ，半径 r の開球（resp•閉球）をB(x，r) (resp.B(x, r ) ) と記す。

ア上の有界連続な五-値函数のすべてからなり，s u p -ノルムが付与されているB a n a c h空間を 

r 6(T , E ) と表記する。

職 T ) からど’ の中へのび-加法的な集合函数w を ：T 上の五，-値測度と呼ぶ。また，すべての 

A ^ . ^ ( T ) に対して，

I m  | (^4 )= sup |  S ll w  ( A i ) 1: は ^4 の有限個の! ( 了)-分割 |

で定義されるT 上の非負実数値測度 | m |を測度m の変動という。有界変動で丑 ' に値をとるT  

上の測度w (すなわち， | m jが有界な：T 上のRadon測度）のすベてからなる空間をi 6( 7 \ 五'）と 

記す。丨丨m ||H  w  I ( ア）とおく。

任意のm e i b( ：T，五'）に対して， すなわち

m ( A ) =  ^ ゴf : 丨⑴ゴ丨m 丨⑴， \/A ^ B ( T )

という条件を満たす| w 卜 可 測 函 数 : T —  B ，が存在する。

任意の / G Z b( T ，丑）および任意のm e i 6( ：T，五'）に対して，m に関する/の積分を

\  f  d  m  = ̂  < / ( t ) ,  | ⑴ 〉ゴ丨 m | U)

で定義する。

従って，空 間 五 ' ）は^ ( t ，e ) の位相的双対空間の部分空間と同一視される。この空 

間には* - 弱位相び（i 6( 7 \ 五')，^ b(T, E ) ) が与えられているものとする。通常この位相を弱 

(weak) (あるいは狭，n a rro w )位相と呼ぶ。

ベクトル測度に関し，さらに詳しいことは[ N l ] ， [N  2 ] ,  [ D 1 ] , [D  2 ] , [ J ] ,  [D U ] を 

参照せよ。

^ b(T, E f) の部分集合， は

sup II W II <  +  OO

という条件を満たすとき，有 界 （b oun d ed )であるという。また任意のe > 0 に対して，

I w  | ( T\Ke)  ^  £, V

という条件を満たす：T のコンパクト部分集合兄が存在するとき，， はタイト（tight) (あるいは 

Prokhorovの条件を満たす）という。

Prokhorov の定理 ([Bo 2 ，§ 5 ，Thfeor^me 1 ]， [D M , Th6or6me III. 5 9 ] ) を想起しよう。
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定理 2 . 1 ， をi 6( T ，I R ) の有界でタイトな部分集合とする。このとき，， は J b( T ，IR) 

において相対弱コンパクトである。

アが局所コンパクトな P o lish空間で，^ b{T,  E ' ) には漢（v a g u e )位 相 （すなわち，コンパクト 

な台をもつT から五への連続函数のすべてからなる空間ぎc(ア，五）上の各点収束位相）が与えられて 

いる場合，本稿で述べる結果はすべて，タイト性を仮定しなくても成り立つ。

3 . 積分汎函数のエピー収束

積分沉函数の収束について考察する。Y .R e sh e tn y a kによる結果をP o lish空間の上で定義され， 

B an ach空間に値をとる測度に拡張した結果（付録の定理6 _ 1 を見よ）を用いることにしよう。

次の諸定理を証明するには，いくつかの補題が必要である。これらの結果は，実数値測度に対し 

てはよく知られており， [ B o 1 ，C h ap .III, § 4 ] に見いだされる。しかしながら，読者の便宜の 

ため，これらの補題の完全な証明を与えることにする。

補題 3 . 1 5 をP o lish空間とし，m e y / b( T ,  A ^ ^ b{ S , 1 R )とする。このとき，次の条 

件を満たすM b( T~xS ,  E r) に属する測度が ー意に 存在す る。

m ® A { A x B )  = m { A ) A  {B),  V (A , B ) ^ ( T )  X タ (S).

さらに，

メ| =  |m |®  丨ス丨

および

= か 為 ， — ，

すなわち， ス丨に_ してほとんどすべての（へ s ) e T x S について

纖 ぃ ) = 為 ⑴ ^ 7 ⑴

が成り立つ。

証 明 有界測度I m  | の正則性により，{ N，K P : p E J N ) が T の B o re l分割となるT のコンパク 

ト部分集合からなる列（ル ) Pおよび | m | に関して測度ゼロとなるT の B o re l部分集合N が存在 

する。有界測度U I の正則性により，{似， が S の B o r e l分割となるS のコンハ。クト部 

分集合からなる列（L J  9およびレ | に関して測度ゼロとなるS の B o re l部分集合M が存在する。 

各 [n，q) e  IN x  I N に対して，
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m,p (A)  = m { A C\ KP), \J

Ag ( B ) = A ( B n L g), V B ^ ( S )

で定義されるコンパクトな台supp(wp) = K P, sup p (ん）= L q をもつ測度m p G i b ( T,  E ’) および 

Ag^ ^ b(S,  I R ) を考える。すると， m =  2 m p ，| w | =  2 丨 j およびメ =  2 ん，| バ丨= 2  |ん丨が

成り立つ。 [D 2 ，§ 2 2 ]により，

( 1 ) uqp ( A x B )  = m P {A)  Ag (B),  V {A,  B ) ^ { T ) x ^  {S) \

(2) | レ名 | =  | |® | ん | ;

(3) supp ( レ》) =supp  ( ) X supp (Aq) = KpX L q

と い う 条 件 を 満 た す ( T x S ，五'）に属する測度 4  =  んが一意に存在する。各 C E B  

( T ) ^ ^ ( S ) = ^ ( T X S ) に対して，

II uqP (C)  ||HI m P<S>Ag ( C ) 1 <  丨 m P® Aq | (COH m P® Aq | ( C n [ i ^ x L ?])

^ \ m P \ (KP) 丨‘ 丨（L 9)

が成り立つので，級数 2 レ以C )は絶対収束する。そこで，

レ(C ) =  2  レqp (C ) =  2  m P®Aq (C)

とおく。この級数は絶対収束であるから，レは：T X S 上の測度である。さらに， (p，q ) キ（が，q，) 

に対して， supp ( mP<SiAq) fl supp {mp'® Aq')~ 0 であるから，

丨レ | (C ) =  | 2  m P®Xq | (C ) =  ZI 丨桃p ® ん | (C )

= S  \ m p \ ® \ A q \ (C ) =  (芩 | m P l) ® (芩 | バ《7 I) (C)

= | m 丨®丨バ丨(C).

卜 WUIeJYTxilR)であるから，レはTxS上の有界測度であることがわかる。すなわち， 

レd b(TxS，E，). バ=レとおく 0最後に，[D1，§8] により，このレが一意であること

がわかる。

次に， スIに関してほとんどいたるところ

d  {m®X) _ dm dA . ,
d\ | m | ゴ| ス | ( _ • J

となることを示そう。 （メI， x i ( S ) とする。すると，

( 1 ) 実際，測度mP (resp. AQ) のコンパ ク ト集合KP (resp. L q) への制限thP (resp .ス9) を考える。する 

と，[ D 2 ，§ 2 2 ]により，i  (KpXLq，E，）に属し，承P と J g との積となる測度印= 咖®んが存 

在する。そして，す べ て の に 対 し て ，m ( c ) = 印（c n [ / ^ x z ^])とおくことに 

より，印はノ6 (：TX 5 ,丑'）に属する測度M に拡張される。
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m<S>A ( A x B )  = m ( A)  A ( B ) =  Ja | (t) d\ m\ { t )  | (•?)ゴ | バ | (5)

d\ A\

dA

( s )ゴ丨m I (りゴ | スI (s)

d \ A\ (らs ) ゴ丨m ® ス丨(t,  s)

j ^ ( T x S ) は 集 合 に よ っ て 生 成 さ れ る か ら ，これで（3 . 1 . 1 )が示された。 ロ 

注意 3.2 M .V a la d ie rが述べているように，

v ( C ) =  j  ( t , s ) d ( \ m \ ® \ A \ ) { t , s ) ,  V C ^ ( T X S )

で定義され測度レe i b( T x S ，五'）を用いて補題3 . 1 を示すこともできる。

補 題 3.3 S をP o l ish空間とする。このとき，写像 II  : J b(：T，五'）x i b(S，R ) — W  

X S , 五' )， (m, A) 1 > w ® スはゴ&( ア，五'）x i b(S，I R ) の各部分集合， X I 上で連続である。 

ここで，， はJ b( 7 \ 丑'）の有界でタイトな部分集合，I は l ( S ，IR) の有界でタイトな部分集 

合とする。さらに，n ( ， X f ) は ず ( T x S ，E ，) において有界かつタイトである。

証 明 まず，H T x S ，E ウ にぎ6( 7 \ 五）® r b(«S，I R ) 上の各点収束位相r を与えると，写像 

I I はメ&げ ，五'）x i b(S，1 R )上で連続になることに注意する。これは，妒 （ア，£ )  IR)

の任意の元E U , ® 供.お よ び 任 意 の ( T ，五'） ( S , 1R )に対して，等式

が成立することからわかる。位相 r は分離的でJ b( T x S ，五'）上の弱位相よりも弱い。P rokhor

ov の定理 (定理2 . 1 ) により i 6( T x S ，五，）の有界でタイトな部分集合は弱相対コンパクトで 

あるから，有 界 で タ イ ト な 五 '）の部分集合の上では位相r と弱位相は合致する。よつ 

て， i j ^ b ( T x S ,  E r) で有界かつタイトであることのみ示せばよい。しかしながら補 

題 3 . 1 により，任意の (m,  X ) ^ ^ b ( T,  E ，、x i b (5 , K ) に対して，

が成り立つので，n d x 叉）は有界である0 それがタイトであることを示そう。a = s u p { | |m | | :  

w e ダ}，6 = s u p ( I U I :スe i } とおく。， および文はタイトであるから，各 e > 0 に対して，

< 2  m <S>A) = 'E (ft, m ) 〈仏.，A)

|| m®/l I =  I m®A  I ( T x 5 )  =  | w  |<8>| /I | ( T X 5)  

= I m I (T )  I m  I (5 ) =  || m\\ \ \A ||
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| ス | i S \ L e )  く V A

となる：T のコンパクト部分集合/ ^ およびS のコンハ。クト部分集合L eが存在する。従って，任 

意の0 ノ) £ ， X I に対して，

I m ® バ | ([ T  x  S] \ [^c  x  Le]) <  | m | ® U | ( [ T x  ( 5 \ L £)] U [ ( T \ K e) x  5])

< \ m \ { T ) \ A \  ( S \ し ) + |  m \ ( T \ K . )  U |  (5)

- a ^ t + Y b b 
<  £.

これで， II {j t x j t ) がタイトであることが示された。 ロ

さて次に，ェピグラフ分析に関するいくつかの古典的な概念に関して想起することにしよう。 

([A]を見ょ) :

X をH a u sd o rffで第一可算公理を満たす位相空間とする。（凡 )„ を ^ : から [ -o o , + oo]の中へ 

の函数の列とする。列 、F n、n のエピクラフ上の下裡限（epigraphical inferior limit) (resp.エピグラ 

フ上の上極限，epigraphical superior lim it) l ie F„ (resp .lse F n) を次のように定義する。

lie F n (x) =  {min} Hminf F n ( x n),

lse F n ( x ) — min limsup F n {xn), V x G X .

E の非空閉凸部分集合の列（Cn)nの K uratow skiの 下 棰 限 （inferior limit) (resp.上棰限，supe

rior limit) を

Li (C«)= { x ^ E  : ヨ、ェふ，x n^  Cn, lim x n},

Ls (Cn)=  { x ^ E  :ヨ( xk)k, X k ^  Cnk, x = lim x k)k
と定義するD

また，E の任意の非空閉凸部分集合C に対して，C の支持函数（support function) d* : E ’— IRを

8* (x,  C)=sup <c, x)>, x ^ E '

で定義することを想起しよう。

最後に，多価写像r  ： T ^ —>Eが to G T において劣 半 連 続 （lower sem i-continuous)であるとは， 

r  (ん）n F 幸0 となる任意のE の開部分集合 f に対して，す べ て の ひ に 対 し て r  (O n  v = h小 

となるT におけるんの近傍ひが存在することをいう。

定 理 3.4 y をPol i sh空間とし，沢 = JNUfcx)}とおく。 { ‘  ：ん已欣} を ：T x  B ' x  7 で定義さ 

れ，[0，+  o o ]に値をとる下半連続函数で，すべての（d ん) e ：T x y x ] R に対して， ‘ （ハ . ，夕）は 

上で凸かつ正の一次同次とする。 T X S ' X  F 上で lie 0ん2 一 ，すなわち，（れ:c，y) に収束する
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T X J X  F における任意の点列、(tk，xk，yk))kに対して，

lim inf <j)k {tk, xk, Vk)̂ 4>̂ (t, x, y) (3.4.1)k
が成り立つものとする。（術 ) を m e j b ( ：r ，五'）に弱収束するl 6( T ，五'）の有界でタイトな点 

列とする。（ぬ奴 を ：r で定義され， r に値をとる連続函数の列で， t の任意のコンパクト部分集 

合上で連続函数Mに一様収束するものとする。このとき，

lim inf j <h (へ J^Vlk j (t), uk {t) \ d \ mk\{t) ̂  j ホ八 t,，て桃 | (t), u (t)̂ d\m \ (t).

証 明 便 宜 上 ， mco = m およびUco= u とおく。 I N の （Alexandroffの）一点コンパクト化であ 

るN は，コンパクト距離空間となることに注意する。函数於：：T X 択 X B ' 4 0，+ ⑵] を へ ん ， 

•r)=  0* (しェ，ぬ ⑴ ）で定義する。々が T x 政 X 5 ’上で下半連続となることを示そう。、tk，pic, 

Xk) kを（むp ，r ) に 収 束 す る 召 ' の点列とする。 《= lim  in f*中(4 , Pk,ね）とおく。 p e l N  

のときは，十分に大きいA：に対して，仇= ル吣は連続であるから，点 列 は F において 

め⑴に収束する。6 の下半連続性により，

lim inf 小(tk, Pk, x*) =  lim inf <t>pk {tk, x k, uPk (な)）= lim inf 4>P (4 , x k, uP (tk))
k k k

^  小 P (t, X, Up { t ) ) = t  (t, p, x).

次に， p =  o oの場合を考えよう。部分列を取り出すことにより，a  = \ imk ir { t k ,  P k ,  X k ) かつ i P k ) k  

を増加数列とすることができる。各 w e I N に対して，

/ ti, if n < p u た 上 び , /  if n < p h
1 tk, if pk< n < p k+i, I Xm, if pk< n < p k+i

と定義する。すると，

 ̂=  lim sn, (spk)k = (tk)k,

x  = \\m yn, {ypk)k = (xk)k.

さらに，Mは連続で，（ぬ);！はコンハ。クト集合U, IN }の上でMに一様収束するから，点列

(ぬ （s„))„は F においてM⑴に収束する。よって，（3 .4 .1) により

lim inf f  (4 , Pk,ェ*)之lim inf 命{sn, n ,办)= lim in f  <j)n (s„, yn, un u«))

^  0oo (t, X, U (t ) )= f  ( t r CO, x)

を得る。これで0 の下半連続性が示された。次に，各んe iK lに対して， Vk = m k®8k (ここで，8k 

は (IN, IR) の点で，んに重みをもつD irac測度を表す）で 定 義 さ れ る ( ：T X 的，五'）に属する測 

度れを考えよう。点列（5ふは有界で，明 ら か に タ イ ト か つ O R  IR)においてんに弱収束す 

るので，補題 3 . 1 および3 . 3 により， | レ =  が成り立ち，また点列（レふ は ^ ^ T x
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IN, E，) においてレ„に弱収束する。函数於および点列（レふにR eshe tnyakの 定 理 （定理 6 . 1 )  

を適用すると，

lin\inf / ノ い ス ^ 7ひ，n))dluk]{t'n)
^  f  - f  {t,  n, | (t, n ) ) d \ v ^  \ (t, n) (3.4.2)

を得る。各んe i R に対して， w  =  んであるから，補題 3 . 1 により

dvk d  \ m k®8k) dmk 1
d \ v k \ ( | | ® <Sfc) ゴ T 桃た「 •

従って，各ん已欣に対して，

fTx~ if (’，n , ぶこ: | (t, w)) d\vk\ (t, n) =JT ム ir (，, n , ぶ : : | (t).1 u ) ) ゴ|(5*| (n) d \ mk\ (t)

= f r ベ ひ ，̂ ^ 咖 術 1⑴

= f T “  [t,  J :  | ⑴ ，uk ⑴ ) d \ m k \ ⑴

の成り立つことがわかる。最後に， （3 . 4 _ 2 )により，

lim inf な <f>k ( t, ! ⑴ ，uk {t) ĵ d \  m k \{t) > J  (ら ^  ! ⑴ ，u {t)) d  \ m\ { t )

が成り立つことがわかり，これで証明を終える。 □

注 意 3.5 N はE .B alder ( [B a ])，M .V alad ier ([V  6 ] ) でも用いられている。

定 理 3.B {‘ ： を T X が上で定義され，[0，+  c o ]に値をとる下半連続函数で，すべて

のんe N およびすベての/ e T に対して， ‘ （/ ，.）は 5 ' 上で凸かつ正の一次同次とする。 r x s '  

上で l ie< ^ ^ 0 co ,およびすベての，巳アに対して，彡“ ら_)21se A U ，.）を仮定する。すなわち， 

すべての( j j G T x B j t ’ x ) に収束するT  乂 B ' における任意の点列、tk，x k、k に対して，

lim inf <t>k (tk, x k)> {t, x)  (3.6.1)

が成り立つこと，および

(f>oo(t,x)> lim sup (j)k ( t, Xk) (3.6.2)

を満たす，ょ に （* - 弱）収束するがにおける点列（心)fcが存在することを仮定するのである。

⑴ ) ゴ丨m 丨⑴

で 定 義 さ れ る 上 の 汎 函 数 列 {ん ••んe 放 } を考えよう。このとき，m ^ b ( T , E ,)に
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弱収束するi b( T ，五'）における任意の有界でタイトな点列（m A に対して，

lim inf h k (m*) ^  I卜(m)
k

が成り立ち，また各m e ゴ6 ( 7 \ £ ' ) に対して，m に弱収束するi b( ：T，五'）の有界でタイトな点 

列 { mk) k で
lim sup h k ( m k) ^  {m)

k

を成り立たしめるものが存在する。

証 明 m e i b ( T ，五'）に収束する， における任意の有界でタイトな点列（w ふに対して，

lim inf h k (w fc) >  / 卜 (m)
k

が成り立つことは定理3 . 4 で既に示した。二番目の不等式を示すことにしよう。A .S a lv a d o riに 

よる証明（[S a，Theorem  3 . 1 の証明] ) を用いることにする：m e  ( ア，£ " )を固定し， 

v=-  ^ L lE' ( T , ^ ( T ) , d \ m \ ) とおく。/ か（m ) = 十⑵となれば，証明すべきことはない。 

そこで，000(.，" （.）)已/ ^ ( 7 \ 贫 （D ，ゴ| m | ) を仮定してよい。函数れ：r x が^ >[0，+ ⑴]を

A  (t, x)  = [4>k ( t ,ェ)一0=o(へ v ( 0 ) ] +

で定義する。か は ：T X が上で可測であり，么 “，-)はコンパクト集合が上で下半連続となるこ 

とは明らかであろう。次に，

r*  ⑴ = { y ^ B r : d (v ⑴ ，y)+  0* (t, y )=min {d (v ⑴ ，x ) +  れ (t, x)}}

で定義される多価写像！ がを考えよう。ここで，ゴ は （* - 弱位相が与えられた）5 '上 

の距離を表す。B 'はコンパクト集合であるから，すべての，e T に対して，1 \ ( 0 が非空となる 

ことは明らかである。す る と [CV，I I I .3 9 ]により，1 \ の選択子ぬ£ 1 ^ ( ア，身（：0 ，ゴ| 桃丨）が 

存在する。（3 . 6 . 2 )により，任意の，e ：T に対して，がの点列 Crふ で y ⑴ に （* - 弱）収束し， 

lim* fk (t, x k) = 0 となるものが存在する。

d  (v ⑴ ，Vk ⑴ ) +  れ (t, vk { t ) )<d  {v ⑴ ，Xk)+ れ (t, Xk)

となるので，

lim d (v (t), vk (t))=0,  

lim irk (t, vk ⑴ )= 0

が成り立つことがわかる。他方，0* U ，0) =  0 となるから，れ （ら0) =  0，従って，

( 2 ) 実際，[C V ，III .3 9 ]により，1 \ の（タ_ ( ア)，身> (5 '))-可測選択子以が存在する—— ここで， 

(ア）は货（T )の | ml -完備化を表し，j C B ')は，ノルム位相あるいは* -弱 （Suslin) 位相が 

与えられたがのB orelび-代数を表す。さらに，办U) e B ，で丨m j は有界であるから，以は | m 卜 

積分可能である。丨w 卜測度ゼロの集合上でルの値を適当に変更することにより，vk E L l八 T ，B  
(ァ)，ゴ丨m | ) としてよい。
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d {v {t), vk ( t ))+ f k (t, vk { t ) )<d (v ⑴ ，0)十 f k (t, 0)<Af,

ここで，M =  sup [d (x,  y ) : { x , y ) ^ B ry^Br}. | w | は有界であるから，L ebesgueの上限収束定理 

により，点列（么 （-，ぬ（.）))た は d \ m \)において0 に収束することがわかる。 

ょって，

lim (t, Vk, ( 0 )  —ム (t, v ( 0 ) ] + d \ m  \ (O = 0

となるので，

lim sup  ̂ 4>k (t, Vk (t)) d \ m  \ ^  (t, v ( 0 )  d \ m  \ (t). (3.6.3)

い ま =  | w  | とおこう。（w *)*はi 6( T ，五'）における有界でタイトな点列であることは明ら

か。（mふ が w に弱収束することを示す：/ e r b ( ：T，五）とする0 ( v “ t ) ) k は召'においてV ⑴ 

に収束するので，

lim < /  ⑴ ，vk ⑴ > =  < /  ⑴ , v ⑴ 〉

を得る。さらに， y であるから，

I < / ⑴ ，v ⑴ 〉| ^ 丨丨/⑴丨丨

が成り立つことがわかる。 | m | は有界であるから，ゾG L S  ( ア，省（7")，ゴ| w  | ) であり， Lebesgue 

の上限収束定理により，

lim  ̂ < /  (t), vk (t)> d \ m  \ {t) = \  < / ( / ) ，y (0>  ゴ | w  | Q)

が成り立つ。従って， linu  < /，m fc> =  く/ ，m > .これで（w*)fcが^f b( T ，£ 7 ) 上でm に弱収束するこ 

とが示された。さらに，明らかに

dmk , d { v k \ m  |) ( , _
T U 7 T U j ~  d{ II vk W \ m \ ) [ t ) ~

となるので，

{T 4>k (t ,vk ⑴ ）ゴ | w  | ⑴ [t,  | :  I ) lUfc II ゴ | m | (t)

= レ . ^ TT⑴ ) ゴ1一 ⑴

を得る。最後に，（3 .6 .3) により

lim,s u p L ^ ( ，， ⑴ ) d [ m k l U )- L ん ( ，，~ I W \  ⑴ ) d { m { ( 0 _

すなわち，

1 K W T - i " 办 ⑴ 卜 0,

0， if II Vk (t) II キ0
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lim sup h k (m*) ‘  1ト (m)
k

となり，これで証明を終える。 □

さて次に，以上の諸定理を特定の被積分函数に通用しよう。

系 3.7 F をP o lish空間とする。 を ：T x  F 上で定義され，値が 0 を含む五の非 

空閉凸部分集合となる劣半連続多価写像とする。U ，y ) e ：T x  F に収束するT x r における任意 

の点列(U, yk)k に対して，

C^i t ,  y ) ( Z U{ Ck {tk, y k)) (3.7.1)

の成り立つことを仮定する。( mk)k をJ b( T ，E ，) における有界でタイトな点列でw E J b( ：T， 

五'）に弱収束するものとする。（ぬ)n を ：T で定義され， F に値をとる連続函数の列で， T の任意 

のコ ン パ ク ト部分集合上で連続函数なに一様収束するものとする。このとき，

lim inf J 8* (  |  ⑴ ，Ck {t, u k ⑴ ）) d \ mk\ ⑴  ^  f  d* ( f ^ 1 | (t), Coo (t, u ( 0 ) )  d\m\ (t).

証 明 各んG lR に対して，

0* (t, x,  y ) ^  8* {x, Ck {t, y)),  V (t, x,  y) ^ T x B ' x  Y  

で定義される函数“ ：：T x B ' x  F — 4 0，+ ①] を考える。もちろん，任意の，e T に対して， “  

( t , - , y ) は上で凸かつ正の一次同次である。“ が T x B ，x  F 上で下半連続となることを示そ 

う。いま的の点左を固定すると，（[M ，Lemma 5 . 2 ] ) により， の連続選択子の列（《ふで  

任意のU ，y ) e  T x  F に対して，{un (t, y ) : w e  IN }が C* (t, y )において稠密となるものが存在す 

る。よって，

S* (x, Ck (t, y) )= sup iun (t, y), x>, V (t, x,  y ) ^ T X B ' x  Y.  (3.7.2)

Unは連続で，B ’ には* - 弱位相が与えられているので，函数 (t, x,  y)  I ベu n (t,  y ) ,ェ〉は T x

B 'x  F 上で連続である。（3 . 7 . 2 ) により，函数（ら凡y) Î >8* ( x，Ck ( t，y ) )が T X B 1 Y  Alで 

下半連続であることがわかる。

次に，点列（公ふが定理3 . 4 の 仮 定 （3 . 4 . 1 ) を満たすことを示そう。いま，、tk，x k，yk)k ^ T  

Xが x  y における点列で， y に収束するとする。cGCco( t，y ) とする。仮定

( 3 . 7 . 1 )により，c に収束するE の点列（cfc)t で

ck^ C k {tk, yk), V / ：e I N

を満たすものが存在する。〈c ，ェ> = lirru <c*，j:*>が成り立つ。従って，

<c, x> く lim inf <ck, x k} く lim inf 8* (xk, Ck (tk, Vk)).
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これが任意のc e O o ( t ，y ) に対して成り立つのであるから，

S* (x, Coo (t, y)) < lim inf 8* (xk, Ck {tk, yk)).

従って，

0=o (t, x,  y) く lim inf 4>k (tk, x k, yk)k
となり， T X B ，X Y  Alで “ 定理3 . 4 を点列こ適用することにより，

l i in in f义 ん ( へ-ゴ丫: fc |⑴ ，Uk⑴ ) 如 *I⑴  >  上 べ へ 丨⑴ ，u ( 0 )  d\ m \ (t)

が成り立つことがわかる。すなわち，

lim inf f  d* (-.，てmfc | (t), Ck (t, u k ⑴ ) ) d \ mk\ (t) > J  d* ( ^  丨、t \  Ccc (t, u ( 0 ) )  d\m\ (t)

となり，これで証明を終える。 □

系 3.8 を ：T で定義され，値が五の非空閉凸部分集合となる劣半連続な多価写像

とする。各 ，已アに対して，む > 0 で，すべてのy t e i N に対して5 ( ( U , ) c G ⑴を成り立たし 

めるものの存在を仮定する。また，任意の，e r に対して，

L s ( C “ 0 ) c C c  ⑴ ， （3.8.1)

お よ び に 収 束 す る 丁 の任意の点列（k)fcに対して，

C ^ { t ) ( Z U ( C k (tk)) (3 .8 .2)

を仮定する。i b( T ，E ">上で

M ^ J t さ* [ d jm  \⑴ ，Ck⑴ )ゴ丨m 丨⑴

と定義される函数/ c * を考える。このとき，m e i 6 ( ：T，五'）に弱収束する任意の有界でタイトな 

M b(丁，E ，) の 点 列 に 対 し て ，

lim inf Ick ( mk) ^  Ic^ (m)
k

を得，また各桃£ レ，6( ア，E ' ) に対して，m に弱収束する^ # 6 ( ア，五，）の有界でタイトな点列 

(mk)k で，

lim sup Ick {mk) <  Ic^ (m)
k

を成り立たしめるものが存在する。

証 明 各 A e N に対して，

4>k ( t，x)  = d * ( x，Ck ( t ) \  \ / ( t , x ) ^ T x B ,

で定義される函数‘ ：T x B r— >[0, +  o o ]を考える。（ん)Aが定理3 . 6 の仮定を満たすことを確 

かめよう。系 3 . 7 の証明により，定理 3 . 6 の 仮 定 （3 .6 .2 )，す な わ ち が 上 で U ，.）21se ん

38



u ，0 の成り立つことを示せば十分である。（3 . 8 . 1 ) により，

0co (t, x ) =  8* (x,  Cco ( 0 ) 2  d* (x,  L s {Ck ⑴ ))， M x E B ' .

さらに， [A ，Proposition 1 . 4 0  & Theorem  3 . 9 ] により，

d* (x,  Ls (Ck ⑴ ) = lse 8* (x,  Ck ⑴ )， V x ^ B '

が成り立つ。（仮定5 ( 0 ，̂ ) 〔( ^ ( 0 ，ガ左已” により，[A ，Theorem 3. 9 ] の一様増大性の仮定が満 

たされていることに注意する。実際，T に属するすべてのn こ対して， 5  (0, e )c  C~ ⑴を仮定すれば十 

分である。注意4. 3 を見よ。）従って，0cc(ん.）之lse . ) . 後は定理3 . 6 を適用すれば証明を終

わることになる。 □

次の命題では， [ C 4 ] において第一筆者によって導入された条件とともに，多価写像の収束に 

関する条件（3 . 7 . 1 )あるいは（3 . 8 . 2 )が重要である（[ C D V ]，[ V 5 ] も見よ）。

命題 3.9 S をP o lish空間とする。 を S 上で定義され，値が芯の非空閉凸部分 

集合となる劣半連続な多価写像とする。次の性質を考える。

( i ) Cccの任意の連続選択子0 に対して， の連続選択子んでS のコンパクト部分集合上 

で 0 に一様収束するものが存在する。

( i i )  に収束するS の任意の点列（& )*に対して， ( ^ ( ^ d U i C U s k ) ) .

( i i i ) 多価写像n  : s  x 1 N ^  E,  (s, n) i ^  Cn ( s ) は S x 放上で劣半連続。

このとき， （i ) = ^ ( i i ) ^ 怔 ）. さらに，各んe l N に 対 し て 多 価 写 像 が （H au sd o rffの距 

離で）連続のとき，この三つの性質（i )，（i i )および（i i i )は同値である。

証 明 （i ) = ^ ( i i )は容易である：（s A を s e S に収束するS の点列とし，ょ日じ。）とする。 

[ M ] により，0(5)=ょを満たす Ccoの連続選択子 0 が存在する。（i ) により， C *の連続選択子 

小k で点列U>k、k が S のコンパクト部分集合（S，ぉ：左G 射 }の上で0 に一様収束するものが存在す 

る。従って，x = ( H s ) = \ i m k ( h ( s k) . よって，エ£ ! ^ ( ( ^ (知)）が成り立つ。このことがすべての 

x ^ C d s ) について成立するので，Coo(s)c：L i ( ( ^ U ) ) の成り立つことがわかる。

(ii)=^(iii) : C „。の soにおける劣半連続性により，I I が （汾，w 0) e S x l N において劣半連続で 

あることがわかる。n が （so ,oo)において劣半連続であることを示そう：いまn を劣半連続でな 

いものとすると， F n c » ( s 0)幸0 となる五の開部分集合F で，S におけるSoの任意の近傍ひ，

( 3 ) 実際，1Nの増加数列、kp)pおよびsoに収束するS の点列(Jp)pで，V n Ckp {tP)^Q,  V p e  I N と 

なるものを見いだすことができるであろう。そして，ん < あのときにはれ= ん kPく k く kP+i のヒ 

き に は =  k とおく。点列（sふ は soに収束し，（s*ふ = ( k ) Pであるから，（3_9.1)が確かめられ

た。
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および任意のT V eIN に対して，

ヨset/，3 n l N ,  V r \ Cn{s )~%

を満たすものが存在することになる。よって，Soに収束するS の点列（sふお よび I N の増加数列 

(kp)p で

VjdG IN，F f l C 砂 (s妙) = 0  (3.9.1)

を満たすものが存在することになる。而ら1/n Co (仙）をとる。（知)たは抑に収束するので，ゐに 

収束する点列（心)*で，すべてのy t e I N に対して，ね e C t ( s * ) となるものが存在する。従って， 

すべてのん之AMこ対 し て ね となる7Vが存在する。このことは（3 . 9 , 1 ) に矛盾し， 

n の劣半連続性が示された。

(iii) = >  ( i i ) : (& )*を s0e S に収束するS の点列とし，汾已じ（s0) をとる。各 p e  IN *に対し 

て，I I の (so,⑴）における劣半連続性により，S における* の近傍UPおよび iVPe  I N で

V  s ^ U p ,  V  k ^ N p ,  VpDCk ( s)本 0 

を満たすものが存在する。ここで， FP は開球5 ( ゐ，1 / p )を表す。さらに，（sふ は soに収束する 

ので，k > N Pに対して，なe ひp となると仮定してよい。よって，

v ん > Np, vP n Ck (sic)半 0.
従って，x民 K n G U ) が存在する。さらに，数列（凡 )々は狭義増加的で，ひP i { s 0} となること 

を仮定してよい。

_  I C* (Sk)の任意の点， i f ん<7Vi，
Xk~ \ x pk, if N P< k < N P+,

で定義される五の点列（ね)，を考えよう。すると，任意の A :G INに対して，x 而 Ck [ s A で， 

{xk)k は E においてエ0に収束する。これで（i i )が示された。

最後に，三つの性質（i ) ，（i i )および（iii)が同値であることを示すには，（i i ) = » ( i )を示せ 

ば十分である。この証明は本質的には[C 4 ， Lemme 2 . 4 & Proposition 2 . 5 ] の証明と同じ 

である。いま多をCccの連続な選択子とする。C *は連続であるから，函数 s i ^d{4> (s), Ck 

( s ) )も連続である（ここで，ゴは五上のノルムに関する距離を表す）。さらに，函数列（s i >d(  

( K s \  Ck {s))k は S のコンパクト部分集合上で0 に一様収束する。もしそうでないなら，

lim sup d  ( 0 (5), CkP (s)) ^  a
P S^K

という条 件 を 満 た す 0, 5 のコンパクト部分集合尺およびIN の増加数列（わ^が存在すること 

になる。従って，

( 4 ) 実際，( 3 . 9 . 2 )を満たす/Cの点列（s*ふのみ存在するだろう。尺はコンハ。クトであるから，（むふ 

は s e / H こ収束すると仮定してよい。そして， kぐh のときにはsk=skl， P  くん</tP+1のときには 

Sk = SkP とおく。
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lim d  ( ホ(skP), Ckp (skP)) > a (3.9.2)

を満たす^ : の点列（sふが存在す (l>)。K はコンパクトであるから，（sふ は s e / C に収束すると仮

定してよい。よって

lim inf d  (5), Ckp ( s^ ))  > lim inf d  (0  (s), 4> (skp)) — d  {小{skp), CkP (SkP)) 
p  p

> lim inf d  (0  (SkP\  CkP {skP))

を得る。しかし，これは仮定彡W e C o W c L U G  (知)）に反する。

次に，

rk (s)= d  {4> (s), Ck (s)) + l / k ,  V ^ e S ,  V ん e ! N

とおく。

r fc (s)= { x ^ C k  ( s ) : || x  — <p(s) ||く rk ( s)}， \ / s ^ S  

で 定 義 さ れ る 多 価 写 像 五 を 考 え る 。 が 5 上で劣半連続となることを示そう：

とし， F を r “ s0) n  を満たす五の開部分集合とする。エ0£ 1 \ 0 0) 门K とする。すると，

I ^ 0— 0 (so) II<  7 k  (so) — £ , すなわち

Ck (so)n F O B  (0  (So), rk (So) — e)キ 0 

を満たすe >  0 が存在する。C *が劣半連続，0 が連続， r * が連続であることにより，S における 

soの近傍ひで，すべてのs G ひに対して，

Ck (s)Pl VC]B (0  (so)，rk (so) — e)キ 0，

II 0 ( s ) - 0  (So) I <  e/2, 

rk (so) — e/2  く rk (s)

を満たすものが存在する。すると，各 s e t / およびエ已( ^ ( 5 )门 (多U )，r fc(s0) — e)に対し 

て，

II x - 4> { s )  II <  II x ~ 4> ( s o )  II +  II 0  ( s o ) - 0  ( s )  II 

<  r k ( s o )  —  e Jr e / 2 < r k ( s )

が成り立つことがわかる。よって，すべてのs e ひに対して， r “ s ) n y 幸0 となり，これでr \  

は劣半連続であることがわかった。従って

f \  (s)= [ x ^ C k  (s) : I x-<f)(s)  | | ( s ) } ,  V s e 5  

で 定 義 さ れ る 多 価 写 像 五 も 劣 半 連 続 で あ る 。 [ M ] により， f ，の連続選択子んが存在 

する。このことは各んe l N について成り立つ。 の定義により，すべてのs e S に対して，

れ (s )G C “ s)，

II <h ( s ) - 0  (s) I く rk (s).

(rk)k は S のコンハ。クト部分集合上で一様に0 に収束するので，点列 {4>k、k は（i )を満たすことが
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わかる。 □

注意 3 . 1 0 —般の場合，条件（i ) は（i i ) よりもより制約的であると思われる。

系 3 . 1 1 T をコン パ ク トとする。ぃま，系 3 . 7 におぃて T x  F 上で定義された多価写像 

{Ck : / t e iN } は （Hausdorffの距離で）連続とすると，

V  ん £ 攸  \ / { t , y ) ^ T x  Y,  O e C  “ ，，y)

を仮定する必要はなぃ。

証 明 0COをの連続選択子とする。命題 3 . 9 により，‘ に一様収束するCfcの連続選択子 

‘ が存在する。そこで，

Tk = Ck~ <Pk, V A GIN

とおこう。多 価 写 像 が 系 3 . 7 の仮定を満たすことは容易に確かめられる。よって 

{{mk)k および（ぬ)*を系3. 7 のようにとると），

lim i々nf 人 <5* ⑴ ， ( ’ ，uk ⑴ ) ) d\mk\ ⑴ 之 上 ゲ 為  | ⑴ ，r -  (’，u ⑴ ) ) d\m\ ⑴

を得る。このことから，

lim inf j  3* (  _,丫’  ！⑴ ，C* (t, uk ( t ) ) ) d \ mk\ (t)

- lim inf J  < y ⑴ ，4>k (t, uk ⑴ )> d\ mk \ (t) 

^  f T s * ( ゴザ:了 ⑴ ， u ⑴ ) ) ゴI rn | ⑴

-  f T ぐゴ ^^「(t), 0c (t, u (t))> d\ m  | (t). (3.11.1)

点列 (<Pk ( . ，Uk (•)))* は (•，u ( . ) ) に一様収束し，写像 (0, m)  I > /  0 dm はぎ'b ( T,

( T , E r) におぃて連続であるから，

f T < j イ ⑴ ，小 ( へu ⑴ )〉ゴI w  I ⑴ = lirn in f £ ぐゴザ j ⑴ ，ホk (ハUk⑴ )〉ゴI I ⑴ .

したがって，（3 .1 1 .1 )により，

lim inf f T 8* (フ^ y ⑴ ，Ck (t, u k ⑴ ) ) d \ m k\ ⑴ 之 い * ⑴ ，し (t,  u  ⑴ ) ) d\m\  (t)

となる。これで証明を終える。 □
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4 . s w e e p in g過程の安定性に関する結果

非負の実数：T に対する，：IR の区間 [ 0 ,ア] を考える。ゴe l N * に対して，5 F ( [ 0 ,  T ]，IRd) を [0, 

T ] からIRd の中への有界変動函数のすべてからなる空間とする。mE B V  ([0, T],  IRd) に対して， 

w の Stieltjes (あるいは微分）測 度 を を も っ て 表 す 。 ([0，ア], IRd) . ) そして第2 節 

と同様に，丨D u 丨（resp. || Du  | | ) をD u の変動（全変動）とする。m が連続であるとき， 0 <  s く ， 

<  T に対して，

u {t) — u  ( s )=  \  dDuJ\S,t]

が成り立つ。有界変動函数のより詳細については[ D 1 ] を見よ。

lR d の任意の閉凸部分集合C および：r e  ]Rd に対して，ェにおけるC の正則錘をTVcCr)で表す。 

最後に，た i m x i m — >1R+ を

" |  m ax (0, { R2- r 2) /2r) ,  if d ^ 2 ,  
r， I m ax (0, {R — r)  i f / i = l

で定義する。

定義 4 . 1 C: [ 0 ,  T ] — IRd を非空閉凸値劣半連続多価写像とする。a e C ( O )とする。次の三 

条件を満たす有界変動の函数m :[0, T ] — > IR d を初期条件a とするC の sweeping過 程 （夕， 

(C, a ) )の解と呼ぶ。

( i ) u  (0) =  «.

( i i )  u ( t ) ^ C { t ) ,  [0, T],

(iii) — d  \ D u '  ⑴  け、、u ⑴ 、 丨他 l i e -

sweeping 過程に 対する 解の存在および一意性については， おおくの専門家により種々の仮定の 

下で証明がなされている：C .C astaing ([C  2 ], [C 4 ] ,) , A .G avioli ([G a]), M • D _P _Monteir- 

o M arques ([M M  1 ] , [ M M  2 ]), J . J . M oreau ([Mo 1 ] , [Mo 2],  [Mo 3 ], [Mo 4 ]), H . 

T an ak a  ( [丁])，M .V aladier ([V 5]) •••その他の参考文献および詳細については[ V 5 ] を見よ。

定理 4.2 C :[0 , T ] - ^  IRd を非空閉凸値劣半連続多価写像とする。次のニ条件を仮定する。

( i ) E  (x0, R o K C  (t),  V 旧 [0, T ] を満たすェ。̂  IRd および ro> 0 が存在する。

( i i )  C のグラフは左に閉 （すなわち，[0, T ] x  ]Rd において， [0, T ]の左位相に関して閉)。 

fle c ( 0 ) とする。このとき，.タ， (C，f l ) の解となる有界変動連続函数w : [0, 7 1 — IRd がー意的
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に存在する。さらにこの解は

II Du\\  = J  ゴ | 丨 く /  (r0, || a — Xo ||)

を満す。

参考文献右連続な解に関するより一般的な結果が [ M M 1 ]に見いだされる。この結果は [V 

5 ，T h e o re m 1 1 ] による。次の注意を見よ。

注 意 4 . 3 実際， [V  5 , T h e o re m 1 1 ] では次のニ条件を満たす非空閉凸値L ipsch itz連続多価 

写像の増大列（C „ )の存在も仮定している。

( 1 ) W  e  [0, T ]，c l ( U  C „ ( t ) ) ^ C ( t ) ;

(2) G [0, T ] , B ( x 0, r 0) c C o (0 -

しかし， [ V 5 ，T h e o re m 11のコメント] において主張されているように，そのような列が存在 

することが [V  4 ]  ( V 5 ,  Theorem 8 も見よ）によりわかる。確かめなければならないのは⑵だけ 

である。もちろん， f e [ 0 ,ア] に収束する任意の数列に対して，C ( 0 c L i ( C „ ( k ))が成り立 

つ。よって命題3.  9 により，多価写像（w, f ) i ⑴ は N x [ 0 ,  T ] 上で劣半連続になる。ま 

た B Cr。，r 0/2 )C  int C ⑴も成り立つ。従って， [ V 5 ， Lemma 7 ] により，任意の 

に対して，

V n ^ N t, V s  e  Ut, B  (xo, ro / 2 ) d  int Cn (s)

という条件を満たす[0, 7 1 における，の近傍R および整数从が存在する。[0, T ]はコンパクト 

であるから，[0, T] = U U  Ut を満たす[0, T ] の点U ，t2, - , t P} が存在する。N =  sup N tiとおく

と，

\ /  n ^ N ,  V  ̂e  [0, T], B  (xo, r o /2 ) c  int Cn (s)

の成り立つことがわかる。そしてi V = 1 としてもよい。

命題A C ••[()，71— を非空閉凸値劣半連続多価写像とし，《: [0，ア]— » をw (りe C U ) ，V
[0, T ] という条件を満たす有界変動の連続函数とする。次の性質は互いに同値である。

( i ) -  ~H~\Du \ ^  ^ Ncu) I Du I ~a- e-
(ii) 0 < 5 < / <  r となるすべての(s， [0, r ] x [ 0 ,  T ] に対して，

f lst' C (r)) d \ D u \ ( r ) + | ( | |  u ⑴ ト  || u (s)||2) く 0.

参考文献これはM .Valadier ([V 5, Proposition 6 ] ) によるより一般的な結果の帰結である。[M 
M 1 , T h 6 o r 6 me 1 の証明] も見よ。

補題B C をその内点が非空の]R dの凸部分集合とし，a £ C ，e > 0 とする。このとき，S ( x ，r ) C
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int C, / ( 匕丨レーエのく^ を成り立たしめるx e C およびr > 0 が存在する。

補題C 5 を位相空間， K d を非空閉凸値劣半連続多価写像とし， とする。いま/ ! :を， 

/C c int C U ) を満たす！R d のコンパクト凸部分集合とする。このとき， K c  int C (s)，V s e ひを成り立 

たしめるS におけるsoの近傍U が存在する。

参考文献 [V 5 ， Lemma 7 ] ， [MM 1 , Lemma 1 ].

命題D (ル)„ を5 7  ([0, 7 1 IRd) に属する函数列とする。いまs u p j D 办 | |< + o o を仮定する。この 

とき，点 列 は ， 5 ゾ（[0, 7 1 , 1Rつの各点収束位相に関して列相対コンパクトである。さらに， 

{unk)k をBK([0, T], IRりのある点u に収束する、u„)n の部分列で，函数列U ，如 ：左e lN }が [0, T ]に 

おいて右連続となるとする。このとき，任意の連続函数/ :  [0, 71—  ̂ および0 く s く'く T を満た

す任意の(s, O e[0, T ]x[0 , T ] に対して，

lim \  f  dDunk =  \  /  dDu.k J[s,t] J[s，f]
すなわち， ([0, T], K d) において点列（l]s,n Duふ は 1】S,M D u に弱収束する。

参考文献 [ V 5 ,  Lemma 5 & Theorem 11の証明の（4 )]， [MM 1 ， Lemma 4 ] ， [C 2，Th6or- 
^me 3 ] . この結果の一部はBanachの定理あるいはH ellyの定理とも呼ばれている。

sw eeping過程の安定性に関して次の結果が得られる。

定 理 4.4 w G IN }を [0, 7 1 上で定義され，値が IRd の非空閉凸部分集合となる劣半連

続多価写像とする。次の条件を仮定する。

( i ) / に収束する[0, 7 1 の任意の数列ひふに対して，C ( t ) c ：U(Cn{tn) ) .

( i i ) すべての，e [ 0 ,  T ] に対して，L s ( C „ ⑴ ）c C ( 0 _

( i i i ) 多価写像{C1，C n：n ^ J N } は左に閉じたグラフをもっ。

(iv) B  (x 0, n )  c  Cn (t),  V ，e [ 0 ,  7 1  V w e IN  という条件を満たす x o e lR d および ro> 0 が 

存在する。

各 w e I N に対して，办e C ^ C O )を（ぬ)；: が に 収 束 す る よ う に と る 。各 に 対 し て ， 

ぬをダ， （C〜ル）の有界変動で連続な解とする。このとき，点列（mふは夕， ( C ，g)の一意的な 

解となる有界変動の連続函数w : [ 0 ,ア]— ^IRrfに各点収束する。

証 明 [ V 5 ，T h e o re m 11の証明] を少し変更することにより，（ル : ^ の任意の部分列は，有界 

変動の連続函数m :[0, T ]— > に各点収束する部分列{uk)k をもつことを示すことができる。

( 5 ) ここで，unが Uo,ん+ T]]上でun (to)を初期値とするCnによるsweeping過程の解であるという 

事実を用いている。
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詳細：M .Valadier ([V 5, T h eo rem 11の証明] [ M M 1 ] も見よ）に従う。じ = 匸とおく。すると 

定理4. 2 により，丨 丨 II S / (r。，丨| flo— エ0 II). /?=sup” II Gn —エ0 IIとおくと，丨| •Own丨丨く/ (r0, i ? )を得る。 

従って命題D により，点列(Hふ は各点収束位相で相対点列コンパクトである。よって，点列（ル)„ が一意 

的な極限点をもつことを示せば十分である。それは夕，'(C，fl)の一意的な解となる。いまm を（ぬ)„ の極 

限点とする。すると，なに各点収束する部分列が存在する。いまそれを再びU „)n と記すと，明らかにな 

(0) =  « で，（i i )により，すべての，e  [0, T ]に対して，M( f ) e C U ) _ さらに命題D によりなは有界変 

動である。

u がんG [0, T ] において右連続であることを示そう。e >  0 とする。補題B により， S  (xu n)  C int C 
U )および/ ( n，丨| I) を満たすn > 0 とx jG C U )が存在する。命題3 . 9 により，多価写像

(t, n) I ^ C n ( t )  It, [0, T ] X N 上で劣半連続である。よって補題C により，

V n >N ,  V f E  [fo, to+Tj\ B  (xi, ri) C int Cn (t)
を満たすヮ> 0 と が 存 在 す る 。 I [ru • )は連続で（办（ん))„は m U ) に収束するから，/ ( n ，|U „U ) 
—ぬ丨丨）く e， を仮定してもよい。よって，定理4. 2 により，

 ̂ d \D Un\ ⑴  く I (n , II Un (to)~Xi II) <  £

の成り立つことがわかる。従って，

\f  n ^ N ,  \f  t ^  \_to, ^], II Unit) — Un (to) II < £.
このことから，

V f e  [fo，ん + ク]， || u (t) — u (to) || ^  £
を得る。これで，mがらにおいて右連続であることが示された。

次に，なが/e [0 ,  T ]において左連続であることを示そう。C のグラフは左に閉じているので，

u~ (to)= lim u { t ) ^  C (to).
t<to

£> 0 とする。補題B により，S  (xu n)  c  int C (to)および/ ( n ，|| u~(t0) ~ x i  ||) <  e / 3 を満たすエ而 

とn > 0 が存在する。多価写像（ぺw)i—一 ⑴ は [0 ,ア] X N の上で劣半連続であるから，補題C によ 

り，

\ / n > N u e  [to,~rj, to], B  (x i ,n )  c  int C„ (t)
を満たす7 > 0 と が 存 在 す る 。さらに，すべてのw 之iV2に対して，

II u (t i)~u~ {to) I < e/3,
II un (ti)—u (ti) I < e/  3,

および / ( n ,  • )の連続性を用いると，

I (厂1，|| Un (t i )-Xi  ||) < e /3
を満たすh e  [t0—7], to]とM 之况が存在することがわかる。定理4.  2 により，

\[ d \ D un \{t) < I (n , || un (^ i)-x i I) < e /3

を得る。従って丨丨un (to) — u~ (to) I < e / 3 となり，

II Un {to)~U~ (to) I < || Un (to) — Un ⑷  || +  || Un {ti)-U ⑷  || +  || M (ti) 一 lT (to) ||
<  £-/3 + e/3 + £-/3 =  £'.

(Un(t0))nは U (to)に収束するので，

|| U {to)~U~ (to) || <  £.
を得る。e i O とすると，な =  (ん）となることがわかる。これでmがんにおいて左連続であることが

示された。

w が夕ダ（C，a ) の （一意的な）解であることを示せば十分である。明らかに，《( 0 ) = « で（ii) 

により， u C (j), V [0, T ] . 従って，

46



を示せばよい。w は [ 0 ,ア] において連続であるから， [ V 5 ， Proposition 6 ] により，これは，

Q く s < t く T に対して，

/  <5* ( -  d \ - D u \ ^ '  C ( r ) ) d l D u { ⑴ + + ( l l  u  ⑴ 卜  II u  (S)U2) く 0

と同値である。各 w e l N に対して，ルはダ，（G ，ぬ）の解であるから，

/  (--- C„ ⑴)ゴ  | i)ル | ( r ) + + ( | |  ⑴  ||2 — || (s)||2) く 0 (4.4.1)

を得る。よく 知られた Banach の 定理（[ V 5 ] ， [MM 1 ，Lemma 4 ] ， [C 2, Th6or6me 3 ] を見 

よ）により，（有界）点列（_ l i ⑶ Z)ル) „ はJ b ([0, T ]，lR d) において l ls，,〗Z ^ に弱収束する。よ 

って，ノ平、3 . 7 により

如 ， I  が ( T F W ^ T (rX  匕 ⑴ ) ゴ1 一1- ) ^  1 ⑴

^  が (r)，c (r))ゴ 卜 1副 到 （r).

すなわち，

lim， f L t] d* ( -  -d d\ b u n \ ⑴ ，Cn ⑴ ) d] Dun 丨(r)

< , ， ( - ^ ^ ( r )，c ( r ) p 〜 l ( r ) _ (4-4 . 2)

(Un)nは U に各点収束するので，

lim y  ( II (t)  II2-II Un (s) ||2) = y  ( || u (t)  ||2- | |  u (s) ||2)

が成り立つ。従って，（4 . 4 . 1 ) および（4 _ 4 . 2 )により，

/ ゲ ( - d^Du | (r)，C ⑴ )ゴ丨D u 丨(r) + + ( 丨丨u ⑴丨丨し丨丨u (5)丨丨つく 0_

すなわち，- d \ D ~ 1 ⑴ ⑴ ) | Z)w卜a .e •が成り立ち，証明を終える。 ロ

注 意 4_5 [C 4 ] において， 第一筆者は点列（Gz)„がより制約的な条件である命題3 . 9 の（i ) 

を満たすという仮定の下で，同様の結果を得ている。
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5 . 二階の s w e e p in g過程の安定性と極小値に関する結果

さて， [ C 5 ] において第一筆者によって考え出された二階のsw eeping過程に興味の対象を移 

す。まず，二階のsw eeping過程についてのいくつかの事実を想起しよう。

記号は第4 節と同じである。

定 義 5 . 1 12を IRd の非空開部分集合， IRd を (0,ハ)， V x e Q という条件 

を満たす非空閉凸値劣半連続多価写像とする。a e n ,  b e C  ( a )および了> 0 をa + 罚 （0, r!) C  

0 を満たすものとする。ズ ：[0，ア] — を絶対連続函数， F : [0，T ] — >IRd を有界変動函数と 

する。い ま （X ， Y ) が次の条件を満たすとき， U  b ) を初期値とするC による二階sweep

ing 過程 (タ， （C，a，6 ) ) と呼ぶ。

( i ) X  ( t )= a + j  Y  ( t )  d t , V 旧 [0, T].

( i i )  Y ( 0 ) = b .

(iii) Y { t ) ^ C ( X ( t ) ) ,  V [0, T],

(iv) 一- J ^ y ] ひ) e 舱认⑴ ）( F  ( / ) ) 丨のF  | -a. e.

注 意 5.2 (X , F ) が二階sw eeping過 程 夕 ( C ，の 6 ) の解であるのはF が （一階の）sweep- 

in g過程タ， （C ( X ( - ) )，6 ) の解で， (X,  Y ) が条件（i ) を満たすときかつそのときに限る。

定 理 5.3 を IRd の非空開部分集合，C : n — IRd を非空閉凸値H au sd o rff連続な多価写像 

で，B  (x0, r0) C C (x) c  B  ( 0 ,ハ)， を満たす_r0G IRd, ro> 0 および：T >  0 が存在するも 

のとする。いま， ゐe c ( a ) およびア > 0 を f l + T万（0 ,ハ）c n を満たすようにとる。す 

ると，n -L ip sc h itz連続な函数X :[ 0 ,  T ] — と有界変動な連続函数 y_.[0, T ] — ^̂ IRd で 

(X,  Y ) が二階sw eeping過 程 (C , a' b ) の解となるものが存在する。

参 考 文 献 [ C D V ,  Theorem 6 . 1 ] , [ C 5 ] も見よ。

次に，二階のsweeping過程の安定性に関する結果を述べよう。

定 理 5.4 Q を IRd の非空開部分集合，{C， •_ w e I N } をn 上で定義され，値が！R d の非空閉 

凸部分集合となるH ausdorff連続な多価写像とする。次を仮定する。
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( i ) ズ巳！）に収束するn の任意の点列O ふに対して， c U K L U C n b ) ) .

( i i ) すべての：):e n に対して， Ls (C„ U ) ) C C  (ェ).

( i i i ) すべての《e I N  に対して，B ( x 0, r 0) c  G U )  c  B ( 0 ，，r!)，V i G f i  を満たす x0e  IRへ 

r o> 0 お よ び 0 が存在する。

各 に 対 し て ，ClnGVi，bn^ Cn {dn)を {cin)nは に 収 束 し ，{bn)nは IR d に収束する 

ものとする。：r > 0 を如 + ：T B ( 0 ，，n ) c a ,  V w e l N を満たすものとする。各 w e  I N に対して，

: [0, T ]一 一 を r r L ip s c h i t z函数， K  : [ 0 ,ァ]— ~» IR d を有界変動の連続函数で，( X n, Y„) 

が二階 sweeping過程ダ家" (Cn, an, bn) の解になるとする。このとき，部分列 {Xnk, Ynic), n -L ips-  

c h i tz連続な函数X : [ 0 ,  T ] ^ および有界変動の連続函数F : [ 0 ,  T ] ^ > IRrfで次の条件を満 

たすものが存在する。

( 1 ) 点列（兄 は [0, T ] 上でX に一様収束する。

( 2 ) 点列 ( Ynk)k は [0, T ] 上 で Y に各点収束する。

( 3 ) 函数（X ，Y ) は二階のsweeping過程父，、C、a, b ) の解である。

証 明 尺 を 尺 如 ：w e I N } + ：r 5 ( 0 , れ）で定義されるn のコンパクト部分集合とする。各 

打G 1 N に対して，（尤 ，5 ^ )は夕， （G ，み，ん）の解であるから，すべての / e  [ 0 ,ア] に対して，

Yn ⑴ e  C { Xn ⑴ ) c  B  (0, n ) が成り立つ。従って，

兄 ⑴ = <2” +  \  Yn(r) d  t  ^  an + t B  (0, n)(ZK.

点列 (Xn)„は れ-L ipsch itz連続であるから，それは同程度連続であり，A sco l iの定理により， n_ 

L ipschitz連続な函数X  : [0, T ] に一様収束する部分列（X J , が存在することがわかる。 

(実際， X  ： [0, T ] — > K で， K c i a . ) さて，多 価 写 像 忙 は ^ ご“ 兄 ル か 左 ^ … ^ が定理、 

4 の仮定を満たすことを確かめることは容易である。従って，各んe l N に対して， は 

{ C n k { X n k { ' ) ) ,  ank) の解であるから，点列（れ丄は有界変動の連続函数でダ， （C ( X  (•))，b ) の解 

であるF : [ 0 ，T ] — >IRd に各点収束する。よって，注意5 . 2 により

X ( t ) = a  + J  Y { z ) d z ,  V 旧 [0，T]

だけ示せば十分である。定理 4 . 2 により，各 /t e I N に対して， | |の1 ^ | | < / ( れ，| |、 ー：1：0||)が成 

り立つことがわかる。よって，M = s u p ,  | |Z ) y U |< + o o ■従って，す べ て の [0, 7 1 に対して，

II Ynk ⑴ II <  II Y „ A t ) ~  Yn (0) II +  II Yn, (0) || <  J  關 d  \ D Y n k \ +  || bnk 丨丨

く M+s up  || bnk I < + °° .

よって，（y„ふ は y に各点収束するのであるから，L ebesgueの 上 限 収 束 定 理 に よ り ( [ 0 ,ァ])
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で（れ ふ は F に収束する。最後に，各 w e l N に対して

X n [t、= an + j Yn (r) d  r, V  ̂G  [0, T ]

が成り立つので，

X  a  +  j"Q Y  ( r )  d  て， V  ^  [0, 7"]

を得，証明を終える。 □

次に，二階のs w e e p i n g過程の理論において生ずる最小値の存在に関する結果を与える。

定理 5.5 ( 2 を IRd の非空開部分集合，C j —  IRrfを非空閉凸値H ausdorff連続な多価写 

像で， B  (x0, n)  c  C ( x ) ( ^ B  (0, n),  を満たすm e  IRd, r o> 0 および n > 0 が存在する

ものとする。 a b ( a )およひア〉0 は <z+ T  B  (0, r i ) c i 3 を満たすとする。 (a，b) を初

期値とするC による二階sw eeping過 程 (ダ，、C，a，b y ) の解となるハ-L ipsch itz連続な函数X  : 

[0, T ] — と有界変動の連続函数F : [ 0 ,  7 1 — >̂Rd の 組 （X ，Y ) の全体からなる集合をダと 

記す。

0：[o, r ] x 5 (o,i ) x n x  i R d^ >[o, + o o ]を下半連続函数で，[o, r ] x n x  上のすべて

の 点 [t，X，y ) に対して，ホ (t, . ，x, y ) は 5 ( 0 , 1 )上で凸かつ正の一次同次とする。このとき， 

次を満たすダの元（X ，Y ) が存在する。

a : H し '  ホ( へ x ⑴ ，r ⑴ )ゴ I外 I⑴

=/關 4 ，̂ ? 抑 け ⑴ )ゴ 丨 州 ⑴.

証 明 （見 ，1 ^ )„を最小イ匕点列とする。すなわち，すべてのw G I N に対して，（兄 ， ダで，

a = 粑 し 小 ( ，， X n ⑷ ，Yn {t)) d 丨肌 I ⑴ .

( X n ) nは同程度 Lipschitz連続であるから，適当に部分列をとることにより，（兄 ^ は n - L i p s 

chitz 連続な函数X に一様収束すると仮定できる。

さて，次の主要な事実を証明しよう：（Fふは一様収束位相に関してC au ch y列である。

M o r e a u  ( [ M o  2 ] ) により，<p(0) =  0 となる任意の有界変動右連続函数p  : [0,ァ] — ^ I R d に対

して，
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V  ̂e [0, T ], y  II (p{t) f  < f [ot] <<P, D<P>

が成り立つ。よって，任意の整数m とw に対して，

V / e  [0, T],  y | |  Yn { t ) - Y m{ t ) f  < f  <Yn- Y m, D Y n - D Y my.

定理 4 . 2 により， SUPn /[0.7-] | DYn |<  + 0 0 となることを想起しよう。fJLn=  I DYn |，および " = 2 ° °  

„=12_” とおく。すると，すべてのw乏 1 に対して， よって，各 w之1 に対して， |
II II

D Y n \ ニ g - を満たすZJr+([0, 7 1 / / ) に属する積分可能な函数办が存在する。従って，

D Y  =  d P Y n I d y  I =  dDYn 
n — ゴ | のF” I 1 ” 1 _  ゴ I DYn I

すべての？̂ 1 に対して，Zn= d d̂ Y  | 伽とおく。

- ポ 盖 J  ⑴  e A W » ( K  ⑴ ） I DYn  I -a. e.

であるから，

—Z n (t) ^ Nc { x n{t)) ( Yn (/)) / i -a . e. ( * )

となることが容易に確かめられる。

詳 細 を 固 定 す る 。N nを

V / G [0, T ] \ N n, 一 d d̂ Y n \ { t ) ^ NciXn(t)){Yn ⑴ ）

を満たすル測度ゼロの集合とする。" （A Q = 0のときは（* ) が成り立つ。他の場合には， nn=gni iで， 

^ G L ^ ([0 ,  T ]，パ）およびル（A Q = 0であるから，g„\N n\M „ となるパ測度ゼロ集合が存在する。 

さて，t e N n \ Mn ヒ卞もと，

~  | t̂ y  | ⑴ = 0 ^Nc(Xn(t)) ( Yn ⑴）

が成り立つので，この場合にも（* ) は成立する。

Z n の定義から

y l l  Y n { t ) - Y m{ t ) f  < J  i Y n - Y r ^ Z n - Z ^  diX. (5.5.1)

すべてのs e  [ 0 ,ア] に対して， 3 ^ (s )= p ro jc (；fn⑷）（y m( s ) ) とおく。すると，（5 .5 .1) の右辺は 

f  < Y„ ( s ) ~  Y mn (s), Zn (s)> 办 (s) +  < Y mn ( s ) -  Ym (s), Zn (s)> dfi(s)

+ j  < Ym ( s )— Yn {s), Zrn (s)> d̂JL (s)

と書くことができる。。 （。[ ( ^ ( ^ ( ⑶および一ム⑴ら舱は础 “ 匕ひ乃が成り立つから，パ 

に関してほとんどすべてのs e  [0, T ] について
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f io_t]<Yn ( s ) - Y U s ) , Z n ( s ) > M s ) ^ 0

を得る。さらに

< Y m ( s ) -  Yn (s), Z m (s)> du (5)

く j 8* ( — Zm (s), C ( X n (s))) du (s) +  J < Ym (s), Z m (s)> dfj. {s).

(兄^ は X に一様収束し，C は連続であるから，（C ( X O ) nも C：(尤）に一様収束する。すると， 

任意のe > 0 に対して，W之W之w 0のとき，

v 5 e  [0, T],  h ( C ( X m( s ) ) , C ( X n ( s ) ) )  < e 

となるw 0e  IN *が存在する。（ここで，h は IR d上のH ausdorffの距離を表す。）従って，任意のゴ 

G IRd およびs e  [0, T ] に対して， のとき，

I <5* Cr'，C ( X m ( s ) ) ) -d* {x*, C ( X n  (s))) \ < £ \ \ x f ||.

ょって，

S * ( - Z m (s), C ( X n  (s))) dpi (s)

<  /  ゲ ( - Z m  (s), C ( X m (s))) d/u (s) + f  £ II Z m (s) II dfj. (s).

従って，

/[ <Ym( s ) - Y „ ( s ) , Z m(s)>djj(s) < J{ d * ( - Z m( s ) , C ( X m(s) ) )du(s)

+ £ J I Z m (s) I du (s) +  j < Yn (s), Z m (s)> dfj. (5) (5.5.2)

を得る。

N C ( X m(S)) ( Y m( s ) ) パ - a.e.

おょび

， / 關 敗 ”ト ぽ / 關 は II办 < + °°

が成り立つので， （5 .5 .2) により

/  < Y m (s) -  Yn (s), Z m (s)> du (s) ^  £ sup j ^ D Y n l  (5.5.3)

さて，（5 . 5 . 1 ) の右辺の第3 項を評価しよう。m 之n > n 0のとき，
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f[o t] < Y ^ ( s ) ~  Ym (s), Zn (s)> dju (S)

<  (SUP / [o r] I Zn || d [ l ) SUP || Y nn (s) ~  Y m (S) ||

= (sup f[o I D Y n  l) sup d  ( Ym (s)), C { X n (s)))

<  (sup f[o T] I D Y n  l) sup h ( C ( X m( s ) ) , C( X n ( s ) ) )

人 ，n 1肌 1

を得る。そこで，前の不等式（5_5.2)， ( 5 . 5 . 3 )と組み合わせて，既に述べたように（y„)„が 

C auchy点列であることがわかる。從って，（Fn)”は /[o，r] I D Y  \ ^  s u p” / 【o,r] I D Y n  \を満たす有 

界変動の連続函数f に一様収束する。定理 5 . 4 により，（足 f ) は二階sw eeping過程グ，（C，a， 

幻の解である。これで被積分函数4 に系3 . 7 を適用する準備が整った。（兄 ，F■ふは一様に（尤 

テ）に収束し，B an achの定理により（£>yふ は に 弱 収 束 す る の で （[V 5 ]，[ M M 1 ] , [ C  2]

を見よ），

a = ヒ 人 ,n ホ ( ，， X n ⑴ ，̂ ⑴ ) d 丨DYn 丨⑴

，抑 け ⑴ )ゴ 1州 ⑴

を得る。 ロ

6 . 付 録 ：測度からなる空間上の積分汎函数の下半連続性について

この付録では，有界変動のべクトル測度からなる空間上で定義される積分汎函数の下半連続性に 

関するいくつかの結果を述べる。

次の結果はY .R eshetnyak ([Re, Theorem 2 ] ) によるよく知られた結果をP o lish空間上で定 

義され，B a n a c h空間に値をとる測度に一般化したものである。

定 理 6. 1 4>\ T x B r— > [0，+ 叫 を T X B ' 上の下半連続函数で，すべての / e ：T に対して， 

彡（ら.）は 5 , 上で凸かつ正の一次同次とする。すなわち，す べ て の お よ び す ベ て の ス £  [0, 

1 ]に対して，多（ぺス: r ) = ス$ (らx). (m *)*を ( T ，五'')に弱収束する有界でタイトな 

( T ，五，）の点列とする。このとき，

Iin\ inf レ  G ，- J ^ \  ⑴ ) 如 1 ⑴  M パ  G ，- j y t \  ⑴ ) ⑴ .
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証 明 ここでの証明は， T が局所コンパクトの場合にY. Reshetnyak ([Re], [C3] ) によって

展開されたいくつかのステップを必要な修正を加えながらおう。

部分列を取ることにより，最初から

a = lin\ inf / パ ( ，， ⑴ ) dW A  ⑴ = H,m / パ (へ  ⑴ ) ゴ1 叫 1 ⑴

としてよい。各んg i n に対して，写像 ' ！̂ T — » ：T X 5 'による I w たj の像 

によって定義される測度レ，e y ^ ( ：T x 5 '，I R )を考える。（[DM，III(73)])により

Uk =  J  8 、— dm丄 ⑴)d\ m k | ⑴ ，

ここで， 8Xは x に重みをもつD ira c測度を表す。（m*)*は有界で || vk \ = S d  \ m k 丨=|| m k ||であ 

るから，点列（レ々)，も有界である。さらに，点列（w d * はタイトであるから，任意の e > 0 に対し 

て，supfc| m fc| ( 7 V 0 く e となる：T のコンパクト部分集合六：が存在する。すると， 

vk ( [：T X が ]\ [ K x が ])= レん( [ T \ ^ ] x JB/) =  \mk \ ( T \ K )

となるから，supt | レ* | ( [ T x B ' ] \ [ i T x 5 ' ] ) <  f. K x B 'はコンハ。クトであるから，（レ丄がタイト 

であることが示せた。したがって，P ro k h o ro vの定理（定理2 . 1 ) により，それはT x  5 '上の非 

負有界ラドン測度からなる空間ア X 5 '，I R )において弱相対コンノ、。クトである•，i b+( T x B ，， 

I R )は弱位相を与えるとP o lish空間となることを想起しよう一[Bo 2 ， Proposition 5 .10] を見 

よ。したがって，（％) *の部分列（％ふおよび測度 y e i M r x S ' K ) を適当にとり， (Vkふを  

y に弱収束させることができる。0 は T X 5 '上で非負かつ下半連続であるから， i b+( T x B ，， 

IR )上で定義される写像r I ^ ゴz■は弱下半連続である（[D M ，Th6or6me III. 55]).すると

a =  ¥  L 小( ，， ⑴ ) ♦ た丨⑴= ， L 小(へェ) (，，ェ）

^  fT 0 (t, x)  dv (t, x).  (6.1.1)

レのT の上への射影を" とする。これは

パ= \  St d  u (t, x)
J T x B r

で与えられる。測度の積分分解に関する結果（[ V 1 ，Th6or6me 9], [V 2, Thfeortme 2], [C 

1 ] , [ s  P] ,  [C V],  [ I T ] を見よ）により，アで定義され，値を弱位相が与えられたが上の 

R ad o n確率の空間M i  ( B 0 の中にとる广可測函数メ : t \ ^ で

u =  / S t  ® At du (t)

を満たすものが存在する。（6 . 1 . 1 ) に戻って，
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fl バ  0 (t, d) dv (t, x) =  ̂ { 0 (t, x) d At (x) dft (t)
J T x B f J T  J B f

(6 .1 .2)

を得る。b 、入t ) e B ’を

b (At) =   ̂ x  d  At (x)

で定義されるんの重心としよう。 b (A) _• T — > B \ t  ' > 6 (ん）は可測で，任意の，G T に対し 

て，函数 0 U，.）は B ' 上で凸かつ下半連続であるから，

ホ(t, x)  d  At (x) > (f){t,b (ん))， Vif G T.

( 6 . 1 . 2 )により，

a ^   ̂ 小、t，b {入t)、du. (6.1.3)

パとなることを示そう。 五）とする。すると，各 A e l N に対して，

JT f(t) dmk (t) = JT </(0, 'cf\7̂k I ^  d\mk\ (t) = / </ (t), x> dvk (t, x).
他方，（m j p は m へ弱収束するから，

^  /  ⑴  ⑴ = l im 《 /  (t) dnikp {t).

さらに， 〈/ ( • ) ，• >£ 0 ( ：TX 5 '，IR )で，点列（以ふはレに弱収束するから，

^ < /  ⑴ ，x}  dv {t, x ) = lim ^  b> く/  ⑴ ，x> dvkp (t, x)

となる。ここで，前記の三つの式を組み合わせると，

/  ⑴  dm (t) = B <,f ⑴ ，x> dv (t, x ) ^  fTf 〈, ⑴ ，ェ〉dAt (x) du ⑴

= Jt < / ( , ) ，Jgr x  dAt (x)> du (t) = J T</ ( t ) ,  b (ん)> du (t)

= f T f  (t) d 、b ⑶ " ）⑴ .

これで， m = ろU ) " となることが示せた。よって，令 = b 、X). ( 6 . 1 . 3 )を考慮すると，

a ^  ^ ^  b (^«)) (t) = \ T ^  ( 0 )  du (t). (6.1.4)

16 (バ）|: t — > [o ,i]を 1 1 > 1 6 (ん）IIで定義しよう。パは r 上の非負測度であるから，ゴ| w |  

= | ゐ（バ）| 办となり，したがって，
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- = 為 ， =命 “麻

このことから，ほとんどすべてのォe T に対して，

含 ⑴ ) = ベ’’116⑷ 11 ⑴ト11 b⑷ 11ベ へ ⑴ ).

最後に，（6 . 1 . 4 ) を用ぃると，

ね い G ，當 ⑴ ) 办 ⑴ ニ い G ，d \ h  \ ⑴ ) 丨丨b ⑷丨丨办⑴

= 、 小 ( ，，~ d f t \ (t)) ゴ ( 丨6 ⑶丨 " )⑴ = レ ( ，，̂ 7 ⑴ )ゴ 丨 所 I ⑴

がわかる。これで定理の証明を終える。 □

注意 6 . 2 1 . R eshe tnyakの定理により'?凡函数

h  ' J b (T,  E’、---- > IR+, mi---- > y* 4> ( t, | ( 0 )  d\m\ (t)

が i b ( T,  E ' ) の有界でタイトな部分集合上で列下半連続であることがわかる。

2. [C 3 ] におぃて，第一筆者は， r が （必ずしも距離づけ可能ではなぃ）局所コンパクト位相 

空間のとき，タイト性の仮定なしに同じ結果を証明してぃる。

3 . ( E =  IR” の下で）R esh e tn y akの定理の非常に異なる証明がB u tta z z oの 本 （[Bu.Theorem 

3 . 4 . 3 ] )に見ぃだされる。

次に，右劣半連続な多価写像に対応する有界変動のべクトル測度からなる空間上で定義される積 

分沉函数に関する結果を与える。この結果は，C.Castaing ([C 4 ] ) ，R.Rockafellar ([Ro 2]) ,  

そしてM .V aladier ([V 3 ] ) などの論稿に刺激された。

T  >  0 とする。[0, 7 1 上で自然（n a t u r a l )位相 r と右 （right) (あるぃは半開区間，half-open 

in te rva l)位 相 を 考 え る 。 （Kelly [ K ] を見よ）。も ち ろ ん さ ら に ，（[0, T ]，rd) がハ。ラコ 

ンパクト位相空間であることはよく知られてぃる（[K，P172] )。

BRC([0, T ]，丑）を [0, T ] で定義され，五の中に値をとる有界で右連続な（すなわち，[0 ,7 1上で 

右位相rd に関して連続な）函数のすべてからなる空間とする。BRC([0, 71 ,五）は父？（[0, T ])の部 

分空間であることに注意する。したがって，M eB R C ([0 , T ]，五）の m e “# b ([0, 7 1 五'）に関する 

積分は
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で定義される。BRC([0, T ] , E )には，&([0, 7 1 ,五'）との分離された双対によって導入される弱位 

相を与える。

非空 • 弱コンパクト.凸値多価写像r  ： [o, t  ] > >五 は u  ieio.rir ⑴が有界であるとき，有界 

( b o u n d e d )といつ。

s g RCは r の右連続な選択子のすべてからなる集合とし，タT  ( | w | ) はダ『（[0, T ]，£ ) に属する 

r の選択子のすべてからなる集合を表すものとする。

([0, T ] ,五，）との双対に関する，z /eB R C  ([0, T], E ) におけるタ， の正 則 錘 （normal 

cone) ど

A^^pRC iu)  ■_ —{mE：̂ b ([0，T ]，E r) : i u ,  m} = d* )

で定義する。ここで，（5* ( .，J5 T C) は，ノ6 ([0, T ]，五'）との双対に関する，集合 5 严;の支持函数

を表す。

定理 6.3 r : [ 0 ,  T ]一  五を [0, T ] で定義された，有界で右劣半連続な非空•弱コンパクト•凸

値多価写像とする。

このとき，ダ 严 は BRC([0, T ]，E ) において非空• 凸 •弱閉であり，ダ严の支持函数は，すべて 

の m e i b ([0, T], E r) に対して，

〜 ，夕r ) = / 丨。，， (為 ⑴ ，r ( — r n |⑴

与えられる。

さらに，We B R C ([0 ,  T ] , E ) に お け る の 正 則 錘 は

NyB,Rc(u) = \ m ^ ^ b ([0, T], E f) ：- ^ ^ - y ( ^ ) e i V r (<) (u (t)) \ m\ ~a .  e.J

で与えられる。ここで，ivr ( f )U  (り）は点m U ) におけるr U ) の正則錘を表す。

証 明 ダ严が非空であることは，M ich ae lの連続選択子定理（[ M ] ) によりわかる：（[0, T],  

u ) はパラコン八クト位相空間でr : ( [ o ,  7 1 ,な)一 £ は劣半連続有界であるから，r の有界で^  

-連続な選択子Mが存在する。

r ⑴の凸性により，ダ严も凸であることがわかる。夕严が弱位相について閉であることを示 

そう：
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を，WGBRC([0, T ] ,五）に収束するダきRC上のネットとする0 任意のゴ£ 五' と，e [0 ,  71 

に対して，ゴあは J b ([0, T ]，五'）に属する。したがって，

i u i  ⑴ ，X’~> = く U5, X’ 8ty-----*iu,  x ’ 8t} = i u  ⑴ ，x ,s>.

これで，（ぬ （0 ) 5 がに弱収束することがわかった 0 r  (りは閉であるから， 尸（0 . し 

たがって，U&S  rR Cが成り立つ。

於：[0, T]rdx E ^ イ0，+  oo]および 0 : [ 0 ,  T ] Zdx E ,— ^]-cx)，+ 叫をそれぞれ 

f  {t, x)  = d {x, r  {t)), V {t, x ) e  [0, T ] x E ,

すなわち，エにおけるr ( 0 の指示函数，および

4>( t , x0 =  d* ( x \ r ( t ) ) ,  V ひ，X ')e [0 ,  T ] X E \

すなわち，ゴにおける r U ) の支持函数で定義されるふたつの下半連続函数とする。

任意の历G J b ([0, 7 1 ,五'）をひとつ固定する。ん ：L?([0, T],  | m  I)— > ] - ⑴ ，+  W ]およびム： 

VP ([0, T ] , \ m \ ) — >[-cx), +  cx5] をそれぞれ小, 4 > に対応する積分汎函数とする。

よく知られた双対性に関する結果 [ C V ， Corollary VII.1 5 ] により，各 ([0, T ] ，| m | ) 

に対して，

I  中 (f) =  (/y)*(^)=sup [iv,  u> — Iv (u): ([0, T] , \ f n I)}.

e  L lE> ([0, T ] ，| 兩 I )であるから，

[o,r]
d* ( | ⑴，r ⑴) d \ m \ ( t )  =  sup {/[or] <u, -d d̂ _ 丨⑴〉d \ m \ ( t ) :  (I m

〉 sup [ J [qt] <u, d \ m \ { t ) :  }

次に，逆の不等式を示そう。そのために，反e S f  ( |  w | ) およびひe 1 R を

ひく く反⑴，d d\ m \ ⑴ 〉ゴ丨历丨⑴ (6-4 -1)

を満たすようにとる。このとき，

ひ< / _ 〈M ⑴ ， ⑴ 〉ゴ丨网1⑴

と な る ダ の 存 在 を 示 せ ば よ い 。/9 > 0 を丨| 反 | |„ < /9 を満たすように十分大きくとり，e > 0 を 

a く ) [0T] <m ⑴ ，f y ^ \  ⑴ 〉d \ m \ { t ) - 2 ^ e  (6.4.2)

を満たすようにとる。L u s inの定理により， | m |( [0 ,  7 l \ i O く e を満たし，かつ m が尺上で r - 

連 続 （したがって，む- 連続）となるz - コンパクト（従って，む- 閉）な集合K が存在する。各
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[0, T ] に対して，

x f u{ t ) ,  if t ^ K ,
I r  ⑴  H B  (0 ,だ)， otherwise

で定義される多価写像A : [0, T ] ^ E を考える。 

八が rd-劣半連続であることを示そう。（ここで， 

する。すると，

A が非空 • 凸値であることは明らかである。 cl 

c l 八⑴ = c l ( A ⑴ ) _ )ひを五の開部分集合と

c l A - ( ひ）= “ e [ 0 ,  7 1 : c l 八⑴ n  ひ* 0}

= {f e  [0, T ] : 八⑴  fl ひキ0}

= { ，_ ，T]：r(t)n (unB(o, p))=̂ &}\{t̂ K： u ⑴  e  ひ}.

ひは開集合であるから，r がむ- 劣半連続であること，および反が rd-連続であることにより， 

c l A - ( ひ）は [0, T]rdにおいて開集合である。これで，c l A の rd-劣半連続性が示された。

したがって，M ich ae lの 定 理 （[ M ] ) により，c l A の rd- 連続な選択子Mが存在する。w は明 

らかに有界であるから， また六: 上ではな= 反であるから，（6 .4 .1 )と （6 .4 .2 )を用いて，

，， ⑴ T ⑴ 〉ゴ 卜 1⑴

 ̂J W，T'

⑴ ，
ani

ゴ|网丨

+ (
ノ [o,r]\A：

am
、リ，d \ m \

<U ( t ) — U ⑴ ，ゴイ̂ !_J ⑴ 〉ゴ丨兩I U)

> a.

これで，定理の前半の部分の証明を終える。

ダ产c とする。前の結果により，

N ^ c( u ) = { m ^ b{[0, T lE r):<u, m> = d* (m, ^ RC)}

^ \ m ^ b ([0, T], E0 :

L , t] D*  ⑴ ，r ⑴)- へ ⑴， ⑴〉]ゴ丨W 丨⑴

= | w ^ ^ b([0, T], E '): d* ( ゾ^  | (t)，r ひ))- <u (t), J て ⑴ 〉=0 I w|-a. e.} 

=  | m e ^ fc ([0, T], E'): | ( t ) ^ d [<5 (.，r ⑴ )](u ⑴）| m |-a. e.J,

ここで，3[<5(_，r ( 0 ) ] ( M ( 0 ；H i  m (りにおける5 ( .，r ( 0 ) の劣微分を表す。この劣微分は実際m 

( 0 における r (りの正則錘であるから（[R o ])，これで定理の後半が示されたことになる。

□
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