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「三田学会雑誌」85卷3号 （1992年10月）

段階的交渉とゲ ー ム の 解対応の整合性 *

蓼 沼 宏 ー

1 . は じ め に

財の分配や利得の配分をめぐって多数の人々が参加する交渉は，どのように行われるか。参加者 

の数が多いほど，直ちに全員で交渉することは困難となる。そこで我々は通常，叩き台となる原案 

をもとにサブグループに分かれ，サブグル一プ内の配分について検討する。いくつかのサブグルー 

ブ内の配分については原案が修正されることもあろう。そして，すべてのサブグループ内の交渉で 

是とされた案が全体交渉に付され，そこでも承認されれば最終的決定となる。このような段階的交 

渉過程は，近年の中東和平交渉や，毎年度の国家予算の編成交渉など，現実社会で広く見られるも 

のである。

ところで，協力ゲームの解対応の公理的研究において，解対応の「整合性」と呼ばれる特性が近 

年中心的に研究されてきた。これは，ある利得配分がゲームの解に属するならば，それをサブグル 

—プに制限した配分はサブグループ内のゲームの解に属する，という特性である。本稿の第一の目 

的は，この解対応の整合性が，上で述べたような段階的交渉過程を矛盾なく説明するための必要条 

件であることを明らかにすることである。整合性に関しては，これまでにHarsanyi (1959，1977) 
およびLensberg (1985)がそれぞれ解釈を与えているが，本稿では，段階的交渉過程というコソ 

テクストから意味を与えたい。

本稿の第二の目的は，サブグループ内の交渉問題を如何に定式化するか，という問題に焦点を当 

て，これまでに提示されている3 つのタイプの定式化を比較検討することである。

* 本稿は，慶應義塾経済学会コソファレンス「公共経済学の新展開」及び1992年度理論•計量経済学会 

大会における筆者の報告に基づいている。その際に，金子守（筑波大学)，佐々木宏夫（名古屋市立 

大学），戸田学（東京経済大学）の諸先生をはじめ，多くの方々から有益なコメントを戴いた。ここ 

に記して感謝したい。もちろん，有り得る誤りは筆者のみに掃されるものである。

注 （1 ) Harsanyi (1959，1977)は，ある利得配分がグループ全体の妥協点ならば，どのサブグループのメ 

ンバ一もサングループ内で再配分しようとする誘因を持たない，と解釈し，Lensberg (1985 )は，グ 

ル一プ全体で妥結した利得配分が異時点間に何人かのメンバ一から順番に実行されるとき，実行途中 

でまだ利得を受け取っていない人々への配分が変更されることはない，と解する。
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公理的研究ではしばしば，整合性等のいくつかの特性を満たす解対応が唯一に定まることが示さ 

れる。この種の定理は，その解対応の特性化定理（characterization theorem )と呼ばれる。本稿の 

第三の目的は，整合性を主たる特性として得られた，いくつかの解対応の特性化定理を整理展望す 

ることである。パレート最適性と個人合理性という2 つの最も基本的な要請の各々を，整合性と併 

せて課したとき，これらの要請を満たす解対応の範囲がどれだけ絞られるか，という角度から整理 

は行われる。また，サブグル一プ内の交渉問題の定式化の相違が特性化定理にもたらす差異も強調 

される。最後に，段階的交渉過程を矛盾なく説明するという観点から，特に co re対応の特性化定 

理の意味を探る。

2. 段階的交渉過程

本稿で考える段階的交渉過程について説明することから始めよう。いま， w人のグループiVが， 

全員が協調したときに得られる利得を如何に配分するか，という問題に直面している。利得 

の配分は， W次元の実ベクトルr によって示される。第 i• 個人の受け取る利得は^ であり，各個 

人の利得の合計が総利得v i N )を超えないような配分は実行可能である。

さて，利得配分に関する交渉は，以下のようなプロセスで行われるとする。図 1 は，交渉の流れ 

を表したものである。

⑴ ま ず ，仲裁人が実行可能な利得配分のうちの1 つを原案として提示する。 これをW としよう。

(2) « 人の人々は，いくつかのサブグループに分かれ，サブグループ内の利得配分について原案を

図1 段階的交渉過程
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是とするか検討する。但しこの時，サブグループS 内の交渉では， S に属さない人々の利得は 

{ic?Ii^ .N  —5 } で所与とみなす。したかって，サフクル一フS のメンハ一か得られる総利得は 

v iK ) — S  であり，この配分を巡って交渉する。

( 3 ) あるサブグループ内の交渉で原案が否とされると，原案は破棄され，⑴に戻って仲裁人が修正 

案 x 1 を提案し，交渉を繰り返す。

⑷ すべてのサブグループ内の交渉で，利得配分案；̂ が是とされると， この案はグループ全体の 

交渉に付される。

( 5 ) 全体交渉で否決されると，利得配分案 f は破棄され，⑴に戻って仲裁人が修正案を提示し> 
交渉を繰り返す。

( 6 ) 全体交渉でも承認されれば利得配分案f が最終的決定となる。

以上の交渉プロセスを段階的交渉過程A と呼ぼう。

ところで，現実の交渉過程ではしばしば，サブグル一プ内の交渉で是とされた案がそのまま最終 

的決定となることがある。あるいは，全体交渉は形式的に開かれるに過ぎないことも多い。このよ 

うな交渉過程は，上の段階⑷で利得配分案W が妥結点となり終了する。 図 1 では，点線で示した 

流れがこの交渉過程を表す。これを段階的交渉過程B と呼ぶことにする。

3. 提携形ゲ ー ム に おける解対応の整合性

人々が協調したときに得られる総利得をいかに配分するかという交渉問題は，協力ゲームとして 

記述される。各ゲ一ムに対して，ある利得配分の集合を定める対応を，解対応 （solution correspon­
dence) と呼ぶ。解対応が各ゲームについて定める利得配分の集合は，交渉の結果生じ得る妥結点の 

集合と見なされ，そのゲームの解と呼ばれる。

さて，前節で述べた段階的交渉過程の帰結を矛盾なく説明するためには，解対応はどのような条 

件を満たさなければならないか。交渉過程A を振り返れば直ちに分かるように，ある利得配分案が 

すべての段階の交渉を経て最終的に選ばれたならば，それはサブグループ内の交渉（段階⑵）でも選 

ばれていたはずである。いま，サブグループ内の交渉を記述するゲームを，「縮小ゲーム（reduced 
game)」と呼ぼう。上で述べたことを言い換えると，ある利得配分が一 つ の ゲームの解に属してい 

るならば，どのサブグループの縮小ゲームの解にも属していなければならない。これが解対応の整 

合 性 （consistency)と呼ばれる特性にほかならない。

一方，交渉過程B を見ると，ある利得配分がどのサブグループの縮小ゲームの解にも属している 

ならば，全体のゲームの解にも属するという閨係が成立する。 これが解対応の逆整合性（converse 
consistency)という特性である。

議論を明確にするために，ここで形式的定義を導入しよう。我々が焦点を当てる段階的交渉過程
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では，様々な人数のプレーヤ一からなるゲームが考えられるから，考察のキァンバスとしてまず 

「潜在的プレーヤー」の集合を導入しなければならない。自然数の集合N を潜在的プレーヤーの集 

合とする。提携形ゲーム，あるいは単にゲームとは，有限な数のプレーヤーの集合iV c= N と，N  

のべキ集合上に定義される実数値関数y のペア i N , v ) である。プレーヤーの集合iVの部分集合を 

提携と呼ぶ。関数u は特性関数と呼ばれ，各提携S に対して， S のメンバーが協調したときに得ら 

れる利得y ( S ) を与える。空集合 4 に対しては， =  0 と定義する。ゲーム全体の集合を尸と 

する。

ゲーム 0V，1；) における利得配分は， 次元の実べクトル尤で，S ぬScO V ) を満たすもので 

ある。各利得配分a;および各提携S について， は a;を S に制限したべクトル : =  O A e s を 

示す。利得配分 ;《は，H x i= v ( JS O であるならば，（iV ,r )においてパレー卜最適であるといい，すj'eTV
ベての /E iV について而きy ( h _ } )であるならば，（iv，u )において個人合理的であるという。ゲー 

ム QN’ v ) の利得配分全体の集合をz a v ，y) ，パレート最適な利得配分の集合をPOV，y)，個人合 

理的な利得配分の集合をI(iV，tO，後の 2 つの集合の共通部分をIP0V，Z；) とする。

あるゲームの集合尸0c 厂が与えられたとする。集合厂0上の解対応沪は，尸0 に属する各ゲー 

ム （iV，め に ，Z(iV，y ) のある非空の部分集合P(iV，y ) を対応させる。

ゲーム（iV,y)，利得配分xeZO V .i；)，およびiVの部分集合S が与えられたとする。利得配分x  
の下でサブグループS に縮小されたゲームとは，集合S と， S のべキ集合上に定義される実数値 

関 数 れ の ペ ア CS，ル）である。但し，関数ルは関数 y 及びベ クトルに 依 存 し て 定 義 さ れ  

る。

定義 1 解対応の整合性：ゲームの集合尸0上で定義された解対応を9 とする。すべての iN，v) 

e r 0. 及びすベての：ceZ (iV，v ) に対して，もし：c e p (iV ，z ;)ならば，A/■のすベての部分集合S に 

対して “ e p(S，む）である，という関係が成立するとき，解対応沪は整合性を満たすという。

定義 1 において，a；E K iV，y ) のとき，プレーヤー数2 の部分集合S に対してのみ：csG p (S，Vx) 
であることを求めるならば，要請は弱められる。これを，解対応の弱意の整合性という。

定義 2 解対応の逆整合性：ゲームの集合厂0上で定義された解対応をp とする。すべての（iV， 

y ) e 厂0，及びすベてのパレート最適な利得配分iKEPCiV，?；）に対して，もし# のすベての要素数2 
の部分集合5 に対してむ epC S，ル）であるならば，re K A "，めである，という関係が成立すると 

き，解対応P は逆整合性を満たすという。

定義 2 で，パレート最適な利得配分だけでなく，すべての利得配分に対して所望の関係が成り立

注 （2 ) 集合iVに属するメンバーの数を#ルで表す0
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つことを求めれば，要請は強められる。逆に，⑴パレート最適かつ個人合理的な利得配分のみを対

象とし，⑵プレーヤ一数2 のサブグループだけでなく，すべてのサブグル一プS に つ い て 沪  

CS，ル）であるときに，xGcpiN，v ) である，という関係が成立することを求めるならば，要請は2 
つの意味で弱められる。これを解対応の弱意の逆整合性という。

前節では，縮小ゲーム（S，ら）の特性関数は所与の利得配分a;の下でサブグループS の外部のプ 

レーヤーが受け取る利得に依存して定義される， と述べただけで，関 数 〜 の特定の形には 

言及しなかった。 これまでに Davis and Maschler (1965 )及 び Peleg (1985，8 6 )と， Moulin
(1985 )によって2 つの特定形が提示されており，それぞれサブグル一プ内における各提携の交渉力 

について，異なる見解を与えている。また，Hart and Mas-Colell (19 89 )は，一つの利得配分が 

与えられているのではなく，ある一価性を満たす解対応P が所与とされたときの縮小ゲームを定義

以下では，各タイプの縮小ゲームを定義し，その形式と意味を比較検討しよう。

定義 3 D avis-M aschler-Peleg縮小ゲーム：ゲーム（iV，y ) , 利得配分；KGZ(iV, «0，及びサブ

グル一プS c iV が与えられたとき，以下の式で定義されるゲーム（S，Vx)を Davis-M aschler-Peleg  
縮小ゲーム（DMP縮小ゲーム）という。

定義 4 M o u lin縮小ゲーム：ゲ一ム OV，v ) , 利得配分xeZQN, v~)及びサブグル一 プ S c N  

が与えられたとき，以下の式で定義されるゲーム（S，ん）を M o u lin縮小ゲーム（M縮小ゲーム） 

という。

定義 5 H art-M as-C olell縮小ゲーム：一価性を満たす解対応％ ゲーム（A U )，及びサブグ

注 （3 ) 解対応p は，その定義域内のすべてのゲーム（iV，i O に対して，9 QN，v) が唯一つの要素から成る 

とき，一価性を満たすというo Dutta (1990 )は Hart-Mas-Colell縮小ゲームを， 一価性を満たさ

ない解対応に対しても定義されるように拡張している。

4 . 縮小ゲ一ム

(3)
している。

y(7"U (Â —S ) ) — S  Xu if T c S  with T=̂ S.

 104 (4 5 6 )-----



ループ S c i V が与えられたとき，以下の式で定義されるゲーム（S，み）を H art-M as-C olell縮小 

ゲーム （HM縮小ゲーム）という。

[0， if T=<!>

み（T 〕： =  y (A 0 _  S  <PiCN, v), if T = S
i e N - S

'v C T lK N - S ) )-  s  ^ (T U (A ^ -S ) ,t ; ) ,  if T C S  and T半S.

ここで，灼(iV，v ) は K iV，v ) に属する唯一つの要素a;の第 i 成分 X iを表す。

まず第一に，D M P縮小ゲーム_M 縮小ゲームと，H M 縮小ゲームとでは， 1 つの利得配分を所 

与とするか， 1 つの解対応を所与とするか，という基本的な相違点がある。これは，そもそも解対 

応とは何か，という見方の違いに起因している。この論文では，解対応とは人々の交渉の帰結を叙 

述するものである，という立場に立つ。これに対して，H art-M as-C olellは，解対応とは利得配分 

に関する1 つの決め方のル一ルである，とみなしていると考えられる。決め方のルールが既に社会 

全体で定まっているとき，サブグループ内の各提携がそのルールの制約下でどれだけの交渉力を持 

つかを示すのが，H M 縮小ゲームである。一方，段階的交渉過程において，仲裁人による利得配分 

案 :c の制約下で，サブグループ内の各提携がどれだけの交渉力を持つかを表すのが，D M Pおよび 

M縮小ゲームである。

第二に， のとき，すなわちサブグル一プS のメンバー全員の提携に対する特性関数値は，

3 タイプの縮小ゲームとも共通である。いずれの定義においても，全体のグル一プiVで得られる利得 

«;(A 0から，サブグル一プS 以外のメンバ一の各々に，いま与えられている利得配分icCDMP . M縮 

小ゲーム）または決め方のルールp (HM縮小ゲーム）に従って，利得を支払った残りの量がS の値 

である。サブグル一プ内では，この残されている利得をどう配分するかが問題になるのである。

第三に，集合T がサブグル一プS の真部分集合であるときの特性関数値の定め方については，D 
M P 縮小ゲームと，M縮小ゲーム • HM縮小ゲームとの間に相違点がある。これは，提携 :Tがサブ 

グループS 内で S - r のメンバーと対峙するとき， S の外部7V—S のメンバーとの協調及びその 

利得保証について，どのような前提に立つか， という違いに基づく。D M P縮小ゲームにおいて提 

携 T は，仲裁人によって提示されている利得配分a;におけるのと同水準の利得を保証する限り，N  

の中のどのメンバーでもピックアップし，その協調を得られると期待する。したがって提携:T 
は，S—アのメンハーの協調か得られなくとも，サフグル一フS の外部から自分達に最も好都合な 

メンバーの組0 を選び，彼らへの利得保証分を支払った後の利得を享受できると予想する。この利 

得がん（T ) の値であり，サブグル一プS における提携:Tの交渉力を表す一^^の指標である。

これに対してM 縮小ゲーム及びH M 縮小ゲームでは，提携：T は S —T のメンバーの協力が得ら 

れないときには，iV—S のすベてのメンバーと協調し，いま与えられている利得配分a：(M縮小ゲー 

ム）または決め方のルールp ( H M縮小ゲーム）に従って彼らに利得保証分を支払った残りの利得を 

得られると予想する。これがそれぞれ，i)xc n と v9c n の値である。

—— 105 ( 4 5 7 ) ——



縮小 ゲ ー ム の どの特定形がサ ブ グ ル ー プ 内の交渉問題を適切に表現しているかは，もちろん，ど 

のような具体的問題から提携形ゲームが導かれているかに依存するであろう。次に，筆者が最近関 

心を寄せてI 、るM 縮小ゲームが適切な特定形であると考えられる交渉問題を例示したい。

( 4 )
例 1 公共プロジエク卜の費用配分問題

ある川の流域にa，b, c, d の 4 県があり，費用を共同負担して川に農工業用水路を建設する計画 

が立てられた。このプロジニクトへの参加は自由であるが，参加しない場合には農工業用水路から 

の便益は享受できない。 用水路建設費C は参加する県の数に依存し，C G w )を参加数m のときの 

費用とすると，C ( l ) = 5 0 ，C (2 )= 6 5，C ⑶ = 8 5，C (4 ) =  100である。用水路から得られる各県 

の便益B は， BGz) =  50，B O O = 4 0，B (c ) =  60, B (め = 3 0 である。プロジヱクトに全県が参加す 

るときに，総純便益が最大になり，パレ一ト最適が達成されることに注意する。

上の費用負担問題から， 次のような提携形ゲーム（JV，y ) が導かれる。プレーヤ一の集合を 

[a, b, c, d ] とする。各提携S c i V に対して，v C S )はS のメンバーだけがプロジヱクトに参加し， 

費用を分担したときに得られる純便益の合計と定義する。すなわち，

K S ) :  = l] B C O - C C # S )

である。提携形ゲームでは，総純便益 z < A Oを各提携S の K S ) を基準にしていかに各県に分配 

するか，という問題に書き換えられる。

各県の費用負担額をん純便益をれ（:_=ル…，めとする 0 いま，仲裁役となる建設省が全県の 

プロジェクト参加と，（し，…，~ ) =  (30，20，40，1 0 )なる費用配分を提案したとする。純便益の分 

配で言い換えれば，Cxa, •••, x d') =  C20, 20, 20, 2 0 )である。

次に， c 県とd 県のプロジュクト参加とその費用負担額（40，1 0 )を前提として， f l県と 6 県と 

の間で， 2 県の負担分の合計額（5 0 )の配分が（30，2 0 )で適正かどうかを検討する。これを裏返 

して言えば， 県と6 県の得る総純便益（4 0 ) の分配に関する交渉である。このときにも基準とな 

るのは， a 県 . 6 県の各々が他方の協調なしに得られる純便益の額である。

では， <2県が 6 県の協力なしに，すなわち6 県がプロジェクトに参加しないときに，どれだけの 

純便益を得られるのか。 c 県とゴ県のプロジェクト参加とその費用負担額を前提とするならば，a 

県だけがプロジェクトに参加し費用負担したときの純便益< { « } ) を得るわけではない。 a 県は， 

c 県 • ゴ県と共にプロジヱクトに参加し， c 県とゴ県の費用負担分を除いた残りを負担する。した 

がって，純便益は

B (a ) — [C (3) — (40+10) } = 15

である。上式の左辺は，次のように書き換えられる。

B U )  + B (c) + B (め一 {C(3) + B (c) + B (め一 (40+10)]

注 （4 )  Moulin (1985，8 8 ) は公共プロジヱクトの費用配分問題を詳細に検討している。
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= {B (a ) +  B (c ) +  B (め一C (3)} +  {B (c) — 40} +  {B (め一10)}
= vQ {c，c,d}') — Qxc+  xa)

これは，M縮小ゲームにおけるん（f a } )の定義に他ならない。（例終り）

縮小ゲームの各特定形に関して，解対応の整合性や逆整合性が定義できる。M縮小ゲームを用い 

たときに解対応が整合的であるならば，M 縮小ゲームに基づく整合性（略してM整合性）を満たす 

という。同様に，M 逆整合性，D M P整合性 • 逆整合性，H M 整合性•逆整合性が定義される。以 

下では，段階的交渉過程との関係から，主としてM縮小ゲームとD M P縮小ゲームに考察の範囲を 

絞ることにする。

5 . 特性化定理

どのような解対応が各特定形に基づく整合性• 逆整合性を満たすのか。まず，よく知られている 

ゲ ー ム の 解を幾つか導入しよう。

定義 6 Core ：ゲーム iN ，v) の利得配分の集合

CCN, v) : =  {x^PCN, v) 1X1 for all SこN}
teS

を CiV, v ) のc o r eという。

ゲーム（A U ) と 利 得 配 分 が 与 え ら れ た と き ，各提携 S c i V に対して，

e(x, S ) : = v ( S ) —S
iらS

と定義する。さらに，w の異なるメンバ一 /，y に対して，

SijCx) : =max{eQx, S ) |S c iV  w ith i ^ S  and j 由S}

と定義する。

定義7 K e r n e l：ゲーム iN ’ v) の利得配分の集合

K(.N, v) : =  {x^IPCN, v) I syCaj) =  s；iCaj) for all i , j ^ N  with ii=j}
を （iV，v ) の k e r n e lという。

定義 7 において，IP(iV，のを単に P(_/V，めで置き換えたものを， ゲーム（iV，u ) の prekernel 
といい，PrK(iV，y ) と書く。

ゲーム OV，t O と 利 得 配 分 が 与 え ら れ た と き ，すべての提携5 の e O , S ) を大きい 

順に並べて作られる2伙次元のべクトルを0 ( x ) とする。 2 つの利得配分x，y E Z iN ，v ) に対して， 

OQx')が e Q y )よりも辞書式順序で小さいか，沒0 » ) = 沒(双）であるとき，かつそのときに限り，沒（尤）
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( 5 )
h K y ) と書く。

定義8 Nucleolus ：ゲーム iN 'v~)の利得配分の集合

Nu(A^, v) : =  {a?eIP(A^, v)\dQx)^Ld^y') for all y^ lPC N , v)}

を （iV, v ) の nucleolus という。

定義8 において，IP(7V，v) を単にP(iV, v )で置き換えたものを，ゲームQV, v ) の prenucleolus 
といい，PrNu(iV，y ) と書く。

解対応と， 1 つのゲ一ムの解とは明確に区別されなければならない。解対応は，あるゲームの集 

合を定義域とし，定義域に属する各ゲームに，そのゲームの解を対応させる写像である。例えば，

が奇数のときには， y) =  Nu(7V，v~), # iVが偶数のときにはpOV，v~) =  CCN, v) , として解 

対応P を定義することもできる。

定義域に属するすべてのゲームに，そのゲームのCOr e を対応させる解対応を，c o r e対応と呼 

ぶ。同様に，nucleolus対応，k ern e l対応などが定義される。また，定義域に属するすべてのゲ 

ー ム Q N 'v )に，CN,v )の利得配分全体の集合Z(iV，u ) を対応させる解対応を全対応，パレート 

最適な利得配分全体の集合P ( iV ^ )を対応させる解対応をパレー卜対応と呼ぶ。

さて，整合性は解対応の特性であり，解対応の定義域に属する任意の2 つのゲームの解の間に一 

定の関係を要求するものであるから，定義域が広ければ広いほど要請は強まる。最も強くなるのは， 

ゲーム全体の集合r が解対応の定義域のときである。

ところが，いかに要請を強めようとも，全対応は常に整合性を満たす。整合性は，我々の解釈で 

は，段階的交渉過程を矛盾なく説明するための必要条件であるというだけで，個々のゲームにおい 

て実際にどのような利得配分が選ばれるのか，ということには何も触れていない。したがって，全 

対応のように，ゲームの帰結に何の情報も与えない「解対応」ですら整合性を満たすのである。

個々のゲームの帰結に関していくつかの要請を課したとき，整合性を満たす解対応の範囲はどの 

程度狭まるであろうか。ゲームの帰結について，次のように考えるのは自然であろう。第一に，協 

調による利得が余すところなく分配されるであろう。第二に，どのプレーヤーi もゲームに参加す 

る以上，全く協調しなくとも得られる利得K U } ) を下回る利得では満足しないであろう。これら 

を表現するのが，以下の特性である。

定義9 パレート最適性：ゲームの集合尸0 上で定義された解対応P は，すべてのゲーム（iV，y)

注 （5 )  2 つのm 次元のベクトルf l， 6 が与えられたとする。もしm 以下のある正の整数Aについて，たよ

り小さいすべての整数/に対してはai = b i であり，か つ ak く bk が成立するならば，べクトルa は 

ベクトルろよりも辞書式順序で小さいという。
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e r 0 に対して，KiV，iO c p a v ，y) であるとき，パレート最適性を満たすという。

定義1 0 個人合理性：ゲ ー ム の 集合 / 70 上で定義された解対応p は ， すべてのゲ ー ム （i V ，t ；) e r 0  

に対して，攸N ，v)匸1QN, v~)であるとき，個人合理性を満たすという。

まず，整合性に加えて，パレート最適性を課したときにどうか調べよう。

命題 1 : 集合尸を定義域とするパレート対応は，D M P整合性，M整合性，及びパレート最適性 

を満たす。

証 明 ：ゲーム QV，y ) において，x ^ K N ’ v ) ならば，S ] ^ = ^ ( A O である。任意の S c iV に対
i^N

して，も（S ト ら （S )  =  y (A O - S ル= 2 ] ルである。 よって，れ は P (S，も）及び PGS，も）に

属する。（証明終）

パレート対応以外にも，r 上で d m p 整合性とパレート最適性を満たす解対応が存在する。

命題 2 : 集合 r を定義域とするprenu cleo lu s対応，及 び p rek ern el対応はD M P整合性とパ 

レ一ト最適性を満たす。

証 明 ：prenucleolus対 応 に つ い て は Sobolev (1975)を，p rek ern el対 応 に つ い て は Peleg  
(1986)を見よ。

Sobolev (1975)と Peleg (1986)は，D M P整合性とパレ一ト最適性に，他の幾つかの特性を付
( 6 ) ( 7 )

加することによって，それぞれ，prenu cleo lu s対応と p rek ern el対応の特性化定理を得ている。

パレート最適性に比べて，個人合理性を付加したときには，整合性を満たす解対応の範囲は大き 

く狭められる。次の命題は，一^^の基本的な制約を明らかにする。

平衡ゲーム全体の集合をr c とする。

命題 3 : ゲームの集合厂0 が，厂(7に属さないゲームを1 つでも含むならば，尸0 上で定義される 

解対応で，M整合性と個人合理性を共に満たすものは存在しない。 D M P整合性と個人合理性を共

注 （6 ) この他にも，厂上の解対応でD M P 整合性とパレ一ト最適性を満たすものが存在する。Aumann 

and Dreze (1974 )を見よ。

( 7 )  Hart and Mas-Colell (1989 )は，H M 整合性，パレート最適性，及び一価性と，他の幾つかの特 

性によって，Shap丨e y 値対応の特性化定理を得ている。

( 8 ) 平衡ゲームの定義については，例えば，鈴木 • 武 藤 （1985)を見よ。よく知られているように， rc = K N , v}\C(.N, である。
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に満たすものも存在しない。

証明 ：Tadenuma (1992)を見よ。

集合 / ^ は，個人合理性の下で整合性を満たす解対応の存在を期待し得る最大限のゲームの集合 

なのである。実際，集合尸c 上では，これらの2 つの条件を満たす解対応が存在する。

命題 4 : 集合厂C上で定義されるc o r e 対応は， M整合性，D M P整合性，及び個人合理性を満 

たす。集合尸c 上で定義されるn u cleo lu s対応は，D M P整合性及び個人合理性を満たす。

証 明 ：c o r e対応がM整合性を満たすことはTadenuma (1990)，D M P整合性を満たすことは 

Aumann and Dreze (1974)及 び Peleg (1986)による。n u cleo lu s対応がD M P整合性を満たす 

ことは Aumann and Dreze (1974)による。

実は，集合 r c 上でM整合性と個人合理性を満たす解対応は，c o r e対応だけである。

定理 1 : 集合 / ^ 上で定義される解対応で，M整合性及び個人合理性を共に満たすものは，core 
対応に限られる。

証 明 ：Tadenuma (1990)を見よ。

D M P整合性によってc o r e 対応を特性化するためには，もう1 つの特性が必要である。

定義1 1 半加法性：ゲ一ムの集合尸◦上で定義される解対応p は，すべての（AT，t;)，（iV ,の e
( 9 )

厂0 に対して，(pQN，め+ V) こ , v+ v ) であるならば，半加法性を満たすという。

定理 2 : 集合上で定義される解対応で，D M P整合性，個人合理性，及び半加法性を同時に 

満たすものは，c o r e対応に限られる。

証 明 ：Peleg (1986)を見よ。

逆整合性を満たす解対応については，次にまとめておく。

命題 5 : 集合厂上で定義されるパレート対応は，M逆整合性及びD M P逆整合性を満たす。集

注 （9 ) 特性関数1；+ ! / は，すべてのs c i v に対して，（w+z/) ( 5 )： = v ( S )  +  ̂ ( S ) と定義される。
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合厂上で定義されるp rek ern el対応及び k e r n e l対応は，D M P逆整合性を満たす。集合尸c 上 

で定義されるc o r e対応は，D M P逆整合性及び弱意のM逆整合性を満たす。

証 明 ：逆整合性の定義により，パレート対応はこれを満たす。p rek ern el対応についてはPeleg
(1986)を見よ。k e r n e l対応がD M P逆整合性を満たすことは，p rek ern el対応がD M P逆整合性 

を満たすことと，任意の（A U )，任意の a;eZ (iV ,y)，及び任意のS c  iV に対して，む e K ( A U )  
ならば， であることから導かれる。c o r e対応については，Peleg (1986)及 

び Tadenuma (1990)を見よ。（証明終）

6 . 特性化定理の意味

この節では，結論に代えて，段階的交渉過程を叙述するという観点からc o r e対応の特性化定理 

の意味を考察する。

定理 1 によれば，解対応P がM整合性と個人合理性を同時に満たすならば，すべてのゲーム（iV， 

に対して，K A ^ )  =  C(7V，y )…（1 ) でなければならない。等 式 （1 ) は K A ^ )c C G V ，y) 
…（2 ) かつ K A U )コC (A U )…C 3 ) と同意である。 まず，関係（2 ) の意味を明らかにしよう。

ゲーム（_/V，y ) e 厂c において，利得配分a;が C(_/V, y ) に属さないならば，ある縮小ゲーム（S， 
Vx)において，あるプレーヤ一f の利得ルがん（U } ) より小さくなる。したがって，段階的交渉 

過程においてこの利得配分a;が仲裁人によって提示されても，サブグループS 内の交渉において， 

プレーヤー i• の個人合理性から棄却されてしまう。したがって， ゲーム（iV，tO の帰結となり得る 

のは，c o r eに属する利得配分に限られる。これが（2 ) の意味である。

次に，関係（3 ) の意味は何か。任 意 の ゲ ー ム 厂 c，及び CC/V，y) に属する任意の利得 

配分a;に対して，以下の条件を満たすゲーム（W ，z / ) e 尸c が存在することが証明できる。

⑷ N ' は7Vのメンハ一と， もう 1 人のフレ一ヤ一 もから成る。

(b) CCN', v ' ^は唯一つの利得配分？/:  = ( x , 0 ) から成る。

⑷ ゲ 一 ム （iV'，v ')から，利得配分y の下でサブグ ル 一 プiV に縮小されたゲ ー ム （iV，v'y)が QN,

のに一致する。

CC/V’， y’ ） に属する利得配分は1 つ し かないのであるから，すぐ上のパラグラフ で 述べたことに 

より，ゲーム（# ’，ゾ）の帰結は?/でなければならない。そうすると，段階的交渉過程においてサ 

ブグループ7V内の交渉で利得配分y N すなわちa;が是認されていたはずである。言い換えると，利 

得配分rcはゲーム（iV，4 ) すなわち（iV, u ) の帰結でなければならない。もし，利得配分a?をゲー 

ム QN，v )の解から排除するならば，ゲームO T ，v')で示される利得配分問題が段階的交渉過程に 

よって決定される，ということとは矛盾してしまうのである。したがって， どのゲーム（7V，y) に 

対しても，COV, v) に属するすべての利得配分が（iV,めの帰結となり得ると見なさなければなら
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ない。これが（3 〕の意味である。

c o r eの特性化定理に対して，「c o r eはゲーム理論の中で最も直観的に理解できる解であるから，

特性化定理を敢えて示す必要はないのではないか」という批評もある（Peleg (1985，p. 203)) 0 我々

の見るところでは，この批評は，交渉の妥結点となる利得配分がc o r eに属することは「直観的に
(10)

明らか」である，と主張しているに過ぎないと思われる。仮にこの主張を認めるとしても，なぜ 

c o r eに属するすべての利得配分を，交渉の帰結となり得る利得配分と見なさねばならないのか。 

なぜ c o r eの中からさらに細かく利得配分を指定する解対応では，不都合が生じるのか。我々の持 

つ理論は，交渉の帰結についてc o r e以上に細かい説明を与えることは不可能なのか。この問いに 

対する答えは，「直観的に」明らかではなかろう。定理 1 は，その回答を与えている。

集合尸c のどのゲーム GV，y) も，プレーヤ一の集合が7Vのときのゲームであるという側面と， 

iV よりも大きいプレーヤーの集合 7V'のゲーム（7V'，が）の縮小ゲームであるという側面を持つ。そ 

して，あるゲーム（iV，t O の解がC (iV，t O よりも小さい場合，ある別のゲーム（iV，，i / ) の妥結点は， 

段階的交渉過程から到達したものとは見なし得なくなる。集合 /^のどのゲームにおける利得配分 

も，段階的交渉過程に従って，個人合理性を保持しつつ決定されるとするならば，すべての（iV,め 

に対して，C(7V，v ) に属するすべての利得配分をゲ一ムの解に含めなければならないのである。

これまでの議論は，任意の（iV，W 及び任意のr e C ( iV ，めに対して，性質⑷，⑻及び (c )を満た 

すゲーム（iV'，z/ )を作ることができる，ということが鍵になっていた。M縮小ゲームでなく DMP 
縮小ゲームを用いた場合，このような（iV’，t/〕を作れるとは限らない。それ故，c o r eからさらに 

細かく利得配分を指定する解対応で，D M P整合性と個人合理性を同時に満たすものの存在は否定 

されない。実際，命題 4 で見たように，n u cleo lu s対応がそのような解対応なのである。

最後に，その他の幾つかの論点を取り上げて本稿を閉じることにする。

( 1 ) 定理 1 及び定理2 において，解対応の定義域は平衡ゲーム全体，すなわち c o r eが非空であ 

るゲーム全体の集合 / V である。そのため，解対応の定義域を定めるのにc o r e自体を使っている 

のだから，「純粋な」特性化定理とは言えない，という批判がある。これに対するP e le g の反論は 

以下の通りである。

「我々の目的はc o r e対応の『純粋な』定義を与えることではなく，むしろ c o r e対応の定義され 

る自然な定義域上でそれを特徴付ける幾つかの特性を選び出し，もって他の解対応と比較できるよ 

うにすることなのである0」(Peleg (1986，p. 196))
実際，平衡ゲーム全体の集合上で，いくつもの解対応を定義することができるのであるから，そ 

れらと c o r e対応とを特性によって比較することには意味があろう。

我々のもう一つの反論は命題3 に基づく。命題 3 によれば，集合 / ^ よりも大きい定義域上では，

注 （10) c o r eがそのような「絶対的な」解ではなく，直観に反するケースもあることがAumann (1985) 
によって指摘されている。
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そもそも整合性と個人合理性を同時に満たす解対応は存在しない。これらの特性を併せて課したと 

きの帰結を求めると，必然的に我々は厂(7に行き着くことになるのである。集合尸(7上で 2 つの条 

件を満たす解対応とは何かを明らかにすることは，まず第一に必要なことであろう。

(2) c o r e対応を他の解対応と比較し区別するという観点から2 つの特性化定理を見ると，定理 

2 では，D M P整合性だけではc o r e対応は n u cleo lu s対応から区別されず，半加法性がその役を 

負っている。一方，定理 1 ではM整合性が，n u c leo lu s対応を含めてすべての個人合理的な解対応 

から c o r e対応を区別する。M整合性は，c o r e対応とより密接な関係があると言えよう。

( 3 ) 我々は集合厂(7上の解対応を考察してきたが，もちろん，集合/上での考察だけで十分で 

あると主張しているわけではない。第 5 節で述べたように，解対応の定義域が小さくなるほど整合 

性の要請は弱くなる。したがって，/ V よりも小さい定義域において，定理 1 や定理2 で挙げられ 

た条件を満たす解対応がc o r e対応だけであるとは限らない。 より小さい定義域としては，Peleg 

(1989)が市場ゲームの集合上で，また Sasak i and  T oda (1992 )がマッチング.ゲームの集合上で， 

それぞれ整合性を中心的な特性としてc o r e 対応の特性化定理を得ている。この他にも，具体的な 

経済問題から導かれるゲームの集合上で整合性を満たす解対応とは何かを探求することは，興味深 

い問題である。

⑷この論文では，プレーヤ一が譲渡可能効用（transferable u t i l i t y )を持つことを仮定し，別払' 
い （sid e-p a y m en ts)のあるゲームを考察した。譲渡可能効用を仮定せず，別払いのないゲームにつ 

いても同様の定理が，Peleg (1985) 及 び T adenum a  ( 1 9 9 2 )により得られている。

参考文献

Aumann, R. J . (1985): “On the Non-Transferable Utility Value: A Comment on the Roth-Shafer 
Examples”，Econometrica, 53，599-612.

Aumann, R. J. and J. H. Dreze (1974) •• “Cooperative Games with Coalition Structures”，International 
Journal o f Game Theory, 3，217- 237.

Davis, M. and M. Maschler (1965): “The Kernel of a Cooperative Game”，Naval Research Logistics 
Q u a rter ly ,12, 223-259.

Dutta, B . (1990): “The Egalitarian Solution and Reduced Game Properties in Convex Games”， 
International Journal o f Game T h e o ry ,19，153-169.

Harsarnyi, J. C . (1959) : “A Bargaining Model for the Cooperative w-Person Game”，in A. W. Tucker 
and R. D. Luce (eds.)，Contributions to the Theory o f  Games, Princeton University Press.

-----------(1977) : Rational Behavior and Bargaining Equilibrium  in Games and Social Situations,
Cambridge University Press.

Hart, S_ and A. Mas-Colell (1989): “Potential, Value，and Consistency”，Econometrica, 57，589-614.
Lensberg, T . (1985): “Stability，Collective Choice and Separable W elfare”, Ph.D. thesis, Norwegian 

School of Economics and Business Administration.
Moulin, H_ (1985): “The Separability Axiom and Equal Sharing Methods”，Journal o f Economic 

Theory, 36，120-148.
-----------(1988): Axioms o f Cooperative Decision M aking, Cambridge University Press.

 113 Q465)-----



Peleg, B . (1985): “An Axiomatization of the Core of Cooperative Games without Side Payments”， 
Journal o f Mathematical E conom ics,14, 203-214.

----------- (1986): “On the Reduced Game Property and its Converse”，International Journal o f Game
T h e o ry ,15，187-200.

-------------(1989): “An Axiomatization of the Core of Market Games”，Mathematics o f Operations
R esearch ,14，448-456.

Sasaki, H. and M. Toda (1992): “Consistency and Characterization of the Core of Two-Sided Match­
ing Problems”，Journal o f  Economic Theory, 56，218-227,

Sobolev, A. I. (1975): “The Characterization of Optimality Principles in Cooperative Games by Func­
tional Equations’’，Mathematical Methods in the Social Sciences, 6.

鈴木光男• 武藤滋夫（1 9 8 5 )『協力ゲームの理論』東京大学出版会。

Tadenuma, K_ (1990): “Dual Axiomatizations of the Core and the Anti-Core”，Hitotsubashi Univer­
sity RUEE Working Paper #90- 41，Kunitachi，Tokyo，Japan.

-----------(1992): ^Reduced Games, Consistency, and the Gore”, International Journal o f Game Theory,
20， 325-334.

(一橋大学経済学部助教授)


