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「三田学会雑誌」84卷特別号一I (1991年9 月）

世代重複経済における競争均衡について

吉 田 真 理 子

1 . は じ め に

世代重複モデル（overlapping-generations model)は，異時点間の効率的資源配分に果たす貨幣の役 

割を分析することを主要な目的として，1958年サミュエルソンによって創案された動学モデルであ 

る。サミュ エルソンがこのモデルを通じて提起した主要な問題は，想定する経済において個人の主 

体的行動の合理性や，市場および情報の完全性，そして不確実性や外部性の欠如といった標準的仮 

定のすべてが満たされたとしても，なおその経済の競争均衡がパレート効率的配分を達成するとは 

限らないということ，しかしながらそれ自体は効用を持たないが，一般的受容性をもつ価値貯蔵手 

段としての貨幣が存在するならば，競争均衡がパレート効率的配分を達成し得るということである。

ここでの貨幣は，価値貯蔵手段としての役割のみを有する耐久財としての紙切れであり，各主体 

の効用関数の変数にはなり得ないものと想定されている。すなわちそれ自身効用をもたない貨幣が， 

つねに価値貯蔵手段として一般受容性を保証されるためには何等かの条件が必要であることは明白 

な事実である。例えば有限期間で終止ししかも不確実性のない経済では，そのような貨幣は価値貯 

蔵手段として需要されることはない。なぜなら最終期に効用のない貨幣を需要する主体は存在しな 

い。したがって最終期の貨幣価値はゼロとなる。さらに最終期に価値をもたないことが確実な財を， 

その前期に価値貯蔵手段として需要する主体も存在しない。よってこの期にも貨幣価値はゼロとな 

る。この推論を現時点まで遡って繰り返すならば，有限期間の経済では価値貯蔵手段としての貨幣 

価値はすべての期においてゼロとなることが明らかとなる。

したがって不確実性の存在しない経済において，効用をもたない貨幣が各期で価値貯蔵手段とし 

ての機能を果たすためには，無限に新しい主体が誕生し価値貯蔵手段としての貨幣への需要が存在 

する可能性を残しておかなければならない。世代重複モデルではその構造上，無限期間貨幣が需要 

され得る可能性が保証されることから，貨幣理論の有用な分析装置と考えられている。

しかしながら，たとえ世代重複モデルを用いたとしても各期の老人が，次に生まれてくる若者は 

必ず貨幣を需要してくれるという予想をもちつづけなければ，ここでも貨幣価値はゼ口になり得る。 

したがって世代重複経済においても，貨幣がつねに正の価値を有するためには，各消費者の予想に 

何等かの制約が必要となる0 貨幣が各期正の均衡価格をもつ競争均衡を貨幣的競争均衡と呼ぶなら



ば，その存在条件として予想に関する条件が提示されるだろう。

本稿では，政府が発行するpaper a s s e t sは二つの機能をもつと想定する。第一の機能は潜在的' 

価値貯蔵手段である。第二の機能は消費者による政府への支払い手段であり，政府による価値の移. 

転手段である。さらに，市場は完全であり移転には費用はかからないと想定する。政府債には種々 

の形態があるが，各々には本質的な経済学的相違は存在しないため，ここでは種々の政府債を総称: 

して貨幣と呼ぶことにする。

本稿の目的は，以上で想定した貨幣を含む純粋交換世代重複経済において，貨幣的競争均衡が存 

在することを明らかにすることである。世代重複モデルでは，経済が無限に継続することから各期1 

の主体と財の数は有限個であっても，当該の経済モデルが扱う主体と財の総数は，可付番無限個に. 

なる。世代重複モデルにおける競争均衡の存在が，有限経済における一般均衡の存在証明の手続き 

を直接適応することによって，必ずしも容易に証明され得ない根拠はこの点にあり， したがって世 

代重複経済における均衡の存在証明は，従来の一般均衡モデルの主体と財の数を無限へ拡張したケ 

ースにおける存在証明としても解釈できる。

2. モデルの基本的構造

世代重複モデルの基本的構造を解説すると，まず当該の経済に存在する経済主体は，「若い世代」: 

と 「老いた世代」の 2 期間を生きると想定される。任意の期はその期首に生まれた若い世代とその 

前期に生まれた老いた世代の2 世代から構成され，交換は世代が重複するこれらの個人の間で行わ■ 

れることになる。主体は毎期誕生するため，この世代重複は有限期間で終始することなく，無限に 

繰り返されることになる。

主体には生涯の各期首に財が与えられ，それらの初期保有量と市場価格に依存して，各主体はみ 

ずからの予算制約式を求める。そしてそれらの制約の下で，各消費者は，財の消費から得られる効., 

用を最大にするよう生涯の消費計画を立案すると想定される。

本稿では，各世代には消費者が/人ずつ誕生し，各期の消費者は生まれた期^=1，2 , ……と ；& 

I によって表されることにする。各 期 ^=1，2 , ……にはw個の消費財と唯一耐久財である貨幣が存: 

在する。各消費者の消費可能集含は，£ = 0 の消費者；についてはズ0，ゴ= 允= で，f 期 Q g l〕の消 

費者；についてはX t，尸 R \ n で与えられる。尤し“ は消費者 / によってs 期 （s = l ，2 , ……）に消' 

費された財 / 0 = 1 , 2 , ……t i ) の消費量とする。消費者 i t ,  j ) は彼の生存期間である/ 期 と 扦 1 

期の 2 期間において，財ろ，プ=Ocし，冗匕1) を消費することから効用を得るとする。 彼の効用関数 

は以下の仮定を満たすとする。

仮 定 2.1

⑴ uhj は すべての t について，連続， i? 2+n 0 = 0 については及？）において擬凹，か つ i? sA  Ĉ =-
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0 についてはi??+) において連続微分可能である。

( 2 ) 任意の？• および f について，d u ^ j C x t ^ / d x l j ^ O , か つ ル ，プ) / 3 O ，i > 0 , ここで / =  

1 , 2 ,  についてはル，プe i ? 2+n+, t = 0 についてはx 0，j e j R l + である。

( 3 ) 任意の i および / について， l im w  3%，プO らy) / 如 H =  +  oo, ここで尤し

仮 定 2.2

すべてのひ，; ) について， 2 , ....... H } .

仮定 2 . 2 は，各消費者の効用関数は丑種の効用関数のいずれかであることを意味する。

つぎに，各消費者に与えられる消費財の初期保有量について解説する。 消費者 a y ) は若い期 

K  wh, j ^ R l の消費財の初期保有量を与えられる。以下を伖定するd

仮 定 2.3

( 1 ) wt,j^w>0,

⑵ [ w l j ]は有界である。

仮定 2. 3 ⑴および⑵は，各/期における若い主体の財の初期保有量はゼロより上方において一様に 

下から有界であり，かつ上からも一様に有界であることを意味している。

貨幣的側面について解説する。政府は消費者が各期首に初期保有量として保有する財を再配分す 

ることはできないが，名目貨幣を創造し各期首において消費者に分配することが許されているとす 

る。さらに政府は各消費者に名目貨幣税を課すことも許されているとする。想定する経済では移転 

すなわちマイナスの税とプラスの税は，ともに各消費者の生涯の各期に一括税の形式によって実施 

されるとする。消費者は自らに課される税については，前もって正確に知っているとする。以上の 

政府の政策によって，消費者は各期首に初期保有量として貨幣が与えられると考えることができる。 

財の初期保有量との相違点は，消費者が保有する貨幣量は必ずしも正とは限らず，ゼロの場合もま 

たは負の場合もあり得るということである。以後，貨幣の初期保有量を貨幣移転と呼ぶことにする 

なら，f ニ0 の消費者；の < = 1 期の貨幣移転は

ml’jE R t=0 

で表され，《2 1 の消費者；の 2 期間における貨幣移転は

w 口）E i ? 2 t = l , 2 , .........

で表されることになる。したがって，ム し を s 期に政府が創造する総貨幣量とするなら， t 

期 0  =  1，2 , … …）に存在する総貨幣供給量は， で表されることになる。各 

期の総貨幣供給量について以下を仮定する。



仮 定 2.4

( 1 ) m lo, j^R++,

⑵  ニI^ =1 Zk m%,卢  R ++,

(3) {mt} は有界である。

仮定 2 . 4 ⑵および⑶は， ，期における総貨幣供給量は正であり，かつ上から有界であることを意味 

している。政府による貨幣移転の流列を

m =  Qml0,u ml,2, ....... ， m h ,  m\,u ........ ， m\,u ml,2, ......... )

e i ? ++x i ? x …… = M

で表し，貨幣移転の流列m e M を，政府による貨幣政策と呼ぶことにする。

各消費者は生涯の消費財の消費計画を作成するのと同様に，生涯の貨幣保有量についても選択を 

行う必要がある。 を消費者 / による s 期の貨幣需要量を表すとする。 この経済では，政府だ 

けが償還されない外部貨幣を創造することが許されているとする。消費者への制約としては，彼が 

死ぬときに貨幣保有量が負であってはならないということが取り決められている。すなわち，経済 

から去るときに，消費者は借金を残してはならないということである。正確に書き表すならば，

»o；7 = 0

であり

外J + W ルm2 0  t = l , 2, ……

なる制約が課せられていることになる。さらに消費者は無限に借入れることは許されていないとす 

る。正確に書き表すならば，任 意 の it ,  j ) について

Xtt\7j ' ^ X m

な る rcm< 0 が存在するとする。

各期には現物市場のみが開かれ， および1 を各々《期における第 i 消費財および貨幣 

の現物価格とする。ゲ= ( が’1，……，が’71，l)G i??+X {1} =  Q か つ q = C q \  q2, ……）g Q x Q x …

…= S とする。各消費者の予算制約式は，以下のように書き表される。

( C - l )  Plx l , j + x l \ f = p xwl , j + m l , i, 

p tx tt,j + x tl^ = p tw th j + m tt,j .
C C -2) pt + lx t+l +  x t+l,m=  m t+l +  x tt，m̂

( C - l ) は消費者（0，/ ) の 1 期における予算制約式であり，( C - 2 ) は消費者 a y ) (泣 1 ) の； 

期と纟+ 1 期の予算制約式である。

最大化間題

(1) ^=0 については，（c - l ) および < ’アミ0, 枚ゴ20の制約下で《0，プOc0，y) を最大化する。

—— 7 0 ——



(2) については ( C - 2 ) および x ^ + x ^ j ^ O ,  Ocし，0 ) 2 0 なる制約下で《£，プ（》し，

x l t D を最大化する。

各消費者の需要計画は，以上の最大化問題の解となる。消費者の需要関数/ w G = 0 , 1，……）は以 

下で定義される；

fo ,j : r ,
かつ

ft ,} '  Q2- R I \ x R 2 t = l , 2 , …… •

/。，プまたは/ 1，ヅの地域は，各消費者の需要量，Cx0,j, x h J ^ ^ R l x R , または Cxt，j, < j ，m〉

G R\n X R 2 を意味するから， または i ? 2+nx / ? 2 となることは明らかである。

3 . 貨幣的競争均衡

定義 3.1

超過需要対応Z  •• を以下のように定義する。

Z ( ^ ) = { 2 = 0 i ) r = l l  任意の位 1 について，Z t=i 2：j x tt- hji Zj  

+ md,

た だ し x^}, 0 ’つ € / らプ(ゲ，ゲ+1) } .

補助定理3.2

仮定2 . 1 および2 . 2 の下では，積位相をもつ集合S の上でZ ( 0 は非空，コンパクト値かつ優半 

連続である。

証明

Z C O は明らかに非空である。コンパクト値については，チコノフの定理より明らかである。ま 

た，f - > + o o のときゲ— ゲe s となる点列{が} C S を考える。力，バ.）は優半連続であるから， 

、g{，gi+i ) - « ，q \ +d のとき，次の点列を選ぶことができる；すなわち，すべての，について， 

+ o o につれて {ゼ， m t )  ^ G i q * ,ゲt+i)。 よって，2 * = 0 广）r e Z ( グ）に収束す 

る流列レ” が存在する。したがってZ O ) は優半連続となる。 証了

ここで，貨幣的競争均衡を定義する。

定義 3.3

貨幣的競争均衡はO e Z C ^ )を満たす流列q=iq\ q \ … …) e 5 である。



財の均衡価格が厳密に正の値となることを保証するために，以下の二つの境界条件を証明する。 

貨幣価格を1 と基準化していることから，財の均衡価格が厳密に正の値となることを保証すること 

は，同時に貨幣の均衡価格が正の値に決定されることを保証するものである。

命 題 3 . 4

仮定 2.1，2 . 3 および2 . 4 が満たされているとする。任意の流列 {ゲ} 〔5 およびすベての；bにつ 

いて2* ( ゲ） となる任意の流列{ ? } を考える。任 意の（ア，ソ）について，A -  +  c oのときq W  

— ならば，Ar- +  o o のとき I k ^ h  +  o o となる。ただし 3 Q は集合Q の境界を意味する。 

証明

ゲe 3 Q を仮定する。任意のソについて仮定2. 4 よりmし> 0 であるから，（C - 1 ) かつ仮定2 .1  

⑵より，もし f E d Q ならば，ゐ- > +  o o のとき丨丨冗し丨卜+ ①となる。次にゲ》0 およびq2EdQ 

を仮定する。仮定2 . 3 ⑴よりが如し> 0 となるから，（C - 2 ) および仮定2 . 1 ( 2 )より， もしゲG

3分ならば，ft—十ののとき ||»f;川—十0 0 となる。r ^ 3 ,  4 ,  について，同様の分析を行うなら

ば，任意の：Tについてデ ’し^ 7 1 ならば， |丨2し丨卜+  c o を示すことが出来る。 証了

命 題 3 .5

仮定2 . 1，2 . 3 および2 . 4 が満たされているとする。任意の価格流列{が} e S およびすベての及 

についてzkeZCqk) となる任意の流列{ ? } を考える。もし任意の：T について，ん— +  o o のとき 

gT,k^ + c oならば，ん— +  o o の と き +  ° ° となる。

証明

可能な二つの場合を考える：⑴ なr ，fc— +  C O か つ f  + +  co。 ⑵ q T , k _ ^  +  0 0 か つ { f + U }

が有界。⑵ の 場 合 に +  0 O となることはグラモンにより既に証明されている（グラモン 

C1974])0 よって，⑴ の 場 合 に +  o o となることを示す。背理法を用いる。すな 

わち qT’k— + c o のとき， +  を仮定する。

xl>m< + o oであり，かつ仮定2 . 4 よりw ? ^ <  +  ° o であるから，（C - 2 ) よりA— +  c o のとき 

p T + i , i , k ^  +  c o と な る 佐 n については，任 意 の ノ • に つ い て 0 となる。 一 方 （C - 2 ) から 

以下の式を得る。

PT, k CwT,j-x^~) = xTT\^k-  W し 

したがって， 仮定2 _ 3⑴から，もし々7'，ち*— +  0 O となるすべての/ について尤？;?，プー> 0 ならば，

pT,k(.wTT,j — XT\1j)-^ + <̂

となる。この結果は2 V a ; P j <  +  o o に矛盾する。 したがって，ん— +  QOのときxち，,hk—xTr,h> s か 

0  pT,h,k^ + c o となる少なくとも一 D̂のみ£ { 1 ，…… ，n ] および e > 0 が存在する。 仮定 2 .1

⑵から，X巧，’/ の僅かな増加とボ丨しにおける僅かの減少は，财づ0 cし）を増加させる。この事



実は，CxkT，j，a；r；7>fc) が /*スゲ，fc，ゲ+1，* ) に属することに矛盾する。したがってA：— +  o o のとき， 

I j X p J ^  + o o となる。 証了

4 . 貨幣的競争均衡の存在証明 

本稿で想定した貨幣を含む世代重複経済における，貨幣的競争均衡の存在定理を以下で証明する。 

定理 4 .1

仮定 2.1，2.2, 2 . 3 および2 . 4 が満たされているとする。このとき世代重複経済には少なくとも 

—■っの貨幣的競争均衡か存在する。

証明

を集合S の非空，コンパクト，凸かつSC： U ^ a S f c なる部分集合の非減少流列とする。 ここ 

で，s k = Q k X Q k 乂……である。Z ( S * ) のコンパ ク ト な 凸 包 を … …で表す。

ここで対応M  ： X k一Sk を以下のように定義する；

( 4 .1 )  { (ゲ，fc)«=i丨任意の f について，qt,kzkc=Tmx qhkzkt}.

ベルジェの最大値定理およびチコノフの定理を用いて，M ( 0 は，積位相を与えられた集合X * 上

でコンパクト値対応であることが示される。さらにM > ) が凸値であることは容易に示される。さ
⑴

らにM . ) はズ * の上で優半連続である。

一方，U = { u h\ h = l , ……, H ] およびPF= {恥け= 1 ，2 , ……} とする。仮定2 . 2 および2.3(2)よ 

り，任意のんおよびすベての/ について，以下の関係；

Gt CQkx Q k; U, W, m ) ^ Y k 

を滿たす凸コンパクトな集合y * cz i? n+1が存在する。 ここで無限空間におけるノルムを以下のよ

うに定義する。

( 4 .2 )  IIゲ，zk\\=IlMm\\ghk, d l l .

ここで対応F  __ Sk x X k- S k x を以下のように定義する。

( 4 .3 )  FCqk, z ” = M C z k) X Z C q k).

積集合 Skx X k が丨卜丨丨が定義されたバナッハ空間であることを示すことができる（命題5. 1参照)。 

さらに，S fcx H . | | によって定義されるノルム位相において凸 コ ンパクトであることが明らかと 

なる（命題5 .2 参照)。よって， F ( 0 は Skx X k 上で凸コンパクト値かつ優半連続対応となる。

以上より，集合 S fcx ズ*=および対応FC. ) は一般化された角谷の不動点定理のすべての条件を 

満たすことになる。したがって以下の関係；

注 （1 ) 抓 (2丨）= • ^ 丨任意のU こついて，qU{ = max g{z{, qEQ} .  M{( 0 は優半連続であるから，補助 

定理3.2]と同様に从（_)の優半連続性が証明される。



(4 .4 ) zk^ZCqk} か つ ゲ g M ( ? )

を満たす不動点（ゲ，zk̂ S kx X k が存在する。

M ( . )の定義およびワルラス法則を用いることによって，すべてのゲ，fce Q * および任意の/かつ 

k について以下の不等式を得る。

( 4 .5 )  q ^ z l ^ .

一方，もしある佐 {1，.......，W + 1}について，卜 + ① のとき之し—+  ° 0 となるならば，（4.5)

式から A：— +  0 3 の と き — — o o となるみ日 {1，… … ，《+ 1} が存在することになる。しかしな 

がら，仮定2 . 3 ⑴から，U J } は b  +  o o のとき，すべての/ について下から有界であるから，命 

題 3 . 5 か ら {ゲ’りは任意の / について有界となる。し た が っ て ゲ お よ び に 各々 

収束する部分列 {が，*= } および k t } を選ぶことができる。仮定2 . 1 ( 2 )およびZ。) が優半連続で 

あることから， (ゲ）となり，かつすベてのf についてゲ•‘ = ( ) となる。命題3. 4 からゲ》 

0 であるから，ゲ*ゐ* = 0 ならばゐ》0 およびゐ*《0 がともに成立不可能である。もしゴ关0 かつ 

^ V = 0 ならば，ゲ，> 0 なる q& Qが存在し得る。したがって十分大きなj について，作 > 0 で 

ある。しかしながら，これは（4 . 5 ) 式に矛盾する。よって

0=z*^Z(gO

が成立する。 証了

5. 数 学 付 録

命題 5.1

任意の t について， X t〔R N は凸コンパクト集合とする。すべての t に つ い て なる集合 

が存在すると仮定する。任意のぶ= ( ぬ) ，y=Qyt) E n i U X t について，距離対応を以下 

のように定義する；

p(.x, y ' )= l7=xO. /2t')\\xt - y t \ \ .

このとき，距離空間d  Xt, p ) は完備である。

証明

{x j } C 77r=iX t はコ一シ一列とする。e > 0 を仮定するなら，n、m ^ n o について，

pQxn, y m' )=I7=i (M2t')\\xnt - y mt \\<e/2

となる《0 が存在する。acu  i n i ) は完備であり，か つ 石 は す べ て の /に つ い て コーシー 

列であるから，j-* + o oの と き は あ る ate X t に収束する。<z=(山，0 2 , ……)En7=iX t 

とするならば，柳— +  o o の と き 任 意 の および任意の f について，以下の関係が成り立つ。

l T =lC i m \ \ x nt -a t \ \< ^ /2 .

よって， について，



p(.xn, i / ) ^ e / 2 < e

となる。 し た が っ て +  o o のとき Xし a巳17：̂  X t となり，空 間 CIK=1 Xt, P ) は完備となる。

証了

命題 5 .2
任意の / について，Z tc i ^ は凸コンパクト集合とする。すべてのn こついてふc：x なる集合ぶ 

が存在すると仮定する0 このとき" r= iX の積位相は，任意の®= ( ル) ，y = C y d ^ n T ^ x t 

について，以下の距離関数によって定義される位相と同値である。

p(.x, y') =  \\x — y\U=S"=lW 2 t')\\nt - y nt\l *

証明

A c：Z は積位相における開集合とする。。> 0 について，

UQxi \ e i ' ) = { X i ^ X i \ \ \ X i - X i \ \ < H }か つ ( f / i O i ; O ,  ，

Un(.Xn ； eB)  =  U ? - i{^iKUtCXt  ； 6 i ) ) U '= l , ....... , «}，

ここで，〜 ：n%iXt—x t とする。住 意 の に つ い て ，以下を满たす有界な部分集合{ん

 ，“ } か つ h > 0  0 ' = 1 , .......，k ) が存在する；

(.UtiCxn ；ち1)，........, UtkCxt ； etJt) ) c A

一般性を失うことなく，以下を仮定することができる。

t k ^ t k - \ ^  k t i

e0= m in { e i i ,……，ef* } とする。このとき以下の関係が成り立つ。

U X x ; e0/2tfc)c：CC/iiCa：i i ; eel) ,  ，UtkOctk; ea))c：ん
ここで， ひ* 0 ：; 》' )くホしたがって，4 もまた（Z，/ 0 )において，開集

合となる0

逆に，4 は （X，/ 0 )において開集合とする。 任意のMこついて， であるから，すべての 

t について，以下を満たすk > Q が存在する。

supt{||a；t—2/tlir««, Vt^Xt) ^k.

0 < e < k を満たす任意のe について，以下のm を選ぶことができる；

2T=i十 7^1/2*)各 e，2 ん.

A：の定義から，あ る お よ び 任 意 の ？/ =  (仏）G ( び乂ルド々) ，…… ，び̂ (ら ；e /2 ) )〔について，

2T=m+1( l /2 ) | |  ル一:y t|| を / 2A:

が導かれる。 したがって，

11尤—2/11 =  27=1(1 /2 ) || ルー仏 l l+ 2 7 U +1( l / 2 ) | |ル-的  II く (e /2 ) +  0 / 2 ) = e.

よって，

x G ( U iC x i ;  e/2), .......， Um(.xm; e /2 ) ) c C /( a j ; e~)(ZA となる近傍 U(.x ; 0  G = l , ni)



が存在する。 したがって，A もまた積位相において開集合となる 証了
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