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「三田学会雑誌」84巻特別号一I (1991年 9 月）

H ilb e r t空 間 上 の Filippov型発展方程式

丸 山 撒*

序

Co
§ を 実 H i l b e r t空間とし，多 価 作 用 素 »  € > が 極 大 単 調 （maximal m o n o to n e )であると 

き，微分方程式（あるいはdifferential in c lu s io nといった方がよいかもしれない）

h A r  ヨ 0， x ( 0 )  =  a；o

( 2 )
のもつ重要な意義は，高村幸男の研究を嚆矢として，さまざまな角度から吟味されてきた。この理 

論を一般のB an ach空間上に拡張する試みについても，加藤敏夫をはじめとする我国の数学者たち 

の多大な貢献が顕著であり，既に豊かな成果が収穫されている。 

しかし問題によっては，必ずしも極大単調性を満たさぬ多価作用素によって定義された微分方程 

式を取り扱わねばならない場面も，実は少なからず存在するのであって，これに対してはまた別種 

の理論が用意されねばならない。

い ま [ 0 ,  T ] を数直線上の区間，€ >は 実 H i l b e r t空間とし，多価作用素尸：[ 0 ,  T ] x © — »

が与えられているものとしよう。このとき微分方程式

x ) ,  x ( o ) = x 0 0 0

を考えるのであるが，r の （a;に関する）単調性は仮定せず，，についての可測性と，めについての 

ある種のゆるい連続性に基づいて，微分方程式（* )の解の存在や，その特性を調べる問題が，とく

* ) 慶應義塾の学生として経済原論や経済哲学の講義を拝聴してより今日まで，富田重夫教授には公私に 

わたってのご指導をいただき，また千種義人博士門下の兄弟弟子として親しくご交誼を賜った。教授 

のご退任にあたり，これを深く感謝し，教授のますますのご壮健とご健筆とを祈る。

注 （1 ) Dom A =  { x ^ ^ \A x = ^ 0 }とおく。 すべての cci， Dom A  と，任意の汉iGAa；i, y 2^ A x 2 に 

ついて

〈2/1_ 2/2，Xl~X2/^0  
が成り立つとき，>1は単調であるという0 4 が単調で，しかも

G ( ^ ) ^  G ( f i )  ( G (  • ) は作用素• のグラフ）

なる単調作用素B が存在しないとき，A は極大単調であるという。

( 2 ) 優れた総含的斫艽としてB r e z is〔9〕を見よ。また一般のB a n a c h空問への拡張については Kato 

〔26〕〔27〕，宮 寺 〔38〕を参照。



に最適制御理論との関連において，学者の関心を呼び起こしたのであった。この理論に関する先駆 

的な業績は既に1960年代に発表されているが，長い間，研究者の数もきわめて限られた特殊なテ一 

マであったといわざるをえない。それが急速に大きな分野に成長し， Aubin and C e llin a〔4〕や 

F ilip p o v〔21〕のようなモノグラフが公刊されるまでに至った。この型の微分方程式を，その開拓 

老に敬意を表してF ilippov型の発展方程式 (evolution equation, of Filippov t y p e ) と称する。

筆者も既に§ = 靶なる特別の場合については，F ilip p o v型発展方程式の解の存在定理や，それ 

を制約に含む変分問題をめぐって若干の結果を得た。 （M aruyama〔30〕〔31〕〔33〕。） しかし，これら 

の結果を無限次元空間を舞台として拡張するためには，理論的にひとつの困難が伴うのであった。 

それは € )(d im 公=oo) に値をとる面数が作るS o b o lev空間の弱位相構造の問題であり， 筆者は 

M a ru y a m a〔36〕において漸くこの難所を乗りきることができた。これについては本誌上でも既に 

体系的な解説を公にした（丸山〔37〕）から，ここではその結果を自由に利用することとしたい。

第 1 節においては，F ilippov型の発展方程式が登場する，いくつかの典型的事例を紹介する。つ 

づいて第2 節では基本的な仮定を明示し， 第 3 節で準備的な諸命題を導く。 そして第4 節におい 

て，主要定理の叙述と精密な証明とを与える。 そして最後の節では， F ilip p o v型の発展方程式を 

制約に含む変分問題の解の存在について研究しよう。この目的のために，非線形積分汎函数の連続 

性にかかわる新しい結果を利用する。ただし，この結果の証明は著しく長くかつ困難であるため，

ここでは結果だけの紹介にとどめざるをえない。詳細については原論文M aruyam a〔34〕を参照し 

ていただくことにしたい。

1 . F i l ip p o v型発展方程式の事例

本稿で対象とする型の発展方程式が自然に登場するいくつかの事例を研究しよう。

例 1 (最適制御） 集 合 C/c；K £，点 抑 お よ び 函 数 / :  [ 0 , l ] x lR Jx R J— ^ が与えられ 

たものとする。 このとき

x C O = / C t ,  x ( f ) ,  m ( 0 )
C l )

x ( f f )  =  Xa,  u C O ^ U

を 満 た す 微 分 可 能 な 函 数 [0 , T ] — と可測函数u\  [0 , T ]— > Uの組み合せを求める問 

題は，最適制御理論において頻繁に現われる。いま多価作用素尸：[0 , 1 ]X を

r C t ,  x ^ =  { f Q t ,  x ,  u )  I U }

とおき，微分方程式

x C O ^ r C t ,  i c ( 0 ) .  x ( 0 )  =  a70 ( 2 )

を考える。（2 ) に解が存在するとすれば， F ilip p o vの可測陰函数定 理 （c _ f .丸山〔32〕第 7 章 § 4 )  

により，（1 ) を満たす可測函数m : [ 0 ，1]— ^ひを見出すことができる。 このa ;とmの組み合せ

が （1 ) の解である。



例 2 (陰伏的に定義された微分方程式） 函 数 /• •  [0 , U X ^ X E 1— を所与の函数とし，

微分方程式 

f(.t, 03(0, 土( 0 ) = 0 ,  

を考える。多価作用素厂：[ 0 , 1 ]X R {— を 

rCt, x~)= { y ^ U 11 f i t ,  

と定義すれば，微分方程式（3 ) は，結局 

を解くことに帰着する。

a;(0) =  Xo ( 3 )

x , 鉍）=0}

xCO') =  x 0

例 3 (不連続函数によって定義される微分方程式） 函 数 / : 粑一 吸 によって定義される微 

分方程式

i r ( 0 = / ( a ? ( 0 )， a j ( 0 )  =  fl?o ( 4 )

を考える。，が連続ならば，C a u ch y = P ean oの存在定理により，微分方程式（4) は必ずある範囲 

で解を有する。 しかし（4 ) の右辺が不連続点をもつ場合には，もちろん解の存在は必ずしも保証

されない。経済学の問題の中にも， この種の困難を我々に投げかけるものがある。たとえば価格の
⑷  __ 

非負性を考慮した一般均衡の安定条件論や，あるいはやはり変数の非負性を考慮した動学的経済計
C5)

画問題などに現われる微分方程式は，まさにこのような困難をうちにはらむ形式を備えている。

この障害を乗りきるためのひとつの方法は， / の連続点では値が/ と—致するような，性質のよ

い多価作用素尸によって / の “正則化” （regularization)を図ることである。ある条件の下に，/ と

厂とが殆どすベての点で一致するならば，我々は（4) の代用物として

注 （3 ) 常微分方程式の標準的教科書，たとえばP. Hartman, O rd in a ry  D ifferen tia l E quations, 2nd ed.， 
(Birkhauser, Boston, Basel, Stuttgart) 1982，p p .10-12 あるいはより最近のもので H_ Amann, 
O rdinary Differential Equations, (W alters de Gruyter, Berlin, New York) 1990，pp. 96-99 な 

どを参照。いずれも非常に優れた書物である。

( 4 ) たとえば二階堂〔39〕， Nikaido and U z a w a〔40〕などを見よ。

い ま を 価 格 べ ク ト ル と し ， を価格夕に応ずる超過需要べクトルとする。ここで 

R ! は R 4 の非負象限を表わす。第プ財の価格は当該財の超過需要の正負に応じて上下すると考えら 

れるから， p ” ) の運動方程式は，ある sign -p reserv in gな函数 / ■り〉：R  を用いて

がべ 0 = / り)“ り)(X，)))，
あるいはべクトル表不にして

#(/) =_F (こ(/>(/〕)）
と表記することができる。もし， Cや尸が連続なら，この微分方程式には（ある範囲で）必ず解が存 

在する。しかし，ある初期値から出発したクの径路が常にR i にとどまるという保証はない。そこで 

運動方程式を

, if p^ \ o > o
P W _ lM ax{0, f ^ K C JK p i t ) ^ }  if =  Q

と定義しなおすことにする。このとき，たとえ / け〕や c ( / ) が連続であっても，微分方程式を定義す 

る右辺は，R i の境界上で不連続点をもつであろう。したがってCauchy =  P e a n oの定理が適用でき 

ず，解の存在は甚だ疑わしくなるのである。

この問題の最も体系的な研究はF il ip p o v〔21〕である。

( 5 ) 代表的な研究としてA u b in 〔3〕， Henry [22 ]0



xC .O ^rC xC t')^), x ( o ) = x o

を考えれば，実用上十分であろう。

最後に，F ilip p o v型発展方程式を制約に含む最適制御問題の簡単な事例を掲げておこう。

例 4 (簡単な生産モデル） いま経済に存在する財はZ種類とし， [ 0 ，1 ] 上で定義され， 靶 に  

値をとる三つの函数：C(0, f ( / )，y ( 0 は，それぞれ各財のストック，需要の時間率，生産の時間 

率を表わすものと解釈し，このうち€ ( 0 は所与としよう。また函数M : [ 0 , は 

所与とし，u(t,  x ( t ) ,  2 /C 0 )は，ストックと生産の計画0 ( 0 ，2 /C 0 )に応ずる，

を表わすものと考える。そこで次のような最適制御問題を検討してみよう。

Minimize

\ uCt, xCt), yC0^)e~rtdt  Jo

subject to

x C O ^ y C O —^CO—dxCO 

xCOd^Xo 

yCt)E  K c R 1).

ここで r > 0 は割引率，5 > 0 は減耗率，F は生産技術を表わす集合である。

例 1 の方針に従い，

i X t ,  x ) = { y - e C 0 - d x \ y ^ Y ]

と定義すれば，（6)〜(8) は

x C O ^ rC t , » (0 )， x(.0')=xo

となる。ま た （6 ) を （5 ) に代入すれば，

 ̂ uCt, x{ t ) ,  xCt')+$(.t)+dxQ')')e~rtdt

となるから，これをあらためて

u(j,  x ( j ) ,  x(.0~)dt

と書き表わすことができよう。すると結局，問 題 （5)〜( 8 ) は，

M inim ize

注 （6 ) もう少し精密にこの間の事情を書いておこう。 / が局所有界（つまり各点の十分に小さな近傍の中 

で有界）のとき，多価作用素尸を次のように定義する。

r ( x )  = n  0  35 / [ U + e

ここでB は単位球，w は L e b e sg u e測度である。このとき⑴厂は非空• 凸値かつ優半連続で，しか 

も( i i ) /の連続点®においては尸(x )  = { / ( * ) } である。さらに / が可測であれば，( m ) / ( x ) ^ r ( x ) a .  e. 
が成り立つ。 しかも尸は⑴〜© を満たす多価作用素として最小のものである。この点について詳し 

くは Aubin and C e llin a〔4〕pp. 101-3 を見よ。

( 6 )

時刻 t での費用

( 5 )

( 6 )
( 7 )

( 8 )



レ a 吣 ) ，細 dt

subject to

±(_t)erCt,  x (O )，x(0) =  a；o

の形式に帰着するのである。

例 4 , （若干の変形） 例 4 ではT やミや? /は時刻 / だけに依存していたが， 今度はもうひとつ変 

数をふやして》(s，0 , ミ（s，0 ,  yQs, 0 ,  s e [ 0 , 1 ] としてみよう。たとえばこの生産者が [ 0 , 1] 

だけの工場をもっており，$ ( s , 0 は工場 s の，時刻，におけるストックを表わすものと解釈する 

のである。他の f や？/ についても同様である。そこで次のような問題を考えてみよ5 。

M inimize

\ \ u(s, t, x(s, t), yCs, 0~)e~rtdt ( 9 )
Jo Jo

subject to

t') = yCs, 0 —$Cs, 0 —8xCs, t )  (10)

xCs, 0̂ ) = x ,  . (11)

yCs, O ^ Y .  (12)

こ こ で （1 0 ) に簡単な偏微分方程式が現われることに注意する。いま纟をパラメータとみなし， 

各 控 [ 0 , 1 ] について x ( t ) を

( X ( 0 ) ( s ) :=xCs, 0  for all s e  [0 ,1 ]

•なる函数と考える。また同様に，5 ( 0 も

C 5 "(0 X s)= f(s，0  for all 5 ^ [0  , 1]

なる函数とする。さらに

r a ,  z a ))= r -5(o -m o
.とおけば，x(s, 0 が適当な函数空間に属するとき，（10)〜（11) は

x ^ n t ,  x x  义(0)=タ

( ここで彡は <K s) =  Xt なる函数）

の形式をもつ常微分方程式に変形される。 しかしこの場合，厂の定義域と値域は，もはやいずれも 

有限次元のE u c lid空間ではなく，無限次元の函数空間である。

そして例4 と同様にして，当初の問題は次の形に変形されるであろう。

Minimize

 ̂  ̂ uCs, t, ( Z ( 0 ) ( s )，C Z(0)C s))^s dt 

subject to

X ^ r C t ,  X \  Z (0)-95 .



このような問題を円滑に処理するためには， 無限次元空間上で定義されるF ilip p o v型発展方程 

式の研究が不可欠となるのである。

2. 仮 定

以下，© は可分な実H ilb e r t空間とし，多価作用素尸：[0 , T ] X&— と 初 期 値 と が  

与えられたとき，F ilip p o v型発展方程式

x C O ^rC t ,  »C 0), aj(0) =  a ( O

を考える。

また公の位相が強位相であるときにはちと表記し，弱位相のときにはと書くことにする。 

そして尸の定義域に現われる§ の位相は弱位相，値域の § の位相は強位相とする。つまり

r  • [ o ，ア] x  ̂ ow— »§«

である。さらに区間 [ 0 ，T ] 上には L eb e sg u e測 度 d t が定まっている。

仮 定 1 厂はコンパクト . 凸値である。すなわち，すべての（ん》) e [ 0 ,  T ] X ◎ に対して， 厂 

a O は非空 • 強コンパクト • 凸集合である。

仮 定 2 痄 [0 , T ] を任意に固定したとき， 多 価 作 用 素 ^ 厂(れ尤）は優半連続である。す 

なわち，任意の a  a ;)E [0 , T j X ^ と厂a  x ~ )の （§ s における）任意の近傍F に対して，a;の 

( § „ における）近傍びを適当に選び，

r { t ,  z ) ^ V  for all z g U
( 7 )

とすることができる。

仮 定 3 を任意に固定したとき，多価作用素 t 、— » r 0 ,  a O は可測である。すなわち，

の任意の開集合ひに対して，ひの弱い逆像

尸-切（び) 三 {氏 [0, T]  I r a ,  a ;)门ひ关0}
( 8 )

が可測集合である。

仮 定 4 すべての（A a ? )e [0 , T ] X ® に対して尸(んaO cS wのを満たす函数ジe £ 2( [0 ,  T ]， [0, 

+  00)〕が存在する。（ここでS抑）は，原点を中心とし，半径が汐0 ) の，€>における閉球である。）

これらの仮定の中で，とりわけ厂a » ) が必ず凸でなければならないという要請は， 実は著し

く厳しい。たとえば前節の例1 や例2 に現われる厂は，必ずしもこの条件を満たさないのである。
C9)

しかしながら，この凸性条件を払拭する容易な途を見出すことは困難と思われる。

注 （7 ) 多価作用素の連続性については丸山〔32〕第 4 章を参照のこと。

( 8 ) 多価作用素の可測性については， Castaing and V a la d ie r〔14〕C h a p .瓜，IVおよび丸山〔32〕第 

7 ， 8 章を見よ。



3. 予備的結果

まず本稿の全篇をつうじて理論的基礎となるのは， [ 0 , ア] 上で定義され，値を®の中にとる面 

数が作る S obo lev空 間 观 ，2( [ 0 ,  T ] , § ) の概念とその弱位相構造をめぐる新しい結果である。 

これについてはM a ru y a m a〔36〕で公にされ，さらに前稿 • 丸 山 〔37〕§ 3 〜 4 においても体系的 

に解説したから，ここでは主要な事柄だけを次にまとめておこう。

定 理 1 (S obo lev空間の弱収束定理；M a ru y a m a〔36〕） © を可分な実H i】b e r t空間とし， 

{xn} を次の条件を満たす邸ぃ（[0 , T ] , © ) ひ 2 1 ) の点列とする。

⑴ 各 佐 [0 , T ] に対して，集 合 {ル ( 0 ;  n = l , 2 ,……} はれの有界集合。

( i i ) 丨丨丸⑴丨丨̂ ⑴ a .e • を満たすジe 2 p ( [ 0 ,  T ], [0 , + « 0 ) が存在する。

このとき，次の⑷，㈦ を満たす {ル } の 部 分 列 と W eS S uC tO , T ]， とが存在す 

る。

(a) {Zn} は に お い て 尤 * に一様収束する。

⑶ { Z n }は砂 （[0 ,  T ] ,  § ) において士* に弱収束する。

以下，この定理を自由に使いながら，若干の準備を整えていこう。

まず次の補題は本質的にはC asta in g〔11〕によって得られたものだが，読者の便宜のために，や 

や詳しく証明を解説しておこう。

補 題 1 (C asta in g〔11〕） 多価作用素 / 1は仮定1〜3 を満たすものとし，函数;c ： [0 , T ] — >•
(10)

©g は Bochner-可積分とする。このとき

2 "(0 C 厂（も冗（0 )  for all [0 , T ]

を満たす，閉値 • 可測多価作用素Z : [ 0 ，T ] — が存在する。

証 明 {れ ：[0 , T ] — > § }を，各 择 [0 , T ] について

11^71^0— ^^.011----- '■O as n—

を満たす単函数の列とする。（そのような列の存在についてはY osida〔46〕p .133および丸山〔37〕 

§ 1 を見よ。）さらに多価作用素r n ' [0 , T ]— を

r n: t \ —^ r C t ,  x n C O ' )  ； n ^ i , 2, ....

注 （9 ) たとえばDe B lasi〔16〕。
( 1 0 ) 丸山〔37〕参照。



と定義すれば，各厂 „ は可測である。これを示すために，x n による [0 , T ] の像を {A，y 2, …… 

とする。つ ま り

^nC  [ 0 ，ア] ) = iV lf  2/2，.......，双p}

である。また多価作用素め：[0 , T ] — ( ; '= 1 , 2 ,……，P) を

O j ： 1 1— 分r C t ，y i )

と定義すれば， は可測である。それゆえなの任意の開集合ひに対して，集合

n x m  = U  ド(の n {yj})]

が可測であることは容易に知られる。ゆえに r n は可測である。

仮 定 1，2 により，r はコンパクト値かつ優半連続であるから， |丨尤„⑴ 一尤⑴丨丨—— > o よりただ 

ちに

U  IXU «n(0)

はの：における相対コンパクト集合であることが知られる。B a i r e のカテゴリー定理により，集合

ぶ（0 三 n  u  n t ,  » m( 0 )

は非空であり，多価作用素

2  : t 丨— ^ S ( j )

は閉値 • 可測である。最後に再びr がコンパクト値で優半連続であることにより， '

ZQO ^rQ t ,  xCt')') for each [0 , T ]

が導かれる。 （証了）

補 題 2 4 を § の非空 • コンパクト凸集合とし，S ob o lev空 間 舰 ，2([0, T ] , § )の部分集

合X を

X =  {xeS5B1,2| 11^(011^0(0 a . e . ,尤(0 )eA }

と定義する。このときX は 9B1’2 における非空 • 凸 • 弱コンパクト集合である。

証 明 ズが非空であることと，その凸性は自明であるから，弱コンパクト性だけを詳しく調べ

ておこう。

まずZ が 2B1，2 において有界であることを確認する。 {土 は 仮 定 4 によって22- 有界ゆえ，
(ii)

X が £2- 有界であることだけを示せばよい。

尤をズの任意の点とする。◎ が R adon-N ikodymの性質をもつことに留意すれば， a;は

— ctCOdr; / e  [0 , T ]

注 （11) 3S1，2 のノルムについては丸山〔37〕p .98。



と表現することができる。（丸 山 〔37〕§2， と く に 〔G 〕を参照せよ。） こ こ で は A の点である。

これから

l l« C O II= ll« +  5 次( O ホ丨丨刻a||+ \。WxQ̂ Wdv

^ll«ll +  5 (Kて')dて‘ B  + 、攸て')dて，

ここで 5 = s u p 丨丨《丨丨く+  °°

を得る。したがって

sup \\x \ \ \ - ^ B z + 2b [ ^(T )^r +  | ^ ( r ) r f r J  ] . T く+

CII-II2 は 22- /  ルム)

となり，X が £2- 有界であることが示された。すなわち尤は邸1’2 において有界なのである。

SB1，2 は H ilb e r t空間であるから， 有界集合X は弱相対コンパクトである。したがって，尤の弱 

コンパクト性を示すためには，X が弱閉集合であることを示せばよい。だが:5Tは凸なので，尤が強 

閉集合であることを示しても同じことである。

そこでX の 点列 {»« }が

s-lim  x n = x* (eS B 1’2)

を満たすものとしよう。す る と は Z に概収束する部分列U » '}をもつ。ここですベてのフ《' 

について 11^(011 =  0 ( 0  a. e . であるから，

丨ぼ(0 IIS  0 ( 0  a. e.

最後に a T ( 0 ) e 4 は明らかゆえ，確かに W e X を得，Z が強閉であることが判明した。

(証了）

における原点0 の，凸集合から成る基本近傍系を沒 ( o u と書く。次の補題は非常に重要 

であるが，証明は容易である。

補 題 3 尸は仮定 1 〜 2 を満たすものとする。（广，ビ）を [0 , T ] X § の任意の点とし，各 

V e ^ C O ; も ）ごとに [0 , T ] X § の集合 ICCt’ ; X*, F ) を

KCt*; x*, F ) =  {(/, [0 , T ]x § |a je a j* + V , t=t*}

と定義する。このとき

尸（广，w ) =  n  co n m *  ； »*, v o )
r e  涿〔0 ;砭w)

が成り立つ。

( 1 2 )
この関係の成り立つことを，厂 は C e s a r iの性質（Q ) を満たすなどという。



次の補題が次節で述べる主要定理を証明するための鍵となる。

補 題 4 厂 は仮定 1，2 ， 4 を満たすものとし，A は色における非空 • 凸•コンパクト集合 

とする。このとき集合

//ヨ{(の a;, y ~ ) ^ A x X x X \ y ( i t ) ^ r { t ,  %(/)) a . e .かつ a<0) =  KO) =  d

は， 尤における弱コンパクト集合である。

証 明 が弱コンパクトであることは既知ゆえ，丑がその弱閉部分集合であることを 

示せば十分である。
n (13) (14)

また 2B1’2 は可分なH ilb e r t空間であるから，その有界集合ズ上の弱位相は距離づけ可能である。 

したがって，丑の弱閉性を確認するにあたり，点列を用いて議論することが許されるのである。

さてそこで，あるゲ三（ゲ，x*, y ^ ^ A x X x X に弱収束するがの点列{咖三（如，x n, yn) }を考 

え，ゲG丑であることを示そう。そ の た め に は a. e. を確かめておけば十分で 

ある。

任意に / e [ 0 ,  T ] を固定したとき，

||尤„ ( 0 丨1副 《11 +  \ 。丨丨太0 ) 丨1ホ^ 丨丨“ || +  \。0 ( »  (仮定4 による）

がすべての；2について成り立つから， {»„(0}は ‘ における相対コンパクト集合である。したがっ 

て Sobolev空間の弱収束定理（定理 1 ) により，{如} の適当な部分列（記号の変更を略す）を選んで

^ n( 0 —~ ^*C 0 ( ^ w における一様収束） C l )

Vn— *y* (S2 における弱収束） （2 )

とすることができる。（2 ) により，各 ；e N に対して{没の有限個の点

V tij+ i, y n j+ 2 ,  ，

と数

m⑴
oiij^O, Q m m C f X  S  =  l

を選び

\\y  — a ij i/ni + i 112 =  ~ ~
i = i  J

nj+i>nj + m(J)

注 （1 2 ) いわゆる極大単調作用素もこのC e sa r iの性質（Q ) と密接な関係を有することが知られている。

詳しくはC esa r i〔15〕pp. 500- 502，およびそこに言及されて い る M. B. Suryanarayanaらの論文 

を見よ0 実はC esar iの性質（Q ) こそが， 極大単調作用素によって定義される発展方程式論と， 

Filippov型発展方程式論との合流点と考えられる。

(13) A d a m s〔1〕 Theorem  3 .5，p. 47.
( 1 4 ) たとえば丸山徹『函数解析学』（慶應通信，東京）1980, p .3 5 7 を見よ。



とすることができる（M azurの定理）。ここで

m(ハ
巧■(，) =  S  aij ynj+iQt)

とおけば，

の（O g c o ( u  rCt, xnj+iity)^

である。ま た {の} は r に概収束する部分列を有するから，一般性を失うことなく

VjQO a. e. ( 3 )

としてよいであろう。

他 方 （1 ) によれば，殆どすベての / e [ 0 ,  T ] とすべてのF e 涿(0 ; に対して， 十分に大

きな w o (T O e N を選び

x ni t ) ^ x * i t ) +  V  for all n^noCV"),

すなわち

it, Xn C t^ ^K C t )  x X t X  F )  for all n ^ n 0CV)

とすることができる。ゆえに十分に大きな；については

TjjCO^co rC K ( t ;  x*(0,  TO) a. e.

である。極限に移れば，（3) により

y X O ^ ^ E o  r Q K Q t ; F ) )  a .  e .  ( 4 )

を得る。（4) はすべてのL F e 涿(0 ; について成り立つのであるから，

2/* a ) e  n  ^  r c m ； x*co,  v ^ = n t ,  x x o ^
Fe沒（0; §u0

( 5 ) の等式は補題3 による。こうして（ゲ，x*, y * ) e H が示された。

( 5 )

(証了）

4 . 基 本 定 理

さていよいよ発展方程式（* ) の解の存在証明へと進もう。ここではS obolev空間四 1，2( [0 , T ], 

§ ) の中に解を求めることとし，

A Q a ) = { x G W >2 \ £Cは殆どいたるところ（* ) を満たす}

を，初期値 f lに応ずる解の集合と考えよう。

次の定理は d(fl)关0 なることと， 解集合ポ《)が初期値 Gにある意味で連続に依存することと 

を主張するものである。

定 理 2 (M a ru y a m a〔36〕） 尸は仮定 1 〜 4 を満たすものとし，4 は の 非 空 • 凸•コン 

: クト集合とする。このとき次の命題が成り立つ。

⑴ 任 意 の に 対 し て J W 0 。

( i i ) 多 価 作 用 素 — »2B]>2は SS1’2 の弱位相についてコンパクト値で，しかも優半連



統である。

証 明 ⑴ a ^ A を任意に固定する。Z の部分集合X ' を

X ' = { x ^ X \ x ( S i ) = a }

と定義すれば， は 2B1’2 における凸• 弱コンパクト集合である。さらに多価作用素0 : ぶ' 一 ^ 

X ' を次のように定義しよう。

<P(x)= { y ^ X ' l y C O ^ r C t ,  » ( 0 )  a.e.}.

ま ず 各 に 対 し て <p(x)共0 であることが次のようにして知られる。補題 1 により，

2X/)c=厂 x Q W  for a l l [ 0，T ]
(15)

を満たす閉値• 可測多価作用素21 : [0 , T ] — ゆ，が存在する。可測選択子の存在定理により， 

K O ^ l C O c r C t ,  xOO) for all / s [ 0 ,  T]

となる（一価）可測函数ぴ：[0 , 7 1 — ゆ，が存在することも知られている。そこで 2/: [0 , T ] 

 を

2/C0 =  fl* + J  o( f)dx

と定義すれば，y e < K x ) である。こうして0 0 ) ^ 0 が示された。

0 が凸 . コンパクト値であることの証明は容易であるから読者に任せよう。

最後に， 0 のグラフG(<P)が閉じていることも次のようにして確かめることができる。 補題 4 

で定義した//に対して

Ha*= {{a, x,  y ' ) ^ H \ a = a }

と定義すれば，H0* は A x  X x X の弱コンパクト集合である。G (0) は

G C 0)=projxxx Ha*

(右辺は H a *の Z x Z の中への射影）

と表現することができるから，確 か に G ( 0 ) は閉である。
(16)

これまでの結果から，F an= G licksbergの不動点定理を少に適用すれば，x * ^ Q x *')なる 

の存在が知られる。すなわち

x*C0^r( . t ,  x * (0 )，x*(ff)=a*

であり，こ の こ そ 4 (ゲ）の元である。

(ii) J ( « ) のコンパクト性については，仮 定 1，2 と M a z u rの定理を利用することによってた 

だちに知られる。また ^ /のグラフG G 0 は

G (J)=pro j4xx{(« , x, y ~ ) ^ H \ x  = y}

と表わすことができるので， それは A x Z の中で閉じている。 したがって， d は優半連続であ

注 （15) Castaing and V a la d ie r〔14〕C hap.瓜，丸 山 〔32〕第 7 章を参照。 

( 1 6 ) 丸 山 〔32〕第 5 章 § 4 を見よ。



る。
(17)

(証了)

ここで厂がー価の特殊ケースについて考察しておくことが有益であろう。

今までどおり§ は可分な実H ilb e rt空間とし，/ : § — ►§は所与の函数とする。このとき， dim  

§=+CXDの場合には，/ が連続であるとしても微分方程式

x = f i x ) ,  x(JS)=a

( « は◎のべクトル）は必ずしも解をもたないことが今日ではよく知られている。Lasota and Yorke

〔28〕および Y o rk e〔45〕らの反例が発見されて以来， 多くの学者が無限次元空間上で定義された
(18)

常微分方程式の解の存在をめぐって研究を重ねてきた。次の系はこの分野の既存の知識に，ひとつ 

の新しい結果をつけ加えようとするものである。

ここでもまた，/ の定義域と値域の位相の違いに注意してい/こだきたい。

系 1 函 数 /  •• [ 0 ，T]  X ^ w— は次の三条件を満たすことを仮定する。

⑴ 任 意 に 归 [0 , T ] を固定したとき，函 数 a; グ(も a O は連続。

( i i ) 任 意 に を 固 定 し た と き ，函 数 ，卜• > / ( 《，a O は可測。

( i i i )すべての / e [ 0 ,  T ] について s u p j |/0 , ⑴ を満たすジ e 2 2( [ 0 ,  T ] , [0 , +  

« > ) )が存在する。

このとき微分方程式

x = f i t ,  x~), a;(0) =  a (**)

は，SffiWQO，ア]，§ ) の中に少なくともひとつの解を有する。

ここで（♦*)の解とは

x{t)  = f i t ,  a. e. aj(0) =  «

を満たす邸1’2 の元のことである。

5. F ilippov型発展方程式を制約に含む変分問題

(19)
尺 を § s における非空• 有界な円板集合とし， M : [ 0 ，T ] < - o o ,  + o o ] は所与の

p r o p e rな函数とする。このとき次のような変分問題を考えよう。

注 （1 7 ) この証明の中でCastaing and V a la d ier〔13〕の着想をいくつか利用した。またこの定理と密接に 

関連を有する結果がDe B la s i〔16〕によって報告されている。そこではB a ir eのカテゴリ一定理の 

巧みな応用をつうじて，本稿よりもずっと一般的な枠組の中で存在証明が行なわれている。 さらに 

P ap a g eo rg io u〔41〕も最近の重要な貢献である。

 59 -------



Minimize JCx~)=[ uCt, x{ t) ,  xCO^dt.
xeJ(a) フ0 ( # )

変 分 問 題 （# ) の解の存在を確かめるには，（I )  z/Gz) がある位相についてコンパク卜であるこ

とと，（n ) 積分汎函数 / が 上 で 下 半 連 続 で あ る こ と を 示 せ ば よ い 。 このうち（I )につい

ては，既に前節でひとつの解決を得ているので， ここでは（n ) に注意を集中しよう。
_  ( 20)

そのために非線形積分汎函数の連続性に関する一般的な結果を述べておこう。

定 義 （ア，忍，/ 0 を測度空間，Z を位相空間，5 3 を B a n a c h 空間， /  ： T x ^ x S S — を所与 

の函数とする。 また :T 上で定義されZ に値をとる（ろ 浚 （Z ) )  — 可測函数の全体を骱（ア，X )と書  

くことにしよう。（邊Q O は Z 上 の B o r e lび- 集合体である。）次の三条件⑷，⑻，（c)を満たす，骱 

( r , Z ) x 2 ^ ( T , 3 3 )  C ^ ^ l ) のいかなる函数列 { (知， v n ) } に対しても）{广 （《，れ ( / ) ，〜 ⑴ ）} が ” 

S K T ，及）における弱相対コンパクト集合であるとき， / は下方コンパクト性  (lowei compactness 

p r o p e r ty )を有するという。

⑷ {xn} は あ る に 対 し て 各 点 収 束 す る 。

注 （1 8 ) この主題をめぐる優れた展望としてD e im lin g〔17〕と M a r t in〔29〕とを推す。

学説史的にはまずJ. D ieudonneが空間c0 で反例を作って，無限次元空間上では， Cauchy =  Peano 
の存在定理が成立しないことに注意を喚起した0 (D ie u d o n n 6〔18〕. ）ここでc0 とは0 に収束する実 

数列の空間に， ；r =  ( x i , れ， ）のノルムを丨|x||== M ax| a; |と定めて得られる線形ノルム空間を表

わしている。

いま各プg N に対して

り_ = (0, ...... , 0 ,1，0， )E c0

と定義すれば， ど の ^2, ....... )^ C 0 も

x ~  L xj ej
プ=i

と表現することができる。さてそこで

/ ( x )  =  2 ^  V \ X j \ e j, a =  下 ej

とおいて，微分方程式：K 0 = / G c ⑴ ），x (o ) =  f l を考えてみよう。仮にこれがc0 の中で局所的な解 

をもつとしてみる。このとき各プe N について

CO =  2 \/1  xjCO  I ，尤_7_(0)= ——

XjCO =  ( H ^ - )  for all j  and

l.im x j ( 0  ~^2^ 0  for t> 0 .

となりa :(O e c 0 であることに矛盾。

この例はきわめて簡明だが，c0 というあまりにタチの悪い，特異な空間での作例であることが遺憾 

であった。しかしその後Y o r k e〔45〕が / 2 上で反例をあげ，さらにLasota and Y o r k e〔28〕がー 

層の整理を施すとともに，£2 上での反例を作って，事態はまことに深刻となったのである。

より最近の研究としてたとえば，H_P. H e in z 〔23〕などをも見よ。

( 1 9 ) 線形位相空間における閉• 凸 • 円形（balanced) な集合を円板集合（disked s e t ) と呼ぶ。

とならねばならないから， 

である。しかしこれから，



⑹ {〜} はあるド e 2 p( 7 \ 5 5 ) に対して弱収束する。

( c ) あるC <  +  c » に対して

SUP  ̂ f Q ,  X n i t ) ,  V n i t ^ d ^ C .

この概念を用いてCastaing and C la u z u re〔12〕 および ^ la ru y a m a〔34〕による，非線形積分 

汎函数の連続性定理を述べることができる。しかしこの定理の証明は複雑で，きわめて多くの紙数 

を要するため，関心のある読者は原論文を参照していただきたい。

( 2 2)
定理 3 ( T ,忍，" ) は正値 R a d o n測度；/ をもつコンパクト空間，X は S o u s lin位相空間，

« は可分 • 回帰的なB a n a c h空間，C は S3の有界な円板集合とする。また函数 / :  T x X x  

C  は次の諸条件を満たすp r o p e rな函数とする。 

( i ) ゾは次のような意味での正規非線形積分核（normal in te g r a n d )である。

a . / は （€ ③涿G O ⑧涿（C )，潘（1 ) )  —可測。

b .  t ^ T を任意に固定したとき，函 数 （x，y)^ / Q ,  x, v ' ) は下半連続。

(ii) Q,  a ? )e T x  C を任意に固定したとき，函 数 pi~ x,  v ) は凸。

(iii) / •は下方コンパクト性を有する。 

さらに狈（T ，义）の点列 {れ } はあるピ£ 骱（7 \ ア）に各点収束し，S K T ，C ) ( l ^ <  +  oo) 

の点列 {ル }はあるゾg £ p (：T ，C ) に弱収束するものとする。また最後に

注 （20) §  =  R l の場合についてはI o f f e〔24〕の研究が決定的に重要である。（ア，<S, " ) を測度空間とし，

Z； : r x R £x R * —K を所与の函数とするとき，£p( ：T, R O xW C T , R ”  上で定義される積

分汎函数

Hi x ,  y') —  ̂ vQ , xCO,

を考える。 I o f feは に は 強位相， £3 には弱位相を定め，この位相の組み合せに つ い て " （.，.）が 

下半連統となるための条件を示した。実 は 职 ^ a o ，r ] ,  R O 上で定義される積分汎函数

/C x )  =  \ o u {t, x ( f ) ,  x Q t^ d t

の連続性のチ= ックは， S o b o le v空 間 T ] ,  R りの弱収束定理（c. f . 丸 山 〔37〕の [M ])  
をつうじて，結局上記のI o f f eの問題に還元されるのである。 B a ld e r〔6〕は無限次元の場合（dim
§  =  +  o o ) についても， I o f f e と同様の位相の組み合せ  す な わ ち £P(T , § ) に強位相，》3( ア，©)

に弱位相一 ■で / / ( • , . ) の下半連続性を導いた。 しかしこの形ではa s w a o ，T ] ,  §)上の積分汎 

函数を取り扱うのに不便であることが定理1 から明らかであるo Castaing and C la u zu re〔12〕と 

M a ru y a m a〔34〕が理論の複雑化をおかして，あえて本文のようなアプローチを採ったのは，この理 

由によるのである。

I o f f eの理論については丸 山 〔32〕第 9 章をも参照。また非線形積分汎函数の連続性に関する総合 

報告として，B u tta z o 〔10〕が詳しい。この問題につ い て は L_ C e s a r iの影響の下に，イタリアの学 

者が積極的な活躍を示している。

( 2 1 ) 厂は函数/の  negative p a r t ,つ ま り , . ，. ）=  一M in{/(.，.，•），0}o
( 2 2 ) 丸 山 〔32〕pp. 10-18 を見よ。



^  I f i t ,  x*Ct), vCt)')\dfi< +  co 

を満たす阳 2 K T ,  C ) が少なくともひとつ存在することを仮定する。このとき 

lim inf  ̂ /C t,  x nCO, vnC O ^ )d^{^fC t,  x \ 0 ,  y*(OV".

叙述をできる限り簡潔にするために，ここでは® を B a n a c h空間として論じたが，この結果は
(23)

半回帰的局所凸P o lis h 線形位相空間の場合にまで，容易に一般化することができる。

さて変分問題 （# ) に昃ろう。 まず跃定 4 を幾分強化して——

仮 定 4 ' す べ て の Ct, [0 , T ]  x § について i X t，a j ) c K

またmの性質としては次のような仮定をおく。

仮 定 5 « は正規非線形積分核である。すなわち

(a) mは （ぶ②涿（D ②涿（i O , 涿（（一o o , + o o ] ) )  —可測。（ここでぷは [0, T ] 上 の Lebesgue 

可測集合が作るト集合体である。）

⑹ 归 [0 , T ] を任意に固定したとき，函 数 0»，v )一 uCt, x, v ) は下半連続。

仮 定 6 0 ,  x ) e を任意に固定したとき，函 数 vi~ >u(t, x,  v ) は凸。

仮 定 7 次 の 条 件 を 満 た す T] ,  K ) と C e 2 2([0 , T ] , § ) が存在する。

uQ, x,  y)^<C(0» v} + dQ)  for all it, x,  y ) e  [0 , 7 1] x § x  K

仮 定 8 少なくともひとつの：c e j 〔fl) について

*T
レ a  x q x  ■ ぬく+ 00.

補 題 5 仮定 5 ， 7 の下において， mは下方コンパクト性を有する。

証 明 { (尤„，ぬ) } を次の条件を満たす，职（[ 0 ，r ] ，§ « , ) x 2 2C [0 , T ] ,  K ) の点列としよう。

(a) { x n} は あ る 骱 （[ 0 ，T ] ，ん ）に各点収束する。

(b) { v „ } はあるド e S 2( [ 0 ，：T ]，K ) に弱収束する。

(c) su p   ̂ u Q , X n( 0 ,  V n ( . 0 ^ ) d t <  +  c o .

すると任意のみE 2 ~ ( [ 0 ，T ] ，R ) に対して / r c e 2 2( [ 0 ，T ] ，§ ) であることと，㈦ により，

注 （2 3 ) いわゆるM a c k e yの定理により，このような空間では任意の有界集合が弱相対コンパクトになる 

ことが重要なポイントである。



\ [<C(/)> VniOy — iQit), v i t y y i h i O d t  =  \ O iQiXif) ,  vnCt) — v*Cty>dt --»0 as n-->OQ
ノ o 1 Wo

for all k ^ C l O ,  T ] ,  R ).

ゆ えに K C (0，ル（0 > } は SKtO, T ]，汲）における弱収束点列であり， したがってまた一様可積 

分であることがわかった。

しかるに

< c c o ,  v n Q o y + o c o ^ - u ' C t ,  xnCO, yrec o ) ^ o  

onUe[0, 7] \uQ, x nCO, vn(.t')') =  - u~Q, x n(0> %ひ)）}

であるから， {M_G，尤71(0，WraCO)}がー様可積分であることもただちに知られる。 （証了）

定 理 4 仮 定 1-3，4'，5 - 8 の下において，（# ) は解を有する。

証 明 ま ず 仮 定 7，8 および J ( f l ) の有界性より，

- ° o <  inf J Cx X  + oo

は明らかである。そこで J U ) の 点列 {尤„}を

lim j C x n ) =  inf / ( » )

となるように選ぶ。S ob o lev空間の弱収束定理（定理1 ) により，{xn} の部分列】{み} と，W eSS1，2 

( [ 0 ,  T ] , § )を適当に選んで

⑷ Zn における一様収束）

(b) i n— >x* (£2( [ 0 ,  T ]，§ ) における弱収束）

とすることができる。

この a;• は J ( fl) に属する。実際(a)により，任意の / e [ 0 ,  T ] と任意の斤 22([0 , T ] , §)に 

対して

lim (znC O , vCt)'> =  (x*Ct), 7 ( 0 〉

であり，また仮定4, から

\<ZnC0,ぬ ) 〉I S C | |  治 ) ||

なるC <  + ⑵が存在するから，上限収束定理を用いて

lim [ くZnCt), v ( 0 ) d t = \ o (x*CtX

for any ^ e S 2([0  , T ] , § ) .

こ う し て zn = x* (in  fi2) であることが知られた。これと(b)とを併せて，w-Y\.m zn = x > (in 

2B]>2) 0 d i d ) は SB1，2 において弱閉であるから，W e d G z )を得る。

ゆえに

inf J ( x ) 各 / ( ビ）.



他方，補題 5 と定理3 により

inf 7 (a 0  =  lim inf jCxn).
x e i(c )  n

う し て ビ は （# ) の解であることが判明したのである。 （証了）
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