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「三H学会雑誌」83卷 3号 （1990年10月）

回帰モデルの誤差項の正規性検定（2)

谷 千 凰 彦

7 半 正 規 プ ロ ッ ト

正規性の検定および外れ値検出のために， 前 節 の 正 規 確 率 プ ロ ッ ト よ り も 半 正 規 プ ロ ッ トhalf 

normal plot (半正規確率プロットともいう）の方が有効であるとAtkinson〔4〕， 〔5〕， 〔6〕 は述べて 

いる。Atkinsonは 線 形 回 帰 モ デ ル に 関 し て IもI あるいは

(41)

ットを提唱した。

half normal distributionとは標準正規確率変数の絶対値の分布である。すなわち 

とすれぱ， I Z I は半正規分布に従い， I Z I の 分 布 関 数 （PoCOは次式で与えられる。

(PoCO=P(lZ l^O  

ニ P(— ヒ  Z く0

の半正規プロ 

半正規分布 

Z  〜N ( S ) , 1)

I t I

-S：

'dz

'dz
V 2 ?r '

ニ S: >/ — e~^dz

し た が っ て |Z|の p.d.f. は

である。 他方

= 1-2[1-0(O] =20(0-1

であるから

(Po(0=20(0-1 
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の関係がある。

順 序 化 さ れ た IゐI を と す れ ば ，

ju*i)=£CUc«l)=? <?0~̂ I--(44)

であり，

0^?。， k « ) l) ,  i = l , ......., n

のプロットを半正規プロットという。 も し 標 本 X l,X 2 ,……， が 期 待 値0 , 分散び2 の正規分 

布に従っているならば，順 序 化 さ れ た X i を ズ 《)と す れ ば

であるから

£■( I Xw I = oEi 12(4) I) = afifi)

となる。 し た が っ て|X«)|と i«(*nをプロットすれば，原点を通り，勾配びの直線となる。

半正規プロットを描くためには，JUシ を求める必要がある。

とすれば

00 ひ)=20(り一1

の関係があるから，d>o(Jd = U iとおけぱ

tiニ 00 1("0

他方

したがって

ゆえに次式を得る<

め  ニ  一  1

0oKUi') = 0~̂  1■)

0 o K a d = 0 ~^(^-^~~)

0-K td を求めるためには（33)式， （34)式の方法を適用すれぱよい。 すなわち

(45)

のとき

a i = —— は（33)式参照）a 十1
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図2 5 半正規確率プロッ卜，一様分布

図2 7 半正規確率プロット， 

ロジスチイック分布
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園2 6 半正規確率プロット，指数分布
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図2 8 半正規確率プロット，ジ 
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.したがって

I
. n +

0o^Cai) =  0~^
2 n

132 cels')

(47)

表1 6 ジョンソン無限分布SU  CO, 2) からの標本デ一夕と半正規得点他

X Z 順序化Z(i) RANKITS 1ん ) 1
Half Normal 

ĉ cores

1 0.21 0-60.334 一 3.0078 -2.0407 0.0495 0.0258
2 0.32 0.84703 -1.3684 一1.6159 0.0613 0,0664
3 一 0.02 0.09379 一1.0139 一1.3648 0.0613 0.1080
4 一 0.27 一 0.46007 一 0.7259 一1.1786 0.0613 0.1498
5 - 0.12 一 0.12776 一 0.7038 一1.0262 0.0834 0.1918
6 0.38 0.97996 一0,6595 一 0.8944 0.0938 0.2342
7 -1.42 一3.00782 ぺ .5487 一 0.7767 0.1278 0.2771
8 一 0.68 一1.36840 一 0.4601 一 0.6688 0.1602 0.3205
.9 0.01 0.16025 ュ0,4379 一 0.5682 0.2164 0.3645

10 一 0.52 一1.01393 一 0.3493 一 0.4731 0.2828 0.4092
11 -0.19 -0.28284 -0.2828 一 0.3821 0.2828 0.4548

12 0.23 0.64765 -0.2828 一 0.2942 0.3493 0.5013

13 0.65 1.57813 一0.2164 一 0.2086 0.4379 0.5490

14 一 0.36 -0.65946 一0.1278 一 0,1245 0.4601 0,5979

15 一 0.1 一0.08345 一 0.0834 一 0.0414 0,5147 0.6483

16 一 0.16 一0.21637 一 0.0613 0.0414 0.5487 0.7005

17 一 0.04 0.04948 一 0.0613 0.1245 0.6033 0.7546

18 一 0.09 一0.06129 一 0.0613 0.2086 0.6476 0.8110

19 一 0,19 一0.28284 0.0495 0.2942 0.6595 0.8702

20 一 0.38 一0.70377 0.0938 0.3821 0.7038 0.9325

21 "0.39 一 0.72592 0.1602 0.4731 0.7259 0.9987

22 一 0.31 一0.54869 0.5147 0.5682 0,8470 1.0696

23 0.17 0.51472 0.6033 0.6688 0.9800 1.1463

24 一 0-22 一0.34930 0.6476 0.7767 1.0139 1.2304

25 一 0.26 一 0.43792 0.8470 0.8944 1.1129 1.3242

26 0.57 1.40089 0.9800 1.0262. 1.3684 1:4314

27 -0.09 一0.06129 1.1129 1.1786 1.4009 1.5580

28 0.44 1.11289 1.4009 1.3648 1.5781 1.7162

29 1.05 2.46430 1.5781 1.6159 2.4643 1.9346

30 -0,09 一 0.06129 2.4643 2,0407 3.0078 2.3146

平均= 一 6.233333333333334D - 02 

であるから00-iGZf) は

標準偏差= .4513786034784557

"―-3tt + 1 + ? N"! 
~ n - 2 a + lソ」

によって求めることができる。ただしランキットを求めるときと同様に’ でかつ

いは*'= " のときのみ

(46)
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図3 1 賃金率関数（38)式の半正規確率プロ

hi)
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図3 2 アメリカからE C 向け輸出関数 

(39) 式の半正規確率プロット

図3 3 アメリカの日本からの輪入関数（40) 式 

の半正規確率プロット
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に よ っ て め ） を求めると い う 方 法 が 私 が 採 用 し た jufoの近似計算である。

表 9 に 示 し た6 種類の非正規分布からの標本データにもとづいて描かれた半正規確率プロットは 

図25から図30に示されている。 ジ ョ ン ソ ン 無 限 分 布SU C0, 2) についてのみ標本データと半正規 

得点等を表16に示した。

ま た （38)式， （39)式， （4 0 )式 の 順 序 化 さ れ た スチューデン化残差の絶対値|r(«|, | (̂o| と半 

正 規 得 点 half normal score の 値 は 表1 3 ,1 4 ,15に与えられている。 Iれ を 用 い る 半 正 規  

確率プロットは図3 1 , 図3 2 ,図33に示されている。 いずれのプロットも正規性を示す直線から垂離 

しており，誤差項の分布が正規分布ではないということを示唆している。 しかし半正規プロットの 

バターンから非正規分布の歪みや両すそに関する情報を得ようとするとき，正規確率プロットより
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半正規プロッ卜がすぐれているとは思えない。 正規性の検定には正規確率プロットがあれば十分で 

あろう。

8 正 規 性 の 検 定 （2)---Gearyの検定

尾 の 長 さ （すその長さ）を 目2 ではなく

によって測る方法がある。 ここで

リ1= 平 均 偏 差 mean deviation 

み= 分散

である。X〜N Q i,び2) のときリ1= れ I TZ a、j«2= び2 であるから

r =\/— =0.7979

である。

指数分布

~jr e邓 (~ ~ f)

のときリ1ニ2/9/e, であるから

r = — =0. 7358 
e

である。 自由度m の /分 布 を 考 え る と

y^m — U  I

パ2 ニ^ ^  m>2fH一Z

であるから

T 0

(48)

(49)

(50)

となる。 自由度mに よ っ て r の値がどのように変わるかは表17に示されている。 m=3 

ように正規分布より長い尾をもつ分布の場合には7*の値は0.6366となり，正 規 分 布 の？* 

より小さい。 このように長い尾をもつ分布のとき/•の 値 は 小 さ く な る と 予 想 さ れ る 。

---134〔618)---
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の t 分布の 

の値0.7979

したがって



表1 7 自由虔m の f 分布のr

m 3 5 7 10 20 30 40 50 60 100 00

T 0. 6366 0. 7351 0. 7592 0. 7734 0.7869 0.7908 0.7927 0.7937 0. 7945 0. 7959 G.7979

リ1 の一致推定量

f i2 の一致推定量

から， 7■の一致推定量

G
di

n 'Z C X i- X y
(52)

を求めたとき

G く Go

の場合に，正規分布という仮説H o を棄却して長い尾をもつ分布と考え，

G> Go

のとき / /oを棄却して短い尾をもつ分布と考えればよい。このG を用いる検定はGearyの検定と 

よばれている（Geary〔22〕)。

正規分布の仮説のもとで

£ ( G ) = y ^ ( l + - ^ )  + O U - ^)

V ar(G )= — (1-— )+ 0(«-==)

が得られる（柴田〔38〕P.236)。したがって" が十分大きけれぱ（《> 4 1 ぐらい）

(53)

(54)

\/«( G —
Z

1 -

3
VU CG-0.7979) 

0. 2123
(55)

は 標 準 正 規 分 布 に 従 う か ら G 検定は正規検定となる。 G を 用 い る 検 定 の 表 は Pearson and 

Hartley〔30〕，柴 田 〔38〕 を利用することができる。

前 述 の 表 9 の 6 種類の非正規分布からの標本から計算されたG の値は次の適りである。

一様 032=1.80) 0.861

指数 032=9) 0.805

—— 135 Q619)



ロジス テ ィ ッ ク 032=4. 2) 0. 719**

ジヨンソン S U (0, 2) (iS2=4. 5 1 ) 0 .  709林

ジヨンソン S U (1 ,2 ) 032=5. 59) 0. 691林*

ワイプル 032=3.25) 0.809

n =30のG の 下 側 1% 点は0.709,下 側 5 % 点は0.740であるから上の6 個 の G の観測値のなかで 

* * * は 1%, * * は 5 % で有意であり， いずれも長い尾をもつ分布を検出している。 （3 8 )式， 

(39)式， （40)式の残差から計算されたG の値は次の通りである。

(38) 式 0.769

(39) 式 0.675***

(40) 式 0.889***

(38)式 のG は 有 意 で な い が （39)式 は 下 側 1%, (40)式 は 上 側 1% で有意であり，正規確率プロ 

ットの結果と一致する。

前述の結果は，Gearyの検定が， 3̂2キ3 の分布，すなわち正規分布より長い尾あるいは短い尾を 

もつ分布に対して高い検定力をもつことを示しているが， このこと は モ ン テ • カルロ実験でも確か 

め ら れ て い る （Shapiro et a l .〔36〕）。

9 正規性の検定（3)—— Shapiro-Wilk検定

正規確率プロットと関連している正規 性 検 定 の た め の 重 要 な 検 定 統 計 量 はShapiro-Wilk〔35〕 

の で あ る 。

Yi〜N Q i,び2) とし， の順序化された値を

く ん)く......く

とすれぱ

と な る こ と はすでに述べた（(29)式)。 ここで

E  [Zcf)]

であり，Z « ) は Z i= 〔Yi—/0 /びの順序化された値である。

E[Yco]=fi+<Tfici-,

は

(56)

という回帰モデルの期待値である。 ここで

五( 0 = 0  (57) 

E(.£i ej) = ô Vij (58) 

---136 {620')---



である。 そして

- Y , n  - ■ 1 ヴ(I) ■ '  1 m i  '

y " ) =
y.(2)

, x  =
1 か ） = 1 m2

- Y (to) _ — 1 f^Cn')一 - 1  ntn ^

[1 m]

c-2

らn

とすれば， 〔5 6 )式〜(58 )式は次のように表すことができる。

y«) =  X ^+ e  

五0)=0

五  0« ' )  = び2V

したがって iSの一般化最小2 乗 法 GムS による推定量は次式で与えられる<

h = (X  V-iX)-iX' V-iy")

ところが

X V  x =
r v- i1 r v-i m

m' V-11 m' V-i m

r v - iy ( «  -

において

で あ る か ら （数学注参照）

l 'V - im = 0

X' V-i x =
v - 1 1 c

m' V -1

したがって juお よ び び の GLS推定量は次式で与えられる。

广  r  V *  1

m'V_iy«) 
m' V_i m

は

=On'V-1 m)~* m' V~*y«)=a' yco= 2  ch Yco

と書くこともできる。 ここで 

である。Shapiro and Wilk は

a'=(m ' V

137 (621')
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の検定統計量として

W--

: Y i〜 N i p t , び2)

を提唱した。 ここで

s ^ = t l  C Y i - r y

であり， ゐ は が つ ね に 0 と 1 の間をとるよう

2  Ocai)2 =  l

という規準化を満たす定数である。

S  (Jia\')=l^ <zミ= だ a'a

他方

であるから

ゆえに

したがって

a'a=(m'V-1 m)-' m' V * V  m(m'V-i m)' 

= 〔m'V-i m)-2 m' V  V * m

だ= (a' a)-i= (m' V  m)=* (m' V * V  m)"' 

, m' V~̂  m

k&--

(m'V-i V-i m)i/2

m' V_i y«)
Cm' V-i Y-i m)i/2

m' V
■Cci ,C2, ...... , C ri) —

(m , V - 'V - 'm )*

とおくと

A：を ニ S  Ci Yc0

と書くことができるから，■PFは次のように表すこともできる。

{ i l  Ci Y coY

W=-
s  <：Y i- Y y

あるいは

nH+mn-i+i=0

— 138 i622)一
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であるから（D av id〔2の p. 36)

な+ら-i+i=0, t= li ......, n

の関係が成立し， は

["/2]
C n - i+ 1 { 1  Cn—i+ 1 ) y ")}2

Z! C Y i- ry

と表すこともできる。 [«/2]は n l2 の整数部分である。

の性質（Shapiro and W i lk 〔35〕）

( 1 ) PTは 順 序 化 さ れ た 標 本 値F « ) と ( k との間の相関係数の2 乗である。

F co と a の相関係数の2 乗は

, .2 _  (I]lYco-zY'\(.Ci—c')}^

SCFci)- YY  SCci—c/

である。 と こ ろ が （6 4 )式 と （74) 式より

2  C i = o したがって5=0

であるから

S  (C厂が= 2  ci=c! c= l

と な る こ と に 注 意 す れ ば ■PFとなる。

さらに（7 4 )式の分子に現れるm ' y - iの / 番 目 の 要 素 を と お く と ， は近似的にランキ 

ット n i iに比例する（Shapiro and W i lk 〔35〕，p. 596)。 したがってY « ) と C tの相関係数の2 乗で 

あ る は ， F « ) とランキットr m の線形関係を測る尺度でもある。 F iが正規分布に従っていれば, 

F ( « と n i iとの間に線形関係が成立し〔(2 9 )式)， は 1 に近い値をとるであろう。いいかえれぱ 

が 1 より有意に小さければ， F fの正規性の仮定は棄却される。実際，Shapiro and W i l k は種 

々の非正規分布のも と で ■EOF) をモ ン テ • カルロ実験によって求め， それが正規分布のもとでの 

の期待値より小さくなることから

W<wo

のときが）を棄却すべきであると述べた。

(2) ^7は尺度バラメータぴと期待値/^が変っても不変である。 いいかえれぱ，正規母集H からの 

標 本 に 対 し て の 分 布 は n にのみ依存する。

( 3 ) 正規母集団からの標本において， W は s " と F から独立である。

し、 五(がr ) が》■£：(：が r)
(4) E ( W O = - ^ ^ = 五〔ダ )-

ここで

—— 139 (623~)



(m 'V - iV - im )

r は任意の実数

W の 最 小 値 の 証 明 は Shapiro and W ilk 〔35〕 をみよ。 VFの 最 大 値 が1 であることは次のよう

に示すことができる。

(5)

S  6 i= o であるから

ゆえに

W-

HciVa,= l !  CiLVco-F]

X K Y i- F )' S C K - F y

ノ :S d I ] [ F « ) - n 2  ^  2 1

- ■ ~ S ( y .- F y  パ

(6) "ニ  3 のとき TF の p. d. f- / (W ) は

fC W )= ^C l- W )- iw - i

- ^<W <1
4

で与えられる。

IF の計算

T'F"の値を計算するためには , Ciの値を知ろ必要がある。a の 値 は Shapiro and W ilk 〔35〕，Barnett 

and Lew is〔7〕，D’Agostino and Stephens〔17〕，柴 田 〔38〕 などを利用すれぱよい。

し か し の 値 を 計 算 す る た め に ， C iの値 を コ ン ピ ュ ー タ • プログラムの中に入れておくことは 

不経済であり， あるいは表から一回一回読みとることは面倒である。 以下の方法によってPTを求め 

ることができる。 計 算 方 法 は Shapiro and W ilk 〔35〕 お よ び Royston〔34〕 を参考にしている。 

ま ず 〔74) 式の分子を

a*' =  m 'V - i

とおくと，a*の 番 目 の 要 素 の 近 似 値 だ は 次 式 で 与 え ら れ る 。

f 2nti i ニ2, 3, n —\

(77)

' = 1， ^

こで

( gQn —1) n <20
だニとH

'•び（" ） n >20

(78)
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Cl<0, Cn>0

C w)=-
r (y [w + l] )  

i /T  r ( ^ n + l

6n+7
6«+13

exp (l)「" + 1 1 -̂2 ■

"+1 L" + 2 」

(74 )式の分母を

とおくと

ここで上式を得るために

を用いると

B = Cm' V-1 V-1 m)i/2 

が=a*'a*= S  aV+2aV= S  aV+2BHl 

mj= — mn-j+i

V i j 一  " n - J + l , n - i + l  

at=  S  nzj が"= —S  mn-j+iが,"-プ+!

= —XI mn-j+i

= —S  m jのゎ1

■ai

であるから

であること， そ し て Ciは

ar=at^

a1
B

(79)

(80)

(81)

〔82)

によって近似することができるということを用いている。 し た が っ て が は 次 式 で 近 似 す る こ と が  

できる。

B "1-2 cT

ラ ン キ ッ トm iの計算も含め， 以上の点をまとめれば， の計算は次の順序で行 ;Lばよし

① ラ ン キ ッ ト を 求 め る （〔33)式，（34)式）

② だ ，1=2, 3 ,……，" - 1 ((78)式)，Cl,tn ((79)式）を求める。

③ S を 求 め る （(83)式)。

④ と i = るす/ S .((82)式)，i=2, 3, ....... , M - 1 を求める。

⑤ ど《y«), s ^ = i ]  ( y i - F )2 を計算し，
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表18 TT検定のための係数a と近似値C

n = 10 n = 20 n= 30

t
Cn—i+l Cn—i+l Cn-i+l Cn—i+l Cn—i+l Cn—i+l

1 0.5739 0.5831 0.4734 0.4817 0.4254 0.4289

2 0.3291 0.3178 0.3211 0.3151 0.2944 0.2931

3 0.2141 0.2081 0.2565 0.2531 0.2487 0.2476

4 0.1224 0.1191 0.2085 0,2061 0.2148 0.2138

5 0.0399 0.Q388 0.1686 0.1668 0.1870 0.1861

6 0.1334 0.1321 0.1630 0.1622

7 0.1013 0.1003 0,1415 0.1409

8 0.0711 0.0704 0.1219 0.1213

9 0.0422 0.0418 0.1036 0.1031

10 0.0140 0.0139 0.0862 0.0858

11 0.0697 0.0693

12 0.0537 o'. 0534
13 0.0381 0,0378

14 0.0227 0.0226

15 0.0076 0,0075

注 ：Ci, C i とも，C厂ーCn-f+l, C i - — C n - i+ lを用いれぱ残りの値は得られる。

A
W-- ( (7 5 )式）

を求める。

こ こ で 上 述 の 方 法 で 求 め た の 近 似 値 と ‘ と，Shapiro and W ilk 〔35〕 が 与 え て い るa の値を 

比較しておこう。《=10, 20, 30の場合 に つ い て の みC iと の 値 を 表 18に示した。《さ2 0 のとき 

Ciの 有 効 数 字2 祈 は と 同 じ で あ り ，£ i は十分な近似を与えている。 《= 10 の場合には若千ど‘ は 

C iと異なる。 しかし正規母ま団からの10個 の 標 本 デ ー タ CD’Agostino et a l.[17] Table 9.6)

84.27, 90.87, 92.55, 96.2, 98.7, 98.98, 100.42, 101.58, 106.82, 113.75 

に よ っ て 係 数 に a を 用 い た と き の ■PF=0.984に対して，d iを 用 い た と き の T^==0.9856であるか 

ら， "= 1 0 の 場 合 も の 値 に そ れ ほ ど 大 き な 相 違 を も た ら さ な い 。 実用上， の値を求めるため 

に は 上 述 の 近 似 値 d iを用いる計算で十分であろう。

Weisberg and Bingham 〔41〕 は， こ の よ う な Ciの求め方ではなく，a に代えて

mi=①-

を用いることを提唱している。 こ の n i iを 使 え ば の 計 算 は も っ と 簡 単 に な る 。

回 帰 モ デ ル の 誤 差 項 の 正 規 性 をShapiro-Wilkの で 検 定 す る 場 合 に は ， 5 節の正規確率プロ 

ットに合せて， ス チ ュ ー デ ン ト 化 残 差 あ る い は を 用 い れ ぱ よ い 。 例 と し て （39) 式のァメリ 

力 か ら E C 向 け 輸 出 関 数 log QXUEC% を採ってみよう。 （39) 式の順序化されたスチューデント
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化 残 差 も i ) は 表 14に示されている。 こ の と 前 述 の 方 法 で 計 算 さ れ た  

C iの 値 （表19) を用いて

表1 9 係数

W--
[ % C iU o ]  

2 ひ ")一 び

を計算すると

が得られる。

W=0. 8818

1 ^n-i+l

1 0.46403

2 0. 31309

3 0.25507

4 0.21136

5 0,17500

6 0.14309

7 0.11407

8 0.08701

9 0.06129

10 0.03643

11 0.01209

PTの百分位点

Shapiro and W ilk 〔35〕 は，正 規 分 布 の 帰 無 仮 説 の も と で の の 分 布 を ジ

ム

け ろ lo g 、て

注 ：Ci = 一Cji—i+t 

ンソン有界システ

(84)

によって近似し，PFの百分位点を求めた。 Z は標準正規変数， 7 * ,ろ’ « は 所 与 の "に 対 し て 一  

定の値が与えられる。 の 百 分 位 点 は 《=3 (1 )5 0 の 場 合 が Shapiro and W ilk 〔35〕， 同じまが 

D’Agostino and Stephens〔17〕，柴 田 〔38〕 に示されている。

Wetherill〔43〕 は 10く"く  50に対して， t ' d, e の 3 つ の バ ラ メ ー タ を "の 関 数 に よ っ て 回  

帰 し 有 意 水 準 こ 対 応 す る Z を に よ っ て 求 め ，e=expKZ—r)/り} から

e+ e
W--

1+e

に よ っ て の 百 分 位 点 を 求 め て い る 。

の観測値を，PFの百分位点の表を参照して一回一回検定するのは面倒であり， " > 5 0 に対し 

ては利用可能な表がないので，私 が 採 用 し た の 検 定 方 法 は Royston〔34〕 によっている。

の分布は漸近的に正規ではないが， Roystonは "= 7 5 0 の近くで正規分布とみなしてよいこ 

とに注目し

1/ニ(1 一 (85)

に よ っ て か ら ！/ へ変換し，次 に 2/から標準 正 規 変 数2 への変換

z = y ^

を行なう。 ここで， [iy, O y は す べ て " の関数である。

n の値に応じてスは次式で与えられる。

A = 2  di (log n—D y  
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D
3 «  く 20 

、5 21 < «  <2000

係 数 d i は次の通りである。

7 <  w < 2 0 のとき 

ゴ0 = 0 .118898 

d i = 0 . 133414 

d 2 ^ 0 .  327907 

d3= (U =(h=Q  

2 1 < «  < 2 0 0 0のとき

f/o=0.480385 

ゴ1 = 0 .318828

ゴ2 =  0

d 3 ニー0 . 0241665 

c?4 = 0 .00879701 

d s = 0 .  002989646 

t h お よ び a " は次式で与えられる。対 数 はS 然対数である。：

l o g  My ニ S  €i C lo g  n - D y  
i = 0

係 数 は 次 の 通 り で あ る 。

7 ^ n ^ 2 0 のとき 

■ eo ニ 一0. 37542 

e i =  — 0 . 492145

(88)

€2- ■1.124332

63 = - 0 . 199422 

e i=es=0 

21<  w < 2 0 0 0のとき

eo = -1.91487 

ニ一1.37888 

62= - 0 . 04183209 

€ 3 = 0 .1066339 

めニー0. 03513666 

e s = - 0 . 01504614

係 数 f i は次の通りである。

l o g s  f i  (log n - n y
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7 - ^  n  ^ 2 0 のとき

/ o = -3.15805 

/ i = 0 . 729399 

,2=3.01855 

,3  =  1.558776

/ 4 = / 5 = / e = 0  

21く "  く2 0 0 0のとき

/o  =  - 3 .73538 - -： ■

,1  ニー 1.015807 

/2  =  - 0 . 331885 

,3=0.1773538 

/4  =  _ 0 . 01638782 

/5 =  — 0.03215018 

/6 = 0 . 003852646

このようにして， " が与えられれぱ，（8 7 )式，( 8 8 )式，( 8 9 )式によってみ f l y ,びが得られる。 

そして（8 5 )式，（86) 式より

P iZ>Za)=«

は

に等しい。 ここで

PCW<Wa)

Wa — l~Cf^y'^^yZa')义 (90)

である。 し た が っ て 検 定 に お い て の 百 分 位 点 の ま を み な く て も ，（90)式 で を 計 算 す る か ，

あるいは

0 ぴ》

の 有 意 確 率 /K Z > 2o )を計算すればよい。

こ の Shapiro-Wilkの W 検定は， Shapiro, Wilk and Chen〔36〕 によって， 他の検定統計量 

にくらベて検定力が一番大きいことが確認されている。D’Agostino [15]は， こ の 検 定 に 「こ 

の分野における1930年以来最高の真に革新的な業績」 と高い評価を与えた。 回帰モデルの誤差項の 

正 規 性 を と !H oあ る い は t o ) と の 正 規 確 率 フ ロ ッ ト に よ っ て 検 定 す る と き ，れn と 

あ る い は と f i " ) の一次関係を測る尺度として， こ の 統 計 量 は き わ め て 有 力 な 検 定 統 計 量  

である。

Shapiro-Wilkの は y « ) の iU« ) への回帰
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に お い て び を G L S で推定する場合に定義されたが， Shapiro-Francia〔37〕 は び を O L S で推定 

するときに定f t される決定係数W を正規性の検定統計量として提唱した。 すなわち

(91)

が= (ろ1......bn)=-
m>r

である。 彼 等 は IT の 百 分 位 点 を "=35(15)50(2)99に対して与えた。PTは W の よ う に V の知識 

を必要とせず， ランキッツからろ《を求めれば良いだけであるから計算はきわめて簡単であり， し 

か も と PT の百分位点は類似している。 とくに《が 大 き い と き y« ) は独立であるかのようにあ 

つ か う こ と が で き る か ら と TTの相違 は 小 さ く な りTTを 用 い て も 良 い （Weisberg et a l.〔41〕）。

1 0 正 規 性 の 検 定 （4)---D'Agostino検定

D’Agostino〔13〕 は次のZ)統計量による正規性の検定を与えた。

T

で

D
n^S

T ニ

± C Y i- Y y

(92)

(92)式 を 2 乗すれぱ

で

F « ) は Y i の順序化された値 

く 5^(2)^......く Yen：)

か

-丄 |in  +1)

(93)

bi= 一

とますことができるから， 〔93)式 と （75)式を比較すればわかるように， と は 類 似 し て い  

る。 し か し を 求 め る た め に は ， （74)式で示されているように， の 計 算 に ラ ン キ ッ ッw i と順 

序化標準正規変数の分散共分散行列V の情報を必要とする。 こ れ に 対 し て （93)式 の b iは簡単に 

求めることができる。 したがって計算は i ) の 方 が は る か に よ り 簡 単 で あ る 。
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も し F i が正規母ま団からの無作為標本であるならば ,

厂r/:)-  ( " - 1 ) へ 了 " - ^ )  ニ 1
五〔の - 2 V 2 " ：t ^ n \  --2 V'

Z)の 漸 近 的 分 散 avCD：)= 1 2T/ 3—そ +2 [
24 7T «

=0.2820948 

/ 0.02998598
_、 み ノ

となる。 E C D ) お よ び の 〔の） の 次 の よ う な 十 分 な 近 似 がWetherill〔43〕 によって与えられた。

ECD：)-0 2C2001C 0.07052370 ! 0. 008815462 ! 0.01101933 0. 002892575 (94)
* n が 《 3 が

0.0008991591 0.0004779168 0.004973592 ! 0.003108496 (gg)

したがって

D -E C D )
V avQD')

は近似的な標準変数である。 もし正規性の帰無仮説が間違っていれぱ，Z は 0 と有意に異なるであ 

ろう。D’Agostinoのシミュレーションによれば，母 集 団 分 布 が /82> 3 の非正規分布の場合にはX 

は 0 より小さい値をとり，iS2<3の非正規分布の場合にはX は 0 より大きくなる。

D’Agostino〔13〕 は，0. 5，1,2. 5, 5,10,90,95,97. 5,99,99. 5%, "=50(10)100〔50)1000に対して 

ズ の バ ー セ ン ト 点を与 え ， 〔14〕 で " =10(2)50(10)100についてX のバーセント点を与えている。

の の バ ー セント点を参照しなくても次のような方法によって正規性の検定が可能である。 £>；p, Zp 

をそれぞれD, Z  (標參正規変数）の10 0 / ) パーセント点とすれば

Dp~EiD ')+Vp^ fizQD') (96)

こ こ で は / ? の 分 散  

と表すことができる。 なぜならば， のを規準化した

V- D - E iD ')

の10 0 /)バ —ヒント点をV p とすれぱ

FCX^Vp) = FCD<ECB)+Vp-^JJ；( ^ )

ニ i>

となるからである。 こ こ で F p は Z p と近似的に次の関係がある。

jr  — -7 1 TlCZp — 1 ' ) , T2(.Z l—?>Zp) T l ( 2 Z l—b Zp') rr\n-\ 
Fp -  Z p + g ^ + -----ya------------- m ------ 〔97)

ここで，n, 72はそれぞれ i ) の 3 次キュミュラント， 4 次キュミュラントである。

検 定 の 有 意 水 準 を 《 とすれぱ， /)=«/2 お よ び t>ニ\ -a/2と お い て D p を求め，Z )が UX'z,
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Z)i-„/2)の外へ落ちれば，母集団分布は正規であるという帰無仮説を棄却する。 /52>3の非正規分 

布 の と き は /?„/2より小さくなり，爲< 3 の非正規分布においてはZ)は よ り 大 き く な る 。 

さて以上ののによる正規性検定の手続きは次の通りである。

①

②

める。

③

④

⑤⑥⑦⑧
⑨

■D2を （93)式によって計算し，正の平方根のを求める。

有意 水 準Q：を与え，クニ1 一a /2 とし，Zp ニ標 準 正 規 分 布 の 右 片 側100/ ) バーセントの値を求

E ( D ) を （94)式， を （95)式によって求める。

n ,  7*2 を次式で求める（W etherill〔43〕)。

に  8.5836542 1̂ 3.938688  ̂ 7.344405 ]

, 、 (98)
114. 732 L 8. 38004 1

ド2 ニ------ U ------- >
n [ n )

D p を （96)式によって求める。

V p を （97)式によって求める。

D p を D トa n とする。

- Z p (= Z « )を Z p とおいて②から⑥をくりかえし，D p を と す る 。

D く Da,2の と き /52>3の非正規分布。

D>D\-anの と き 糸 < 3 の非正規分布。

と判断する。

こ の D’Agostinoのの検定は， 他の検定量にくらぺ，も> 3 の分布に对してもっとも検定力が高 

いこと力*S モ ン テ •カ ル ロ 実 験 に よ っ て 確 か め ら れ て い る 。 /32>3という長い尾をもつ分布におい 

て は 「外れ値」 が発生しやすく， そ の r外れ値」 に 対 し て O L S は敏感に反応し，最 小 2 乗推定量 

の有効性は著しく低下するということがわれわれの関心事であった。 したがって， iS2>3の非正規 

分 布 に 対 す る 検 出 力 の 高 いD’Agostinoの！)は計量経済学においても標準的な正規性検定統計量と 

して用いられるべきである。

1 1 正 規 性 の 検 定 （5)---積率検定

正規性からの命離を3次お よ び4次モーメントによって特徴づけるというアイデアはK. Pearson 

〔29〕による。 正規分布のとき歪度<v/に = 0 , 尖 度 iS2=3である。 この関係が成立しているかどうか 

を標本歪度ゾを，標本尖度み2 にもとづいて正規性の検定を行うのが積率検定である。 ここで

(99)

ろ 2 ニ き  （100)
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|] (jc厂  x y
Mi——-------- , i=2, 3, 4 (101)

である。 V% , ゐ2 を 用 い る 正 規 性 検 定 の 詳 細 はBowman and Shenton〔10〕 に譲り，正規性の検 

定方法として私が検討した統計量についてのみ，主要な結果を示しておこう。

(1) による検定

歪 度 ^/；に の 推 定 値 に よ っ て 分 布 の 非 対 称 性 を 検 定 す る こ と が で き る 。 D’Agostino [13] 

は " > 8 のとき， <y/す を 次 の よ う に 変 換 す る こ と に よ っ て ， //o : Vに = 0 を正規検定することが 

できることを示した。

Z = ろlog{ + + [ ( お  +1]2| (102)

で

丄ソ(M+3) '[寺 
" 一 一 6 ("- 2)一 1

_  3〔"2+27 n—70)("+ lX"+3)
( "一  2)("+5)("+7)("+9)

が = - i+ { 2 ( r - i ) } 去

6 Vlog B

対 立 仮 説 が H i：V ^ > 0 あ る い は ば ：V ^ < 0 の場合には片側検定， H i： ならぱ両 

側検定になる。

Vみ1 の 《分 布 近 似 に つ い て はD’Agostino and Tietjen〔19〕 をみよ。柴 田 〔38〕 は す の H。 

の も と で の 分 布 の ェ ッ ジ ワ ー ス 展 開 か ら の バ ー セ ン ト 点 を ？2 =30(5)50(10)100(50)1000につ

いて示している。

(2) h による検定

尖 度 ^ の推定値ろ2 が 3 と有意に異なるかどうかを調べることによって急尖的分布092>3)か 

緩 尖 的 分 布 032<3 ) かを検定することができる。

五(ろ2 ) = " ^ ^ ^  (103)

var (め  ニ微 0；?3()"(;3+ )5) ^104)

注 （1 ) 以下，本節の内容は主として Bowman and Shenton〔1の， D’Agostino〔13〕， W etherill〔43〕 

に依る。
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で与えられるから，

y らー丑（ろ2)
V var ひ 2)

は漸近的に標準正規分布に従う力’、， この近似は十分大きい《 (1000をこえる"）のときのみ有効であ 

る。 したがって有限標本におけるもっと精度の高い近似が必要とされる。 Anscombe and Glynn 

〔3〕 は 《> 2 0 に対して次のような標準正規分布による近似を与えた。

1-C2/A')
、丄 广  I "T4：.(トホ -[

V2/9A

ここで

(105)

か 6+て [て + V 1+(て ） ]

, 6レ《2—5"+2 )  / 6(^"+3X"+ 5 )

3 (m+7) (w+9) ^  w(w—2)C«—3)

であり， F は前述の規準化された変数である。

モ ン テ • カ ル ロ 実 験 に よ るbzの バ ー セ ン ト 点 は《= 7 から50までが，D’Agostino and Tietjen 

〔18〕，"= 2 0 0 ま で 拡 張 し た 点 がD’Agostino and Pearson〔16〕 に，h の漸近分布のュッジワー 

ス 展 開 に よ る バ ー セ ン ト 点 は 柴 田 〔38〕 に示されている。

(3) とろ2 のオムニバステスト

正規分布はノ；をニ 0 でかつ目2 =  3 であるから，正規性の検定にV にとろ2を別々に用いないで同時 

に用いるオムニバステストがある。 Vす と b2 は漸近的には独立であるから（Bowman and Shenton. 

〔10〕），Z ( V K ) ,  Z C & .)をそれぞれ•y/を，h の規準化された変量とすれば

Z K ^ h ^  + ZK bz) (106)

は 自 由 度2 の カ イ2 乗分布をするとみなすことができる。

Bowman and Shenton〔9〕 は

nbi I " (ろ2—3)2
6 24

を，Gurland and Dahiya〔25〕 は

nbi , 3w f i ( ろ2

(107)

W ^ ) ]  (108)

を S 由 度 2 の カ イ2 乗 分 布 に 従 う 検 定 統 計 量 と し て 提 唱 し た 。 ま た 前 述 の 〔102)式 の Z を，Z 

(VbD, (105)式のZ をZ (ろ2 ) とすれば，（106)式 は 自 由 度2 の カ イ2 乗検定統計量となる。
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1 2 正 規 性 の 検 定 （6)---Anderson-Darling検定

Anderson-Darling〔1〕 に よ っ て 与 え ら れ た 4̂* 検定とは次のような 

方法である。

( 1 ) 観 測 デ ー タ ズ1,ズ2 ,……, X n を大きさの順に並べかえる。

^ £ 1) ^  Xc2^ く.......Xcn~>

(2) Z ( « を標準化する。

( 3 ) 次 の i n を計算する。

び _  X m - 文
Zci)----- ----

か =<KZ")) ニ し ■ ぬ

i=\, 2, ......, n

(4) Anderson-Darling統 計 量 ル を 求 め る 。

A  ̂= -  2  1(2 ト l)[log/)i+ log(l—や》+1-0] / " ト  n (109)

( 5 ) 修 正 統 計 量 を 計 算 す る 。

ル ニ  i42(1.0+0.75/»+2.25/が ） (110)

(6) 有意水準 0.10, 0.05, 0.025, 0.01,0. 005 でそれぞれ が’ 0.631,0.752, 0.873,1.035, 

1.159をこえれば，正規分布という帰無仮説を棄却する。

1 3 検定統計量の検定力

さて以上の正規性検定統計量の検定力を比較するため，表 9 の 6 種類の非正規分布からの標本に 

もとづいて正規性の検定を行うことにしよう。 1組の標本データを用いる検定であって，膨大な何 

百 組もの標本にもとづくモンテ • カルロ実験ではないが， 各検定統計量の特徴はかなり頭著に現れ 

ている。用いた標本デ ー タ は 表9 と同じである。 6 種類の非正規分布と検定統計量の値は表20に示 

されている。 次の点を表から読みとることができる。

① D’Agostinoお よ び Gearyの検定力は高い。

② ）92=3のワイプルを除き， /92>3の 非 正 規 分 布 を 検 出 し て い る の はD’Agostinoだけである。

③ Gearyも 月2キ3 の非正規分布を検出する力は強いが， 指数分布に対しては検定力が弱い。

④ ノ ド =^0の非 対 称 性 は ン ん に よ っ て 検 出 さ れ る 。

⑤ 卢 2キ3 の 非 正 規 性 は h によって検出される。
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表2 0 非正規分布と検定統計量

分布

検定統計量\

一 様  

0 , 1 . 8

指 数  

2,  9

ロジスティック

0 , 4.2

ジョンソン 
無限 SU(0,2) 

0 , 4.51

ジョンソン 
無限 SU(1'2) 
一0.87, 5.59

ヮイプル

0.63, 3.25

Shapiro-Wilk の W 0,9103 0.8437 0.9572 0.9505 0.9176 0.9575

D’Agostino の D 0.283478 0.264336 0.264842 0.263249 0.257969 0.279238

Anderson- 
Darling の A*

0.852 1*703 0.553 0.675 0.667 0.341

Geary の G 0.861 0.805 0.719 0.709 0.691 0.808

bi 一0.413
1 .13L

0.276 一 0.248
一1-1ミ:*

0,509

1)2 1.843 3.234 4.867 4.909 6.566 3.031

カイ2 乘 1 2.525 6.534 4,737 4-862 22.632 1.297

カイ2乘 2 3.522 6.529 3.015 3.036 13.641 1.297

カイ2 秉 3 4-946 2.993 4.787 , 4.859 10.935 0.877

注( 1 ) 各分布の数値，たとえば一様分布の0 , 1 . 8はそれぞれ，V K ,  Asを表す。

( 2 ) カイ2乗 1は （107)式，カイ2 乗 2 は （108)式， カイ2乗3 は （106)式 （ただしZ (ろi ) = (102)式， 

Z ひ 2 ) = (105)式)。

(3) * は10%, * * は 5 % ,林 *は 1 % で有意。

⑥ \ / ホ =̂ 0, ^ 2 ^ 3 の非正規分布に対する検定力はShapiro-Wilkが高い。

⑦ 3 通りのカイ2 乗検定の中ではカイ2 乗 1 の検定力が高いが，カイ2 乗 1 で非正規性が検出 

された分布はすべてもっと有意にD’Agostinoによって検出される。

以 上 の 評 価 は1標本にもとづいているにすぎないから確定的な結論とすべきではない。 モ ン チ • 

カ ル ロ 実 験 に よ る 検 定 統 計 量 の 検 定 力 の 比 較 は D’Agostino〔13〕， Green and Hegazy〔24〕， 

Pearson et a l .〔31〕，Shapiro, Wilk and Chen [36], White and Macdonaldo〔44〕 などで試 

みられている。D'AgosUno〔17〕 から検定力に関して主要な結果をまとめれぱ次の通りである。

① 正 規 性 か ら の 娇 離 を 歪 度 V"モキ0 , 尖 度 ）82キ3 によって表すとき，正規性からのあらゆる可 

能 な 垂 離 （Viにキ0 で も〉3’ で iS2<3, で #2キ3, Viを < 0 で も> 3 等々） に 

対して検定力が一様に強力な最適の検定統計量はない。

② 対 立 仮 説 H i: ノ]を =^0の 非 正 規 性 に 対 し て はShapiro-Wilkの W お よ び Shapiro-Francia 

の TTが最強力である。歪 み の 方 向 に 関 し て 情 報 が 利 用 可 能 （ゾに< 0 あるいはVを > 0 ) のとき， 

母 集 団 分 布 が 非 正 規 で 正 の 歪 み （Vに > 0 )を も つ と い う / / iに対してはノんの上側確率にもとづく
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検定，負 の 歪 み （V"に < 0 ) とい う / / iに対してはV【 の下側確率による検定が非常に検定力が高い。

③ D’AgostinoのD は’ 対 称 的 で は あ る がわ〉3 の非正規分布に对してもっとも検定力が高い。

④ Geary検定は， 対 称 で は あ る が jS:ヤ3 の非正規分布に对して高い検定力をもつが，通常，

ろ2 の 方 が Gearyより検定力が高い。

⑤ カ イ 2 乗検定は他の検定統計量より検定力は低い。

⑥ Anderson-Darlingの yl2 は し ぱ し ぱ W と同じ検定力をもつが， の検定力に関しては十 

分な研究が少ない。

計 量 経 済 学 の 回 帰 モ デ ル に お け るO L S によるバラメータ推定および検定にとって重要な正規性 

か ら の 乖 離 は ，「外れ値」 を 発 生 さ せ や す い 長 い 尾 を も つ 分 布 （Aj>3の分布）であることを考える 

と， \/に =0, j82> 3 の非正規分布に高い検定力をもつD’Agostinoののこそ重要な検定統計量であ 

る。 こ の D’Agostinoののと正規確率プロットによって正規分布より長い尾をもつ分布でないかど 

う か を 検 定 し ゾ に =0, iS2>3が検出されたときには頑健推定を行なうという手続きが計量経済 

学の標準的方法として採用されるべきであろう。

歪 度 お よび尖度を含めた非正規性の検定にはShapiro-Wilkの W あ る い は Shapiro-Franciaの 

を用いると良い。 しかしこのT7あ る い はPTによって非正規性が検出されたときわれわれは何 

を なす べ き な の か ？

1 4 最 小 2 乗残差を用いる正規性検定

正規性の検定統S十量を標本からii"算するとき， 標 本 义 1, Xit ......, •^71は问一■の分布に従い，統

計的に独立と仮定されている。 ところが線形回帰モデルの最小2 乗 残 差 e i,€2, ......, en は

varCei) =  (l —

covCei, ei) — —hij i ^ j  (111)

hijニハット 行 列 の G, f ) 要素 

をもち，独立でもなければ均一分散でもない。 し か し ん （説明変数の数）に く ら べ て "が 十 分 大 き け

れ ぱ eu ez, ......, の 変 動 は 誤 差 項 m, u i , ...... , Unの変動とほぽ同じとみなすことができるか

ら，正規性の検定を最小2 乗残差に適用することができる。

しかしわれわれは有限標本の世界に住んでいる。 どれぐらいの標本の大きさがあれば最小2乗残 

差を正規性の検定に用いることができるのか？ Whiteand Macdonald〔44〕， Pierce and Gray 

〔32〕 の シミュレーションによれば， A =4〜6 の と き "=20, k = 8 の と き " = 4 0 ぐらいでも， 最 

小 2 乗残差を用いる正規性の検定において，検 定 の 大 き さ size (第 I 種の過誤確率）は余り変わらな 

いということが示されている。

» が 大 き く な れ ぱ C iの相関の問題は小さくなる力:， 他 方 で 超 正 規 性 supernormalityの問題が
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生ずる。 最 小 2 乗 残 差 e は

e% — U i—  2J h i]  U j

と誤差項《の和として表すことができるから， 中心極限定理により《が正規分布をしていなくても 

6 iは正規性を示すようになる。Gnanadesikan〔23〕 は e のこの性質を超正規性とよんだ。 e のこ 

の超正規性によって，が0 : « は正規分布する， という仮説を棄却しない確率は高くなるから， e を 

用いる正規性検定において有意水準を0.01のように小さくすると， 第 n 種 の 過 誤 確 率 〔が 1: 非正規 

分布が真のときこのm を採択しないという確率）は非常に大きくなる。 したがって最小2 乗 残 差 e を 

用いる正規性検定の有意水準は10%ぐらいで良い。

最後に，最 小 2乗 残 差 ^1,......, enは " が大きくなっても不均一分散であるから，均一分散をも

つ スチューデ ント化残差れあるいはれ を 用 い て 正 規 性 検 定 の 統 計 量 の 値 を 計 算 す る 方 が よ い 。 こ 

の こ と は Wetherill〔43〕 による広範囲にわたるシミュレーションによって確かめられている。

結局，計量経済分析における線形回帰モデルの説明変数の数んは2 〜 4 ぐらいが多いことを考え 

る と " は20以上，■PF, W \ の お よ び ぷ の 検 定 統 計 量 の 計 算 に は （残 差 e iではなく）スチューデン 

ト化残差r i ン る い は /*を用い， 有意水準は10% ぐらいで実行すれば良い。 誤 差 項 が 1 階の自己回 

帰過程

Ut = p Ut-1+̂ t 

\p\<l 

五(0 = 0

(0\ t = s 
E  (も6,)= I

t ^ s

に従っている場合は， Prais-Winsten変 換 後 の 推 定 結 果 （GLS) の残差を用いて誤差項の正規性検 

定を行うことができる。

1 5 線形回帰モデルの誤差項の正規性検定

6 本の線形回帰モデルの誤差項の正規性を検定しよう。Shapiro-Wilkの Wi D’AgostinoのD,

Anderson-Darlingの A * の 計 算 に は ス チ ュ ー デ ン ト 化 残 差U, その他の検定統計量の計算には残 

差 め を 用 い た 。 6 本の回帰モデルのうち2 本 は （3 9 )式 と （4 0 )式であり， そ の 他 の4 本は次式 

である。

log VL 63=5. 5496+0.41550 log KL 63 (112)
(14. 859X10.477)

斤2 =0.685, 5=0.167

昭和63年の製造業51産業

ここで
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VL 63f ニ / 産 業 の 従 業 員 1人当り粗付加価値額

(昭和63年，千円）

KL 63i= / 産 業 の 労 働 装 備 率 （昭和63年，千P3)

log QXUJ%=A. 5915 +0.89770 log GA^P/$88 
C3. 633) C12.125)

一 0.81271 log rXUW PIJ-、 
(-4.048)

(113)

力2=0. 939, s=0.0851, 1.629

推 定 期 間 1967年〜1988年

表2 1 (112) 式のデータ

ここで

ひ/ $ = アメリ力から日本への輸出数量 

(1988^基準，億ドル）

GNPJ$ 8 8 = 日本の実質GNP (1988年基準，100 

億ドル）

PXUW PIJ=PXUSAW  WPIJ% 88 

P X £ /S A 8 8 = アメリ力の輸出価格指数（1988年 

=  100)

WPIJ% 8 8 = 日本の卸売物価指数（1988年=  100,

ドル表71̂ )

GNPHLDOTニーら. 088+0.7962 IFKF 21 
C-4.642) (8.932)

(114)

お2 ニ0.782, 5=1.50, DW =1.729 

推 定 期 間 1966年度〜1988年度

で

GNPHLDOT= の对前年変化率(％)

GNP2 = 実質GNP (兆円）

/ / = 全 産 業 の 総 実 労 働 時 間 指 数 （1980年= 100) 

ム= 就 業 者 数 〔100万人）

I  F 2
IFKF2V (めKF2-1

/ F 2 = 民 間 設 備 投 資 （1980年基準. 兆円）

K F  i  = 全 産 業 粗 資 本 ス ト ッ ク （取 付 ぺ 一 ス ,

1980年基準，兆円）
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K L63 (千円） VL63 (千円）

1 + 1.7402000D + 04 + 1.4122000D + 04

2 + 2.2934000D + 04 + 1.3476000D+04

3 + 1.0463000D + 04 + 1.0404000D + 04

4 + 2.8132000D + 04 + 2.1301000D + 04

5 + 1.5803000D + 04 + 1.5189000D + 04

6 + 1.6049000D + 04 + 1.4199000D + 04

7 + 8.0020000D + 03 + 7.3970000D+03

8 + 1.0594000D + 04 + 1.3275000D + 04

9 + 6.8720000D + 03 + 9.7770000D + 03

10 + 3.1735000D + 04 + 1.7633000D + 04

11 + 1.6012000D+.04 + 1.4187000D + 04

12 + 2.6717000D + 04 + 1.8345000D + 04

13 + 2.2724000D + 04 + 1.4368000D + 04

14 + 1.7261000D + 04 + 1.6889000D + 04

15 + 1.5081000D + 04 + 1.1695000D+04

16 + 1.0851000D + 04 + 1.2222000D + 04

17 + 8.1140000D + 03 + 1.5959000D + 04

18 + 1.4344000D + 04 + 1.9640000D + 04

19 +6.5225000D + 04 + 3.5885000D + 04

20 + 9.1190000D + 03 + 1.2745000D + 04

21 + 9.3780000D + 03 + 8.9690000D + 03

22 + 2.1246000D + 04 + 1.8945000D + 04

23 + 4.9060000D + 04 + 2.2367000D+04

24 + 8.3240000D + 03 + 1.1647000D+04

25 + 3.0117000D + 04 + 1.7202000D+04

26 + 1.0772000D + 04 + 1.1680000D+04

27 + 1.3501000D + 04 + 1.1790000D + 04

28 + 2.1107000D + 04 + 1.4739000D+04

29 + 1.6650000D + 04 + 1.4282000D + 04

30 + 9.3530000D + 03 + 1.1499000D + 04

31 + 2.0287000D + 04 + 1.2343000D + 04

32 + 1.0547000D + 04 + 1.3506000D + 04

33 + 8.5740000D + 03 . + 1.0726000D + 04

34 + 8.6730000D + 03 + 1.0165000D + 04

35 + 7.8270000D + 03 + 9.7350000D + 03

36 + 9.1170000D + 03 + 1.0559000D + 04

37 + 6.0110000D + 03 + 1.1529000D + 04

38 + 3/8780000D + 03 + 8.5720000D+03

39 + 6.6000000D + 03 + 1.1962000D + 04

40 + 7.5220000D + 03 + 1.0867000D + 04

41 + 8.5530000D + 03 + 1.2877000D+04

42 + 6.6430000D + 03 + 1.2215000D + 04

43 + 1.2262000D + 04 + 1.2935000D + 04

44 + 7.0290000D + 03 + 9.9720000D + 03

45 + 7.7920000D + 03 + 6.5320000D + 03

46 + 5.4720000D + 03 + 8.5510000D + 03

47 + 5.3790000D + 03 + 1.0564000D + 04

48 + 8.2230000D + 03 + 1.0652000D + 04

49 + 5,5220000D + 03 + 9.4890000D + 03

50 + 2.1144000D + 04 + 1.5986000D + 04

51 +8.9210000D + 03 + 1.1473000D + 04



表22 (113) 式のデ一夕

G N P  J  $88

(100億ドル）

PXUWP I J (-1) 

(’88CY = 100)

Q X U  J $ 

(億ドル(，'88))

+ 9.5497800D + 01 
+ 1.0746100D + 02 
+ 1.2046300D + 02 
+ 1.3185700D + 02 
+ 1,37540000 + 02 
+ 1.4927900D + 02 
+ 1.6106500D + 02 
+ 1.5878000D + 02 
+ 1.6302800D + 02 
+ 1,70847000 + 02 
+ L7996300D + 02 
+ 1,89305000 + 02 
+ 1.9931200D + 02 
+ 2.0783800D + 02 
+ 2,15471000 + 02 
+ 2.2211400D + 02 
4-2.2931300D + 02 
+ 2.4095200D + 02 
+ 2.5227200D + 02 
+ 2.5904400D + 02 
+ 2.7060600D + 02 
+ 2.8588800D + 02

+ 1.4955562D + 02 
+ 1.4984575D + 02 
+ 1.5046880D + 02 
+ 1.5245249D + 02 
+ 1.5486254D + 02 
+ 1.5642206D + 02 
+ 1.3923784D + 02 
+ 1.25226250 + 02 
+ 1.3081595D + 02 
+ 1.4441558D + 02 
+ 1.4182576D + 02 
+ 1.3050624D + 02 
+ 1.1230815D + 02 
+ 1.2400648D + 02 
+ 1.2360642D + 02 
+ 1.2948730D + 02 
+ 1.4533043D + 02 
+ 1.4316338D + 02 
+ L4561664D + 02 
+ 1.4667722D + 02 
+ 1.1513575D + 02 
+ 1.0438840D + 02

+ 9.4200000D + 01 
+ 1.0285500D + 02 
+ 1.1772600D + 02 
+ 1.4901100D + 02 
+ 1.2555500D + 02 
+ 1.4925800D4-02 
+ 2.1295100D + 02 
+ 2.1539600D + 02 
+ L7170300D + 02 
+ 1.76898000 + 02 

+ 1.7752700D + 02 
+ 2.0162700D + 02 
+ 2.4257800D + 02 
+ 2.5376900D + 02 
+ 2.4078600D + 02 
+ 2.2747300D + 02 
+ 2.3468200D + 02 
+ 2.4740600D + 02 
+ 2.3741700D + 02 
+ 2.4908100D + 02 
+ 2.8816900D + 02 
+ 3.6048000D + 02

表23 (114) 式のデータ

エ FKF21 G N P H L D O T

(%) (%)

1966 + 1.5728836D + 01 + 9.0968484D + 00
1967 + 1.8139268D + 01 + 8.9745644D + 00
1968 + 1.9493748D + 01 + 1.2599893D + 01

1969 + 2.2136675D + 01 + 1.2337235D + 01
1970 + 2.1771655D + 01 + 9.1429518D + 00

1971 + 1.8060009D + 01 + 6.5297178D + 00
1972 + 1.7035780D + 01 + 8.8405044D + 00
1973 + 1.7257583D + 01 + 3.7041820D + 00
1974 + 1.4250099D + 01 + 4.6658517D + 00

1975 + 1-2644115D + 01 + 4.0317298D + 00
1976 + 1.1879052D + 01 + 2.8834703D + 00
1977 + 1.1238686D + 01 + 3.7391172D + 00
1978 + 1.1545667D + 01 + 3.5427358D + 00
1979 + 1.1972205D + 01 + 3.4044692D + 00
1980 + 1.2055465D + 01 + 3.3774566D + 00
1981 + 1.1742474D + 01 + 2.7927111D + 00
1982 + 1.1205099D + 01 + 2.1885574D + 00
1983 + 1.1072287D + 01 + 1.9124707D + 00

1984 + 1.1592854D + 01 + 4.0721631D + 00

1985 + 1.2261823D + 01 + 3.6786321D + 00
1986 + 1.1302821D + 01 + 2.5627984D + 00

1987 + 1.1661634D + 01 + 2.9786544D + 00

1988 + 1.2551290D + 01 + 4.5613760D + 00
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表24 (115) 式のデ一夕

G N P 2  (兆円） RD  2 (%)
M2 CD  2 (一 1) 

(兆円(年炎)）

M2 CD 2

(兆円(年央)）

1966 + 1..0003340D + 02 + 7.6300000D + 00 + 6.3061389D + 01 + 6.9995391D + 01
1967 + 1.1097360D + 02 + 8.2300000D + 00 + 6.9995391D + 01 + 7.6524672D + 01
1968 + 1.2599640D + 02 + 8.5700000D + 00 + 7.6524672D + 01 + 8.4627092D + 01
1969 + 1.4140240D + 02 + 8.9700000D + 00 + 8.4627092D + 01 + 9.3752768D + 01
1970 + 1.5391540D + 02 + 9.0400000D + 00 + 9.3752768D + 01 + 1.0405623D + 02
1971 + 1.6168810D + 02 + 7.5000000D + 00 + 1.0405623D + 02 + 1.2030671D + 02
1972 + 1.7662790D + 02 + 6.7600000D + 00 + 1.2030671D + 02 + 1.4048672D + 02
1973 + 1.8456930D + 02 + 9.5500000D + 00 + 1.4048672D + 02 + 1.4519984D + 02
1974 + 1.8379780D + 02 + 1.1300000D + 01 + 1.4519984D + 02 + 1.3809906D + 02
1975 + 1.9087470D + 02 + 9.2900000D + 00 + 1.3809906D + 02 + 1.4773034D-h02
1976 + 1.9963010D + 02 + 8.9100000D + 00 + 1.4773034D + 02 + 1.5663689D + 02
1977 + 2.1023440D + 02 + 7.0000000D + 00 + 1.5663689D + 02 + 1.6576812D + 02
1978 + 2.2124300D + 02 + 6.6800000D + 00 + 1.6576812D + 02 + 1.7745529D + 02
1979 + 2.3287830D + 02 + 8.2000000D + 00 + 1.7745529D + 02 + 1.9229276D + 02
1980 + 2.4213090D + 02 + 8.9800000D + 00 + 1.9229276D + 02 + 1.9892534D + 02
1981 + 2.5015880D + 02 + 8.3400000D + 00 + 1.9892534D + 02 + 2.1126031D + 02
1982 4-2.5824090D + 02 + 8.0100000D + 00 + 2.1126031D + 02 + 2.2678662D + 02
1983 + 2.6769970D + 02 + 7.4000000D + 00 + 2.2678662D + 02 + 2.4271747D + 02

1984 + 2.8139890D + 02 + 7.0400000D + 00 + 2.4271747D + 02 + 2.5945930D + 02
1985 + 2.9398180D + 02 + 6.5700000D + 00 + 2.5945930D + 02 + 2.7701868D + 02
1986 + 3.0184640D + 02 + 5.1700000D + 00 + 2.7701868D + 02 + 2.9578018D + 02
1987 + 3.1810920D + 02 + 4.2900000D + 00 + 2.9578018D + 02 + 3.2721856D + 02

1988 + 3.3496880D + 02 + 4.3300000D + 00 + 3.2721856D + 02 + 3.5997276D + 02

log M 2  CZ)2 = -0.24164+0. 4687 log GNP2-0.022437 RD2+Q. 60641 log M 2  CZ)2-i 
(-1.243) (4.428) (-7.982) 〔8.106)

(115)

ぷ2=0.998’ sニ0.0184, 1.436 U  = 1.654)

推 定 期 間 1966年度〜1988年度

で

M 2  CZ)2 = 名目のマネーサプライ M 2 + C Z ) (末残）の対前年度との平均を G N P デフレーク 

で デ フ レ ー ト （兆円）

GNP2 ニ実賞GNP (兆円） 

i?Z)2ニ電々 債 利 回 り （年利

推定に用いたデータは表2 1 ,表2 2 ,表2 3 ,表2 4 に示した。（39)式 と （40) 式のデータはそれぞれ 

表 11および表12に示されている。

正規性検定のための正規確率プロットは図2 2 ,図2 3 ,図3 4 ,図3 5 ,図3 6 ,図37に示されている。

(39)式 お よ び （40)式の正規確率プロットについてはすでに6 節 で 述 べ た 。 図34お よ び 図36は 図  

M(c)の バ タ ー ン （を > 3 ) , 図35は014(e)の J 型 （ノ；̂> 0 ) , 国37のバターンは必ずしも明瞭ではな 

いが図14(d)の 逆 J 型 （■s/に < 0 ) に近い。 正規確率プロットのみでも，非正規性と歪みの方向ある 

い は す そ の 長 . 短を知ることができる。

6 本 の 最 小2 乗推定結果の残差あるいはスチューデント化残差/*を用いて正規性検定のための検
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図34 (112) 式の正規確率プロット 図35 (113) 式の正規確率プロット

t(。
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図3 6 〔114)式の正規確率プロッ 国37 (115) 式の正規確率プロ

fti)
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- 1.00

-3.00
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定統計量の値を計算したのが表25である。表から次のことがわかる。

( 1 ) 検定結果は正規確率プロットが示している非正規性のバターンと一致している。

( 2 )月3 > 3 は D, G , ろ2, A * によって検出されている。

(3) ^ 2 ^ 3 を検出しているのはG と b2である。

(4) キ0 は に よ っ て 検 出 さ れ て い る 。

(5) Anderson-Darling の A * によって非正規性が検出されるケースはのによっても検出されて 

おり， をD と並んで使用すべき積極的理由はない。

( 6 ) カ イ2 乗 1 , 2 ,  3 の検定によって非正規性が検出される可能性はきわめて小さい。

^ 2 > 3 と 判 定 さ れ た log 6 3 と GNPHLDOT の残差の箱型図を38図 に 示 し た 。logVL63
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表2 5 線形0 帰モデルの誤差I Iの正規性検定

回帰式

検定統計:

(112)式 
n=51

(113)式 
n=22

(39)式 
n = 22

(114)式 
n ニ 23

(115)式 
n=23

(40)式 
n=28

Shapiro-Wilk の W 0.9623 0.8665 0.8818 0.9171 0.9097 0.9523

D'Agostino の D 0.267562 0.258860 0.244952 0.255652 0.266117 0.235164

Anderson- 
Darling の A* 0.660 0.938 0.907 0.755 0.751 0.570

GearyのG 0,731 0.765 0.675 0.700 0.759 0.889

ンbi 一 0.196 1.218 0.105 -0.322 -0.933 一0.237

b2 4.065 3.937 4.955 4.386 3.636 1.885

カイ2 秉1 2.734 6.241 3.542 2.239 3.723 1.713

カイ2 乘2 2.089 6.046 2.117 1.642 3.654 2.531

カイ2乗3 3.055 4.417 4.648 3.498 2.981 3.622

検 定 結果 パ2〉 3 / > 1  > 0 /?2> 3 >92 > 3 く 0 j3 2 < 3

注 （1 ) D’Agostino, Geary, 62 は両側検定。

(2 )  * は10%, * *は 5 多，***は 1多で有意。

図3 8 蔑塞の箱型図

-0.4884 -0.3751 一 0.2496 -0.0803 -0.0122 0.1027 0.3589 0.3881

外測値 隣接値 下 ヒ ン ジ 中 位 数 上 ヒンジ 隣 接 値 外 測 値

■3.949

外測値

-2.104

隣接値

(a) (112)式 

-0.5398 —0.0403 0.7275 1.3が 2.6610 3.1664

* *

下 ヒ ン ジ 中 位 数 上 ヒ ン ジ 隣 接 値 外 測 値

( b ) (114)式

のまには外測値は3 個 ， GiVPが の 0 ア の 式 で も 外 測 値 が 3 個あり， 長 い 尾 を も つ 分 布 か ら の  

「外れ値」 が発生している。

結局これらの結果からも，13節で述ぺたように正規確率プロットとD ’A gos tinoのD による検定 

が線形回帰モデルの誤差項の正規性検定で用いられるべき有力な方法であることがわかる。

^— 159 (.643')



線形回帰モデルにおける誤差項が正規分布に従わないとすれば， それはモデルの定式化が悪いか 

データ数が足りないかであると計量経済学者は考えてきた。 しかし定式化の誤りやデータ数の不足 

ではなく，誤差項の確率分布自身が正規分布より長い尾をもつ分布に従っているという例が数多く 

みられるようになってきた。誤差項が正規分布より長い尾をもつ分布に従っているとき，r外れ値」 

が発生する確率は高い。 こ の r外れ値」 に 通 常 の 最 小2 乗 推 定 量 (iOLSE)は敏感に反応し，OLSE 

の 有 効 性 は r外れ値」 によって著しく損われ， さらに仮說検定においても効率の頑健性がきわめて 

小さくなることをみてきた。

正規性を検定する統計量は多数あり， をキ0 あるいは/ および卢2ヤ3 のあらゆる正規性の乖離 

に対して一様に最強力な検定力をもつ検定統計量は存在しない。 しかしわれわれの関心は， あらゆ 

る非正規性ではなく，対 称 的 で は あ る が /52>3というすその長い分布に誤差項が従っている場合を 

検 出 し そ の 場 合 に は 通 常 の 最 小 2 乗 法 に 代 っ て 頑 健 推 定 robust estimationへと進むべきかどう 

かを判断することにある。 したがってどのような非正規性に対しても一様に高い検定力を有してい 

る検定統計量を探すことが関心享ではない。 前述のわれわれの判断に対してもっとも適切な統計量 

は D’Agostinoの/ ) であり，バターン認識においてすぐれているのは正規確率プロッ トである。 計 

量経済学の分野においてもこの2 つは標準的な出力に加えられ， 活用されねぱならない。 あらゆる 

タ イ プ の 非 正 規 性 の 検 定 に はShapiro-Wilkの W'がもっとも検定力が高いことがわかっている。

このPFも正規確率プロット， D と並んで用いるとよい。

1 6 お わ り に

数学注

Y iが 母 平 均 //を中心にして対称的な分布に従うとき，(Fen Yar 

Fcn-o……一！̂a ) ) の分布は同じである。

F („ ))の 分 布 と （一 F(„).

一 - - Yen 一

一  / ( n - l )
= - J

5 ^C2 )

-  一  h i ) - - i  (.n' ) -

とおくと

0 0 

0 0

0 0

であり， J は次式を満たす。
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J = J '= J  1 

J 1=1 

J 2 =  l

y « ) と _ J y « ) は同一■の分布に従うから

^[y«)] = £'[—Jy«)]

すなわち

m = — J m

m の要素で表せぱ，m i=  M" ) であるから

fhi)= fhn-i+i), ! = 1 , ......I tl

そして

r  m = —r  Jm= — r  m

したがって

次 に y « ) の分散共分散行列をV ar(y «；) )ニV とすると

Var(y«)) ニ Var(—J y(o)

ゆえに

したがって

V - i= J '- i Y- jv -

ゆえに

とくに Yi〜]S K Q ,1) のとき

(D av id〔2の p. 40) であるから

となる。したがって

l'V - im = l'(JV - i JX - Jm )  

= - a 'J )V - i J 2 m

ニ一I ' V - i m

r v - * m = 0.

Zj Vij = l 2, ......, n

iHj ニ n

一  S  - ~ 1 ■

2 ^  V n j i
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1 ' v - i= (v iy  v _ i= i '  v v * = r

したがって

1 ' 1  = 11 = ；?

こ の と き （66) 式は

h =  Y

となる。
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