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r三田学会雑誌」82卷特別号一I (1990年3月）

社 会 的 無 差 別 曲 線 の 基 礎

長 名 寬 明 *

社会的無差別曲線の名で呼ばれるものとしては，シトフスキー社会的無差別曲線とバーグソン社 

会的無差別曲線の2 種類がある。前者は，個別消費者の無差別曲線のような意味で完全擬順序の对 

称的部分から定義される同値類としては必ずしも存在しないこと，後者は前者が存在しない場合で 

も存在することが知られている。いずれも存在する場合は厚生経済学における便利な分析用具とな 

り得る。

しかしこれらの概念が)̂ ；；用される機会が多いという享実と対照的に，その概念き体の基礎につ 

いての形式的分析はあまり多くない(Samuelson (1956), Gorman (1959), Negishi (1963), Inada 

(1971)を参照)。その意味で，社会的無差別曲線はまだ十分に確立された分析用具とはなっていな 

いように思われる。本稿では，まず，シトフスキー社会的無差別曲線が定義されるための十分条件 

を求め，次に，バーグソン社会的無差別曲線が定義されるための十分条件を求める。本稿の結果が 

すべて新しいものであることを主張する意図はない。むしろ，一般に知られている事柄に厳密な基 

礎を与えることが目的である。

1 基 礎 概 念

財の種類のま合を有限集合どで，個人の集合を有限* 合 / で表す。いずれも2 個以上の元を持つ 

と仮定する。 上で定義された実数値関数全体の集合をi?ぜで表し#が次元Euclid空間/ ?と 

同一視する。 ここで#がは集合がの元の個数を表す。 / に属する各個人/にぜの部分集合として 

の消費集合:^ G ')を割り当てる対応を考える。以下では， と*  く。消費配分全体の無 

合をn x , 総消費全体の* 合をZ 1X でます。すなわち，

ぜy  ：各 ね / に 対 し て 丄  

'^X = { a ^ となるn 义■の元a;が存在する}

と定める。社会的無差別曲線は集合;2 ズ上の社会的選好関係から導かれるべきものであり，その社

>=シトフスキー社会的無差別曲線の存在問題については，大山道広教授との会話で示唆されたところ 
が多い。本論文の草稿に対して与えられた中村慎助君のコメソトは命題7の主張を現在の形まで一般 

化するために有益であった。ここに記して謝意を表する。しかし言うまでもなく，本稿に含まれ得 
る一切の誤露の責任は筆者にある。
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会的選好関係の定め方にシトフスキー流のものとバーグソン流のものがある。] 

集合2 ：̂に属する各資源 2̂に対して

F ia )=  { x ^ n X : S i e /  sSi=a}

と定義する。これは資源の実現可能配分全体を集めた集合である。以下の議論のためには，集合 

FC a)がコンバクトになることが重要である。

命題 1 : 各個人/ に対してX i が閉かつ下方有界ならぱ，I]J\：に属する各資源(Zに対してFGO  

は非空コンバクトである。

証明：非空かつ閉であることは明らかであるから，有界であることを示せば十分である。 FCa) 

が有界でないと仮定しよう。11»«11が無限大に発散するようなF (c z )の中の点列{:cりが存在する。 

各個人: 'に対してX i は下方有界だからC R H y の点ろで各自然数g に対してがとなるもの 

が存在する。各自然数g に対してc®=6/llが I Iま た = と定義する。{1/りは有界な点

列だから収束する部分列を持つ。したがって，一般性を失わずに{]/®}自体が（i?のへ{0} のある 

点2/ に収束すると仮定してよい。各自然数g に対してさ 2/®が成立し，点列 {c«}は の 原 点  

に収束するから，0^ 2/ , ゆえに，0 < y , し た が っ て と な る 。各自然数g に対して， 

2iG7 yi=a/\\x^\\ だから，0 < 2 is /  2/f=limg-.«2]ie/ 2/? =  limg-«~a/\\x'^\\=Ot なって不合理である。 

これでF ( f l )が有界であることが証明された。

以下では，個人や社会の選好関係をの部分集合上の2 項関係で表現することが多い。選好 

関係0 が与えられた時，Ca,ろ) 6 0 が成立する時，0 の下でa は少なくともろと同程度に選好され 

ると解釈し（C ,ろ）G 0 かつ（ろ， が成立する時，0 の下で《はろと無差別であると解釈し， 

C a ,ろ）G 0 かつ（み，0 ) ^ 8 が成立する時，0 の下ではろより選好されると解釈する。 ぜの部分 

集合F 上の2 項関係0 は

(1) 7 の各点^2に対して集合{ろe Y : 〔ろ，めG 0 } が y の閉部分集合である時，上半連続である，

(2) ドの各点^^に対して集合{み Cfl,ろ）G 6>}が r の閉部分集合である時，下半連続である，

( 3 )上半連続かつ下半連続である時，連続である，

(4) (s’ d)ら& かつb > cとなるCが存在するような任意のGz, b)ぴ H 乂 r h に対して（ろ，a') 

S 0 かつ(ia ,のを0 となる時，単調である，

(5) 0X [ 0 ,1 ] の各点Gz, b, 0 に対して（（1-り か ，ろ）E 0 となる時，弱凸である。

(6) aキb となる0 X] 0, 1 [の各点Gz, b, 0 に対して(XI — 0  a + fb ,めe 0 かつひ，(1-Off 

+か) を0 となる時，強である，

とそれぞれ言われる。
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2 シトフスキー社会的無差別曲線

/ か ら へ の 対 応 g で，各個人:'に対してQ fが Z i 上の完全擬順序，すなわち，連結
( 1)
律，推移律を満足する上の 2 項関係となるようなものを考える。各個人/に対しては彼の 

選好関係を表すと解釈する。集合2 X に属する各資源a:に対して，それのバレート最適配分全体の 

集合は

PCfl)= {x ^F Q a ) ： F C x dの点2/ で，各個人i に対してOuもx d ^ Q i少なくとも1人の個人 

に 対 し て と な る よ う な も の は 存 在 し な い }

で定義される。H X x n Z の各点（fi, a O に対して

F(fl, « ) = { 2/ e F ( f l )：各個人/に対して OUi, x d ^ Q i)

と定義する。 これは， の実現可能配分でa:よりバレート弱優越なものを全部集めた集合である。 

IIA：の各点》に対して

G i Oc)= { a ^ 'E X  ： FCa, aOぐ },

&2 (a；) =  { a ^ '^ X  ： P Cfl) n F(.a, x')^Q}

と定義する。 G i( a O はの配分で a;よりバレート弱優越なものが存在するような資源a：全体の集 

合である。 G 2O ) はのバレート最適配分でa;よりバレート弱優越なものが存在するような資源 

<2全体の集合である。シトフスキー社会的無差別曲線を定義する基礎として用いられるべき社会的 

選好関係として次の4 つを考えろ。

5 i= { U  b ' ) ^ 'H X x ^ X  \ a ^ G x i x ' )となるP (めの点®が存在する},

S2={Cfl, ： a e G 2C « )となるア（み）の点a;が存在する},

53= Ka, b ') ^ Y lX x '^ X  ： P Q > )の各点a;に対して flGGiOc)},

S i=  Ka, 6) e X ] Z x S Z  ： P C b ')の各点:cに対して <zgG2(oO}o 

明らかに，■54̂ 52 1153^52 1153^51が成立する。これらの関係はどれも反射律を満足するが，一般 

には完全擬順序にならない。したがって，それが完全擬順序になるための条件を求めることが重要 

になる。次に示すように，& は無条件に擬順序になる，すなわち，推移律を満足する。

定理 1 : S 4は擬順序である。

11明：あるc e E X に対してU  c )eS4かつ（C, b ) G S iとなるようなS X x X l Z の任意の点 

C a ,ろ）と？（ろ）の任意の点2/ を選ぶ。（C ,ろ) 6 ^4 だからc E G s C /y ) ,したがって■PGOriFG：, y) 

の点2 が存在する。Gz, c ) ^ S iかつ2 6 P ( c )だから， すなわち，PGz)nFGz, z) の

注 （1 ) 本稿では，X fの任意の点a, b に対して（a, b ) e Q iまたは（ろ，a ) e Q iが成立する時， 上の 

2項関係は連結律を満足すると言う。したがって，連結唐が成立すれば，反射唐は成立する。
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☆ a;が存在する。 ス）か つ y ) だから，x^FOz, y ' ) ,したがってa；e_PG7)n 

F(^a, y ') ,すなわち，aE G 2(、y ) となる。ゆえに，（<z,ろ）e S 4となり，S4が推移律を満足するこ 

とが示された。

各個人i に対してQ iが弱凸である場合には， Si,S2, 53, S iもそれぞれ弱凸になることを示し 

ておく。そのために，以下で有用となる命題を証明する。

命題2 ：各個人i に対してX iが閉かつ下方有界であり，Q iが上半連続であれば，F U  X)が  

非空であるような;S X x n X の各点Gz, x~)に 対 し て と な る 。

I I明：命題1 とQ iの上半連統性によりF(jz, aOは非空コンバクトであるから，再びQ iの上 

半連続性により，FGz, aOの点?/で， よりバレート優越なFGz, oOの点が1つもないようなも 

のが存在する。 この;yが P 〔f l )に属することが示されれぱ十分である。そこで，2/が PGz) に属 

さないと仮定しよう。この時，F Q i )の点2 で！/ よりバレート優越なものが存在する。2/はダより 

バレート弱優越だから， 2は®よりパレート優越であり， F(m , aOに属する。 これは不合理だか 

ら，y は PG z)に属する。ゆえに，y は■PGz)ni?Xfl, a ;)に属し，a は （？2 0 ) に属する。

定理2 : 各個人i に対して，X iが凸閉かつ下方有界であり，Q iが上半連続かつ弱凸であれぱ， 

S\y S2, S3’ S4 はそれぞれ弱凸である。

註明：S4X] 0 , 1 [の任意の点Gz,ろ，0 を選ぶ。c=Cl—0  a+ tbと言こう。ろのバレート最適 

配分2/を任意に選ぶ。仮定により，Gz,み) SS4だ か ら と な る 。 したがって，_?(め门 

F ia , 2/ ) の点a;が存在する。2= ( 1—り と 書 こ う 。 弱凸性により，各個人?•に対してOf, 

y d ^ Q iとなるから，2 は/^〔C, y ) に属する。命題2 により，（は G2O / )に属するから，Cc,め 

€ S 4となって，S iは弱凸である。S3 の弱凸性も同様にホされる。

S2X] 0 , 1 [の任意の点（C, b, 0 を選ぶ。c=Cl —0 a + tbと書こう。Gz, b)ジ 2 だから，aら 

GzC/y)となるP (ろ）の点2/が存在する。 したがって， 门_FGz, y ) の点a;が存在する。 zニ 

(l-Oa;+かと書こう。弱凸性により，各個人n こ対して〔る，？/ Q fとなる力、ら，2 はF(c,2/) 

に属する。命題2 により，Cは G zQ y)に属し，2/GPOOより，（C,ろ) 6 5 2となって，S! は弱凸 

である。S iの弱凸性も同様に示される。

2 . 1 .同一の相似拡大的選好

シトフスキー社会的無差別曲線が存在するための十分条件としてよく知られているものは，すべ 

ての個人の選好関係が互いに同じでありしかも相似拡大的であろという条件である。R H の部分集
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合y 上の2 項関係0 は 0 xi?++の各点（a ,ろ，0 に対して(itd, が成立する時，相似拡大

的であると言われる。

仮定1 :各個人/ に対してQ i = Q となるR ミ上の完全擬順序0 で連続，単調，強凸，相似拡 

大的なものが存在する0

仮定1 の下では，各個人 i の消費集合X i は R ミに等しく， したがってs x ニ# ? と n : ^ =  

C R + yも成立する。R ミの各点に対して

D C a)=  ■ S /e /  t j = l を満足し，各個人?'に対してX i= ti(2となるような

R I の点f が存在する}

と定めよう。i K d ) は資源 2̂を各個人に比例的に分配することによって得られる配分全体の*合を 

表す。仮定1 の著しい帰結は，以下で!E明されるように， に属する任意のに対して， のバ 

レート最適配分全体の集合P G z )がZ K fl)に一致するということである。これは， 2 財2 個人の場 

合には，エッジワースの箱型図でP G ? )が対角線に一致することに他ならない。

命題3 : 仮定1 の下で，S ズの各点に対してア00 = のG z )となる。

証明：PGz)fZ>Gz)を示すために，P G z)の任意の点a;を選ぶ。まず次の主張を示す。

主張：各個人/ に対してX i= t a となる非負の実数/ が存在する。

主張の証明：いかなる非負の実数f に対してもねとなるような個人：•がいたとしよう。 こ 

の時，X i ^ O となる。 以外の各個人；に対してQC厂 t j X iとなるような非負の実数もが存在する 

と仮定しよう。 この時， ニ a；f + S j . e 7\ 【f iむX i = ( l + S プs /\ { i] 'む） となる。f = l / ( l + S ゴ む） 

と定めれぱ，X i= f a となり，仮定に反する。故に， 以外の個人プが存在し，いかなる非負の実数 

《に対してもX jキtOCiとなる。したがって， である。

K-= {t^R+ ： Qxi, tX j^^d] ,

K+= : Qxj, x d ^ e ]

と定めると，0 の連続性により，K - と i^+はi?の閉部分集合である。 0 の単調性により，K -=  

[0, U ] かつ iiC+=l>+, o o [となるような非負の実数レ と t + が存在する。 0 は連結だからK -  

UiT+ニ i?+であり，i?+は連結室合だから，K - と K + は交わり，したがって，双方に属するSが 

存在する。故に，（:Cf, s x j)G & かつ（SXプ，X i ' ) ^ 9 となる。0 の単調性より，5 = 0 ならa；i= 0 と 

なって不合理だから，5 > 0 となる。t = l / s と書こう。0 は相似拡大的だから， かf)G 0 かつ 

Qxi, x i ) ^ d となる。ここで
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ai=l/Cl + s) & ニ s/G + s) cfe Vi=^i ix i+xi) ,

Q：i=l/Cl + 0  & ^j=t/0. + 0  & Vj=^j Qxi+Xj')

と定めれぱ，

l/ f=[s/G  +  5)] Xi+ [1/Cl +  s)] SXj,

V j= [1/C i+O] tXi+ [^/C i+0] xj

だから，0 の強凸性より，O ゎy d ^ 0 かつ O cj,从/)を0 となる。 /3f+A/=s/(l + s )+び(1 + 0  = 5 

/ ( l  + s )+ l / ( l  + s) = l だから， y i+ y斤X i+ x jとなる。ん；以外の各個人&に対してyic=X kと 

定めると，y E F X a )と O i,i/i)を0 が成立し各個人A：に対して(/ih, X k')^ 6となるから，》を 

P G z )となり，a ;の選び方に矛盾する。これで主張の証明が完了する。

上の主張により，各個人i に対してSCi/= tiO ,となる非負の実数t i か存在する。 = 2 ~ 

S プE7むニ <3S_/s7むだからXIプG7/_ /= !となり，X ht D  C d )に属する。故に，P id ) ^ D Q a ) であ 

ることが示された。

D i o ) の任意の点0；を選ぶ。 また各個人に対してX i= t i a となるようなの点 

f が存在する。明らかに， a;は F 〔fl, a O に属するから，FGz, a O は非空である。命題2 によ‘り， 

P(fl)riFGz, a O に属する？/ が存在する。上 で の 0 0 が示されたから， y ゆ ( J ) となり， 

S j = lまた各個人?'に対してy t= S iaとなるようなの点 Sが存在する。0 の単調性によ 

り，Sさt となるから，XIj'e/Sプ プ e zむより，s = t , したがって，X =  y e P ( j 2 )となる。故に， 

Z )G z)cp (めが示され，命題3 の証明が完了する。

ここで，シトフスキー社会的無差別曲線が存在するためには各個人が同一で相似拡大的な選好関 

係を持つことが十分であるという主張を厳密に述べて証明することができる。

定理3 : 仮定1 の下で，5i = S2=53=54=0となる。

証明：Gz,の6 0 とする。 P Q d の任意の点2/を選ぶと，命題3 により，2 プe /む=1を満足し 

各個人i に对してy i= t i b と な る の 点 t が存在する。各個人i に対してX i= t i a と定めれば， 

命題3 により，x ^ P i a ) となる。 0 は相似拡大的だから，各個人/ に 対 し て yd  =  (j：ia, tib) 

e a 故に，a ^ G z C y：) . したがって，Gz,めg S 4 となる。これで0 ^ 5 4 であることが示された。

U  « e S i とすると，aぱ i C y )となるようなP O O の点! /が存在する。命題3 により，

ニ1 また各個人に対してニもろとなるようなの点 f が存在する。他方，a ^ G i  C l/ )だから, 

命題2 により，PCa)r\FCa, y ')の点》が存在する。命題3 により，Sye/ 5^=1また各個人:'に对 

してX i= S iaとなるようなの点 t が存在する。したがって，各個人i に対して，(S id ,もろ) E 0 と 

なる。 2 つの場合に分けて考える。 まず，各個人/ に対してS i ^ t iとなる場合を考える。Sie/Si
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=  l= 2 ie j  t i より!:= t となるから，各個人: 'に対してCsia, Sib') ̂ 8 である。少なくとも1人の 

個人A：に対しては5*> 0であり，0 が相似拡大的であることからb ) ^ e となる。次に，&くれ 

となる個人/ が存在する場合を考える。この時，（Si(2, もろ) G 0 だから，0 の単調性より，Qia’ tib) 

e 0 となる。0 は相似拡大的だから，（f l ,ろ) S 0 となり，結局，いずれの場合も，（<2, ろ) e ® とな 

るから，Si^ 0 となることが示された。ゆえに， すなわち，0  ニ S i= S 4となり，定 

理3 のIE明が完了する。

定理3 は，仮定1 の下で，シトフスキー社会的選好関係が個人の選好関係と完全に一致すること 

を示している。したがって，その場合には，シトフスキー社会的無差別曲線は個人の無差別曲線と 

一致し，個人の無差別曲線が持つすべての性質を持つ。ここで，仮定1 には相似拡大性以外の性質 

が含まれており，定理3 の！E明にそれらの性質をかなり本質的な意味で用いたことに注意しよう。 

特に，命題3 の証明には単調性や強凸性が用いられた。これらの条件なしに，定理3 の主張にどの 

程度近い主張を確立できるかは残された問題である。

2.2. 準線形選好関係

シトプスキー社会的無差別曲線が存在するための十分条件としてあまり言及されないものに，各
( 2 )

個人が準線形選好関係を持つというものがある。 の元みとi?の非空部分集合F に対して

CftCF)= { a ^ R ^  ：

と書こう。ぜの元みとi?の非空部分集合y が与えられた時，

©= K tf,ろ）S [C U iO r  : « (fl I ど\{み} )+ さ (ろ I i A {み} )+ろ;J  

となるの部分集合上の連続な実数値関数 ^^が存在するようなC fc ( r )上の2 項関係6)は 

a ,  r )- 準線形であると言われる。

仮定2 : i 7 の元みとu?,i?++}の元F が存在し各個人 :•に対して，X厂 C U F )ヵ诚立し Q i 

は単調，強凸，（み，F)-準線形である。

仮定2 の下では，F=/?++の場合，各個人: 'に対して，消費集合： は閉集合でなく， また y  

= i ? の場合，各個人*‘ に対しては下方有界でないから，命題1 や2 はそのままの形では成立し 

ない（命題6を参照)。

命題4 ：仮定2 の下で，各個人i に対して

(7) Q i=  Ka,め E [ G (y ) ] 2 :  (a  I H\ {h} ~)+aK-^uKb\ H\ {h}) +

注 （2 ) この条件は大山道広教授から示唆された。筆者はこの条件がシトフスキー社会的無差別曲線の存在 
のための十分条件であることを述べて、る文献をまだ見ていない。
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を 満 足 す る 【み*上の連続，単調増加，狭S H な実数値関数が存在する。

証明：仮定により，（7)を 満 足 す る ア 1上の連続な実数値関数が存在すろ。 が単調増加 

であることはの単調性から明らかである。 したがって，狭義H 性のみを示せば十分である。 

a キb と な る よ う な 0 , 1 [の任意の点Gz, b, 0 を選ぶ。一般性を失わずに 

u K a ) ^ u K b ')と仮定してよい。

(m ) + C= 〔の +1

となるような正の実数Cが存在する。

X I H\ {み} ニ ぶ Xh.=c & y I H\ {み}= ろぶ y h = l  

と定めれば，Cx, y ~ )^ Q iかつXキy となる。 Q i は狭義凸だから，（]/, Q - 0  aJ + /2/ )をQ f とな 

る。したがって，

CCi~0 <2+/^) + (1~ 0  (み）+1,

すなわち，

U* ((1 — 0  a+tbi)

> «乂め一(1 一0  c+ 1-t

= Ci~0  (ろ) + ti/ (ろ) —(1—0  C+1—t

=(1 -  01V Cfl)+c—1] C6) —(1—Oc+1 —/

=  (1 — 0  M* Cd) + tut (ろ）

となり，M*が狭義laであることが示された。

以下では，仮定2 あるいはそれを含意する仮定の下では，命題4 がその存在を保HEしている関数 

« *を断りなく用いる。

1 ]ズの各点 2̂に対して

F れ C c ) =  { " G ( ガ ？\【み}:K  ： 2 に / Vi=a I ぜ \ { み}}

と言き，2 义の各点《と アなG O の各点"に対して

V («, tO ニ {o;GF id) :各個人 i に対して I H\ {h} ニ "<}

と定める。この集合の意味を理解するために，準線形選好関係の多くの応用での解釈に従って，選 

ばれた財を価値基準財と呼ぶことにしよう。この時，集 合 y ) は資源a の実現可能配分の 

中で，価値基參財以外の財の各個人i による消費量がそれぞれに指定されたぺクトルに等 

しくなっているものだけを全部集めたものである。 2 財2 個人の場合について，価値基準財を横軸 

に沿って測ったエッジワースの箱型図の中の垂直線にこの集合は対JtSする。仮定2 の下では，以下 

でIE明されるように，：I 1X に属する任意のa に対して， tzのパレート最適配分全体の集合/Kfl) 

が， に依存して定まるUによって定義されるFGz, r ; )に一致する。これは，2 財2 個人の場合 

には， エッジワース箱型図で/" C a )がま直の開区間になることに他ならず，仮定1 の下で対角線
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になったことと対照的である。

命題5 :仮定2の下で， ズの各点《に対してPG2)=1^Gz, y ) となるようなF れia) 

の点！;が存在する。

証明：（i?ミ\{み1)^の各点" に対してC/G；)=2 <e7«*G Oと定めれぱ，びは連続かつ狭義IHIで 

ある。命題1におけるように，F ん0 0 は非空コンバクトである。したがって，

(8) の各点"に対して C/(y*)>f/(y)

となるような Cfl)の点が存在する。

ステップ1 : VCa,

スチップ1 の証明：FGz, y * )のある点M；に対してWを/^ G z )となるものとする。この時，各個 

人 / に対してOyuwdEQi、少なくとも1人の個人;bに対して（Wfc, 1/fc)をQfcとなるようなFGz) 

の点2/が存在する。したがって

QVi I H\ {h} )  +  2 j i s /  (jWi I H\ [h] )  +  2 « s /  Wih

となり，（8)により，

Cvi I i / \ {/? })—S i s /  Qwi I II\ik} )  > 2 i s  j  yni, ,

すなわち， となって，不合理である。故に， FGz, であ

ることが示された。

ここで実現可能配分とパレート最適の定義を拡張して考える。

F*Q a ')= {x^[C n (：R ：)y  ：J：i^ jX i= a } ,

P* (.a)= {x^F* (.a) ： F * ( a )の点 2/で，各個人:'に対して ゾ]/i 1

^Xi„+u*(Xi 少なくとも1人の個人んに対してVkh+uk (/y；c\

H\{h}')>x„h+u'' (Xfc I/A {A D となるようなものは存在しないJ 

と定める。明らかに，F U ) は F * ( « )の部分集合である。

ステップ 2 ： PCa')=P*Ca')f)F (.aX

ステップ2 のI I明 ：！̂ニi ? の場合は自明だから，；r=i?++の場合を考える。明らかに，i"*Gz)n 

F i a ' ) ^ P i a ' )は成立する。P ( f i )の任意の点a；を選ぶ。仮に0；が尸-G z)に属さないとしよう。こ 

の時，F*  ( f l )の点! /で，各個人/に対して
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Vih+û Cyi I H\{h}')'̂ Xih+uKxi I H\[h}̂
となり，少なくとも1 人の個人に対して

(1/fc 1ど\{み} ) (rcjt 1ぜ\{み})
となるようなものが存在する。開区間] 0, 1 [に属する各》に対して

2 ひ）= (1 —り x + ty
と定めれば，F * G z )の凸性により，明らかに，2 ひ）はF *G 7 )に属する。各個人/ に対してXih 

> 0 だから，十分小さいt * に対して各個人/ に対してゐ/^(/*)>0 となり， したがって，

F C a )となる。選好関係の強凸性により，各個人/に対して

Ziれ cn + mCziCn I ぜ\ ih})さXî +û  Cxi I H\ ih})
となり，少なくとも1人の個人んに対して

(の+ Czk cn I H\{h}：»XuK+û  Cx, I H\{kD
となる力"、，これはa;がに属するという事実と矛盾する。ゆえに， a;は に 属 す る 。し 

たがって，P G z ) ^ P * 〔a ) n F 0 2 )が示された。

ステップ3 : VU V*)の任意の点Xに対してi?ミ+の点わが存在して，各個人i と 

2/1+ Cz I H\ {A] Xih+ M* C.Xi I H\ [h])
を 満 足 す る の 各 点 2 に対して，か と な る 。

ステップ3の証明：ステップ1 により， a;は P G z )に属し，ステップ2 により， a;は？*(fl) に 

も属する。 1̂/さ2 だから，少なくとも1 人の消費者* が存在する。

G l=  {ẑ  Ch C i? )  : Xkh+û  ixk I H\{h]')<Zh+û  O I ff\Ah])}

また，各個人に対して

Gi= {z^Ch ( i ? )  : Xih+u^ Cxi I H\{h])^Zh+u^ Cz 1 / A { W ) }

と定める。各個人/ に対して，u iは[HIかつ連続だから，G iは凸である。同様にG I も凸である。

(?0= G 2 Gi,

G=Sie/ Gi
と定めよう。：》e p * G 2) だから，flを と な る 。 は凸だから，凸集合の支持超平面定理により， 

の各点2 に対してt ) .a S t> ,zとなるようなi?K\{0} の点/)が存在する。 u k の単調増加性に 

より，G ic [ c lG lだからG & c lG。となる。故に， G の各点2 に対してp . a ' ^ p . z となる。した 

がって，

( 9 )各個人:’ と G iの各点2 に対してf}.XiさP .Z となる。

U、は単調増加だから，（9)より， は非負である。PキQ か つ だ か ら ，p , a > 0 である。 

Y  =  R の場合は任意の個人i’ y  =  i?++の時はかa；f〉0 となるような個人i を考える。ふニ G ( iO  

だから，わ.X i〉わ. b となるようなX i の点ろが存在する。
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Xih+u^ iXi \H\{h]^<Zh+u!' (2 I H\{h]'),

p 'Z ^ p 'X i

となるG G ? ) の点2 が存在したと仮定しよう。（9)により，か2=か か ろ と な る 。開区間] 0, 

1 [に属する各/ に対してc(：t) =  a - t )  b + t zと定める。《* の下半連続性により，

Xih+ Cxi I H\[h}')<Ch(.0 + u* (.c(.0 \ H\{h}')

となるfぐ 0 , 1 [が存在するが，かc (りくかだから，（9 )と矛盾する。故に， 

ttd F  =  i?の時は任意の個人F=i?++の時はか;C i> 0 となる任意の個人/ とわ. z ^ p .X iとな 

る G ( i ? ) の各点に対して

Xih+U* (.Xi I さ Z/i+M* Cz I i7\ {み})

となる。

p - a > 0か つ ば / a；i だから，か：Cfc>0となる消費者んが存在する。u^^は単調増加だから， 

M より，p E R ミ+ となる。

任意の個人*'を考える。 だからy=i?++の時か；Cf〉o となる。ゆえにこの個人に 

対しては(14が成立する。p ,X i= p . z となるG\{a；t } の点Z が存在すれば，ろ= ( 2+aJi)/2 と定める 

と，t>.bニp .s o iとなり， の狭義H 性により，

xu,+u^ Qxi I H\ {h}) くh+u* Cb I H\ {h})

となる力’、，これは诚と矛盾する。これで，ステップ3 が誰明された。

ステップ4 : XtK=aKを満足し各個人i に対してa;* \ H \ [h ]= v 1となるような（i?ぜ) '

の任意の点a；を考える。この時，各個人:'と

Zh+ «* (2 1 H \ {h)) ^ + M* Ca;< I / A {み})

となるようなG(i?)\ {;ci}の各点；z に 対 し て く i> ,zが成立する。

ステップ4 の証明：各個人j に対して

x1n = an /^ I & x1\H \{h]=v1

と定めると，

Zh~ Oh/  ̂I+u^ (2 I H\{h]')^x* n + (a；* | H\{h}')

となる。g=/>l I P d h } と言けぱ，スチップ3 より，

p'Z+ph («a/# I —Xih)>phClh/铁 I+Q'V*

すなわち，

p'Z>phXih.+q*v*i=p'Xi

となり，ステップ4 が証明された。

ステップ5 : Kfl)SFCfl,y*).
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ステップ5 の証明：ステップ5 が偽であると仮定しよう。その場合， K f l ,ぬ の点y が存 

在する。ステップ2 により，2/は に 属 す る 。

/={/£/： yi\H\{h]^v\}

と定める。 ニ {み}ニ] だから，# 7 ^ 2 となる。各ズey■に対して

Xih=uKyi\H\{h]')+yih—uKv*i'),

Xi\H\{h] ニ"*u

各 /G / \ /に対して

Xi=Vi

と定める。各個人z'gAゾに対して

p-Xi=p-yi

が明らかに成立し，ステップ4 により，各個人 iぐ に对して

P. yi>p'Xi

となり，したがって

ph • (S i s / 7/fft— e / > q '(^ i^ iX i I H\ [h] —S«e/2/i I H\ [h])

=q*(,a\H\ [h] —a\H\{h]')=Q,

すなわち，

(U) に /

となる。

# / ^ 2 だから/ に厲するA：が存在する。

atftニ S プe / icプft) &  zic\H\{h} =Xic\H\{h],

A:以外の各個人/に対して

ゐニ

と定めれば，Xke/ゐ と な る か ら ，2 はF-Gz)に属する。ん以外の各/G / に対して

Zi/i+ttK2ilII\ W  )=X i；i+uKv*i) = yi/i+uXl/iIH\ [h]),

また，（UJにより

zich+u^Qzk\H\[h]')> Xkh+u'^Qv*id =  Vkh+u'"iyk\H\ {A})

だから，2/がア* (« )に属することと矛盾する。これでステップ5 が！E明された。

ステップ1 と5 より，命題5 の証明が完了した。

シトフスキー社会的無差別曲線が存在するためには各個人がある共通の財h に対してみ-,線形 

選好関係を持つことが十分であるという主張を厳密に述べて誕明するために，仮定2 を強化したも 

のを述べる必要かある。
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仮定 3 : どの元みが存在し各個人?'に対して， カ 诚 立 し は 単 調 ，強凸，（ん 

iO -率線形である。

ここで，命題2 の代わりとなるべきものを述べてIE明する。

命題6 : 仮定3 の下で，FGz, aOキ0 となるような（i?グ+ D2力 x n X の任意の点U  » ) に 

対して，《G G 2 (a O となる。

証明：命題5 の証明におけるように，（8)を満足するF なG O の点 t；* が存在する。他方，仮定に 

より，■FGz, » ) の点2/が存在する。各個人/に対してW i=yi I If\{k} と定めると，w；e_FなGz) 

となるから，

が成立する。 / は非空だから，少なくとも1人の個人んがいる。ここで

zu I H\ {h] = vt,

Zih=u^ iVk I H\{h]') + ykh-u^ Qzk I / A {み})

+ E i e /  が（y?)— が（mO],

k 以外の各個人i に対して

Zi I H\ {h} =  V*, 

Zih=u^ (jji I H\{h}') + yih-u'^ Czi I H\{h}')

と定めると，

S i s  I  CVi I H /  {A} )  +  2 i e z  Vifi—'S is i Czt I I I /  {み} )

+ [2fe / (y*) —S is /  iwd}

= 2 fe z  iw d  + ah—'2ii^i iv*')

+ E ie J  Cwt)~xiieJ M* (mO]

=  an,

したがって， となる。 ゆえに，命題5 により， z ^ P i a ) となる。各個人：-に対して， 

(2i, だから，2eP 0z)r iF (fl, a O となり，f l S G s O )であることが示された。

定理4 : 仮定3 の下で，S iの i?シへの制限は完全擬順序である。

証明：定理1 により，S 4は擬順序だから，/??+への制限が連結律を満足することだけを示せぱ 

«£い。

の任意の点U め を考える。 F れ(x i)と な 0 0 は非空コンバクトだから，

の点（デ， が存在して，

(a)\{p* }の各点 ロに对して 2 fe7 0 ? )> S I ie / «ゾ《0 ,
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F れ Ca')\{v**}の各点" に対して 2 ie /  CV i*)>S ie/ ivd  

が成立する。i " ( « ) x ア（め の 任 意 の 点 2 /)を考える。命題5 により，各個人:’ に対して，

a;«|/A{み}ニ & yi\H\{h]=v*i*

となる。'

ケース1 : 2 に7«ゾ"す）+ さ +ろft.任意の個人Aを選び，

zic\H\[h}=v%,

Zkh=u* + "* ("D +  [2«S/ Cf i) + «7i —S ie7  が（"す*)一みft]

と定め， 以外の各個人I'に対して

Zi\H\ [h]=v*„

Ziiiニ (y**) + yifi— ivT)

と定める。この時，各個人/ に対して，(m , y d E Q t となり，

2 ie /  •2iftニS ie J  Cz t̂*) + S ie /  ?/t/>~Sis7 CvT)

+ [S is /  + —2 ie i  (f?*) —ろ/1]

=ati

より，2EF<：a, y ) となるから，命題6 により， a ^ G z i y ' ) となる。 ゆえに定義によりU ろ）〔 

S iである。

ケース 2 : 2 i e / が〔y'0 + <27i<XIiG/が'が?*) + ろ/1 .この場合，2 i s / が G^?) + «ft = S  に/ " '

+ b hだから，ヶース1 と対称的な推論により，（ろ，d ) ^ S iであることが示される。

以上で，5 4のへの制風が連結律を満足することが示された。 これで定理4 の証明が完了 

する。

定理4 は，各個人の選好関係がある共通の財み;に関して/?-準線形であれば，選好関係が一致し 

なくても，シトフスキー社会的無差別曲線が存在することを示している。この点は，定理3 に示さ 

れた相似拡大的な選好関係の場合と異なる。しかし，仮定2 または仮定3 には，準線形性以外の性 

質が含まれており，定理4 の証明にそれらの性質をかなり本質的な意味で用いている。

特に，命題5 のIE明には，単調性や強凸性に加えて，m 財みの消費量が0 になるような消費はど 

の個人にとっても不可能である力、，あるいは(U>そのような消費が可能であれば負の任意の量の消費 

も可能であるという仮定が用いられた。どの財の消費量も負になり得ない場合，m の仮定は真に本 

質的である。実際，エッジワースの箱型図からわかるように，その上下の水平の辺が実現可能なら 

ば，契約曲線は爱直の開区間のみならず，下側の辺でその垂直線の左側と上側の辺でその垂直線の 

右側を含み，その結果として各点を通るシトフスキー社会的無差別曲線は一意ではなくなる。この 

条件け}が定理4 にとって本質的であることは確かである力:，非現実的であるわけではない。財 は  

特に分析上注意が払われているに属する財を除く財を1 まとめにした合成財と解釈できろ
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場合が多く，その場合にはその合成財の消費量が0 となることはどの個人にとっても不可能である 

と仮定することは自然であろう。

仮定2 に加えて，財の量が正の範囲だけでなく，実数全体を変動できることを許容しなければ 

ならないという仮定3 の要求が連結律の成立にとって本質的に重要であることは次の例からわかる。

例 1 :ど={1,2 , 3},

/  =  {!, 2},

1 ,1 ) ,

ろ= ( 1 , 1 )

とする。ここでe は自然対数の底である。 ミの各点y に対して，

"1 iv ) = log Oi+c) + 2 log O 2+C),

〔y) = 2 log ("1 + c) + log Ĉ 2 + c)

と書く。ここで（は正の実数である。

Q iニ {0 ,i/)e[C3 (/?++)]2: "1 O i , X2') + Xz'^u^ iy i, 2/2)+ 2/3},

Q i=  {(.X, 2/)g[C3〔i?++)P : " 2 x-d + X i'^ t^  (1/1, 2/2)+ 2/3}

とする。以下で，c が十分小さい時，Cfl.めをS iかつ（ろ，tz)をS iとなること，すなわち，S iが連 

結律を満足しないことを斤す。

V* id ) =  (.V* id ), V* (fl))

= [(ど一e)/3, (2 + c)/3, (2 ̂  + c ) / 3 , (1—c)/3], 

u*ao=G；i=(の，y foo)

= [(l-c)/3, C2^ + c')/3, C2 + c )/3 ,(ターご)/3]

と書けぱ，（i?ミ)2\{z；*U), V* Cb~)}の各点" に対して，

3 log ( ^ +2 C) + 3 log (1 + 2 C) + 4 log 2 - 6 log 3 

=«1 Cv* (fl)) + «2 Qv* Ca)) = M* Cv* (ろ)）+ «2 (.V* (み)）

>u} CvO + u^ O 2)

となる。

Cb, f l ) e S iと仮定すると，ろeG i(aO  となる/^G z )の点a;が存在する。したがって，F  Q), x)

の点2/が存在する。命題5 によりO n , X12, X21, X2z) =  V* i d ) となる。仮に〔2/11, 1/12, 2/21, 2/22) = 

v X b ')ならぱ，

2 log Cl + 2 c) + log (4/27) + log が  + 2c) + 1/23 

=2 log [(2+4 ご)/3] + log [(>2 + 2 c)/3] +1/23 

—1̂  (2/21, 2/22)+ 2/23 

さ" 2(a；2i, a；22) + a；23 

=«2 (y* Gz)) + X23
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=2 log [(2 e^+4c)/3] + log [(1 + 2 c)/3] +X23 

=2 log C^+2 c) + Iog (1+2 c) + ]og (4/27~)+ X23,

すなわち，

log Cl + 2 c) + t/23^1og Cê  + 2c) + X23

したがって

1=ろ3 さ 2/23 さlog[(y + 2 C)/〔l + 2 C)] + 0；23 

となる力;，これはCが十分小さい時は不可能である。 したがって，（1/11, 2/12, 2/21,1/22)=?̂ が■(ろ)， 

ゆえに，

Cyt ( » )  + « ' (y ? (ろ)）+ 1 

> "1 (l/ll, 2/12) +"2 (め1, i/22) + 1/13+1/23 

さ" 1(iCu, Xiz) + U" (iC21, X22̂  + X13+ X23 

= u ' Cv* (fl)) + "2 Qv* (fl)) + l 

=u} Cv* (ろ)）+ (yf (ろ)）+ 1 

となって，不合理である。したがって，（ろ， とはなり得ない。まったく対称的に，（̂z,ろ）6 

S i も成立しないことがわかる。S4£S2nS3[S2US3[Slだから，これはS2, 53, S i のいずれも仮 

定2 の下で連結律を満足しないことを示している。

この例では， 2人の個人が異なる選好関係を持っているが，たとえ， 2 人の個人が同一の選好関 

係を持っていても，次の例が示すように，S 3 と S4は連結唐を満足しない。

例 2 ： H = { 1 , 2} & 1= {1,2},

Q i =  Q z=  {0 , 2/ )e [Q  G?++)]2: X2+\og Ca；i+ c )^ 2/2+Iog Ci/i + c)}, 

a=(.2e\ 2) & b=Q2 e, 7)

とする。ここで， c は正の実数である。 e が十分小さい時，G z,ろ）を53かつひ，fl)を5 3 となるこ 

とを示そう。

x =  (.e\1 ,e\1 ) と定めれば，命題5 の証明より， rc e /K fi)となる。 ここで（ろ，d ) ^ S z であ 

ると仮定してみよう。その場合，b e G iC x )となるはずである。 したがって， FQ), X ) の点y が 

存在する。ゆえに

7+2 log Ce+c) ̂  1/12+2/22 + log Cl/11+c) +log ( 2/21+c)

^a；i2 + a；22+log (a；ii + c)+ log O 21 + C)

= 2+2 log Ce*+c),

したがって，5/2^1og [(e4+c)/(e+c)],すなわち，

ク 2 ̂ Ce*+c)/Ce+c)

となる力が十分小さい場合，これは不可能である。したがって，（ろ， 5 3ではあり得ない。 

y=Ce, 6, e ,1 ) と定めれば，命題5 の!E明より，y E P Q d となる。 ここで(a,めe S sである
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と仮定してみよう。その場合，a E G iC y )となるはずである。 したがって，F (m ,め の点a;が存 

在する。ゆえに

fl；i2+log (a；ii+c)^Vi2 + k)g Cl/ll+ c)

=6+ log O+c),

したがって,

すなわち,

したがって，

すなわち,

log î a；ii + c)^6+log k.e+c)-xu 

^4+ log (e+c),

log [O 11 +ご) / (g+c) ]きも

2 e'^+c'^Xii + c'^e^ (.e+c),

Q2-c)e^+c^e^>2e^

となる力;， Cが十分小さい時，これは不可能である。 これで（《, のG S 3も成立し得ないことが示 

された。

仮定2 に加えて，各個人が同一の選好関係を持つ時には，財みの消費量が正の範囲に限定されて 

も，S i と S 2のシへの制限は連結唐を満足することが次に示される。

仮 定 4 : H の元k と単調，強凸，〔ん i?++)—準線形な選好関係0 が存在して，各個人i に対し 

て，X i= C h  (i?++)かつ Q i = d が成立する。

定理5 :仮定4 の下で，S iの i??+への制限は連結唐を満足しS 2の i?ムへの制限は完全擬 

順序である。

I I明：命題4 により，

6 =  { (« ,み）€ [Cft i?++)]2 ： uCa\ H\{h}^ + ah'^u (ろ I / A {み}) + ろ/J 

を満足するぶだ\{み1上の連統，単調増加，狭義旧の実数値関数?<が存在する。

S 2のへの制限が連結律を満たすことを示すために，[i??+ ni]x]2 の任意の点（f l ,ろ）を 

考える。 C o ) とFh (め は非空コンバ ク トだから， ド^(^0：) 乂 F ^ Q j ) の点 0*, "**)が存在し 

て，

F れ Ca)\{y*}の各点" に対して l i e z  U u Cvi),

Cb')\{v**}の各点 y に対して u Cf t* ) u Cvi^

が成立する。《の狭義H 性により，i?デみ1の点わ’ q で，各個人!•に対して
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となるものが存在する。

ケース1 : "(/0+ «/ゾ# / さ" 〔ヴ）+ろン# / . 各個人i に対して

|ど\ {み} ニ/> & Vi I =g,

Xih=ah/^ I  & yih=bh/^ I

と定めれぱ，XミF O h  y ) であり，命題5 により，ic e P G z )かつ2/G /K ろ）となる。'

ゆえに，a ^ G i i y ' )かつ 2/GP(ろ）となって，Gz,ろ）e S 2 が成立する。

ケ一ス2 ： u<ip')+ah/^I <u (iq ) + b h / ^ L ヶース1 と対称的な推論により，（ろ，0) ^ 8 2 であろ 

ことがわかる。5 2 ^ S iだから，S iの i??+への制限も連結律を満足する。

S 2の i??+への制限が推移律を満足することを示すために，あ る に 対 し て U, 

c ) e S 2 か つ （C,ろ） となるような[i??+n：2A：]2 の任意の点(m ,め を選ぶ。 この時，a e  

GaCa；) かつ ceG：2(2/ )となるようなPCcOx?(み）の点 （a；, y ) が存在する。 だから 

PCd) n F  Ca, x ) の点M；が存在し， c e G ^ C y )だからP (c )D F G ：, y ) の点：が存在する。 w は 

P C a )に，》と2 は i ^ ( e )に，2/は P O O に属するから，命題5 により，（i?广 み の 点 t/S v\ 

がが存在して，各個人/に対して

Wi I =  y? (& Xi I H\{h} =Zi I H\{h] =  v\ & Vi I //"\{^ =v\

となる。各個人が同一の選好関係をもち，しかも《は狭義H だから， i?だ の 点 於 r が存在 

して，各個人f に対して

p = v 1 & q=v\ & r = v l  

が成立する。 は i^Gz, » ) に属するから，各個人/に対して

«(/>) + Wifi= U Cwi I H\ [h]) + Wih 

O i I +

=  u(jr) + Xih 

となる。これをすべての個人について合計すると

# /"  + さ# /"  ir)+Ch 

となる。他方， 2 は FQ:, y ) に属するから，各個人/に対して

U 00 + Zih=u Czi 1 H\ [h])  +  Zih 

さ u CVi I H\ {h}) + Vih 

= u  Qq) + Vih 

となる。これをすべての個人について合計すると

# lu  0 )  + lu iq) + ろft,

したがって，

# l u 〔/0 + flft さ# lu  (g) + ろft

となる。各個人/に対して

p = v *  & gニ t；プ
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w* I H\{h\ = p  & w*h =  a J ^  I, 

y1\H\{h}=q ぶ ?/*. =  W # 7  

と定めれぱ，命題5 により，w*^PCa)C)FCa. y * X すなわち， (^2 (2/ * )が成立し再び，命 

題 5 により，2 /*ePO Oだから（《, b ') ^ S 2となって，S 2のへの制限が推移まを満足するこ 

とが示された。

定理4 と5 は準線形選好関係がシトフスキー社会的無差別曲線の存在を保HEし得ることを示して 

いる。定理4 は，財みの消費量が実数のどの値をもとり得る場合には，関係 S4がシトフスキー社 

会的無差別曲線の基礎となる社会的選好関係の候補であること，定理5 は，財みの消費量が正の値 

のみをとり得る場合には，各個人が同一の選好関係を持つ限り，関係 S2がその候抵であることを 

示す。この意味で，定理5 は定理3 に対応する主張である。仮定3 あるいは4 にg 現された条件で, 

既に吟味されたもの以外のものをどの程度緩め得るかは，定理3 の場合と同様に，残された問題で 

ある。

3 バーグソン社会的無差別曲線

シトフスキー社会的無差別曲線が一般に存在するとは限らないのと対照的に，バーグソン社会的 

無差別曲線は，連続なバーグソン社会的厚生関数が定義されている限り，通常は存在する。バーグ 

ソン社会的厚生関数はX IX 上で定義された実数値関数である。すなわち， は消費配分全体の 

集合で定義されている。それに対して，バーグソン社会的無差別曲線は総消費全体の集合の各 

点 a に対して

BC o)~ max{WCx~) ： x ^F Q d )}

によって定義されるバーグソン社会的効用関数S の等高線である。バ一グソン社会的効用関数の値 

BCa~)はバーグソン社会的厚生関数W を最大化するように資源《を個人間に配分した時に達成さ 

れる厚生水, である。したがって，バーグソン社会的無差別曲線の存在はバーグソン社会的効用関 

数S の存在に依存する。

定理 6 : 各個人/ に対して， が閉かつ下方有界であり，P7が上半連続ならば，S は 上 の  

実数値関数である。

証明：命題1 により，S X の各点に対して， は非空かつコンバクトだから，上半連続な 

実数値関数は F < ia )上で最大値をとる。この最大値が関数S の値である。

バーグソン社会的効用関数5 の連続性を保誕するためには若干の条件が必要であろう。以下で,
(3)

1つの十分条件を与えておく。そのために，まず，对の連続性を保誰する条件を述べる。
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命題7 ：各個人/ に対してX i= R ミが成立するならば，S 文の各非空コンバクト部分集合r に 

対してi?'のr への制限F  |1"は^ からX IX への連続対応:である。

証明：まず，F のr への制限が上半連続であることを示す。

ステップ1 : は有界である。

スチップ1 の証明：F ( y ) が有界でないと仮定しよう。 この時， II icM iが無限大に発散するよ 

う な の 点 列 {Xりが存在する。各自然数g に 対 し て と な る F の点が存在す 

る。明らかに，各§然数g に対して，flら 2 に/ a ; ?となる。各自然数gに対して，デ = が/ l|a；«ll 

と定める。一般性を失わずに，点列 {]/«}は（i?りへ{0}のある点2/に収束すると仮定してよい。命 

題 1 のIE明におけるのと同様に2 / ^ 0 ,したがって，S is /? /ン 0 となる。 W H i^i y\=Hi^ix\  

ニ であり，y は有界だから，S ね/ 2/ミは0 に収束する。したがって， 2/^=0となって，

不合理であろ。故 に F ( r ) は有界である。

ステップ2 ： F c n は （i?の f の閉集合である。

ステップ2 の証明：r o ：の各点Xに対して/(oO=；I!:e /a；f と定めると，/ は11：̂から^ズへ 

の連続関数である。i ? X i0 = /- i ( i0 だから，i^C F )はn x の閉集合である。n x は の  

閉集合だから， は （i?ぜ:K の閉集合である。

F  I F をF か ら F ( F ) への対応、とみなした場合のグラフは

graph F I  Y =  {(a, x ')^ Y  x  F ( F )  ： f  Cx') =  a}

で定義される。/ の連続性により，graph in  ：T は ！̂ x F ( i O の閉部分集合であり，スチップ1 

と2 により，F ( F )はコンバクトだから， F  I F はダからへの上半連続対応である （Berge 

(1963)第6享の定理1.7への系を参照)。したがって，F I Y ぱ明らかにダからn X への上半連続対 

応である。

次 に F の下半連続性を示すために，1 "の任意の点a とF C a )の点a;を選ぶ。 a に収束する 

r の任意の点列k® }を考える。K = { h E l I :  flft>0}と* こう。I I\ K に属する各財A と各個人*' 

に 対 し て と な る 。自然数g を任意に選ぶ。/ に属する各財ん各個人: 'に対して：Cし== 

a l / i t iと定めれば，S プだ？れミが成立し各個人 / に対してa;レさ0 となる。/ n こ属する財み 

と個人Aを任意に選ぶ。 2 つの場合が考えられる。

注 （3 ) 位相空閩^^から位相空間ダへの对応ドを考える。 の点f lを考える。 F (^ 0 を含む1̂ の任意の開 

集合G に対してe のA：における近傍C/が存在して， £/の各点2/ に対してF ( 2/ ) がG に含まれる時， 

は f lにおいて上半連続であるという。 と交わるr の任意の開！! 合G に対してf lの; i：におけ 

る近傍ひが存在して， びの各点2/ に対してF ( 2/ ) がG と交わる時， F はa において下半連続である 

という。アがa において上半連続かつ下半連続である時，i?'はa において連続であるという。 F M  

の各点で上半連続〔下半連続，連続〕である時，F は上半連続〔下半連続，連続〕であるという。
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ケースX\ - a l . この場合， xlh =  xkh+cd — ati, A：以外の各個人：' に対して：c^L =  Xiĥ

と定める。

ケース2 : Xicfiくcih一q X -この場合， ニflL k 以外の各個人/ に メ ホ し て と 定 め る 。 

こうすれば， T ^ j^ ix U  =  a l が成立し，：各個人! 'に対してicしさ0 となる。したがって，が 6  

F G zO が成立する。 はa に収束するから，十分大きいCに対しては，ヶース2 が成立するこ 

とはない。したがって，{が} はXに収束する。 ゆえに， I  F はにおいて下半連続である。 a  

はF の任意の点だからF  I  F はr において下半連続である。これで，命題7 の証明は完了する。

定理7 ：各個人i に対してX i=  m であり，W が連続ならば，5 はXU：の各点で連続である。

11明 ：;S X の任意の点《を選ぶと，2 X におけるのコンバクトな近傍F が存在する。命題7 に 

よ り ， F のF への制限F  I F はF からn ズへの連続対応だから，■FTの連続性により，S はF 上で 

連続であり（Berge (1963)第6享の最大値定理を参照)，したがって，^?において連続である。

以上で，バーグソン社会的効用関数S が定義されるための十分条件と，それが連続になるための 

十分条件を求めた。後者については，若千弱めることが可能であろう。バーグソン社会的効用関数 

のH 性については，Negishi (1963)による分析がある。最後にそこでの結果をまとめておこう。 

Euclid空間のある凸集合F で定義された実数値関数/は

03 / 0 ) さ/ G / )となる任意の（a;, と任意のに] 0 , 1 [に対して/ 〔ダ）さ/ 〔(1 一/)a;

+ i y )が成立する時，準H である，

0.3 / 0 ) < / ( 2 / ) となる任意の0 ,  と任意の/G] 0 , 1 [に対して/ 0 ) < / ( ( i - り:)？

+ i y ) が成立する時，半狭義準H である，

0J / ( a O さ/ (2/ ) かつ Xキy となる任意の0 ,  と任意のに] 0 , 1 [に対して_/■(>〉

< f ( .0 . - t ' ) x  + ty ' )が成立する時，狭義準H である，

0 5 )任意の0 ,  v ' ) ^ Y ^ と任意のに] 0 , 1 [に対して（1 一0 / 0 )  +び （2 / ) ^ / ( a - 0  » + 

t y ) が成立する時，H である，

如 Xキy となる任意の0 ,  2 / ) e F 2 と任意のに] 0 , 1 [に対して（1 - 0 / 0 0  +び （2/)く 

f i O . - O x  + t y ' )が成立する時，狭義H である，

とそれぞれ言われる。

定理8 ：各個人i に対してX i が閉かつ下方有界であり，PFは上半連続であるとする。

(a) W が準IH]ならば5 も準H であり，

(b) が半狭義準IH]ならばi 5 も半狭義準H であり，：

(C) TFが狭義準H ならばB も狭義準H であり，
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{d) W がIH]ならぱ丑もIH]であり，

(e) が狭義IH]ならばS も狭義H である。

証明：（a) B O i)さB Q d となる任意のGz, 6 ) e S X x S x および任意のに] 0 , 1 [を考える。 

この時，B ( .a )= W  C x )かつB び) = W X y )となるFCxd、F Q i )の点（a;, y ) が存在する。 c ニ 

0 .~ 0  a + t b また z= K l—/);C +けと書こう。z e F Q : )か つ T 7 0 )さ だ か ら ，B Q Oさ 

W C z')^W C x ')=B C a ')となる。

(b) B C a 'X B C b ')となる任意のGz, b ' ) ^ 'Z X x J } X および任意のズG] 0 , 1 [を考える。この 

時，B C a )= W ( a ; )かつ S Q O = J V C y )となるF ix d ^ F Q } )の点（:c, y ) が存在する。c= (ト  

0  a + t b また■?=〔1一り£c +かと書こう。之 か つ PT(a;)く だ か ら ，5 (c )さPTO) 

> W C x ：) =  B C a ')となる。

(c) B C a ')^ B (b ')かつ aキb となる任意の( j i ,ろ） ズおよび任意の/ぐ 0 , 1 [を考 

える。 この時， 5 G z )= W (a O かつ s a ) = W < ：y ) となるF G 2) x F O O の点0 ,  y) が存在す 

る。e = ( l—りiz+なまた 2= (1—りic +ふと言こう。ZミF Q c )か つ だ か ら ，B

(c )^P 7 (2 )>W (aO  = S G z )となる。

( d )任意のGz, X ' ^ X および任意の旧] 0 , 1 [を考える。この時，_SGz) ニ'PTOc) か 

つ 3 ( ろ）ニT y ( i/ )となるF G z )x F O O の点（》, y ) が存在する。したがって，B (X l- t)a+ tb ) 

さT ^(C l- /)»  +か）さ（1- り W Cx：) + tW (：y') =  C l- t：) BCa') + tB C b ')となる。

(e) aキb となる任意のGz,ろ）e ；SA：x 2 X および任意のに] 0 , 1 [を考える。この時，B id )  

=  TF(aOかっB(：め= W C y：) となるF O i ) x F (：b ) の点（a;, y ) が存在する。したがって，B (X l 

一/ ) か) さm a - り 0； +か）> 〔1-り WCx：) + tW C y：) =  a - O B C a ：) + tB C b ')となる。

Negishi (1963) においては，バーグソン社会的厚生関数が個人主義的である場合に， 'PF自 

体が準H あるいはHOになるための条件も求められているが，ここでは立ち入らない。

3 結 語

社会的無差別曲線の存在問題は，経済学に現れるいくつかの集計問題の1つとして位置付けるこ 

とができよう。それらの中には，ヒックスの合成財定理に見られる価格を媒介とした集計，マクロ 

生産関数を構成するための異質的資本財の集計が含まれるが，ここでの問題に特に関係が深いもの 

は，異なる個人の選好を集計して社会的厚生関数を構成する問題であろう。

上に言及された他の集計と対照的に，社会的無差別曲線に関わる集計には特別の複雑さが伴うよ 

うに思われる。というのは，社会的無差別曲線は複数個人にわたる選好と数量の2重の集計の結果 

だからである。
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