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「三田学会雑誌」82卷4号 （1990年 1月）

計量経済学における頑健推定（2)

* 谷 千 凰 彦

1 2 代表的な関数

ン推定量を与える代表的な^^関数を， 損 失 関 数 / ) , ウエイト関数M；とともに表にしたのが表7 で 

あり， グラフを示したのが図13から図21である。 表および図には， 比較のために，O L S の 3 つの 

関数も示した。Huberの関数はすでに図12で示したが再掲した。 表 7 の 名 称 の H ニHuber〔24〕，

A = Andrews et a l.〔1〕，B=Beaton and Tukey〔3〕，C=Cauchy, F = F a ir〔10〕，L=Logistic, 

T=Hinich and Talwar〔20〕，W=Dennis and Welsch〔8〕 である。 B は Tukey の b>iwdght 

としても知られている。

10節で述べたように， 影 響 関 数 1C と^^関数は比例関係にあるから，Andrews et a l . の I C を 

例にとれぱ図22の よ う に と 同 じ 形 を も つ 。 図22にはさらに11節 で 説 明 し た g. e. s .,1. s. s. および 

排除点を示した。 図14から因21ま で の （OLSを除く） 関数の特徴は次の通りである。

① す べ て の ?n よ有界である。 し た が っ て g .e .s .は す べ て の 1C で有限の大きさをもつ。

② 不 連 続 点 を も つ T を除き， す べ て の^^よ連続である。 す な わ ち I.S .S .はやはり有限の大き 

さをもつ。

③ 排 除 点 を も っ て い る 0 はA, B, T の 3 種類である。 そ の 他 の^^の排除点は00の大きさであ 

る。 もしきわめて大きな残差に対して抵抗力のある（resistantな）M 推定量が必要な場合には， A,

B, T が重要である。 A とB は図からわかるようにほとんど同じである。

④ す べ て の ^^よ奇関数，すなわち

(p  (― m)= — <P (m)

である。

⑤ 小 さ い 《の値に対して

0  c> 0

である。

⑥ す べ て の グ （0) = 0 を満たす。 す な わ ち 0 の近辺における《の変化のバラメータ推定 

値への影響力の変化はなL、。

調 整 定 数 は0 関数の名称と同じにしてある。 この調整定数の値によって， g.e.s., I.S .S .あるい
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は挑除点， あるいは漸近的分散の値

F ( r , の =- 丑（が） (68)
[五 （ダ)]2

が異なってくる。 表 8 は （標^^正規分布の累積分布関数） のとき， す な わ ち Mの真の分布が標 

準正規分布のとき，M推定量の漸近的有効性が95% と な る 調 整 定 数 の 値 で あ る（Holland〔23〕）。

11節 で Huberの ^̂ を̂例にとり， 調 整 定 数 が の 値 が1.345のとき漸近的有効性が95% となること 

を示した。 その他の ^̂ の̂ 調 整 定 数 の 値 は 不 完 全 ガ ン マ 関 数 （>8 , T, P7) あるいは数値計算によゥ 

て Hollandが求めた値である。 18節 で これらの 9̂ 関数を用いて実際にM 推定値を求める。

13 I R L S と M 推 定 量

線形回帰モデル

Y i= X i J5+Ui, 1=1, n

のバラメータ タのM 推定量は

§パ-

を解く ことによって得られる 〔9節参照)。

(69)

(70)
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図22 Andrewsの影響関数

注 ：（1) g. e. s. = max (gi, 02) , 1.s. s. = maxG M, I らし I ム I) , 緋除点
(2) Goodall〔11〕図11-5 の Tukey の biweight を Andrews の 6̂に変更。

表 8 調整定数の値

関 教 H A B 1 C 1 F L T W

調整定数 1.345 1.339 4.685 1 2 .385 1 1.400 1.205 2. 795 2. 985

さ ら に （70) 式は

(71)

の解， す な わ ち 加 重 最 小2 乗推定量として求めることができるということも9 節で示した。 ここで 

さM を iSのM推定量とすれぱ

<Kぬ
W i -

eV
€i l i ~ X i  P M

(72)

(73)

である。

行列を用いて表せば， iSのM推 定 量 " は

iS jf= (X 'W X ：r i  X  W y

として求めることができる。 ここで

〔74)

r r ■ ふ 1 X l 2  … X u  ■

Y2 ふ 1 A 22 … X2k
, X ニ

_  K _ __ Xnl Xn2 Xnlc 一
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w=

であり，W の 対 角 要 素 は 〔72)式で与えられる。

ところが（74)式 か ら を 求 め る た め に は W iを知る必要があり，W iを （72) 式から計算する 

た め に は yStfがわかっていなければならない。 もちろんこれは不可能である。 そこでM 推定量を求

めるために， くりかえし再加重最小2 乗 法 Iterative Reweighted Least Squares (以 下 IRLSと略
( 1)

す）が用いられる。

(74)式は次のように*  くことができる。

ySiif=(X"WX)-i X  W  [y+ Cy-y)] =;9jif+ C rW X )- ' X^We (75)

ここで

y=X^M

e = y —y

上式をくりかえし型で表せば

底™+i) = yiす)+ [X"VV(™)X]-1 X"W(™) e(m) (76)

と書くことができる。 こ こ で の 対 角 要 素 w(r) は

… m)一  (b (ぷ")) ( 7 7 )

eT

1.2,ニ し ん

によって与えられる。

きM の 初 期 値 と ぴ が 与 え ら れ れ ば ， （78)式 と （77)式 か ら e(の と W(のが計算され，C76) 式 

か ら 9̂ホを求めることができる。 9̂ゼが収束するまでこのくりかえし計算を行えぱよい。

14 IR L S を 用 い る と き の 注 意

前 節 で M 推 定 量 を IR L S を用いて計算することができるということを示したが， 実 際 に IRLS 

を適用するにあたっては次のことをまず決定しなけれぱならない。

( 1 ) の 初 期 値 iSすをいかにして与えるか

注 （1 ) Beaton and Tukey〔3〕，Dutter〔9〕，Holland〔23〕，Huber [26], Green〔13〕。

---79 (7 4 7 )----



(2) 誤差項の標準偏差びの推定値をどのようにして求めるか

(3) 関数と調整定数の決定

( 1 ) 初 期 値 ifc?

くりかえし法において初期値の決定は重要な問題である。 初 期 値 が 悪 け れ ば の 最 小 値 で は  

なく極小値に収束するかも知れないし，収束回数が多くなるにちがいない。 あるいは発散してしま 

うということさえあり得る。

頑健推定を行おうとしているの で あ る か ら ， 初 期 値 /Sg3 にも何らかの頑健推定値が利用できる 

と良いであろう。 1 つ の 方 法 は 最 小 絶 対 残 差 法 Least Absolute Residuals (以 下 L A R と略す）を 

用 い て # の 推定値を求め， こ の L A R ま 定 値 を ぐよ)と す る 方 法 で あ る （Harvey〔18〕）。

第 2 に メジア ンによる回帰の方法によって 8̂ポ を 求める方法があ る （Andrews〔2〕）。 しかしこの 

L A R あるいはメジアンによる方法はいずれも膨大な計算を必要とし， 実際的な方法ではない。 第 

3 の方法として，O LS 推定値を初期値に用いて， た と え ぱ 1111561'の^^のように単調ジ関数による 

M 推定値を求め，次 に こ の M 推定値を初期値にして，Tukeyの biweightのように下降し始めて 

再 び 0 に 戻 る (p関 数 redescending ^ を 用 い てM 推 定 値 を 求 め る と い う 方 法 が あ る （L i 〔3の）。 

こ の 第3 の方法は後に実際例を示す。

初 期 値 iSぶ，に頑健推定値を用いようとするとき， そのために余りにも膨大な計算を必要とするの 

であれば， この方法は実際的でない。 しかしそれだけではなくて， わ れ わ れ の 関 心 は O LS 推定値 

が頑健推定によってどのように変化するかを知りたい。 とすれば， O L S の?^と同じように単調な

関 数 を も つ H, F, L, T の ^^を 適 用 す る 場 合 に は と く にOLS推定値を初期値とすることは何ら 

問題がないであろう。 またん， ；6 のように下降し始めて再び0 に戻 る^^関数の場合には損失関数^ 

が複数の極小値をもつことになるが， O L S による初期値から複数解が得られるというような， と 

くに困難な問題が発生するとは思われない。 そ こ で 以 下 の IR L S に よ るM 推定値の計算にあたっ 

ては初 期 値 卢 ボ に は O LS 推定値を用いることにする。

(2) a の推定

誤差項の標準偏差びは未知バラメータであるという意味においては iS と同じである力：，通常，計 

量経済学者が関心あるのは iSであってびではない。 卢を抵定しようとするときびはやっかいなバラ 

メ ー タnuisance parameterである。 やっかいなバラメータとはいえo を OLSの 残 差 e iを用いて

によって推定することは賢明ではない。 なぜならば，

2^2
Tn = i

-ん 

80 (748)



とすれぱ

r ( F )  ニ ぴ2

であり， （11)式 に 示 さ れ て い る よ う に S2 の無限標本における影響関数は

/C U ； F , ア）=(2-/02-び2 

であるから，52は か ら 限 界 の な い 大 き な 影 響 を 受 け る 推 定 量 で あ る 。 したがって5 自身が外れ値 

から大きな影響を受けるから， こ の S をびの推定値として用い，残差を標準化することは好ましく 

ない。

とびのM 推 定 量 を 同 時 決 定 で 求 め る 方 法 も あ る（Huber [26])力;， ここでは以下の方法でぴの 

頑健推定値を求めることにしよう。

<7の 頑 健 推 定 の1 つ は 標 本 メ ジ ア ン か ら の 平 均 絶 対 偏 差 mean absolute deviation from the 

sample median (以 下 A D と略す）であり， 次式で定義される。

A D = —  XI \ei-M\ (79)

M  ニ meaian 
i

2 番 目の推定量は標本メジ ア ン か ら の 絶 対 偏 差 の メ ジ ア ンmedian absolute deviation from the 

sample median (以 下 M A D と略す）であり，

AL4Z)= median \ei—M\ (80)

M ニ median (e；)
J

で与えられる。

3 番 目 の び の 推 定 量 の 候 補 は 四 分 位 数 間 範 囲 inter-quartile rangeあ る い は 4 次 間 隔 fourth 

spread (F-spread)といわれる

d = Qz-Q , (81)

©/=第ゾ'四分位数

かある。

これら の 推 定 量 は い ず れ も 外 れ 値 に 対 し て 無 防 備 で は な い 。 こ の3 つの推定量のなかでシミュ 

レ ー シ ョ ン 結 果 はM A D を 用 い る M 推 定 量 の 優 位 を 示 し て お り （Andrews et a l .〔1〕p. 239), 

Holland〔23〕，Hampel et a l . 〔16, p. 105, p. 237〕 も MAD を 位 置 バラ メータの M 推定量を求 

めるときのびの推定値として推奨している。 もし誤差項の分布が正規分布ならぱ

E iMAD~)^d. 6745 a

であるから， iS の M 推 定 量 を IR L S によって求めるとき，び の 推 定 値 に は M A D を規準化した

り median I ei — M\

0. 674o 0. 6745

—— 8 1 (749) ——
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M = median〔り） 
j

が用いられ， く りかえし過程において固定される。0.6745は す な わ ち 標 準 正規分布の 

右片側25%点でもある。私が採用した方法は ,きの O LS抵 定 値 ySを初 期 値 料 ) と し て iSiJ)を求め , 

e(。ニy - X iS y によって残差を求め， この残 差 か ら （82)式 に よ っ て S を計算し， このぶをくりか 

えし過程において固定した。 く り か え し 過 程 に お い てS を固定したのは， 5 がくりか え し 過程に 

お い て 固 定 さ れ て い る 場 合 に は IR L S の 収 束 が 保 証 さ れ る か ら で あ る（Huber [26], p. 184),

の推定値を求めるときびの推定に直接関心はない。 しかし， こ のびの推定値5 によって残差が

. Ci

と規, 化され， こ の に も と づ い て 5̂関 数 と 調 整 定 数 に よ っ て ウェ イトが決まるから， びをいか 

なる方法で推定するか， くりかえし過程においてS を 固 定 す る か ど う か はM 推定値を大きく変え 

る可能性がある。

(3) 関数と調整定数 

M推定量は

S  0O*i)x'i=O

の解であるから，Huber推定値は

S  e* JL'i +XI Hsgn Ce*i) x'i =0 (83)
\ e i* \^ H  \e i* \> H

の解である。 Huberの ^^関数は単調関数であり， したがってp 関数は凸であり， 損 失 関 数 /oは 1 

つの最小値をもつ。 ところ力;， A, B のように再び下降し始めて再び0 に 戾 る^^関数， たとえば 

Tukevの biweightに よ る M 推定値は

\e i* \< B

の解であるから複数個の解をもち， したがって本節（1)で述べたように， 初 期 値 /SS, の選択が収束 

解に大きな影響を与える可能性がある。 い く つ か の 関 数 の な か で ど れ を 選 ぶ べ き か は 分 析 者 の 判  

断に委ねられているが， ^^関数が単調か， そうでないか，排 除 点 rejection po in tをもっているか 

どうかを考慮することは重要である。 ^^が 単 調 で あ れ ぱ タ の O LS 推定値を初期値としても収束 

解が極小値の心配はない。 /̂>関数が入， B, T のように排除点をもてば， その点を絶対値でこえる 

e * に対してはウェイトが0 となるから， このような^^関数を用いれぱ余りにも大きな残差に対す 

る抵抗力は強くなる。 しかしこのウェイトを0 とするほどの大きな残差は， 正しく定式化されたモ 

デルの誤差項の分布が正規分ホではなく， 両 す そ の 厚 い （長い尾をもつ）分布にしたがっているがゆ

—— 82 (750)



え に 生 じ た r外れ値」 とみなすことがいっでもできるとは限らない。計量経済モデルにおける余り 

にも大きな残差は， 誤差項の分布の問題というよりはむしろモデルの定式化が不適切であり，重要 

な系統的要因が欠如していることによって， あるいは突発的なショックあるいは制度変更などが考 

慮されていないことによって生じたという可能性も大きい。 大きな残差は後者のこの定式化の問題 

であるならば， ウェイトを0 に す る0 を用いれば不適切な定式化をかえって隠蔽することになるの 

ではないか， という問題が生ずる。

いいかえれば , 計量経済モデルにおいて，純粋に誤 差 項 の 確 率 変 動 に よ っ て （純粋にということは，

を説明する系統的要因以外の，偶然変動のみによって:Tの確率変動が生ずる）， 長い尾をもっ分布からの 

r外れ値」 とみなさざるを得ない誤差のみが大きな残差として現れるということは恐らくまれなこ 

とであり， 余りにも大きな残差は定式化の不適切さを示唆していることが多い。 したがって， その 

残差のバラメータ推定値への影響を0 にしない方がモデルのチェックになるという意味である。

経済理論と整合的であり， し た が っ てad hocな説明変数は含まれておらず， 説明力も高い， し 

かし誤差項の分布は正規分布より長い尾をもっ分布らしいと半y断されるときにのみ頑健推定の意義 

がある。

しかし完全なモデルなどというものはない。 バラメータの符号条件， 大きさは理論と整合的であ 

っても， 理 論 は 関 数 形 や ラ グ 構 造 や 説 明 変 数 の 変 換 （逆数，差分，変化率，対数あるいはBox-Cox変換 

等々） まで特定化しないから， 実証分析者の裁量の余地は大きい。 したがって残差の大きさなど定 

式化が変われぱ， ラグ構造が変われば， 説明変数の変換に工夫をこらせぱどうにかなる，頑健推定 

など無意味ではないか， いう考えがこれまで実証分析家を支配していたといってよいであろう。

このような考え方は正しいであろう力ん自ら構築したモデルの誤差項の分布が正規分布より長い 

尾をもっ分布ではないかと半(I断されるとき， なぜそのような状況に適切な統計的方法を用いないの 

力、。 定式化を変えても， いっでも誤差項の分布は正規分布という仮定こそ奇妙なことではなかろう 

力、。r外れ値」 の ウ ェ イ ト を 小 さ く してバラメータ推定値への「外れ値」 の 影 響 を 小 さ く す る 頑 健  

推定を行っても尚，残差が大きいままであるならば， その時こそモデルの不適切さを示す IE拠とし 

て 頑 健 定 の 結 果 は 使 え る で あ ろ う 。

議論を整理しよう。頑健推定を行おうとするのは，頑健推定量が次の性質をもっからである。

(1)誤差項の真の分布が正規分布であるとき， もっとも望ましい特性をもっ最小2 乗推定量にくら 

ぺて有効性の損失はわずかである。

(2)誤差項の分布が正規分布より長い尾をもっ分布の場合には，「外れ値 」が 発 生 し や す い 。 そし 

て こ の 「外れ値」から限界のない大きな影響を受ける最小2 乗推定量よりも，M推 定 量 は 「外れ値」 

に対して頑健であり，推 定 量 の 有 効 性 は 最 小2 乗推定量より高い。

し か し O L S の大きな残差はモデルが不適切であることを示している可能性もあるから，大きな 

残 差 を 与 える期のウ：nイ ト を 0 に す る 0 関数を使用する場合には慎重を期すべきであり，簡単にク 

ユイトを0 にすべきではない。

83 (7 5 2 )——



^^関数と調整定数の決定は上述の有効性，「外れ値」に対する感度に関連している。 

さて話を^^関数の調整定数へ進めよう。 ^^関数を固定しても調整定数の値をいくつに設定するか 

によって，M 推定量の有効性，g.e.s., I .S .S .が変化する。 調整定数の値を大きくすれば誤差項の 

真の分布が正規分布であるときのM 推定量の漸近的有効性は大きくなるが，g .e .s .も大きくなり， 

外 れ 値 に 対 す る 感 度 は 純 る （11節参照)。 調整定数の値は，誤 差 項 の あ る 特 定 の 分 布 （通常は正規分布） 

のもとで，M 推定量の漸近的有効性が90%あるいは95%ぐらいになる値が選ばれる。 以下のM推定 

の 実際例 で は 表8 の調整定数を用いることにする。

15 IR L S に よ る M 推 定 値 の 計 算 方 法

M 推 定 量 は IR L S によって求めることができることはすでに述べた。 （76) 式は

e(™ )=y_XiSr (85)

3(wi+i) 一「Y 'W (饥）

w\ 0
— 丄 /-V 一 

Wl2 丄 0 Wl2 丄 0

W2 . W2^

_ 0 Wn _ _  0 Wni _ _  0 Wn^ _

に注意すれぱ

と表すことができる。 さらに

w=

と分解することができるから

x 'w x = x 'w + w + x = ( w + x ) 'w i x

X 'W y  ニ X ' w ^ w i y  = 〔W + X ) 'W 各y 

と表すことができる。 したがって

X *=W 7X=m y}  

y*=W ^y =  {n }

とすれば

X*ij=Wi'^ Xij, i=\, n, j= l ,  k 

Y*i=Wi^Yi, i=\, n 

であるから， 加 重 最 小 2 乗推定量は， を 用 い て X ：ゴ， Y * を作れば

(X * ' X * )- 1 X * 'y *

として求めることができる。

(86)

= W5W2

C87>

C88>
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以上の点に注目し， 1 3 ,14節で述べたことと併せてM 推定値の計算方法を示しておこう。

ス テ ッ プ 1

O L S に よ っ て ル，ゾ= 1 , k, e\, i=\, n を求める。 そ し て こ の 残 差 を 用 い て

median | el—Mo |
ら= ^ … r----  (89)

0. 6745 

Mo= median (e?)

を求める。

ステップ 2

八 ,
び0

■1, …，n

の ノ ル ム I l iSiM 2 が ) 7 を A’o とする。JT R = 0 とおく

< K ( X ) . 1 
Wi=-- *— , 1= 1 , n

〔90)

(91)

を用いて

W2:

W\̂

tVn'̂

を計算し

X*=MVix

y*=W2y

(92)

(93)

を求める。

€i= Yi—Xi i= l,  n

を計算する。 IT R = 0 の と き の み 次 の $ を求め，ITR〉1 の と き は el：の計算へ飛ぶ。

median I Ci—M l 

0. 6745

M = median ^ej')

. €i
1, n

(94)

(95)

のノルムを次式で求める。
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N m — 11 P m 11 ニ（ S

ス テ ッ プ3

Nm-N^
<5, 6=0.001

を満たすかどうかチェックする。

N O  =4> IT R ^ IT R + h  No ト Nm と ステップ 2 へ 

Y E S  = ! >  iS iif を採用

1 6 頑 健 推 定 の 実 際 (1)—— Huberの<P

O L S

H u b e r の ^^を 用 い る M 推定値の例をあげよう。 設定したモデルは日本の賃金率関数

1̂ 9ァ2ニ CPW0T2+i^

表

RU2 

賃金率関数のデ一夕

注：WD0T2=ib
/ w—tv-i \ 
、 W-l ノ

X100,
.雇用者所得

雇用者数 

86 (7 5 4 )

(96)

RU 2
(% )

CPIDOT 2
(% )

W D 0T 2
(% )

1965 + 1 .2900000 D + 00 + 6. 4700000 D + 00 + 1.0620669 D +01

1966 + 1.3000000 D + 00 +4. 5600000 D +00 + 1 .1061940D+01

1967 + 1 .2200000 D +00 +4. 3600000D + 00 + 1.3085118D+01

1968 + 1 .1200000 D +00 +4. 7400000 D + 00 + 1.3318160D+01

1969 + 1.1100000D+00 +6. 3800000 D + 00 + 1.6384806D+01

1970 + 1.1800000D+00 +7. 5000000D +00 + 1 .7020774 D +01

1971 + 1 .3100000 D +00 +5. 8100000D +00 + 1.3691900D+01

1972 + 1.3400000D+00 +5. 7100000 D +00 + 1.5373316D+01

1973 + 1.2700000 D + 00 + 1 .5590000D +01 + 2 .1626076 D +01

1974 + 1.5100000D+00 + 2. 0680000 D +01 +2.7175516D+01

1975 + 1.9500000 D +00 + 1.0430000D+01 + 1.2733039D+01

1976 + 1.9700000 D +00 +9. 5800000 D + 00 + 1.0773495 D +01

1977 + 2. 0700000 D +00 +6. 7700000 D + 00 + 9 .9240842 D +00

1978 + 2. 2000000 D + 00 +3. 8100000 D +00 +6. 3601807 D +00

1979 + 2. 0300000 D + 00 +4. 8900000 D + 00 +5. 9052366D +00

1980 + 2. 0800000 D + 00 + 7. 6300000 D + 00 + 5 .9696431D +00

1981 + 2. 2200000 D + 00 +3. 9500000 D + 00 +6. 2449259D+00

1982 + 2.4600000 D +00 + 2. 6000000 D + 00 + 3 .8389011D +00

1983 + 2. 6600000 D +00 + 1.9000000 D +00 +2. 3743001D +00

1984 + 2. 6700000 D +00 + 2 .1800000 D +00 + 3 .8235201D +00

1985 + 2. 6400000 D +00 + 1 .9300000 D + 00 + 4 .0003875 D + 00

1986 + 2 .8400000 D + 00 + 0 .0000000 D +00 + 3.0096509 D + 00

1987 + 2. 8600000 D + 00 +4. 9800000 D -01 +2.6181575D+00



表1 0 貢金率関数の観測値，推定値，残差

観 測 値 推 定 値 残 差 誤差率(％)

1 +1.0620669D+01 + 1.3786903D+01 一3.1662344D+00 一 29.81

2 +1.1061940D+01 H-L 1967375D+01 一9. 0543495D-01 -8,19

3 +1.3085118D+01 +1.2620347D+01 +4.6477009D-01 3- 55

4 +1.3318160D+01 +1.4171614D+01 一8. 5345347D-01 一 6.41

5 +1.6384806D+01 +1.5782224D+01 +6.0258183D-01 3.68

6 +L7020774D+01 +1.5908645D+01 +L1121291D+00 6.53

7 +1.3961900D+01 +1.2996712D+01 +9.6518808D-01 6.91

8 +1.5373316D+01 +1.2624313D+01 +2.7490031D+00 17. 88

9 +2.1626076D+01 +2.2206251D+01 一5.8017464D-01 -2.68

10 +2.7175516D+01 H-2.4725452D+01 +2..4500634D+00 9.02

11 + 1.2733039D+01 + 1.3021262D+01 一2. 8822234D-01 一 2.26

12 +1.0773495D+01 +1.2169360D+01 一1.3958648D+00 -12.96

13 +9.9240842D+00 +9.2323125D+00 +6.9177171D-01 6.97

1.4 +6.3601807D+00 +6.0936386D+00 +2.6654211D-01 4.19

15 +5.9052366D+00 +L6955474D+00 -1.7903108D+00 -30.32

16 +5.9696431D+00 ■+9.9688635D+00 一3.9992204D+00 一 66,99

17 ,+ 6 .2449259D+00 +6.1521467D+00 +9.2779243D - 02 1.49

18 +3.8389D11D+00 +4.2098090D+00 -3.7090791D-01 -9.66

.19 +2.3743001D+00 +3.0742079D+00 -6.9990777D-01 一 29,43

20 +3.8235201D+00 +3.30324 83D+00 +5.2027182D-01 13.61

21 +4. 0003875D+00 +3.1482833D+00 ナ8,5210420D-01 21.30

22 +3.0096509D+00 +9.6861217D-01 +2,0410387D+00 67.82

23 ■+2.6181575D+00 +1.3766694D+00 +L2414881D+00 47.42

表1 1 順序化された残差，スチューデント化残差，ランキッツ

残 差
スチューデント化 
残差r ( £ )

スチューデント化 
蔑差け 0

RANKITS

1 一3.9992 一2.4567 一2.8656 -1.9292

2 -3.1662 -1.9584 -2.1233 -1.4816

3 一1.7903 -1.0877 -1.0930 -1,2143

4 -1.3959 -0. 8684 一0. 8629 一1.0135

5 一 0.9054 一0. 5656 -0.5557 -0.8469

6 一0.8535 一0. 5619 一0.5520 -0.7010

7 一0.6999 一0.4377 -0.4287 -0.5688

8 一0.5802 一。. 3914 一0.3830 一0.4458

g -0.3709 一0. 2297 一0.2241 一0.3294

10 一0.2882 一 0.1811. 一 0.1767 一 0.2173

11 0.0928 0. 0568 0 .0553 -0.1079

.12 0.2665 0.1630 0.1590 -0.0000

13 0.4648 0.2964 0.2896 0.1079

14 0.5203 0.3250 0.3176 0.2173

15 0.6026 0. 3918 0.3834 0. 3294

16 0.6918 0.4226 0.4137 0.4458

17 0. 8521 0. 5325 0.5227 0.5688

18 0 .9652 0. 5968 0.5869 0.7010

19 1.1.121 0.7019. 0.6927 0.8469

20 1.2415 0.7892 0.7815 1.0135

21 2.0410 1.3031 1.3277 1.2143

22 2.4501 1.6929 1.7827 1.4816

23 2.7490 2 .1063 2.3273 1.9292
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である。 O L S の 推 定 結果と変数記号は1節に示してある。 誤 差 項 "は 通 常 の 古 典 的 線 形 回 帰 モ デ  

ルの諸仮定を満たしているものとする。 推定 に 用 い た デ ー タ は 表9 に示されている。 変数記号の最 

後 の 2 は年度を示すための識別記号である。 

こ の 表9 の デ ー タ を 用 い て O L S によって推定した結果は次の通りである。 定期間は1965年度 

から1987年度までの23年間である。

P r a 9 r 2 = - 4 .8475 + 16. 518( 
C-4. 228) (8.184)

RU2
■)+0. 90106 CP1D0T 2 
/ (10.759)

タ2=0. 932, 5=1.69 (% )，W = 1.355 

V7F (ル) =V7F (ル) =  1.195

C97)

上 式 （ ） 内 の 値 は ル = 0 の 帰 無 仮 説 検 定 の た め の 《値である。

こ の 推 定 結 果 よ り 得 ら れ るT rac>r2の推定値，残 差 eu 誤 差 率= ( め/ の観測値）X100 

は表10に示した。こ の OLS残 差 か ら 計 算 さ れ る ぴ の M A D に よ る 推 定 値 （ステップ1の(89)式）は

び0:
M AD

1.2553
0.6745

である。5=1 .69であるから，M A D で 推 定 す る とS よりも小さい値がびの推定値として得られたe 

こ の O L S の 残 差 e iから

表1 2 残差，規準化蔑差，ウェイ

残 差 .規準化残差 ウ ェ イ ト

1 -3.1662344D+00 -2. 5222426D+00 +5. 3325561D-01

2 -9. 0543495D-01 -7. 2127528D-01 +1.0000000D+00

3 +4. 6477009D-01 +3. 7023883D-01 +1.0000000D+00

4 -8. 5345347D-01 -6. 7986650D-01 + 1.0000000D+00

5 +6. 0258183D-01 +4. 8002055D-01 +1.0000000D+00

6 +1.1121291D+00 +8. 8592915D-01 +1.0000000D+00

7 +9. 6518808D-01 +7. 6887500D-01 +1.0000000D+00

8 +2. 7490031D+00 +2.1898735D+00 +6.1419076D-01

9 -5. 8017464D-01 -4.6217083D-01 +L 0000000D+00

10 +2.4500634D+00 +1.9517362D+00 +6. 8913003D-01

11 一2. 8822234D-01 一2. 2959976D-01 +1.0000000D+00

12 -1.3958648D+00 -1.1119548D+00 +1. 0000000D+00

13 +6.9177171D-01 +5. 5106977D-01 +1.0000000D+00

14 +2. 6654211D-01 +2.1232915D-01 +1.0000000D+00

15 -1.7903108D+00 -1.4261730D+00 +9.4308336D-01

16 一3. 9992204D+00 -3.1858046D+00 +4. 2218536D-01

17 +9. 2779243D-02 +7. 3908539D-02 +1.0000000D+00

18 -3.7090791D-01 -2. 9546762D-01 + し 0000000D+00

19 -6. 9990777D-01 -5. 5755102D-01 +1.0000000D+00

20 +5. 2027182D-01 +4.1445186D-01 +1.0000000D+00

21 +8. 5210420D-01 +6. 7879167D-01 +1.0000O00D+00

22 +2. 0410387D+00 +1.6259045D+00 +8. 2723188D-01

23 +1.2414881D+00 +9. 8897735D-01 +1.0000000D+00
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図2 2 スチューデント化残差 r ( 0  (縦軸）と R A N K IT S 〔横軸）

2.00

0.00

■2.00

♦ダ

- 2.00 0.00 2.00
ランキッツ

スチューデント化残差

ス チ ュ ー デ ン ト 化 残 差 ti:

ei

sQl — hii)^

_____________ ^ ______________

■s G 'X i- み")寺

1, n

=1’ n

(98)

(99)

を求め，残 差 と と も に 順 序 化 し た の が ま 11である。 ここで

h ii=ハット 行 列 H = X ( X ' X ) - i X ' の G, 0 要素 

s (0 =  i 期の観測値を除いてバラメータ推定をしたときの残差から計算されるびの推定値。 

また表11に は 標 準 正 規 分 布 の 変 位 値quantileもランキッツの名称で示した。 こ の 順 序 化 さ れ たれ 

とランキッツは図1 で示したが， もう一度図22に掲げた。 1節で述べたように， この正規確率プロ 

プトは明らかに，誤差項の分布は正規分布より長い尾をもつ分布に従っていることを示唆している。

そ れ ゆ え 次 に1111わ61"の ^^関数による頑健推定を行うことにしよう。 調 整 定 数 ぜ は 表8 の1.345と 

する。を0=1. 2553によって残差を

ふ
ei

と規準化し，Huberの^^によつてウェイト

el

1 je* |<1.345 

1.345 le* I >1.345

を計算したのが表12である。 ウ イ ト ダ ウ ン は 1 ,8 ,10 ,15 ,16 ,  2 2 の 6 期で生じている。 最大 

のウュイトダウンは規 , 化 残 差 e*$の値が 一3.1858と一番大きい16期 （1980年度）であり， ウェイ 

トは0.422まで小さくなっている。 15期 （1979年度）のウェイトも小さくなっているが0.943とその
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表13 □帰診断

表1 4 回帰診断（つづき）

残 差
PRESS
残差

スチューデント 
化蔑差r じ）

スチューデント 
化残差t め Cook's D

1 一 3 .1662 -3. 4729 一し 9584 一 2 .1233 0 .1238
2 —0. 9054 一1.0129 -0. 5656 一0' 5557 0.0127
3 0.4648 0. 5420 0. 2964 0. 2896 0. 0049
4 -0. 8535 -1.0605 一0. 5619 一0. 5520 0. 0255
5 0. 6026 0. 7304 0. 3918 0. 3834 0.0109
6 1,1121 1.2701 0,7019 0. 6927 0. 0233
7 0. 9652 1.0578 0. 5968 0. 5869 0.0114
8 2. 7490 2. 9888 1.6929 1.7827 0. 0834
9 一。. 5802 一 0' 7572 一 0. 3914 .一0. 3830 0.0156

10 2,4501 5.1914 2.1063 2. 3273 1.6547

11 一0. 2882 一0. 3262 一 0.1811 -0.1767 0. 0014
12 -J.3959 -1. 5489 -0. 8684 一0. 8629 0. 0276
13 0. 6918 0. 7401 0.4226 0.4137 0. 0042

14 0. 2665 0. 2858 0.1630 0 .1590 0. 0006
15 一し 7903 -1.8944 一1.0877 -1.0930 0. 0229

16 一3, 9992 -4. 3266 -2.4567 -2. 8656 0.1647

17 0. 0928 0. 0995 0. 0568 0. 0553 0. 0001
18 -0. 3709 -0.4076 一0. 2297 一0. 2241 0. 0017
19 一 0.6999 一 Q. 7848 -0.4377 一0. 4287 0. 0077
20 0. 5203 0. 5821 0. 3250 0.3176 0. 0042
21 0. 8521 0. 9539 0. 5325 0, 5227 0,0113
22 2. 0410 2. 3851 1. 3031 1.3277 0. 0954

23 1.2415 1.4384 0.7892 0. 7815 0. 0329

規準化残差 
平方tJ?

W { i ) DFFITS COVRATIO h ( t , £ )

1 0 .1748 3- 2458 一0. 6607 0. 6754 0. 0883

2 0.0143 O' 9499 -0.1915 1.2432 0.1061

3 0. 0038 0. 5978 0.1180 1.3423 0 .1425

4 0.0127 1.4217 一0. 2719 1.3818 0 .1953

5 0. 0063 Q.9I18 0.1766 1.3815 0 .1750

6 0. 02J6 1.3087 0. 2611 1.2360 0 .1244

7 0.0162 0. 8925 0.1818 1.2111 0. 0875

8 0.1318 2. 5754 0. 5266 0.7973 0. 0802

9 0. 0059 1.1335 -0.2115 1.4874 0. 2337

10 0.1047 16. 8080 2.4618 1.1645 0. 5281

11 0. 0014 O' 3202 一0. 0642 1.3137 0.1165

12 0. 0340 1.4115 - 0. 2857 1.1533 0. 0988

13 0. 0083 0. 5306 0.1094 1.2147 0. 0653

14 0. 0012 0. 2075 0.0427 1.2456 0. 0673

15 0. 0559 1.2717 一0. 2636 1.0279 O' 0550

16 0. 2789 3. 9998 -0.8199 0.4295 0. 0757

17 0, 0002 0. 0726 0.0149 1.2508 0. 0680

18 0. 0024 0, 3468 一0. 0705 1.2718 0. 0901

19 0. 0085 0. 7416 -0.1493 1.2706 0.1082

20 0. 0047 0. 5433 0.1095 1.2844 0.1062

21 0.0127 0. 8966 0.180 了 1.2509 0.1067

22 0. 0727 2. 7638 0. 5451 1.0444 0.1442

23 0,0269 1.5716 0.3113 1.2290 0.1369

S  el Wa, =  IDFFITS1
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図23 WD0T2 と 1/RU2
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程度は小さい。

このウェイトダウンした6 個の期に焦点を合せて回帰診断を行ってみよう ,

回帰診断

被説明変数と説明変数および説明変数間の散布図を描いたのが図23,因24,図25である。散布図に 

おいてま団から離れた特異な位置を占めているのは図23では# 1 0〔1974年度)，図 24では；S10,#16 

(1980年度)，図 25では# 10と# 9 であることがわかる。 ところがウェイトダウンの大きい期は# 

16, # 1 ,# 8 , ^*10の順であり， 散布図では特異な位置にある# 10のウェイトダウンの大きさは4 

番目であることに注意しよう。 これは， の大きさにもとづくウェイトダウンはy  (被説明変 

数）方向の誤差のみを問題にしており，X 〔説明変数）方向の高い作用点 leverage p o i n tについ 

ては何も考慮していないからである。高い作用点は大きいh i iの値をもつ点であり， r 方向の大き 

な誤差は

(100)
XI e\

表 15

の大きい値によって示すことができる。 したがってL - R プ ロ ッ ト （L は leverageの L, R は residual 

O R , 縦 軸 に h i i ,横 軸 に a l ) を 描 け ぱ a ; が大きいほどウェイトダウンが大きく， 高い作用点はウ 

ェ イ 卜 と 関 連 し て い な い こ と は 明 ら か で あ る （図 26参照。

図の中の点線はみ"あるいはさの平均を示す)。 実際， ウェイ 

トダクンする6 期を， ウェイトダウンの大きL、順に並べ， 

a ! お よ び h i i の値を大きさの順に並べるとま15が得られ，

前述の結果を確認することができる。

このように

ウェイトWi 16 1 8 10 22 15

ai 16 1 8 10 22 15

hii 10 9 4 5 22 3

の解として得られるM 推定量は，大きな残差のバラメータ推定値への影響を小さくするが，説明変 

数の高い作用点からの影響はパラメータ推定値， したがって残差を通じてのみ現れる。 高い作用点 

は直接ウェイトをダウンさせない。 もしきわめて高い作用点によってバラメータ推定値への影響が 

大きく現れる観測点であっても，残差が大きくなければ， これまでに説明してきたM 推定量のウュ 

イトはダウンしない。 説明変数の高い作用点によってウェイトがダウンするM 推定量は19節であつ 

力、う。

以上の点を考えれば， ウェイトダウンした6 個の期に関する次の特徴は明らかであろう。

① 6 個 の ウ ェ イ ト ダ ウ ン し た 観 測 点 は す べ て の 平 均 を 上 回 る 点 で あ る （図26 L-Rプロット 

参照)。 そ し て 《ミが大きいほどウェイトダウンは大きい。
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図26 L-Rプロット
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② h u の一番大きい，高い作用点である10期はCookの JX DFFITS, W i O いずれの統計 

量も影響力が際立って大きい観測点であることを示している力♦s,クュイトダウンの大きさは4番目 

である。

正規性の検定

線形回帰モデルの誤差項の正規性を検定する統計量のなかで，検定力の点から判断するとSha- 

piro-Wilk 検定がすぐれている（Shapiro and W ilk〔35〕，D’Agostino〔7〕，Green and Hegazy〔12〕， 

Pearson et a l .〔32〕を参照せよ）。

Shapiro and W ilkの検定統計量PFは次式で与えられる。

W--

で

Fiは平均f i , 分散び2をもつ独立な確率変数 

y ( « は Y iの順序化された変数 

Yu)び (2)シ .び ™)

C 'ニ （C r . ' C n )  ニ ---------------------------7 ~

(m' V-1 V-1 m )i

= Â(2) ... /̂ (n))

fiO)=E [Zco]

Yi-fi
Zw  は Zi: の順序化された変数
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{び i, j = l , 2, n

び2 Vij=cov [ Fco, Fo)]

Shapiro and W ilk は， 種々の非正規分布のもとで五 ' (WO をモンテカルロ実験によって求め，

こ の 非正規分布の£ ： 0 1 0 は 正 規 分 布 の も と で の 五 （W 0 より小さくなることから

W<wo

のとき， 正規分布であるという仮説を棄却すべきであると述べた。 W oは有意点である。 Royston 

〔33〕 の 方 法 に よ っ て 賃 金 率 関 数 のTFの 観 測 値 と 有 意 確 率 を ス チ ュ ー デ ン ト 化 残 差 n を用いて 

求めると

W*=0.9714

く WO ニ 0.7150

となる。 この結果は， 誤差項の分布が正規分布であるという仮説を棄却できないことを示している。 

し か し こ のW による検定は， TFの弱点—— 正 の （3 より大きい）尖 度 kurtosisをもつ対称分布に 

対しては検定力が小さい—— を示しているのかも知れない。 実際， 尖度の推定値は3.4157となり，

3 より大きい。 PT統計量は非正規分布を支持する証拠を与えないが， 図 22の正規確率プロットは， 

誤差項が正規分布より長い尾をもつ分布にしたがっているのではないかということを示唆している。 

そこで賃金率関数における大きな残差は， 正規分布よりも長い尾をもつ分布からの誤差であると考 

え，頑 健 定を行ってみよう。

H u b e rの こ よ る M 推定値

15節で述べた計算方法にしたがって，H ube rの 9^に よ る M 推定値を求めると以下のようになる。 

O L S の edらQ と，H ube rの 斤 o ) に よ っ て6 個の期のウェイトダウンが生じたことはすで 

に述べた。 このま12の ウ ェ イ ト を 用 い て 加 重 回 帰 を 行 い （ステップ0 ) , そのバラメータ推定値を用 

い て 残 差 y—X iS ifを求め， この残差から，MAD/0.6745に よ っ て CTの推定値を求めると

5=1.3416

が得られる。 こ の S の 値 が IR L S において固定される。 収束過程のバラメータ推定値等々は表16 

に示されている。 また収束結果のウェイトとそのウェイトを与えたステップ1 の残差はま17に，収 

束結果のバラメータ推定値を用いて計算された残差と誤差率は爱18に示されている。 ま18は加重回 

® に お け る 残 差 ル f ではなく， Yi-Tŝ i目M であることに注意せよ。

表1 6 1 R L S スチップごとの推定値

スアツフ h ル h が a D W

0 しS -4. 8475 16.518 0 .90106 0. 938 28.099 1.255 1.355

0 一 4. 6750 16.446 0 .89260 0. 987 27.733 1.342 1.344

1 -4. 6408 16.413 0 .89236 0. 987 27. 720 1.362 1.341

2 -4.6341 16. 406 0 .89239 0. 987 27.718 1.366 1.341

注 ：IRLSの が は 1一！ により計算。
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表1 7 収束結果を与えたウェイトと残差

残 差 規準 化 残 差 ウ ェ イ ト

1 一3.2356579D+00 -2.4117783D+00 +5. 5767978D-01

2 -9.9209837D-01 一7.3948528D-01 +1.0000000D+00

3 +3. 8I63985D-01 +2.8446479D-01 +1.0000000D+00

4 一9.2562703D-01 -6.8993920D-01 +10000000D+00

5 +5.4551682D-01 +4. 066H57D-01 +1.0000000D+00

6 +1.0592209D+00 +7. 8951671D-01 +10000000D+00

7 +8.8878553D-01 +6. 6247848D-01 +1.0000000D+00

8 +2. 6699439D+00 +1.9901093D+00 +6.7584227D-01

9 一5.6897986D-01 -4.2410334D-01 +1.OOOOOOOD+00

10 +2.4924569D+00 +1.8578150D+00 +7.2396877D-01

11 一3. 5062314D-01 -2.6I34571D-01 +1.OO0O00OD+00

12 -1.4662047D+00 -1. 0928722D+00 +1.0000000D+00

13 +5. 9442186D-01 +4.4306717D-01 +1.O00O00OD+00

14 +1.4045667D-01 +1.0469288D-01 +1.0000000D+00

15 -1.9030211D+00 -1.4184642D+00 +9.4820862D-01

16 一4. 08933I2D+00 -3. 0480851D+00 +4.4126066D-01

17 一3.2516324D-02 一2.4236854D-02 +1.0000000D+00

18 一5.1254234D-01 一3. 8203622D-01 +1.0000000D+00

19 -8.5082724D-01 一 6.3418531D-01 +1.0000000D+00

20 +3.7164110D-01- +2.7701197D-01 +1.0000000D+00

.21 +7. 0174347D-01 +5. 2306201D-01 +1.0000000D+00

22. +1.8710988D+00 +1.3946702D+00 +9.6438576D-01

23 +1.0756232D+00 +8. 0174260D-01 +1.0000000D+00

c t 記の残差，規準化残差は収束直前，ウェイトは収束したケースの加重回帰に用いたウェイト）

表1 8 収束したパラメータ推定値より計算された推定値，残差

観 測 値 推 定 値 残 差 誤'差率(％)

1 +1.0620669D+01 +1.3857854D+01 -3.2371845D+00 -30. 48

2 +].1061940D+01 +1.2055551D+01 一9.9361136D-01 -8.98

3 +1.3085118D+01 + し 2704639D+01 +3. 8047869D-01 2.91

4 +1.3318160D+01 +し 4244457D+01 -9.2629687D-01 -6.96

5 +1.6384806D+01 +1.5839951D+01 +5.4485533D-01 3.33

6 +1.7020774D+01 +1.5962614D+01 +1.0581607D+00 6.22

7 +1.3961900D+01 +1.3074703D+01 +8.8719655D-01 6. 35

8 +1.5373316D+01 +1.2705075D+01 +2.6682406D+00 17. 36

9 +2.1626076D+01 +2.2196760D+0I 一5. 7068323D-01 -2.64

10 +2.71755I6D+01 +2.4685766D+01 +2. 4897494D+00 9.16

11 +1.2733039D+01 +1.3087102D+01 一3. 5406322D-01 - 2.78

12 +1.0773495D+01- +1.2243152D+01 -1.4696562D+00 -13.64

13 +9.924084 2D+00 +9.3332018D+00 +5. 9088233D-01 5. 95

14 +6.3601807D+00 +6,2233749D+00 +1.3680582D-01 2.15

15 +5. 9052366D+00 +7.8116782D+00 一1.9064416D+00 -32.28

16 +5. 9696431D+00 + 1.0062554D+01 -4.0929112D+00 -68. 56

17 +6.2449259D+00 +6.2811252D+00 -3.6199274D-02 一 0.58

18 +3.8389011D+00 +4.3553893D+00 -5.1648828D-01 一13.45

19 .+ 2 .3743001D+00 +3. 2292630D+00 -8.5496290D-01 -36. 01

20 +3.8235201D+00 +3.4560324D+00 +3.6748778D-01 9.61

21 +4.0003875D+00 +3.3027610D+00 +6.9762649D-01 17.44

22 +3.0096509D+00 +1.1427970D+00 +1.8668539D+00 62.03

23 +2.6181575D+00 +1.5468103D+00 +1.07I3472D+00 40.92

(この推定値，残差は加重回帰の推定パラメータを用いて計算した元データの推定値，残差である0)
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収束結果は次のようにますことができる。

WD0T2*=-A. 6341C*+16.406(■ぐて。* )+ 0.89239 CPID0T2* (102)
(-4 .803) (9.513) \ & リ い (11.871)

タ2=0.985, 5=1.401 (% ), DW=l.U\

推 定 期 間 1965年度一1987年度 

* はウェイトをかけた変数を示す。

C*i=W i^である。

表1 6 ,1 7 ,18から次のことがわかる。

① IR L S は ス テップ 2 で 収 束 し 在 /, y = l , 2, 3 は O L S よ り い ず れ も 少 し （絶対値が）小さい 

だけである。

② 収 束 結 果 の ウ ェ イ ト ダ ウ ン は や は り 6 個の期で生じ，期もウェイトダウンの大きさの順序も 

同じである。

③ 収 束 結 果 を 与 え る ウ ェ イ ト が よ り 大 き く ダ ウ ン し た 期 は 1期もない。 すなわち規準化残差 

の 大 き さ は （絶対値が）小さくなっている。 しかしこの結果は1 0 , 1 6 , 1 , 5 の 4 期については

残 差 e‘ が O L S より小さくなったからではなく， IR L S で 固 定 さ れ て い る ^=1 .3416力;， OLS 

の 残 差 か ら 計 算 さ れ た み ニ1.2553より大きいからである。 このことは，びの推定値ぶの求め方お 

よ び $ をくりかえし過程中固定するかどう力、（表 16のステップごとのをの相違をみよ）力;， ウェイト 

に， し た が っ て に 大 き な 影 響 を 及 ぼ す こ と を 示 し て い る 。びはまったくやっかいなバラメータ 

nuisance parameter である。

④ 表 1Sと表10をくらべてみよう。 '色 も O L S の ル と そ れ ほ ど 大 き く 異 な っ て い な い か ら ， 

表18の f も O L S の f とくらべとくに大きく変わっていない。 残 差 も 8, 22の 2 期の誤差率が 

頑健抵定によって若干小さくなっただけで，残 り の 4 期についてはむしろ誤差率が大きくなってい 

る。 とくに残差の大きかった1 0 , 16両期の説明力の改言はない。 大きい残差のウェイトをダウンし 

た頑健推定によっても依然として残差が大きいというこの結果は，1 0 ,16期の説明が設定したモデ 

ルでは不十分にしかできず， 失業率， 物価上昇率以外に何か別の説明要因が欠除しているというこ 

とを示している。

加重回帰の回帰診断

前に注意したように表18は IR L S の残差ではなく， IR L S の 収 束 し た バ ラ メ ー タ 推 定 値を を 

用いて計算した残差

ei= Yi—Xi fim

である。 大きい残差のウェイトをダウンさせた効果は直接的には加重回帰に現れるから，頑健推定 

を 評 価 するにあたって表18と 表 10を比較するだけでは公平ではない。 なぜならば， IR L S によっ 

て最小化され る の は ま18の 残 差 平 方 和 ミ で は な く ，2>ソ==1>；ポミであるからである。 いいか
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表1 9 IRLS (収束結果）の回帰診断

残 差
PRESS
残差

ズチューデント 
化蔑差r ( i )

スチユ一デント
化残差a n

Cook's D

1 一 2.4175 -2.5521 一1.7723 一1.8815 0.0583

2 -0.9936 -1.1213 一0- 7531 一0. 7447 0. 0243

3 0.3805 0.4493 0. 2950 0.2882 0.0052

4 一0.9263 一1.1717 一0- 7433 一0.7347 0. 0488

5. 0.5449 0.6698. 0.4310 0.4221 0.0142

6 1.0582 1.2204 0.8108 0. 8036* 0.0336

7 0,8872. 0.9789 0.6649 0.6554 0. 0152

8 2 ,1936 2.3288 1.6127 1.6852 0.0534

9 一0. 5707 一0.7864 一0.4780 一0.4686 0,0288

10 2.1184 3.9037* 2.0519 2.2508 1.1827

11 一0.3541 一 0.4103 一0.2720 —0.2656 0.0039

12 一1.4697 一1.6609 -1.1148 一1.1220 0.0539

13 0. 5909 0. 6367 0.4376 0. 4286 0. 0050

14 0.1368 0.1471 0.1012 0.0987 0.0003

15 一1.8564 一1.9644 一1.3626 -1.3944 0.0360

16 一 2.7188 一2. 8248 一1.9774 一 2,1488 0.0508

17 一0.0362 一0.0390 一0- 0268 一0,0261 0.0000

18 一0. 5165 一0. 5694 -0,3870 一0. 3786 0.0051

19 一0. 8550 一0. 9623 一0.6472 一0. 6375 0.0175

20 0. 3675 0.4127 0.2779 0,2713 O' 0032

21 0. 6976 0,7839 0.5277 0. 5179 0.0115

22 1.8333 2.1435 1.4145 1.4532 0.1128

23 1.0713 L 2484 0.8252 0.8184 a  0375

表2ひ 1RLS (収束結果）の回帰診断（つづき）

規準化蔑差 
平方ai2

W ( 0 DFFITS COVRATIO h (し i )

1 0 .1488 2.1395 -0. 4440 0.7375 0. 0527

2 0. 0251 1.3303 一0.2670 1.2074 0.1139

3 0. 0037 0. 6246 0 .1225 1.3594 0 .1531

4 0. 0218 1,9950 一.0.3782 1,3564 0, 2094

5 0. 0076 1.0509 0.2021 1.3941 0 .1865

6 0. 0285 1.5850 0.3147 1,2168 0 .1329

7 0. 0200 1.0380 0.2107 1.2034 0. 0937

8 0.1225 2. 0221 0,4184 0.8153 0. 0581

9 0. 0083 1.5863 一0. 2881 1.5528 0. 2743

10 0.1142 13.1563 2.0663 1.0576 0. 4573

11 0. 0032 0. 5345 -0.1058 1-3367 0.1371

12 ひ. 0550 2. 0184 -0.4048 1.0874 0.1152

13 0. 0089 0. 5811 0.1194 1.2210 0. 0720

14 0. 0005 0,1316 0.0271 1.2521 0. 0699

15 0. 0877 1.6225 -0.3363 0.9214 0. 0550

16 0.1882 2. 0284 一 0.4243 0.6310 0. 0375

17 0. 0000 0. 0351 一 0.0072 1.2550 0. 0707

18 0. 0068 0. 5971 -0.1212 1.2573 0. 0930

19 0. 0186 1.1241 一0, 2259 1.2320 0.1115

20 0. 0034 0. 4729 0. 0951 1.2946 0 .1095

21 0.0124 0.9055 0.1821 1.2566 0.1100

22 0. 0856 3. 0318 0. 5978 0.9940 0.1447

23 0. 0292 1.6846 0. 3327 1.2250 0.1418
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表2 1 O L S の回!)i 係数の変化さr ~ をi  CO 0 )F B E T A S )

定 数 項 B (1 ) B (2 )

1 0. 2964 0.280) 一0.8718 (-0.468) 0.0112 0.146)

2 0. 0811 0.069) 一0.2917 (-0.142) 0. 0079 0.092)

3 一 0. 0623 一 0. 053) 0 .1975 C 0.096) 一 0.0051 -0.060)

4 0.1763 0.151) -0.4872 ( - 0.237) 0.0109 0.128)

5 -0.1262 -0.108) 0.3154 ( 0.153) 一 0.0047 -0.055)

6 一 0.1731 -0,149) 0.4181(0.204) 一 0.0031 -0. 037)

7 一 0. 0811 -0. 070) 0.2644 ( 0.129) 一0. 0048 一 0,057)

8 一 Q.1935 -0.178) 0,6816 ( 0.356) 一 0.0132 一 0.166)

9 0. 0754 0.064) 一0.0389 (-0.019) -0,0142 -0.166)

10 一 0. 0806 -0, 078) -1.2853〔一0.704) 0.1776 2.343)

11 一 0. 0310 -0.026) 0. 0705 ( 0. 034) 一 0. 0041 -0. 048)

12. -0.1534 -0.133) 0. 3147 ( 0.155) 一 0. 0166 一 0.197)

13 0. 0872 0.074) -0. 1266 (-0.061) 0. 0033 0. 038)

14 0. 0399 0.034) 一0.0404 (-0. 020) -0. 0006 -0.007)

15 一 0.2130 -0.187) 0.2138 ( 0.106) 0. 0007 0.009)

16 -0.5147 -0.524) 0.8432 C- 0.487) 一 0. 0286 一 0.398)

17 0. 0142 0.012) -0.0150 (-0.007) 一 0.0002 -0.002)

18 一 0. 0708 一 0.060) 0. 0737 ( 0.036) 0. 0016 0.019)

19 一 0.1534 一 0.131) 0.1628 ( 0.079) 0. 0039 0. 045)

20 0.1143 0.097) 一0.1258 (-0. 061) 一 0.0024 一 0..029)

21 0.1846 0.158) 一0.1947 (-0. 095) 一0. 0047 -0.055)

22 0. 5087 0.452) 一0.4677 (-0.236) 一 0. 0215 一 0. 261)

23 0. 3088 0. 267) 一0.3042 (-0.149) -0.0111 -0.131)

表2 2 IRLS (収束結果）の回帰係数の変化/ —/ イり0)FBETAS)

定 数 項 B (1 ) B (2 )

1 0.1713 ( 0.188) 一0.5058 (-0.311) 0. 0063 ( 0. 089)

2 0. 0957 ( 0,098) 一0.3477 ( —0.199) 0.0097 ( 0.127)

3 一0.0548 (-0.055) 0.1762 ( 0,100) -0. 0048'( —0. 062)

4 0. 2053 ( 0.210) 一0.5768 (-0. 331) 0:0136 ( 0.178)

5 一0.1214 (-0.123) 0.3069 ( 0.174) -0. 0047 (-0.062)

6 -0.1739 (-0.179) 0.4221(0.243) 一 0.0029 (-0,038)

7 -0.0795 ( - 0.081) 0.2604 ( 0.149) 一0.0048 ( - 0.062)

8 一0.1317 (一0.143) 0. 4652 ( 0. 282) 一0.0089 ( - 0.124)

9 0. 0783 C 0. 080) -0. 0215 (一0.012) 一 0.0178 ( —0.232)

10 -0. 0305 (-0. 035) -1.0144 (一0.645) 0.1354 (1 .97 6 )

11 一0. 0412 (一0.042) 0. 0998 ( 0. 057) 一0.0064 (-0. 083)

12 一 0.1731 (-0.181) 0. 3776 ( 0. 220) -0. 0219 (一0.293)

13 0. 0779 ( 0. 079) -0.1180 ( 一 0.067) 0. 0037 ( 0.048)

14 0.0211(0 .021 ) 一0.0214 ( - 0.012) 一0.0003 (-0.004)

15 -0. 2211( - 0.234) 0. 2259 ( 0.134) -0. 0002 (一0.003)

16 -0. 2325 ( 一 0.262) 0. 3999 ( 0. 252) -0.0156 ( 一 0.226)

17 -0. 0057 (-0. 006) 0. 0061( 0 .  003) 0. 0001 ( 0.001)

18 -0.1016 (-0.103) 0 .1048 ( 0.059) 0. 0023 ( 0. 030)

19 一 0.1931 (-0.197) 0. 2027 ( 0.116) 0. 0050 ( 0. 066)

20 0.0832 ( 0, 084) 一0'0911 (-0.052) -0. 0018 (一0.023)

21 0.1557 ( 0.158) 一0.1624 (-0. 092) -0. 0041 (-0.053)

22 0. 4592 ( 0.489) -0.4069 (-0. 242) 一 0.0211( —0.288)

23 0.2745 ( 0.282) 一0.2635 ( - 0.151) -0.0106 (一0.140)

9 8〔766)



えれば， 表 10は O L S で最小化された残差であり， 表 18の 残 差 は IR L S で最小化された残差で 

はない。 そ こ で 頑 健 推 定 を 評 価 す る た め に IR L S の 収 束 結 果 の 回 帰 診 断 （表 19,表 2の と O LS の 

回 帰 診 断 （ま 13,表 14)をくらベてみよう。

h i iの大きさは高い作用点であるかどうかを示す。 ウェイトダウンした6 期 の な か で15, 22期を 

除 い て 残 り 4 期 の IR L S の h u は O L S の h u より小さくなっている。 ウェイトダウンによって 

O L S の X i j は IRLSで Wiれ j へと変化するから， 説明変数の中心からの乖離の程度も小さくな 

り，み《 が小さくなり， 作用点としてのバラメータ推定値への影響も小さくなる。 しかし1 0 , 16の 

2 期 は IR L S においても依然高い作用点である。

影 響 点 か ど う か は Cookの D, DFFITSあ る い は TT^G')で調べればよいが， ここでは 

をみてみよう。 T 7G )で比絞しても， 15, 22の 2 期を除き，残 り 4 期のウェイトダウンした期の 

W it ) は O L S よ り も IR L S の方が小さくなっており， バ ラ メ ー タ 推 定 値 へ の 影 響 力 はO L S と 

くらベて相対的に弱い。 と く に IR L S の16期 の W G ')は 切 断 点 cut off po in tを

2 「.れ ん 1 )]、 3.6322

とすれば有意ではない。

h u による作用点， T7G')による影響点のチェックいずれにおいても，15, 22の 2 期のパラメータ 

推定値への効果が残りの4 期のように小さくなっていないのは，15期 に つ い て は W iが 1 と余り変 

らないこと，22期 に つ い て は CPID0T 2の 値 が0 であり， +を 乗 じ た IRLSにおいても22期 の w;灰 

(：ア/の(9ア2 = 0 であるから， ウェイトダウンの効果は現れないからである。OLSに お い て も IRLS 

に お い て も 2 んi = 3 であるから，/ te の小さくなった期があれぱ， 大きくなる期もあり， 15, 22 

期の作用点，影 響 点 と し て の 位 置 が 相 対 的 に IR L S では高くなったのである。

以上のことは表2 1 ,ま22に 示 し た そ れ ぞ れ OLS, IR L S の /期 を 除 い た と き の 回 帰 係 数 の 変 化

( 0  

—  G)

と （ ） 内 に 示 し た DFSETMSの値を比較することによっても，とくに1 0 ,16期のバラメータ推 

定 値 へ の 影 響 がM 推定量においては，O L S とくらべ弱くなっていることが明らかとなるであろう。

17 M 推 定 量 の 分 散 の 推 定  

IR L S に よ っ てM 推定量を求めるとき， 誤差項の分散を

によって， C O V  C/Sji/ ) を

み モ ^  (103)

が （X' W X)-1 (104)

— 99 (757)——



によって推定することは， IR L S の誤差項

W ?  U

が均一分散をもつと仮定するならぱ何ら問題がないように思われる。 （102)式 の " の分散はこの 

方法で推定した値である。 と こ ろ が Huber〔26, p. 175〕 は （103) 式によるび2 の推定は頑健でな 

い が 再 び 0 へ 戾 っ て い く 関 数 で な け れ ぱ Wie"l=(p Qed e iは有界でない） ということ， および 

(103)式 は 丑 （が） の一致推定値を与えないという理由で， 〔103)式によってび2 を推定することに 

強く反対している。

し か し 計 量 経 済 学 の 分 野 で 著 し く 大 き な 外 れ 値 が 発 生 しWiê i =(p Qed 6 iが有界でなくなるとい 

うような享態に直面することはほとんどないであろう。 著しく大きな外れ値がある場合， それは正 

規分布より長い尾をもつ確率分布からの誤差， いいかえれぱ純粋に確率的変動による誤差というよ 

りはモデルに欠陥があるという証拠であるとみなすべきであろう。 著 し く 大 き な 外 れ 値 に よ っ て  

Wパミが有界でなくなるというような状況は， バラメータ推定法ではなく， モデル自体を修正すベ 

きことを示している。 したがって， （103),〔104)式による分散行列の推定は， Huberの強い反対 

があるとはいえ， 計量経済学の分野においては依然有効であろう。

と こ ろ で Huberが提唱しているのは次のような方法である。 タ の 頑 健 推 定 量 を ~きとすると 

E  [<P O ) ] = 0  

E  [0 0 ) ] 2<oo 

« - i X ' X は正値定符号

のとき

である。 ここで

である。 そして

(0, F )ニ-Eぐ )

E f m  は I ]  bP ie d Y

ef  <p' は (p' Oi)

によって推定することができる。 さらに偏りを補正して

cov(i^)=ま ^  (X'X)-i

は

（ぎ1̂ 2 ,ム 1 =1
「 1 な 12 A  ノ

[ 4 - S グ ( 叫

(105)

〔106)

iOO (76め



によって推定すれぱよい。 ここで補正項 iCは 次 式 で 与 え ら れ る 〔Huber〔26〕，p. 173),,

ゎ 挪

とくに ^̂ 関 数 が Huberの の と き ，すなわち

6i 16i \<Ho

Ha ei>Ha 

—Ho €i <  一H<J

の と き （106)式は次式となる《

K s ホ  

n—k
(x , x)- i

で
6i I 6i \^H$ 

e*i =(p iei) = \ Ho ei>Ha 

-Ho g i< 一Ho 

€i= Y iS .i /9

a= a の頑健推定値

P=\ei\<mを 満 た す e iの相対度数

K=l+-
1 -

(108)式は次のようにして得られる。

f  0 < ) =

であるから

Hi

ところが

ゆえに

n i は k i l < が？を 満 た す の 数  

var〔グ)か S  W  (.ed—pV

±  [が C e i ) - p Y

=n\ (1—p y +(«—«1)(0—

=np O.—p'f+n (J—p) ダ 

=np Cl—p)

--- 101 (7 6 9 )----

(107)

(108)



したがって

v a r  ( 1 —/?)

ダ ニ  1 +  k パ = i + _ ん一 - i - _A_

n p n p

以上の結果を（105)式へ代入すれば〔108)式が得られる。

前述の賃金率関数を例にとろうI

RU2
X 2 = C P 1 D 0 T 2

とすれぱ

X X

n

l l X l  

S Z 2 S Z s X a  

0.45850861

( x ' x ) - i  ニ

k ,  \ < m  

が = 1.345 

^=MAD/0. 6745

を満たすe iは m =  17個であるから

S ズ2

S X l Z 2  

S X i  

-0. 69640564 

1.4208310

23 13.584022 137.968 

8.8636424 89.663342 

1315.8939 

一 6.2121954X10-4 

一 2. 3797332X10-2 

2. 4465929X10-3

17

したがって

K=l+-
1 一p

=0.73913

ウインザ一化残差の残差平方和は

2  eV =29. 477553

であるから

ァ K

n

I一k
=2.951976324

ゆえに，m " を （X 'X )- iの a  j ) 要素とすれば

p j の分散の推定値= び*2 ん y = i , 2, 3 

で与えられるから， 上式で分散を推定し， 平方根をとれば， M 推 定 量 み の 漸 近 的 標 準 偏 差 が 得 ら  

れる。 この結果を次のように表しておこう。

--- 102 (77<9)----



W D0T2= -4.6341 + 16.406 ( „ )+0.89239 CPID0T2 (109)
(1.1634) ( 2 .0 4 8 0 )ぐ 。 CO. 084984)
( 一 3.983X8. O il) (10.501)

バラメータ推定 値 の 下 の 最 初 の （ ）内の値はM推定値の漸近的標準偏差の推定値， そ の 下 の （ ） 

内の値は， バラメータ推定値をその漸近的標準^1差 で 割 っ た " / 値" に相当する値である。 漸近的 

な検定においてもM 推定値が有意であるという結論は同じである。

18 8 種 類 の 関 数 の 実 例

M推定量を求めるときの代表的な<P関 数 は 表 7 に示した。 こ の8 種 類 の <1̂関数は次のように3 分 

類することができる。

( 1 ) 排除点をもつ。 A, B, T 。

( 2 ) 排除点はもたないが，残差が絶対値で大きくなるにしたがって影響関数の値が次第に小さく 

なる。 C, F, L, Wo

( 3 ) 排除点をもたず， 残 差 が 絶 対 値 で 調 整 定 数 を こ え る と 影 響 関 数 の 値 が 一 定 と な る （ただしク 

エイトは残差の絶対値が調整定数をこえて大きくなればなるほど小さくなる）。 H 。

こ の 8 種 類 の 0 関 数 に よ る M 推定値，H u b e r の 4> の 収 束 結 果 を バ ラ メ ー タ の 初 期 値 と し て  

Tukeyの biweightを 使 う M 推 定 値 （HB), L A R お よ び L A R の収束結果を初期値としてTukey 

の biweightを使うM 推 定 値 （LARB)の11種 類 の 方 法 を 2 つの回帰モデルに適用してみよう。

HB, L A R B いずれの場合も，Huberの ?&の 収 束 結 果 の パ ラ メ ー タ 推 定 値目胚を用いて残差

ef= Yi—Xi

を 求 め ,こ の 残 差 か ら

. M A D  

ぴ 0.6745

に よ っ て 得 ら れ る び の 推 定 値 をTukeyの beweightを 使 う IR L S において固定した。

L A R も IR L S において，O L S の 残 差 e iを用いて

1ハ II €i I

とおけぱ

となるから， IR L S に よ っ て L A R の推定値を求めることができる。 11種 類 の M 推定値を推定し 

た モ デ ル は 次 の2 つである。

E C から日本向け輸出関数

—— 103 (772)



で

log aV EQ A ニ;3o+i3i log G A P jm +^2 log iPXECWPlJ')-i + u (110)

QXECJ%=ECから日本向け輸出数量a 987年基準，億ドル）

GiVP_/$87=日本のG NP (1987年基準，100億ドル）

E C の輸出価格指数（1987年= 1 0 0 ,ドル建て）
PXECWPIJ ニ

日本の卸売物価指数（198ア年= 1 0 0 ,ドル建て）

U = 確率誤差項 

イギ リスの輸入関数

log MGSUK l = iSo+/3i log GDPUKI+/S2 27 m log PMWPIUKl-i + u (111)

ここで

M G S t/Z C lニイギリスの財 • サービスの輸入〔1980年基準，10億ポンド）

G D PU K 1ニィギリスのGDP (1980年基ip, 1C億ポンド）

イギリス輸入価格指数（1980年=100)

ィギリス卸売物価指数（1980年ニ100)

U = 確率誤差項

O L S による推定結果は次の通りである。バラメータ推定値の下の（ ）内の値は上が標準偏差, 

下がバラメータ 0 の仮説検定のためのf 値である。

log Q X E C /$ = 4. 92212 + 1.05316 log 87-1. 27106 log PXECW PIJ- i (112)
(2.4656) CO.12102) (0.41970)
(1.996) (8. 702) (-3.029)

タ2 = 0. 923, 5=0.1129’ DW =Q. 931 

VIF ⑧ = VIF (月2) = 1.986 

推 定 期 間 1967年〜1987年

log M G S[/K l =  - 6 .3305+1.9142 log GDPU K I 
(0.21375) (0. 039857)
(一 29. 616X48. 028)

-0. 24827 XI。W i  log PMWPIUK I.

(-0.085091)
(-2.918)

wo=Q. 25, M；i= 0 .50, m；2=0. 25

(逆F 分布）

タ2=0.991, 5=0 .0250, DW=\A21 

V I F 〔ル ) -  V I F (ル ) =  1.024 

推 定期聞 1965年一1987年

-- 104 (772 )---

(113)



表23 E C から日本向け輪出のチ’一夕

GNPJ$87 PXECWP1J ( - 1) QXECtT $
(100億ドル） ('87 =  100) (億ドル（'87))

1967 +8.4373000D+01 +1.2597235D+02 +3.2026800D+01
1968 ナ9.4942100D+01 +1.2387931D+02 +3.5278500D+01
1969 +1.0643000D+02 +1.1953575D+02 +4.0666600D+01
J970 +1.1649700D+02 +1.2200058D+02 +4. 9997200D+01
1971 +1.2151700D+02 +1.2284583D+02 +4.6109800D+01
1972 +1.3I88800D+02 +1.2816438D+02 +5.0702200D+01
1973 +1.4230100D+02 +1.2261084D+02 +7.1692800D+01
1974 +1.4028200D+02 +1.1548256D+02 +6.7782700D+01
1975 +1.4403600D+02 +1,1554254D+02 +4.9792800D+01
]976 +1.5094400D+02 +1.2992800D+02 +5.6492500D+01
1977 +1.5899800D+02 +1.2027676D+02 +5.9266800D+01
1978 +1.6725200D+02 +1.1836663D+02 +6..9075500D+01
1979 +1.7609400D+02 +1.0960010D+02 +7.8661900D+01
1980 +1,8362600D+02 +1.2507301D+02 +6.8967300D+01
198] +1.9036900D+02 +1.2580837D+02 +7.5709200D+01
1982 +1.9623900D+02 +1.0730588D+02 +7.8614900D+01
1983 +2.0259900D+02 +1.13809I3D+02 +8.6751600D+01
1984 +2.1288200D+02 +1.0566148D+02 +9.9121700D+01
]985 +2.2288300D+02' +1.0023438D+02 +1.0810900D+02
1986 +2.2843000D+02 +1.0218652D+02 +1.2961900D+02
1987 1 +2.3844600D+02 +9.7405358D+01 +1.5706000D+02

表2 4 イギリスの輸入関数のデ一夕

G DPU K 1 PM W PIU K i M GSUKl

(10億ポンド） C80CY =  1.0) (10億ポンド）

1965 +1.6788400D+02 +9.7379913D-01 +3.2328000D+01
1966 +1.7124400D+02 +9. 5762712D-01 +3.3083000D+01

■1967 +1.7587300D+02 +9.5833333D-01 +3.5351000D+01

1968 +1.8325900D+02 +1.0200000D+00 +3. 7997000D+01

1969 +1.8566900D+02 +1.0077220D+00 +3.9280000D+01

1970 +1.89954 00D+02 +1.OOOOOOOD+00 +4. 1125000D+01

1971 +1.9485300D+02 +9. 5379538D-01 +4.3317000D+01
1972 +1.9931200D+02 +9. 3103448D-01 +4.7394000D+01

1973 +2.1546900D+02 +1.0701754D+00 +5.2898000D+01
1974 +2. 1330600D+02 +1.2251185D+00 +5.3384000D+01

1975 +2.1187900D+02 +1.1221374D+00 +4.9659000D+01

1976 +2.1964500D+02 +1.1740558D+00 +5.2127000D+01
1977 +2.2194200D+02 +1.1277778D+00 +5.2930000D+01
1978 +2.3014800D+02 +1.0543616D+00 +5.4958000D+01

1979 +2.3529300D+02 +1.0376283D+00 +6.0231000D+01
1980 +2.3069800D+02 +1.OOOOOOOD+00 +5.8078000D+01
1981 +2.2809600D+02 +9.8538813D-01 +5.6373000D+01
1982 +2.3090400D+02 +9.7711864D-01 +5.9282000D+01

1983 +2.3979300D+02 +9.9598071D-01 +6.3038000D+01
1984 +2,4413100D+02 +1.0196821D+00 +6.9226000D+01

1985 +2.5287400D+02 +1.0043042D+00 +7.0959000D+01

1986 +2.6069000D+02 +9.2381606D-01 +7. 5579000D+01

1987 +2.7053600D+02 +9.1402116D-01 +8.1177000D+01
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表2 5 lofiT QXECJ%の O L Sの結果

観 測 値 推 定 値 m 差 差率(％)

1 +3. 4665730D+00 +3.4462102D+00 +2.0362803D-02 0.59
2 +3. 5632734D+00 +3.5917998D+00 一2.8526394D - 02 一0. 80
3 +3. 7054069D+00 +3. 7574589D+00 -5.2051972D-02 一1.40
4 +3.9119670D+00 +3.8266992D+00 +8.5267843D-02 2.18
5 +3. 8310254D+00 +3. 8623544D+00 一3.1329039D - 02 一 0.82
6 +3. 9259694D+00 +3.8947356D+00 +3.1233713D-02 0. 80
7 +4. 2723904D+00 +4.0310722D+00 +2.4131819D-01 5. 65
8 +4.2163072D+00 +4. 0921542D+00 +1.2415299D-01 2. 94
9 +3. 9078703D+00 +4.1193067D+00 一2- 1143639D-01 一 5. 41

10 +4.03^10770+00 +4.0194935D+00 +1.4614178D-02 0, 36
11 +4.0820494D+00 +4,1723469D+00 -9.0297495D-02 -2.21
12 +-̂ .23519990+00 +4.2459956D+00 -1.0795656D-02 一0. 25
13 +4.3651590D+00 +4.3980561D+00 -3.2897041D-02 一 0- 75
14 +4. 2336326D+00 +4.2743108D+00 -4.0678245D-02 一0. 96
15 +4. 3268995D+00 +4. 3048398D+00 +2. 2059680D-02 0.51
16 +1 3645611D+00 +4. 5390187D+00 一1.7445763D - 01 一4. 00
17 +4.4630489D+00 +4.4978215D+00 一3.4772578D-02 一0. 78
18 ■H.5963483D+00 +4.6443803D+00 一4.8031980D-02 -1.05
19 +4.6831398D+00 +4. 7597517D+00 一7.6611868D-02 -1.64
20 +4.8645992D+00 +4.7611238D+00 +1.0347541D-01 2.13
21 +5.0566278D+00 +4. 8672263D+00 +1.8940149D-01 3.75

表2 6 log M G S U K lの O L Sの結果

観 測 値 推 定 値 残 差 誤差率(％)

1 +3.4759337D+00 +3. 4800098D+00 -4.0761152D-03 一 0,12
2 +3.4990196D+00 +3. 5211251D+00 -2.2105583D-02 -0. 63
3 +3.5653267D+00 +3. 5753U5D+00 一9. 9848372D-03 一0. 28
4 +3, 6375072D+00 +3. 6510513D+00 一1.3544139D - 02 一 0. 37
5 ナ3, 6707155D+00 +3. 6690362D+00 +1.6792583D - 03 0. 05
6 +3.7166162D+00 +3.7108976D+00 +5.7186572D-03 0.15
7 H-3.7685452D+00 +3. 7642310D+00 ■+4.3141665D - 03 0.11
8 +3.8584956D+00 +3.8153662D+00 +4. 31294150-02 1.12
9 +3.9683655D+00 +3. 9615247D+00 +6. 8408694D-03 0.17

10 +3. 9775111D+00 +3.9172823D+00 +6. 0228798D-02 1.51
11 +3.9051796D+00 +3.8852016D+00 +1.9978032D-02 0.51
12 +3,9536830D+00 +3. 9540607D+00 -3. 7769846D-04 一 0.01
13 +3. 9689703D+00 +3. 9764160D+00 -7.4457161D-03 -0.19
14 +4. 0065693D+00 +4.0521512D+00 H.5581941D-02 -1.14
15 +4,09818720+00 +4.1063723D+00 一 8.1851799D - 03 一 0. 20
16 +4.0617869D+00 +4.0771591D+00 一1.5372I34D - 02 -0. 38
17 +4.0319903D+00 +4. 0619391D+00 一2. 9948767D-02 -0. 74
18 +4. 0823057D+00 +4. 0900404D+00 -7. 7346664D-03 -0.19
19 +4.1437377D+00 +4. J631228D+00 -I.9385038D-02 -0. 47
20 +4.2373765D+00 +4.1941121D+00 +4' 3264391D-02 1.02
21 +4. 2621022D+00 +4.2583199D+00 +3. 7823954D-03 0. 09
22 +4.3251785D+00 +4.3220298D+00 +3.1487098D-03 0. 07
23 +4. 3966320D+00 +4.4049748D+00 一8. 3428774D-03 一 0.19
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表?. 1 log QXECJ% の収ま結果のウェイ

H A B T C F

+ 1.0000000D+00 

+1.0000000D+00 

+1.O00OOOOD+00 
+ 1.0000000D+00 

+1.OOOOOOOD+00 
+ 1.OOOOOOOD+00 
+3. 7405400D-01

+9. 9289633D-01 

+9. 8601931D-01 

+9. 5986266D-01 

+8.4716269D-01 

+9. 8681552D-01 

+9. 7845224D-01 

+1.6321312D-01

+9. 9317177D-01 

+9. 8609023D-01 

+9. 6024224D-01 

+8.4947345D-01 

+9. 8689697D-01 

+9. 7903688D-01 

+ し 6855132D-01

+ 1.0000000D+00 

+ 1.0000000D+00 

+1.0000000D+00 

+1.0000000D+00

+ し OOOOOOOD+00

+1.0000000D+00 

+ 1.0000000D+00

+9. 8509346D-01 

+9.7137846D-01 

+9.1957256D-01 

+7. 5798563D-01 

+9. 7062878D-01 

+9. 6086510D-01 

+2.9189323D-01

+8.1850765D-01 

+7. 8003949D-01 

+6.6870252D-01 

+5.1117452D-01 

+7.7064281D-01 

+7. 5086998D-01 

+2.7574609D-01

+7.0175186D-01 

+4. 4873951D-01

+6. 7252965D-01 

+3.9138573D-01

+6. 7442491D-01 

+3. 8859991D-01

+ し 0000000D+00 

+ 1.0000000D+00

+5.8101269D-01 

+3.8222080D-01

+4.1122241D-01 

+3.1643504D-01

01
23
4̂

 6

 78
9̂
1

+1.00OOOOOD+00 
+ し 0000000D+00 

+1.OOOOOOOD+00 
+ 1.0000000D+00 

+1.0OOOO00D+OO 
+1.OOOOOOOD+00 
+5.7141395D-01 

+1.0000000D+00 

+1.OOOOOOOD+00 
+1.0000000D+00 

+7. 5664845D-01 

+4. 3721976D-01

+9. 9-140985D-01 

+8. 7992797D-01 

+9. 9994845D-01 

+9. 9694669D-01 

+9. 7956265D-01 

+9. 8244101D-01 

+6.1201294D-01 

+9. 9474783D-01 

+9. 9058248D-01 

+9.6095999D-01 

+6. 8718675D-01 

+2. 6983489D-01

+9. 9460488D-01 

+8. 8108344D-01 

+9. 9995819D-01 

+9. 9692923D-01 

+9. 7978074D-01 

+9. 8290656D-01 

+6.1182418D-01 

+9. 9476120D-01 

+9. 9063485D-01 

+9. 6137272D-01 

+6. 8913585D-01 

+2. 6957197D-01

+ し 0000000D+00 

+ 1.0000000D+00 

+1.0000000D+00 

+ し 0000000D+00 

+1.0000000D+00 

+1.0000000D+00 

+1.0000000D+00 

+1.0000000D+00 

+1.0000000D+00 

+1.0000000D+00 

+1.0000000D+00 

+1.0000000D+00

+9.9102836D-01 

+7. 8501243D-01 

+9. 9990530D-01 

+9. 8912037D-01 

+9. 5187527D-01 

+9.7187970D-01 

+5. 0838861D-01 

+9.8304909D-01 

+9. 7122988D-01 

+9. 0617864D-01 

+6. 0553999D-01 

+3.4479118D-01

+8.7446868D-01 

+5. 2598769D-01 

+9.6805066D-01 

+8. 3920313D-01 

+7. 1147024D-01 

+7.9299862D-01 

+3.7270080D-01 

+8.0267519D-01 

+7. 6191224D-01 

+6.3909632D-01 

+4.2656916D-01 

+3.0185398D-01

L HB LAR LARB

+9. 7984^34D-01 

+9. 6389398D-01 

+8. 9972801D-01 

+7- 2233889D-01 

+9.6187380D-01 

+9. 5084731D-01 

+3. 2382651D-01

+9. 9118668D-01 

+9. 8123180D-01 

+9. 4732319D-01 

+8-1483379D-01 

+9. 8186664D-01 

+9. 7392469D-01 

+2.1225520D-01

+9. 9233328D-01 

+9. 8049541D-01 

+9. 5842042D-01 

+7. 6611201D-01 

+9. 8378889D-01 

+9. 7862708D-01. 

+ 1. 2475089D-02

+1.7519255D+02 

+2. 7200328D+01 

+2. 0551016D+01 

+1.1859028D+01 

+2. 9790712D+01 

+5.4295575D+01 

+4.1329255D+00

+9.9172887D-01 

+9.7900206D-01 

+9. 5591883D-01 

+7. 4613121D-01 

+9. 8269462D-01 

+9. 7711407D-01 

+ し1241574D-03

+5. 5691956D-01 

+3. 9160095D-01

+6. 2587964D-01 

+3. 6610418D-01

+4. 6367058D-01 

+2. 6734727D-01

+7. 0796096D+00 

+5.1522414D+00

+4.2230934D-01 

+2. 3035778D-01

+9. 8906716D-01 

+7.4696672D-01 

+9.9972988D-01 

+9.8435139D-01 

+9.3624076D-01 

+9.6614877D-01 

+4.9064130D-01 

+9.7580983D-01 

+9. 5977355D-01 

+8.7831198D-01 

+5. 8176125D-01 

+3. 6611085D-01

+9. 9378984D-01 

+8.4664510D-01 

+9. 9999456D-01 

+9.9535752D-01 

+9.7132469D-01 

+9.7950428D-01 

+5. 5749702D-01 

+9.9206040D-01 

+9. 8645813D-01 

+9.4753137D-01 

+6.4228473D-01 

+2.8306061D-01

ナa 9787603D-0I 

+8. 5138588D-01 

+9.9687200D-01 

+9. 9685230D-01 

+9. 6816727D-01 

+9.7835108D-01 

+6.1413856D-01 

+9.9999787D-01 

+9. 9827037D-01 

+9.9915931D-01 

+3.5370689D-01 

+0.0000000D+00

+1.8687135D+13 

+1.2097960D+01 

+4. 8748347D+02 

+4.6963557D+02 

+2. 3934523D+01 

+5.0347170D+01 

+7. 5795707D+00 

+1.2270898D+02 

+7.4430436D+10 

+7.5625269D+01 

+6.1781388D+00 

+3.8202746D+00

+9. 9785448D-01 

+8.4088235D-01. 

+9. 9622783D-01 

+9. 9569S23D-01 

+9. 6557150D-01 

+9.7649093D-01 

+5. 9396655D-01 

+9.9998625D-01 

+9.9725255D-01 

+9.9966165D-01 

+3.0211810D-01 

+0.0000000D+00
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表3 2 log M G S U K lの収束結果のウェイト

H A D T C F

1 + 1.0000000D+00 +9. 9997836D-01 +9. 9998813D-01 +1.0000000D+00 +9. 8539267D-01 +8. 2821536D-01

2 +8. 5407831D-01 +8. 5489118D-01 +8. 5549751D-01 +1.OOOOOOOD+00 +6. 9638567D-01 +4. 7062033D-01

3 +1.0000000D+00 +9. 8630101D-01 +9. 8644540D-01 +1.OOOOOOOD+00 + 9.1831503D-01 +6. 6309300D-01

4 +1.0000000D+00 +9. 5988832D-01 +9. 6019385D-01 +1.OOOOOOOD+00 +8. 5934955D-01 +5. 9199581D-01

5 +1.OOO00OOD-I-OO +9. 8464646D-01 +9. 8522139D-01 +1.OOOOOOOD+00 +9. 9749036D-01 +9. 2127688D-01

6 +1.0000000D+00 +9. 5635667D-01 +9. 5758983D-01 + 1.0000000D+00 +9. 7164915D-01 +7. 7459508D-01

7 +1.0000000D+00 +9. 6583850D-01 +9. 6664944D-01 +1.OOOOOOOD+00 +9. 8366536D-01 + 8.1998884D-01

8 +4. 3774994D-01 +2. 0357434D-01 +2. 0302597D-01 +0. OOOOOOOD+00 +3.7598979D-01 + 3.1302190D-01

9 +1.O0OOOO0D+OO +9. 4009472D-01 +9. 4087436D-01 + 1 .OOOOOOOD+00 +9. 5992014D-01 +7.4178391D-01

10 + 3.1346963D-01 +0. OOOOOOOD+00 +2. 8589395D-03 +0. OOOOOOOD+00 +2. 3604338D-01 +2. 460i599D-01

11 +9.4503297D-01 +7. 9336249D-01 +7. 9940558D-01 + し oooooood+qo +7.3740789D-01 +4. 95885T7D-01

12 +1.0000000D+00 +9. 996-1808D-01 +9. 9984227D-01 +1.OOOOOOOD+00 +9. 9987274D-01 ' +9. 8114302D-01

13 +1.0000000D+00 +9. 8212524D-01 +9. 8084014D-01 + し OOOOOOOD+00 +9. 5286817D-01 +7. 2522655D-01

14 + 4.1419691D-01 +2. 9281069D-01 +2. 8416730D-01 +0. OOOOOOOD+00 +3. 5041457D-01 +3. 0125356D-01

15 +1.0000000D+00 +9. 8478191D-01 +9. 8422378D-01 +1.0000000D+00 +9. 4359586D-01 +7. 0596167D-01

16 +1.0000000D+00 +9. 2915267D-0I +9. 2890744D-01 + 1.OOOOOOOD+00 +8. 2587831D-01 +5.6109804D-01

17 +6. 3040655D-01 +6. 9471367D-01 +6. 9371050D-01 + し OOOOOOOD+00 +5- 5547800D-01 +3. 9620280D-01

18 + 1.0000000D+00 +9. 9314086D-01 +9. 9315559D-01 + し OOOOOOOD+00 +9. 4932801D-01 + 7.1757484D-01

19 +9. 7394180D-01 +8. 8819973D-01 +8. 8902115D-01 + 1.0000000D+00 +7. 4890912D-01 +5. 0341856D-01

20 +4. 3638426D-01 +2.1943969D-01 +2.1884698D-01 +0. OOOOOOOD+00 +3. 7452^5710-01 +3.1235037D-01

21 + 1.0000000D+00 +9. 7420001D-01 +9. 7490084D-01 + 1.0000000D+00 +9. 8739642D-01 +8. 3859599D-01

22 + し 0000000D+00 +9. 76H772D-01 +9. 7B57001D-01 + 1. OOOOOOOD+00 +9. 9123183D-01 +8. 6190262D-01

23 + し 00QQ0(K)D+00 +9. 93a6752D-01 +9.9368653D-01 + 1.000Q000D+00 +9. 4152984D-01 +7.01984920-01

L W 1113 LA R LARB

1 +9. 8I08211D-01 +9. 9058119D-01 +9. 996.1031 D-01 +4. 6159683D+02 +9. 9963871D-01

2 +6. B071988D-01 +7. 57(M673D-0l +8. 2958951D-01 +4. 9567083D+01 +8. 6-459244D-01

3 + 8. 980356ID-OI +9. 4479657D-01 +9. 8059B42D-01 + 1.2421673D+02 +9. 9009453D-01

4 +8. 2979813D-01 +9. 0078714D-01 +9. 4900782D-01 +8.493239013+01 +9. B584578D-01

5 +9. 96727530-01 +9. 9839512U-01 +9. 8926490D-01 +3. 0621672D+02 +9. 81277/5D-01

6 +9. 6356386D-01 +9. 815^15340-01 +9. 6359746D-01 + 1.3868168D+02 +9. 5107849D-01

7 +9. 7886556D-01 +9. 8945491D-01 +9. 7138874D-01 + 1.7110584D+02 +9. 6017217D-01

8 +3. 8743005D-01 +3.4662677D+01 + 1.8252433D-01 +2. 2334123D+01 + 1.7590132D-01

9 +9. 4882361D-01 +9. 7369708D-01 +9.4432089D-01 + 1.2147561D+02 +9.3106116D-01

10 +2- 8038759D-01 + 1 .2667067D-01 +5. 2010931D-04 +1.6365456D+01 +5. 7481482D-04

11 +7. 0086908D-01 +7. 9665567D-01 + 8.1598317D-01 +4. 8892305D+01 +7. 9616268D-01

12 +9. 9983383D-01 +9. 9991875D-01 +9.9943922D-01 +1.0432322D+05 +9. 9985846D-01

13 +9. 4005250D-01 +9. 6891644D-01 +9. 6814639D-01 +1.4223462D+02 +9. 8050748D-01

14 +3: 67711840-01 +3. 062269 lD-01 +2. n il503D-01 十2. 2163476D+01 +2. 7685029D-01

]5 +9. 2862236D-01 +9. 6255853D-01 +9. 7572501D-01 +1.3301363D+02 +9. 8579359D-01

16 +7. 9286408D-01 +8. 7407094D-01 + 9.1140048D-01 +6. 9096751D+01 +9. 3323432D-01

17 +5. 3297493D-01 +5. 9997052D-01 +6. 5396816D-0I +3.4624722D+01 +7. 0132737D-01

18 +9. 3567481D-01 +9. 6649872D-01 +9. 8947069D-01 +1.5162750D+02 +9. 9540543D-01

19 + 7.1239705D-01 +8. 0731811D-01 +8.7036879D-01 +5. 4585882D+01 +8. 9698846D-01

20 +3. 8629595D-01 +3. 4433214D-01 +1.9924496D-01 +2. 2617113D+01 +1.9467323D-01

21 +9. 8365876D-01 +9.9188437D-01 +9. 7857804D-01 +2.1837264D+02 +9. 6990186D-01

22 +9. 8860701D-01 +9. 9436886D-01 +9: 7930199D-01 +2. 5061974D+02 +9. 7098773D-01

23 +9. 2609124D-01 +9.6113059D-01 +9. 9172889D-01 +1.3640055D+02 +9. 9646061D-01
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0. 0009 0.011)

0. 0094 0.110)

0. 0062 0. 071)

0. 0063 0. 073)

一 0. 0002 -0. 002)

一 0. 0002 一 0. 002)

一 0. 0012 -0.014)

一 0. 0307 -0. 385)

-0. 0042 一 0. 048)

0- 0392 0- 541)

0. 0395 0. 462)

一 0. 0007 一 0. Q08)

一 0. 0127 -0.146)

一 0.0552 -0. 705)

一 0.0041 一 0. 047)

一 0.0013 一 0-015)

0. 0068 0. 082)

0. 0037 .0. 043)

0.0110 0.128)

一 0. 0178 -0. 223)

一 0.0011 一 0,012)

一 0.0020 一 0.023)

0.0131 0.151)

-0.0163 一 0. 075) 0. 0030

一 0.0782 -0. 366) 0,0143

一 0.0297 一 0.136) 0. 0054

一 0. 0304 -0.140) 0. 0055

0. 0036 0.016) 一 0. 0006

0. 0102 0. 047) 一 0. 0019

0. 0057 0. 026) 一 0. 0010

0. 0369 0.184) 一 0. 0064

一 0.0017 -0. 008) 0. 0004

0. 0215 0.118) 一0. 0036

0. 0197 0.092) 一 0. 0036

一 0. 0001 -0. 001) 0. 0000

一 0. 0007 一 0. 003) 0. 0001

0.0280 0.142) -0. 0054

0. 0092 0. 042) - 0 .0018

0. 0148 0. 068) 一 0.0029

0.0274 0.130) -0. 0054

0.0093 0.042) 一 0. 0018

0.0351 0.163) 一 0. 0068

一 0. 0874 一 0.436) 0.0167

一 0. 0096 一 0. 044) 0. 0018

一 0.0104 一。. 047) 0, 0020

0.0405 0.185) 一 0. 0077

I l l  (779 )

表33 log QXECJ% の O L Sの回帰係数の変化厂ん . CDFBETAS)

定 数 項 B (1 ) B (2 )

1 0.1588- 0. 063) 一 0.0140 一 0.112) -0.0182 -0. 042)

2 一 0.1653 -0. 065) 0,0143 0.115) 0.0192 0.045)

3 一 0. 3277 -0.130) 0. 0228 0.185) 0. 0440 0.103)

4 0.1775 0. 071) -0.0193 -0.158) 一 0.0159 一 0. 038)

5 -0.0177, 一 0. 007) 0. 0046 0. 037) 一 0. 0016 一0. 004)

6 - 0 .1571 -0. 062) 0. 0027 0. 022) 0. 0305 0. 071)-

7 一 0. 6095 -0. 282) 0.0104 0. 098) 0.1197 0. 325)

8 0. 3593 0.147) -0.0192 -0.160) 一 0. 0538 一 0.129)

9 -0.4843 -0.214) 0. 0253 0. 228) 0. 0727 0.189)

10 一 0.1474 -0. 058) 0. 0049 0. 040) 0. 0260 0. 060)

11 0. 2847 0.114) -0.0110 -0. 090) 一0. 0491 -0.116)

12 0. 0304 0.012) 一 0. 0015 -0.012) 一0. 0049 -0.011)

13 一 0. 0896 -0. 035) 0. 0011 0. 009) 0.0174 ■ 0.040)

14 0.4574 0.181) -0. 0202 一 0.163) 一 0. 0753 一 0.175)

15 一 0.2990 -0.118) 0.0134 0.108) 0. 0490 0.114)

16 -0.4122 一 0.176). 一。. 0068 -0.059) 0. 0919 0. 230)

17 0.1224 ■ 0. 048) --0. 0091 -0. 074) -0.0164 一 0. 038)

18 一 0. 0989 -0. 039) 一 0. 0046 -0. 038) 0. 0252 0. 059)

19 一 a  4943 一 0.198) 0. 0010 0. 008) 0.1019 0. 240)

.20 0. 3906 0.158) 0. 0090 0. 074) 一 0. 0904 -0.216)

.21 1.5875 0.705) 一 0.0033 一 0. 030) 一 0, 3276 一 0. 855)

表3 4 log MGS U K 1 の O L S の回帰係数の変化ん一んG ) (DFBETAS)

定 数 項 ( 1 ) B (2 )
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図27 log QXECJ% の L - R プロ ッ卜
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推定に用いたデータは表2 3 ,ま24に，O L S の推定値，残差はま2 5 ,表26に，L - R プロットは図 

2 7 ,図28に，log QXECJ%の 正規確率プロットはすでに図2 に，log M G S U K Iの正規確率プロ 

y トは図29に示した。

こ の 2 つのモデルに対して適用された11種類のM推定値のステップごとの値は表27〜 表 30に示 

した。 IR L S の最終結果のウェイトは表31〜 表 32に示した。 そ し て ：’ 期の観測値を除いたときの 

O LSE の変化

を表3 3 ,表34に示した。 （ ） 内 の 値 は DFBETASである。

これらの表および図の詳細な検討は16節で説明した方法で行えばよい。 ここでは主要な結果をま 

とめておこう。

( 1 ) どの^^関数を用いても，M 推 定 値 と O L SE との相違は小さい。 し た が っ て O L S で十分で 

あるという考え方もあれば，M 推 定 量 は O L S と全く異なる突刑な推定値を与えるわけではなく， 

外れ値に対して頑健であるから， あるいは正規性の仮定がくずれ， 正規分布からの乖離があっても 

頑健であるからM推定量を求めることは大いに意義があるという考え方もある。 本論文は後者の考 

え方を採ってきた。 特 定 の 2, 3 の 推 定 値 か ら O L S で十分という判断をすべきではない。

( 2 ) イギリスの輸入関数の例において，Hinich and Talwarの (̂ >̂関数1')の 価 格 弾 性 値 の み  

-0.18582となり， 他 の 関 数 の 一 0.22〜一0. 24 (表30)と異なるのは次の理由による。 関 数 T

(調整定数2.795)を用いると， ウェイトが0 に な る 期 が8 , 1 0 , 1も 20と4 期 あ る （ま32)。 他方， 

この価格弾性値/82の推定値に大きな影響を与える期は，DFBETASの大きさの順に14,10,11,8,  

20……で あ る （表34)。 こ の 5 期 の う ち 4 期 の ウ ェ イ ト が ^̂ 関 数1 に お い て は0 となり， U, 8, 20 

期の

が，10期の

を絶対値でこえるから， ^^関数丁の価格弾性値は他のウュイトが0 に な ら な い ^^関 数 （Aのみ10期 

0 ) より推定値が小さくなっている。 関 数T の 所 得 弾 性 値 /S iの 推 定 値 が 他 の 関 数 と ほ と ん ど  

変わらないのは8 , 1 0 , 14期の

も 一'̂ :i d )  く 0

が20期の

厂 ル ① > 0

とほぽ相殺しているからである。

( 3 ) log QXECJ%の価格弾性値のM推 定 値 が HB-0.99, LARB-0. 98といずれのケースも，他 

の ^^関数の推定値約ー1.2と大きく異なっているのは（表28), IR L S の くりか え し 過 程 中 固 定 さ れ  

て い る （7の値の相違による。H B に お い て biweightへ 入 っ た と き は Huberの <Pの収束結果のぴf
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=0.05683でをは固定され，L A R B は L A R の収束結果のをjr=0. 05454でをは固定されている。 こ 

れ らの値 は 他 の ^̂ 閱 数のとき固定されているS の値0.066〜0.07と か な り 異 な っ て い る （表27)。 こ 

の さ の 相 違 が HB, L A R B とも21期 の ウ ェ イ ト を0 に す る （ま32)。 そしてこの21期は表35か ら わ  

かるように

色2一ル(21) =  —0.3276 ( —0. 855)

と一! ! 大きな影響点であるため，21期 を バ ラ メ ー タ 推 定 に 用 い な いHB, L A R B と他のM 推定値 

との相違は大きくなる。

(4) L A R を初期値とするM推定量は次の点で推奨できない。

① L A R の解を求める計算ま体面倒である。 L A R 推定値を線形計画法で求めるにせよ，IRLS 

で求めるにせよ，M推定量の初期値を得るために膨大な計算をすることは時間の無駄である。 その 

上， わ れ わ れ は O LSE とM推 定 値 を 比 較 し た い と い う 場 合 が 多 い か らL A R から出癸することに 

関心もない。

② L A R を IR L S で求めると収束回数がきわめて多くなることがある。log QXECJ% の例で 

は35回，S A S には334回 の 収 束 回 数 の 例 が 示 さ れ て い る （Sail〔34〕. p. 150)。

③ IR L S に よ る L A R 回帰分析は， ウェイトを

で与えるから， 0 に近い残差にきわめて大きなウェイトを与え〔たとえば表31の L A R の10期)， これ 

はS k i の最小値ではなく，極小値を与えるかも知れない（Sall〔34〕p .15の。

(5) M推 定 値 は^^関数が異なってもそれほど大きく違わない。 ウ ェ イ ト の 観 点 か ら 関 数 を 大 別  

す れ ば 次 の 2 種類になる。

① 規 準 化 残 差 の 絶 対 値 が 調 整 定 数 以 下 の と き ウ ェ イ ト 1を と り O L S と同じであるが， 調整定 

数 を こ え る と ウ ェ イ ト が0 になるT , 漸減するH 。

② 残 差 0 のと き の み ウ ェ イ ト1をとり，規準化残差が絶対値で大きくなるにしたがってウェイ 

ト が 漸 減 し ウ ェ イ ト 0 となる緋除点をもつA, B , 抑除点をもたないC, F, L, この中で

C, L, W のウェイト変化は2 次関数であるが， F のみ幾何級数的に減少する。

どの^^関数を用いるかは上記の点を考慮すれぱよい。 計量経済学においては，大 き な 残 差 （たと 

えぱ規準化残差の絶対値が3をこえる残差） の影響をカットしたいとすれば， T, A, B の排除点をも 

つ ^^を， ウ ェ イ ト を 漸 減 さ せ よ う と す れ ぱ そ の 他 の を 用 い れ ぱ よ い 。O L S に 頑 健 性 を 加 え るM 

推定量という要求に対しては， ウェイトの与え方から考えても，HuberO^^がー番適しているであ 

ろう。 ^^関 数 に Hinich andTalwarのエを用い，調整 定 数 をT とすれば，誤差項の真の分布が正 

規 分 布 の と き の Hinich and Talwarの の 漸 近 的 有 効 性 は

-2TKT)+ l-20(i-T)

で与えられるから， 調整定数T =3. 0 とすれば漸近的有効性は97%になる。
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《6) 規準化残差の絶対値がすべて調整定数以下であれば ?̂ 関 数T のM 推 定 値 は O L S と同じにな 

る 五cy$がこの例である。表27, 表 28) 。 排除点をもつA, B, T 3 つ の ？ の調整定数をそれ 

ぞれA =1.339な=4. 206, B ニ4.685, T ニ2. 795にとれ ぱ ウ ェ イ ト0 を 一 番 多 く 与 え る の はT であ 

る。 したがってす べ て の 残 差 に ウ ェ イ ト1 を 与 え る O L S と一番異なるパラメータ推定値をもたら 

す可 能 性 が あるのもT である。 この例をlogMGSfZ/inで み た （ま3の。 この ^̂ 関̂数でを除けぱ， A, 

B を用いても，計量経済モデルで規準化残 差 が 4 .2をこえる期が数期もあることは少なく， したが 

ってA, B あ る い は そ の 他 の 関 数 の 間 で M推定値に大きな相違がもたらされることはほとんどな 

いであろう。

1 9 有界影響推定

M 推 定 量 P a の影響関数は

に よ っ て 与 え ら れ る （(54)式)。 この影響関数からわかるように， た と え ^ K •)が 大 き な 残 差 の 効 果  

を制限しても，X に よ っ て （y x ) の影響は無制限に大きくなり得る。 前節までで考察してきたM 

推定量は， 方向の大きな誤差に対してのみ頑健な推定法であったが， 高い作用点に対しても頑健 

な， あるいは同じことであるがX 方 向 の 誤 差 に も 有 界 な 推 定 を 行 お う と す る の が 有 界 影 響 推 定  

bounded influence estimation でめる。

Schweooe (Handschin et al, 〔17〕），Krasker and Welsch〔29〕は

S  vCxd<P「y广 Xポ ~|x/=o (114)
*=i しぴy(3U) 」

の形の有界影響推定を提唱した。K x O は 影 響 関 数 1 C を有界にする関数である。’

Schweppeのケースは

vCxi') =  ( i l— h ii)^

であるから，x 'x = iと 規 準 化 す れ ば は 絶 対 値 1 で有界である。 このとき（114) 式は

2  (1 - み" )〜 「■丄 ニ̂^ ] x /=0  (115)
Lぴ（1一み" )

と表すことができる。 （115)式 は Huber〔27〕が minimax原理によって導出した結果と同じであ 

る。

Welsch〔37〕 の有界影響推定は， （114) 式 に お い て ぴ を 推 定 値sG) ( i 期の観測値を除いたときに 

得られるびの推定値）でおきかえ，

C  、 \-hii
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とおいた場合である。 このとき

_______huKYi-nt^-)
s ( 0  ( 1 — Aw)

DFFITSi

となる。 したがって（114) 式は

となるc

と お け ば （117) 式は

と同じである。 Welschは

(116>

(117)

Wi'-
(pCDFFITSd 

■ DFFITSi

Wi i ~ ■■Ixi =0
i= 5(0

(118>

\DFFITSi\<0. 34

0. 34
I I DFFITSi I I DFFITSi I >0. 34

の有界影響推定を試みた。

本 節 で は （115)式の有界影響推定を行ってみよう。 びは未知バラメータであるから，びの推定値 

として

S を使ぇぱ-
€i

:(1 —み"）'

sCOを使えぱ-
ei

sG'Xl —み"）2

は ス チ ュ ー デ ン ト 化 残 差 ri

はスチュー デ ン ト 化 残 差 ti

£i
Q = MAD/Q. 6745 を使えぱ- _

6 (1 - ん  i)  7

が ^^関数の引数となる。

た と え ば を を Huberの タに適用する場合を考えてみよう ,

( ei

e%

6i

め一みii)2
< H

_ K l — huy^

であるからウェイトは次式で与えられる。

H

- H

€i

€i

K l —hiiY'

> H

< - H
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€i
丄

か 1 一h u )2

UHニノ、
i i - h u y n 6i

e：L
o i l — h u y

< H

> H

し た が つ て Ui/B ')と比較すれぱ，hitが 大 き い ほ ど （X iが高L、作用点であるほど）e jo にくら 

ぺ ei/&a -  hii)をは大きくなり, 残差がウェイトダウンされる可能性は高くなる。 たとえばみ《=0.5 

のとき，1/a-/to)し 414となるから，調 整 定 数 1.345とすれば，gf/け J：ら ぱ 1.0でウ 

ェイ ト ダ ウ ン し な か つ た i 期が， i/Yei/S = l . 414となりウェイトダウンする。

■こ(Keifめ において，た と え ば eンる= 1.5で W ンi m に ウ ェ イ ト ダ ウ ン し た f 期の場合，さら 

に 有 界 影 響 推 定 に お い て は （1一んi)2がかけられ ’ ウェイトは一層ダウンする。 こ の 2重のルート 

で 有 界 影 響 推 定 〔115)式は高い作用点のパラメータ推定値への影響を減殺する。

Huberの を 用 い て （115) 式の有界影響 推定の例をあげよう。 びの推 定 値 は 上 記 の3 ケースを 

考察する。

望ましい貨幣需要

と部分調整

から貨幣需要関数

=«0

log M=^o+^i log Y+^2 R+^3 ôg M-i+u (119)

(120)

が 得られる。 ここで

/3。ニ r log «o

151 ニ r«i

152 = ゆ  

^ z = i —r

である。M = M 2 C D 2 ( 名目のM 2 + C D の 前 期 と 当 期 の 平 均 残 高 をG N P デ フレーターP で割っ 

た実質残高）， r =  GNP 2 ( 実 質 GNP), i? ニ RD2 (電々債利回り） としてO L S で （119) 式を推定

した結果は次の通りである。 推定に用いたデータは表35に示した。

log M 2CD 2= -0. 27046+0. 48072 log GNP 2 

CO. 20156) (0.10893)

C - 1.342) (4.413)

-0. 021768 RD 2+0. 59423 log M 2 CD2-i (121)

(0.0030119) (0.077904)

(- 7 . 227) (7. 628)
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表3 5 貨幣需要関数のデータ

GNP2 RD2 M2CD2 C-1) M2CD2

(兆 円 ） i%  ) (兆円（年央)） (兆円（年央)）

1966 +1.0003340D+02 +7. 6300000D+00 +6.3061389D+01 +6.9995391D+01

1967 ■+1.1097360D+02 +8.2300000D+00 +6.9995391D+01 +7.6524672D+01

1968 .+1.2599640D+02 +8.5700000D+00 +7.6524672D+01 +8.4627092D+01

1969 +I.4140240D+02 +8. 9700000D+00 +8.4627092D+01 +9.3752768D+01

1970 +1.5391540D+02 +9. 0400000D+00 +9. 3752768D+01 +1.0405623D+02

1971 +1.6168810D+02 +7.5000000D+00 + し 0405623D+02 +1.2030671D+02

1972 +1.7662790D+02 +6.7600000D+00 +1.2030671D+02 +1.4048672D+02

1973 +1.8456930D+02 +9.5500000D+00 +1.4048672D+02 +1.4519984D+02

.1974 +1.8379780D+02 +1.1300000D+01 +1.4519984D+02 +1.3809906D+02

1975 +1.9087470D+02 +9. 2900000D+00 +1.3809906D+02 +1.4773034D+02

1976 +r.9963010D+02 +8.9100000D+00 +1.4773034D+02 +1.5663689D+02

1977 +2.1023440D+02 +7. OOOOOOOD+00 +1.5663689D+02 +1.6576812D+02

1978 ■+2.2124300D+02 +6. 6800000D+00 +1.6576812D+02 +1.7745529D+02

1979 +2.3287830D+02 +8. 2000000D+00 +1.7745529D+02 +1.9229276D+02

1980 +2.4213090D+02 +8. 9800000D+00 +1.9229276D+02 +1.9892534D+02

1981 +2. 5015880D+02 +8. 3400000D+00 +1.9892534D+02 +2. 1126031D+02

1982 +2. 5824090D+02 +8.0100000D+00 +2.1126031D+02 +2.2678662D+02

1983 +2. 6769970D+02 +7.4000000D+00 +2. 2678662D+02 +2.4271747D+02

1984 +2.8139890D+02 +7.0400000D+00 +2.4271747D+02 +2.5945930D+02

1985 +2.9398180D+02 +6. 5700000D+00 +2.5945930D+02 +2.7701868D+02

1986 +3.0183380D+02 +5.1700000D+00 +2.7701868D+02 +2.9579603D+02

1987 +3.1758940D+02 +4.2900000D+00 +2. 9579603D+02 +3.2684964D+02

タ2=0. 998, 5=0.01866, ニ 1.446 ih = l. 444) 

推 定 期 間 1966年度〜1987年度 

この推定結果から（120)式の関係を用いて次の推定値が得られる。 

みニ0.513,あ = 1.18, «2= —0.0536, f =0.406。 

貨 幣 需 要 の 利 子 弾 力 性 をRD 2 の 標 本 平 均 値7.88 ( % ) で評価すれば 一0.423となる。—： 

O LS の 結 果 のL-R プロットは図3 0 ,正規確率プロットは図31に示されている。 正規確率プロ ,  

トは， 誤差項が正規分布より長い尾をもつ分布に従っているということは示唆していないが， 有界 

影響推定の目的は大きな残差の効果を小さくするだけでなく，L - R プ ロットの fJ9のような影響点 

の効果を減ずることにある。 

Huberの 9̂ と̂調整定数が=1.345を用いて，18節までで説明 し て き たM 推定

)x 'i ニ 0 (122)

と， 本 節 の 3 つの有界影響推定

め

2  Cl—hii)2(p

s Cl

ei

x'i =0

G.Xi- み" ) ‘ 
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1.515

0.292

0.070

0

図30 O LS の L-R プロット
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図3 1 貨幣需要関数の正規確率プロマト

ランキッツ

€i
Ix'i = 0

( 1 —/?«)2-

MAD/0.6745は ス テ ッ プ0 の値で固定。

(125)

の 4 通りの推定値を示したのが表3 6 ,ダウンしたウェイトのみを示したのが表37である。 表38には 

O L S の 影 響 点 を CookのD の大きさの順に並べてある。

前 節 ま で の 頑 健 推 定 （〔122)式の解） と有界影響推定の一番大きな相違は， 最大の影響点である#g 

が有界影響において初めてウェイトダウンしたことである。 # 9 は 残 差 の 大 き さ で は 4 番目である 

力’、， ゐ《=0 .4902と高い作用点であり， 影 響 点 と し て は 一 番 大 き い （表38参照)。 ゐ《 の効果が比较
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表3 6 パラメータ推定値

パ ラ メ ー タ (122)式 〔123)式 (124)式 〔125)式

パ0 一 0.30311 -0. 28445 一 0. 28517 一  0. 28005

卢1 0.50475 0.49004 0.49025 0. 48624

2̂ 一 0.022612 一 0,022073 一 0. 022070 一 0. 021937

0.57700 0,58787 0. 58783 0.59083

び0 0.488 0. 501 0. 501 0. 504

び1 1.19 1.19 1.19 1,19

び2 一 0. 0535 一 0. 0536 一 0. 0535 一  0. 0536

T 0. 423 0. 412 0. 412 0,410

が 1.000 1.000 1.000 1.000

5 0.0155 0. 0166 0.0163 0. 0164

DW 1.377 1.420 1.417 1.427

h 1.535 1.442 1.447 1.424

表3 7 ウェイト

m
C122)式 (123)式 (124)式 (125)式

初期 最終 初期 最終 初期 最終 初期 最終

6 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0. 9875 1.0

7 0.6961 0. 7652 0.8032 0.8311 0. 7594 0. 8090 0. 6474 0. 8214

9 1.0 1.0 0. 8902 0. 8885 0.8559 0. 8407 0.7175 0. 8068

12 0.4963 0. 4525 0. 5939 0.6386 0.5167 0. 5938 0. 4787 0. 6332

13 0.5351 0. 4795 0. 6308 0. 6674 0. 5612 0. 6113 0. 5085 0. 6510

21 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0. 9877

表38 O LSの回帰診断

期 Cook の  D DFFITS w ( 0 at hit

9 0. 5489 一 1.541 9. 892 0. 0647 0. 4902

1 0.1125 0. 6599 4. 342 0.0114 0. 5149

13 0.1222 一  0. 7858 3. 790 0.2281 0.0971

7 0.1095 0.6999 3.448 0.1347 0.1350

12 0.0958 一 0. 7116 3. 381 0.2651 0.0695

21 0. 0613 一  0. 4917 2. 590 0. 0321 0. 2431

6 0.0558 0. 4752 2. 371 0.0565 0 .1562

可能な式は（122)と （125)式の推定結果である。 構 造 バ ラ メ ー タ と r の推定値で比較すればどの 

ケースもほとんど同じであるが，ん の 推 定 値 は （122)と（125)式の間では若干異なっている。 （125) 

式 の 初 期 ウ ェ イ ト はOLSのみ《が影響するから，（122)式の初期ウェイトより小さくなる力;，IRLS 

においてみ《 の値は変化し， 高い作用点も少し低くなるから最終ウュイトは〔122) 式の最終ウェイ 

トより大きくなっている。

外れ値ばかりでなく， 高い作用点からバラメータ推定値への影響を減殺しようとする有界影響推 

定は，正規分布からの若干の乖離に対して頑健な推定とは異質な説明変数の影響力にも制限を加え
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ようとする方法である。 外れ値でなくても， h i iの大きい高い作用点であるために影響点となり， 

e i/iffQ l-h iO hが絶対値で調整定数をこえればこの有界影響ではウユイトダウンする。 モデルの 

仮定の若干の乖離に対して頑健なバラメータ推定という18節までの頑健推定ではない。 有界影響推 

定の方が外れ値に対する頑健推定より秀れているかどうかを判断できる理論的• 経験的蓄積をわれ 

われはまだもっていない。

わずかに，Hill and Hollam l〔19〕力；， モンテカルロ実験によって，外れ値が説明変数の高い作 

用 点 を 伴 っ て い る と き （す な わ ち 《ミ もh i iも大きい影響点であるとき），L A R や Andrewsの 

によるM推 定 量 の OLSEに 対 す る 優 位 （有効性）は若千減少することを確認しているにすぎない。

2 0 おわりに

計量経済モデルにおける大きな残差はモデル定式化の誤まりであるとみなされ， 正規分布より長 

い尾をもつ分布からの誤差項の可能性をこれまで計量経済学者は等閑視してきた。 O LS を適用し 

て 大 き な 残 差 が 現 れ れ ばad hocに説明変数を導入して， あるいはダミ一変数で処理して，計量経 

済 学 者 は 正 規 分 布 の 仮 定 とOLSから離れようとしなかった。

しかし実際には誤差項が正規分布に従わず， それより長い尾をもつ分布をしていることが多いと 

いうことが認識されるようになってきた。 このような状況においては正規分布からの若干の乖離に 

も 敏 感 に 反 応 す る O LS ではなく，乖離に頑健であり，OLSEより高い有効性を与えるバラメータ 

推定法が有意義であることをま者は本論文で強調してきた。 なぜならば，頑健推定法は悪いモデル 

からの大きな残差にバラメータ推定法を適応させようとする方法ではなく，設定したモデルの確率 

メ力ニズムに適切な統計的方法であるからである。 そして頑健推定は正規分布の仮定が正しかった 

場合にも有効性の損失の少ない推定量をもたらすからである。 したがって頑健推定は古典的正規線 

形 回 帰 モ デ ル の O L S に対する代替的方法ではなく， O L S の弱点を補う方法である。

頑 健 推 定 は （有界影響推定も含めて）影響関数の概念を入れることによって回帰診断と結びつき， 

診断から処方へと進む分析過程の中で位置づけることができる。

本論文で触れなかった点は多い。頑健推定のなかでM推定量のみとりあげたが， 線形モデルのラ 

ンクづけされた残差にもとづく R 推定量，順序統計量の線形結合によるL 推 定 量 に 関 し て はHuber 

〔26〕，Hampelet a l . 〔16〕 に詳しい。 被説明変数が質的属性をもつ場合の頑健推定， 同時方程式 

体系における頑健推定については， Koenker〔28〕 に 文 献 が 若 千 紹 介 さ れ ているが， これらは今 

後の展開が待たれる分野でもある。
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