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r三田学会雑誌」82卷3号 （1989年10月）

Ekelandのミ-変分原理とその応用n

立 石 寛
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Ekelandの e-変分原理

各種の同系定理

Caristiの不動点定理（以上，前号）

非円滑解析におけるLagrangeの未定乗数法 

Palais-Smale の条件

順序* 合上の変分原理と半群の安定性（以上，本号）

( 1)

I V 非円滑解析におけるL ag rangeの未定乗数法

X , F を Banach空間，■f': X —F をC* —級の函数とする。 このとき，L ju s tem ikの定理よ 

り，■zG义がF の正則点であるとき，集 合 / ( a O = / (2 ) }にたいして，

ゴ<20)^r II F(aO—■F'O) II i f  W x —z\\

となるr>0, s > 0 が存在する。そして，この結果は， 無限次元で定義された函数系の未定乗数法 

を誌明するとき威力を発揮する。しかし，十分にsmoothでない函数系を考えるときには，この定 

理はもちろん用いることができない。そこで，本享ではまず非円滑解析におけるL justem ikの定 

理に対応した定理をC larkeの generalized g rad ien tを用いて述べ，その後無限次元空間におい 

て定義される局所Lipschitz函数系のLagrangeの未定乗数法に論及する。 まず，この享では， 

ある点がある函数の正則点であるということをL justem ikの定理の結論が成り立つという意味で 

使うことにする。

定 義 X を Banach空間，S をズの部分集合，2 をS の一点， / を 2 のある近傍で定義された 

実数値函数とする。いま，集合

Qョ{ajeS: f(.x')=fCz)}

にたいして，

ゴ《0>;)さH/XaO—,(2 ) I i f  x ^S , II X—2 II

となるe > o ,グ> 0 が存在するとき，2を《s にたいする/■の正則点といい，y•はS にたいして2 にお 

いて正則であるという。また，y が Banach空間で， が 2 のある近傍で定義されたF への写{象

注 （1 ) Ioffe〔25, 26〕参照。
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のとき，2がS にたいするの正則点であるとは，函数パaOョII IIが S にたいしてZ

において正則であることをいう。さらに，> S = Xの時には，単 に は / 〔またはF ) の正則点であ 

るという。

定 義 / を Banach空間:^のある開部分集合[/で定義された局所Lipschitz実数値函数とする。 

このとき，任意の X らU にたいして，generalized directional derivative /° (a ;; • ) : X— を

次のように定義する。

/ X x ； .)= iim suD  

/■の2 におけるgeneralized g rad ie n tとは，集合

f ° C x  ; <C, v >  for all v ^ X }

のことである。この章ではこのき合を3 / 0 ) と表すことにする。

定理 4 . 1 X をBanach空間，C7を义の開部分* 合，S をC7の閉部分集合，z をS の一点とする。 

いま，C/上で定義されたLipschitz定数ムの Lipschitz函 数 / :  U~^R力;，次の条件 i), ii) を

満たすものとする。

り yX2)=o

ii) a;*63 I し for some xeS , II x  —  z  ll^e, y(x)=7^0

=#> \ \ x*+u* II ^  C 

となる実数C>0, +00さ£ > 0 が存在する。

このとき，

x ^ S , 11 X — Z I K e / C l  +  C L / O )  = = ^  d Q i x ) ^ ( X / O  I f i x ' )  I

が成り立つ。特に，2 はS にたいする/ の正則点である。

証 明 定理の結論が，成り立たないものと仮定する。すると，次の条件を満たすが存在す  

ることになる。

II U — Z  II < e / ( l  +  ( L / 0 ) , も ( " ) > ( 1 / C )  I / 〔" ） I 

したがって，適当に/> 1 をとると，次の不等式が成り立つ。

1 ) II 2  II < e / ( l  +  ( f L / C ) )

2) ☆ ( " )> ひ/ C) I / ( " )  I =•(

いま，5 の指標函数を50, S ): X — 【0, + 00}とし，函 数 t/— { + 00} を次のように定義 

する。

g(.x^ =  \ fix ') |+5(a;, S')

すると，g は下に有界な下半連続函数であり，2 )より，

gCu)^ infg(v') + CC/t')r
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が成り立つ。したがって，定理 l . l i i i ) より，次の条件を満たす； が存在することになる。

3) II X — U II I / (y )  l+ (C /0  II v—x ||> I /(a;) I for all v ^ S ! [x\

したがって， 9&(")ヨ l / 〔y) l+ ( C / 0  II u — a? I I とおくと

+ (ム+l)3</s(30

となる。さらに，

d(p(iv>)こd I fiv) 1 + C C /0 9  \\v— x II 

が成り立ち，Silt； — aHIは，A：の双対空間の閉単位球の部分* 合であるから，

\\x*+u*\\ ^ C / t< C  

となるa;*63|/(aO Iと，《* e a + l) 5 ん（a O が存在する。

また，2), 3 ) よりa；を（?，すなわち/0»)=?^0であり，さらに0, 3) より 

II X  —  Z II ^  II U  — Z 11+ II X — U  II

^11 U-Z II + 0 / 0  I / ( " ) 1さ II U-Z II + a L /C ) II U-Z II < 6 0  

以上のことは，仮定に矛盾する。 証了

定 義 ；̂を Banach空間，S をその部分集合，x をS の一点とする。このとき， 5 の》におけ 

る正則錯(normal cone) N tO o)を次のように，定義する。

Ns(.x^= U XddsQx^
■J>0

系 4.1 ii) の代わりに I / O ) し u*eNs(ix) for some a; e  5,11 x—z II ^e, , 0 ) ^ 0

II x*+u* ||> C

となる実数C>0, +00さe > 0 が存在するものとする。このとき，定理4 .1が成り立つ。

系 4 .1を用いて，通常のLjustem ikの定理を証明することができることを注意しておく。 （詳 

しくはIoffe〔23〕)。したがって，上記定理は厳密な意味においてy u s te m ikの定理の一般化になっ 

ている。

さて，X , F を Banach空間，S をズの閉部分集合， X~^R, を， 局所

Lipschitz面数とし，次の問題を考える。

4) minimize 

s. t.

5) ■F(aO=0, i=\, •••, n.

6) x ^ S

あるX の点が，この問題の解であるための必要条件を求める方法は，通常，各函数を線形函数あ 

るいは凸函数で近似し，凸解析等の諸理論を援用して求める。この過程において，次に述べる定理 

は重要な役割を担う。この定理は，ある制約付最小化問題が制約なしの最小化問題に帰着され得ろ
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ことを述べたものである。以下の定理において，z e ズは， 5), 6 ) の条件を満たす点とし，

/ = む'6  { 1 , n} : /i(z)=0}

と定義する。

定理 4.2 2が5 にたいするF の正則点とする。このとき，2が8)-10)の局所 C局所孤立）解で 

あるならば，十分大きなグ> 0 にたいして，函数

Mr(aO =  max { /o O )—/oO), max / iO )}+ K II i^O )ll +ん(aO)

は， 2 において局所（強い局所）最小値をとる。

逆に，もし，あるr > 0 にたいして，ル/；〔0：) が 2 において強い局所最小値をとるならば，之は，4) 

- 6 )の局所孤立解になっている。

証明定理の後半は明らかなので，前半のみIE明する。また，2が4)-6)の局所〔局所孤立）解で 

あるならば，2 は，次の問題の局所（局所孤立）解となっていることも明らかであろう。

7J minimize ョ max { fo(.x') — foCz), max fiCx^}
iGl

8) s.t. F(.x')=0, x ^S .

そこで，任意の；k g y n s にたいして，

9) /G O  さ/ (2)

10) FXu)=G, Wx-u II さめIKaOII

という条件を満たす" g S が存在するg > 0 と2 の近傍F を選び， C > 0 をF と/ のF における共 

通の Lipschitz定数とし，n さg C となるn をとる。すると，任意の：);6  F f lS にたいして，u ^ S  

を9 ) , 1 0 )を満たすようにとれば，

fC .x')^/ 0 ) - / (" )  + /(2 ) 

C II X — U II + / (2) 

さ- Cめ IH a O II+ /(2 ) 

n II F (x) II + / (2)

となり，2：は，次の問題の局所解となることがわかる。

1 1 )minimize fCx')+n II i^(a;)ll

s. t.

また，2が 7 )- 8 )の局所孤立解のときには，r iを十分大きくとれば，2 は11) の局所孤立解となる 

ことも明らかであろう。

次に， は，ゴs〔a O = 0 と同値であるから，2 は S に た い す る • ）の正則点であり，

—— 172〔584)



/ 0 )  + nll ■F〔aOIIは L ipsch itz函数であるから， 上と同様の議論によって， z が次の問題の局 

所 解 （局所孤立解）となるグ2 > 0 が存在する。

minimize f(.x ') + n  II FQx')\\ + ridsC.x')

ここで， グ=m ax {n, r g }とおけば，2が M r O )の局所（強い局所）最小点であることがわかる。

証了

次に,^:が 4 )- 6 )の解であるための必要条件を述べる力';,その前に新しい概念を一つ導入しておく。

定 義 / 0 ) を之のある近傍で，定義された実数値関数とする。このとき， X 一 R 仏 f (D  Z に 

おける一 次近似〔first order approximation)であるとは，0 が次の条件を満たすことをいう。

<p(itx) =  t^(ix) for all /さ0, x ^ X .

Urn sup r ^ ifC z + th ')— — for all h ^ X
C>(U—o

題 4.3 を/ の2 における一次近似とする。もし，/ が 2 において局所最小値をとるならば， 

はX の原点において，全域における強い最小値をとる。 したがって， が凸函数のときには，

(0)

が成り立つ。

証 明 任 意 の み に た い し て ，0 が/■の2 における一次近似であることから

fiz+ th ')~ f Cz)= が〔み) + r(J)

とますと，K 0 は

lim SUD グひ）さ0

を満たす。いま，fK み）< 0 となるみe ズが存在するものと仮定すると， このみにたいして，十分 

小さいウ 0 を取ると，

か0 0  + K り<0 

となる。したがって，十分小さい《> 0 にたいして，

f(.z+th') — f(.z )< 0

となるが，これは， / が 2 において局所最小値をとることに矛盾する。 IE 了

定理 4 . 4 次の a), b ) を仮定する。

a) /o, •••, f n , 11i^CO I L ん（•）の連統な凸一次近似か, …，かI，(p, が存在する。

b) 2 はS にたいするF の正則点である。

このとき，2が 4 )- 6 )の局所解であるならば，次の条件を満たす；i o ^ O , ムさ0, r > 0 が存在す 

る。
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Xifiiz)=Q for i = l , …’ n

0 ^ ^  + rd(p(Sy) + rdp(Sy)

EE明 定 理 4. 2 ,補題4. 3 より明らか。

次に，上記定理の特殊な場合として;r の次元が有限（dim r = m )である場合について述べる。こ 

のとき，F it

12) F O )  =  (/"+i〔aO,…, /ra+m(aO)

とますことができる。ここで各/™+fG==l, は，2 のある近傍でLipschitz函数とする。

定理 4.5 を1 2 )の形の函数とし，か，-'.,^4„を /o, に対する凸連続なー次近似とする。

このとき，もし2 が 4 )- 6 )の局所解であるならぱ，次の条件を満たす実数ん，…， が存在する。

13) "iTi み |>0 
1=0

14) <̂1 ^ 0  for i= 0 ,…，n

Xi/ i= 0  for i= 0 , n

15) 3ネ(0)十さム + iVs(>2)

11明 2 がS にたいするF の正則点であるときは，定理4 .4 より明らか。また，正則点でないと 

きは，系 4 .1 より，

0 ^  i?7i+l 3,71+iOO + I ..., + ̂ n+m d fn+mCz') NsC.z)

となるすべてが0 でない実数/ が存在する。 したがって， 定理が成り立つことは明ら 

か。 IE 了

上記定理における一次近似として，特 に generalized directional derivativeを用いると， 

C larke〔17〕で得られた結果になることを注意しておく。

V  Palais-Smale の条件

コンバクト集合上で，定義された連続実数値関数は最大値と最小値が存在することはよく知られ 

ている。しかしながら，ある種の変分問題を解くとき，多くの場合においてその定義域のコンバク 

ト性は保IEされない。この享では，そのような場合に大変有効なPalais-Smaleの条件について述

ぺる。
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定義 A：を Banach空間，F: を弱微分可能な函数としM はズの部分集合とする。ドが

M 上で Palais-Smaleの条件を満たすとは，

1 ) I F(iXn) I ^  C  <  +  co fo r a l l；

(2)

2) 8FCXn^-^0, 8F CXn)^0 fo; 

を満たすM の点列 {a；n } にたいして,

dFCx*^ =  0

と な る {xux2, が存在することをいう。

定理 5 .1 (Ekdand〔2の） X なBanach空間とし，F : X ~ ^Rを次の条件を満たすものとする。

3 ) 連続，下に有界かつ弱微分可能で，dF<i.')は任意の線分上で連続。

4) Palais-Smaleの条件を満たす。

このとき， は最小値をもつ。

I I明 定 理 1.3より，

8F(.Xrd—*0.

F(a?n)—>inf F

となる点列 レ „ }が存在する。以下，二つの場合に分けて考える。

Case1 dFiXn'^^0 for a l l となる{:r„}の部分列 {a；™'}が存在する場合。

このとき，Palais-Smaleの条件より， ダが0 = 0 となるx*Gcl {xu Xz, - } が存在する。仮定 

より，f は連続であるから，

FOc*) =  lim FCa；0  =  in fF .

したがって，このa;*においてF は最小値をとることがわかる。

Case 2 有限個の" を除いて，5_F(a；n ) = 0 の場合。

5= {x ^X : dFCx^=0]

とおく，一般性を失うことなく，

Sキ X ’ 5FCo; 0=0 for all n 

の場合についてのみ考えればよい。そこで，まず2をS を任意に固定し，実数/'を次のように定義 

する。

パ三inf {/G [0 ,1]:(1—0  Xn~ t̂ 

5 F C 0 が線分 l>», 2 ]上で，連統であることから，

3) Xn=(X~ tl) Xn'^'ti Z ^S

4) X n ^  Cl一も）£Cn+ ら 2を S

5) |F(a；nO - K ® nO l^ l/w .

注 （2 ) この章では，ある函数F の弱微分を5 F と表すことにする。
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6) II SFixn^') II ^ l / n

となるように，も̂ パさらを選ぶことができる。ズ' の定義より，

dF(.0- — 0  Xn+ tz)—Q for all

であるから，

F<iXn̂ ') =  F(,Xn')

である。したがって，5 ) より，

FC»„0-^inf F。

また，4 ) より，

dP(iXn^i^Q  for all n.

さらに，6 ) より，

8FQxn')—*Q as M— +CO 

であるから，C ase1 の場合に帰着する。 証了

次に，帷の補題と呼ばれる定理を述べる。この定理は，ある Banach空間で定義された実数値 

函数の鞍点が臨界点として存在することを保証するものである。

定理 5.2 (Ambrosetti, Rabinowitz [1])JY"を B anachとし，_F: 7?は次の条件を満たすもの

とする。

7 ) 連続かつ弱微分可能。

8) d F : X ->X *は，X の 強 位 相 と の * 弱位相について連続。

9) m (a)= in f F(a;)>/^CO)
flx// =  a

という条件を満たす，あ る が 存 在 す る 。

10) II 2 ||>«となる適当な2 S X について， / ^ 0 2 )<讲(0；)。

1 1 )F は 集 合 F C x ') ^ m ( .a ) }上において，Palais-Smaleの条件を満たす。

このとき，

5FCx*^=0.

と な る が 存 在 す る 。

証明（丸山 [53])まず，

M =  C ([ 0 ,1 ] .X') : ;-(0)=0, y(X)=z]

とおけば，M は一法ノルムの下に完備距離空間になる。さらに，困数/ :  を

/(;-) =  max FQr CO)

と定義する。この函数/ にたいして，定理1 .3を適用する。そこで，このズが下半連続で下に有界 

であることを確かめておく。
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i) / が下半連続であること。 

ft-. さぱ1) を

ft Cr^=FCr CO)

とおけば，F の連続性より，f t は連続であり,

/ O v  ニ m ax ft Cr) 
t e〔0,1]

であるから， / は下半連続である。

ii) が下に有界であること。

r は，0 と之を結ぶ連続な曲線であるから，9 ) , 1 0 )より，

Hr O r ) II= «

となるらG [0 ,1 ] が存在する。この f r にたいして，

m (0L)^FiT a , ) ) ^ / ( r )  for all 

が成り立つので，/ は下に有界である。

定 理 1 . 3 より，任 意 の £ > 0 にたいして，

12) / C n ^ i n f  /00+ e

13) /(r )> /C r* )- e llr- r* llfo r  all reM M r*}

という条件 を 満 た す が 存 在す る 。

次に，み（0) = み（1 ) = 0 なるみG C ([ 0 ,1 ] ,X ) を考えると，任意の5 > 0 にたいして，

r * + s h ^ M

である。そこで，/ が弱微分可能であることに注意して，/ の r* におけるみ方向の方向微分を計 

算することにする。まず，1 3 )より，

/(r*+ 5^)-/Cr*)>-e|l5/ill

となる力、ら，’

14) s-M/(r*+s/2)-/Cr*)}>-£lUII 

1 4 )の {……} の中を計算すると，

15 )パ r*+成 ) - / (r*)

=  max F  Ct*CO + sh CO) — m ax FCy*Cy))
feCO,1〕 fe[0,1]

=m ax{FC r*C O )+ s (dFCrXO, hCO') + o Csh C0 >} — m ax F ( r * ( 0 )

=max {_F(r*⑦ ）+s (り)，h C0>} +o (5) —max F  Cr*CO)
<e：0,1〕 fe〔0,1〕

ここで，

e ： t-^FQrXO') 

v 't- *  (dFQrXOX h(.0>

とおけば，仮定より，これらは[ 0 ,1 ] 上で連続である。さらに，g : C ( [ 0 , 1 ] , R ) - ^ R を
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g C^) =  max (p(J)
に〔0,1〕

とすると，この函数は凸，連続である。したがって，劣微分可能であり，[0 , 1] 上のRadon測度 

の空間をM と言けば，それは，

16) dg i(f)=  {[i^M  ：  ̂ d fi=h  supp T(p}

とますことができる。ここで，7V »={/e[0 ,1] ：(p iO ^g ic f)} ,

14), 1 5 ) ,1 6 )より，

17) —£ max II hQt) II
お[0,1〕

さlim 5-1 (r*+s/?)—/(r*)}

=  lim s~' [g(id+sy}') — g Qd')}

ニ max <>, 7〉

:max \ <5F(r*(0), h 〔0 〉d[i
/IS3?(のッ0

こで，

ぜョ [ゐs c a o , 1] , z )  ： l u i i ^ i ,  /K o)= /?(i)=o}

として，1 7 )の両辺をガ 上で i n fをとると，

18) —e^in f max (8F(,T*C0, h it )  dii)

( 3 )

dg〔d ) 力'、* 弱コンバクトかつ凸であることから，Ky F a n の M in im ax定理を適用できて，

19) —e^max i n f 、(SF h it')') dpi.

ここで，1 9 )に現れる積分をC ( [ 0 ,1 ] ,Z ) 上の作用素とみれば，

20) S ： /i-^^\dFCrXO. h iO'ydpt

は有界線形で，

21) IIS IN sup  I レ 5/X r * (り) ， h iO'>\dfi

=5o IIび （r*① ）llゴバ 

となる。しかしながら，仮定より，

0, l ^ T O

であり，したがって

0 , 1を supp ju.

このことから，2 1 )の s u pは が 上でとれば，十分であり，

注 （3 ) 高橋〔5のなどを参照せよ。
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22) sup I ^^<5F(r*C0), h (jy>M

=sup ±\ <5F(r*① ），h COydM
heH **0

を得る。1 9 )と 2 3 )より，

23) —eざ max — \ II 5/^(r*① ）II め̂
ft£3g(ff) ン 0

= —min  ̂ II 5F(r*(0)ll dfi
ps3»(の *̂0

2 3 )の右辺のm in は，

min l|5F(r*a))ll
t^Te

を実現するf ロ d に質量1 をおく D irac測度による ll5F(r*の ）I Iの積分に等しいから，'

一£さ-min{||5F(r*の ）II ： t ^ T d、

となる。よって，この / * においては，

F ir\ n ')= g  Grr*)=max F (r*の ）Il5i^(r*ひ*))IIさ£

が成り立つ。そこで，e =  l/n O t= h  2 ,……）とし，それにたいして，r*ひ* ) に対応するものを，， 

X n とおく。上記推論より，

m C a^^F C xn )

さ inf f+ 1 /n

ニ inf max F  (x if)') + \/n
r^M 化[0’ 1〕

dF (o；n)—>0.

ある " について，5FOkJ==0ならば既に所望の帰結が得られたことになるので，一般性を失うこ 

となく，

5F (aO  判  for all n

と仮定してよい。この場合は，仮定より，

5F (x *)= 0

と な る X2, が存在する。 IE了

最後に，上で述べた崎の補題の応用として，次の形の非線形橋円方程式を考えろことにする。

24 ) Au+u^^=Q ( Z )の内部）

" ニ0 (のの境界上）

ここで，のは， さ3) の中の滑らかな境界をもつ有界領域
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上記偏微分方程式は恒等的に0 という解をもつが，それ以外には，解はないであろうかという問題 

を考える。すなわち，白明でない解の存在することを示すわけである。このことを示すのには，峰 

の補題が決定的な役割を担うのである。

定理 5.3 (増田〔51〕） K 5 < (w + 2 )/(w - 2 )であれば，上の問題は，正の解をもつ。

証 明 正の解を求めているのであるから，上の問題の代わりにつぎの問題を考えればよい。

25) Au^r I U 1^=0 (Z)の内部）

"ニ 0 (D の境界上）

いま，H M D ')〔ノルムは i irw ik s )上の実数値函数/ を次のように定義する。

/ (? 0  = し「~レ  w/(5 + l)1 dx

上記問題2 5 )の解は，上の沉函数の停留点として求められる。したがって，この沉函数に，悼の補 

题を適用する。まず，任 意 の に た い し て ，f が有限値に値をとることを確かめる。

H\でのノルムのとりかたから，

\ ir " i :
J d

dx< + oo for all u ^ H l

( 4 )

となることは，明らかである。また，ツポレフの補題と仮定より

、の |mド+1 dx^M W ulf^^

とすることができる。次に，Palais-Smaleの条件を確かめることにする。そこで,

I /  Cuj') I <M , d f CujO-^0 (強収束）

となる {め} C がK Z ) )をとる。従って，この点列は，

26) sup (\ [ruj-F^— \ uj\5']dx/\\ C ||] [-^0 

という条件を満たしている。ここで，特に C =  "_/ととり， I Iめ 1 1 = 0 とおくと，

~~—  ̂{.WujV— IiijV Uj\dx-^d

また，めのとりかたから，積分

5[—̂  I Vuj 12—- nj I * Uj^dx
5+1

は有界になる。上記ニ式より，積分

1-3
$|r め'I: dx

こCj

が有界になることがわかる。この積分は， （1 一5)^：プ/ 2 に等しいから，仮定より， {cj} は有界とな 

る。したがって， {め} は Hilbert空間がSにおける有界ま合である。他方，5+1さ/><2 «/(w-2)

注 〔4 ) 清畑〔53〕などを参照せよ。
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こ

なる任意のわにたいして，ソボレフの補題より，がi の有界集合は， の相対コンバクトI I合の中 

に，埋め込むことができるので，どS で弱収束し，L P で強収束する{め} の部分列が存在する。 

れをまた， {め} と書くことにする。2 6 )より，任意の£ > 0 にたいして，十分大きい；をとれば，

I 、 [FUjV^— IUj\^^dx I II C 11= ~ ^  II C I|2 + fi2

となる。他方，H olderの不等式から，

 ̂ I UjV\^\dX'^\\ Uj ||z,a+i|| C llia+io 

上記ニ不等式において，!： =  U厂U kとおくと，

 ̂ |FUj~VUhV

= \ [ r - -  I Uj I Wjfc)] dx 
Jd

—\ [FUk*^Cuj-'Uk)~ \ukV(̂ tij~uid'\ dx

+ S_D(IめIし I"*ド）（め—"*)ゴダ

さ 9 - II U j— Uk IP + 2 «2+(|| U j 11̂5 + 1+11 Uk Ills .1)11 U j— Uk IIlj+I

よって，

したがって，

II U j— Uk IP^4 £2 + 2(11 M^5+i+ II Uk II!3+i)II U j— Uk IL«+1

l im  II Uj— Uk IP^4e^.

d よ，任意であったから， {め} は H I におけるCauchy点列である。したがって，Palais.Smale 

の条件は満たされている。次に，崎の補題を用いて，自明でない解を求めることにする。そのため 

には次のニ点を確かめれぱよいであろう。

i ) IIU \\ =  r ^  fCu)^co

となる正数r, Coが存在する。

ii) II Mo \\>r, fC u o ) ^ 0 となるu o ^H iC D )が存在する。ま- f ,りから確かめることにする。： 

そこで， ll«l|==rとなる任意のれ" にたいして，ソボレフの補題より，

/  (.u) =  r^/2  ̂ \uV u d x / i8+ \')

が /2—A/V+i

したがって，r を十分小さくとれば，ごo = r V 4 として i ) が成り立つことがわかる。次に， i i ) で 

あるが，まず， U として，のの内部で正，のの境界上で， 0 となる任意の十分に滑らかな実数値 

函数をとる。いま， = とおくと，十分大きなにたいして，，

II "011 =  -?II V \ \ > r ,
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II V ||2— 一ム 1 .し I " ド vdx

さ0

となる。したがって，H ) も満たすことがわかる。峰の補題より，

/ ( m) ^ co>0

となる/ の停留点t t e m C D )が存在する。ゆえに，u^O. が / の停留点であるから，《が 25) 

の一般化された解になっていることがわかる。後は通常の議論によって，《が25) の解になってい

ることがわかる。 IE 了

V I 順序集合上のト変分原理と半群の安定性

この章では，最初に第I 享で述べたEkelandの e-変分原理における基本的な考え方をより抽象 

的な順序集合上で再現したBr6zis-Browder〔7 〕の諸定理について述べ，さらに，この定理のfS 

用として，半群の安定性定理について述べることにする。以下，このぎで，ある集合X が順序集合 

であるという場合，X 上に，半順序さが定義されているものとする。また， {»„}(= A：が増加的で 

あるとは，

Xn'^Xn+i for all n ^ N

が成り立つこととする。さらに，この章では，簡単化のためにS O iO c X を次の条件を満たす集合 

とする。

S (oO= { y ^X  ： x ^y} .

定理 6 . 1 を順序* 合とし，函数/;' ： X —i?が次の条件を満たすものとする。

1 ) x ^ y ^ F ix ') ^ F iy ')

2) F (a；n )< C <  + oo

となる定数C が 存 在 す る 任 意 の 増 加 点 列 に た い し て ，

XnSy for all n

となるy ^ X が存在する。

3 ) 任意のX G X にたいして， FQx)くF X u )となるuらX が存在する。

このとき，任 意 の に た い し て ，F (S (a O )c；i ? は非有界である。

証明まず ，P ： { + 00 }を,

jO(a0=sup FQ?)
b̂ SCx)

と定義する。いま，上記定理の結論が成り立たないものと仮定すると，/o C x X  + o oと な る 存

注 （5 ) Br^zis Browder〔 7〕
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在することになる。そこで，ズ上の点列{a;„}を次の規則によって，帰納的に取り出すことにする。

X i =  X

Xn+i^ S (.Xrd, jO (a:„)^FO„+ i) + G /« ) for all n

すると，

F(fl；n+i)^iO (a;)<+oo for all n

となることと2 ) より，

4) Xn"^y for all n

となる2 / e X が存在する。さらに，3 ) より，

5) y ^u , F iy 'X F iu )

となるが存在することになる。4), 5 ) より， さ?< であるから，

FCu^^p C^n) for all n 

また，4 ) より，Xn+ l$yであるから，

F(^u)^P (aJn)^F(Xn+i) + l/w

^ F (y ')  + l/n for all n
となり，FCm)さF Q y )が成り立つが，これは，5 ) に矛盾する。 証了

定理 6.2 X を順序* 合とし，F  を次の条件を満たす，上に有界な函数とする。

6) x ^y ^F C x ')£F C y ')

7 ) 任 意 の 増 加 点 列 C IX にたいして，Xnさy for a l l n となるy ^ X が存在する。

こ の と き 任 意 の に た い し て ，次の条件を満たすa 'が存在する。

aシ ’ F C 5 C«0 ) = { F C f l 0 }

証 明 ズニ S G z )として，定理 3 .1 を適用すると，仮定より，（1),(2 )は満たされているが，そ 

の定理の結論は満たされない。したがって，（3)が成り立たないことになり， これは，定理 6 .2 の 

結論が成り立つことを意味する。 証了

定理 6 . 3 ズを順序ぎ合とし， F  : X ~ *Rを’ 次の条件を満たす上に有界な函数とする。

8) x-^y, X キy = ^ F 〔x )くF Q y )

9 ) 任意の増加点列{x„}cズにたいして，Xn~^y for a l l n となるyらX が存在する。

このとき，任意のaミX にたいして，次の条件を満たすfl'Gズが存在する。

a " ^ d 、

証 明 定理 6 .2 より明らか。 証了
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定理 6 . 4 义を順序* 合 と し 函 数 力 ;，次の条件を満たすものとする。

10) x ^ y ^ F O O ^ F C y )

1 1 )F(.Xn)-^C <  + oo for all n

となる定数C が存在する任意の増加点歹!] { X n ) ^ X にたいして，

Xn る y for all n 

F(.Xn)-^FQy') as w—

という条件を満たすy & X が存在する。

1 2 )任意の：c e X , e > 0 にたいして，

x ^ x ', F(.x^<FCxO<FQx)+£

という条件を満たすズが存在する。

このとき任意のf lJG Xに た い し て =  H-oo)が成り立つ。

証 明 任 意 の T〉F C x )をとり，Xo= {zG SO c): ア0 ) ^ ア} とおく。 {a ^ Jを A に 

おける任意の増加点列とすると，1 1 )より，

13) Xn^y for all n, F (x n )-*F (y ) as n-*oo

となる2/Gズが存在する。1 3 )より，F(：リ) $ T と な り で あ る か ら ，定理 6 .2 より次の 

条件を満たすfl'G X oが存在する。

FCSxo Ca0)={FC«0}

ここで，もしも，F G z ' X r であるならば，仮 定 1 2 )に矛盾するからFQaT) =  T となる。

IE 了

定理 6 . 5 ズをその上に半順序が定義されている完備祖離空間とし， F  : X - ^ R をつぎの条件 

を満たす下に有界な函数とする。

14) 任意のXらX にたいして， 5 (0；) は閉。

15) x ^ y , x^y^F (ix}> FC y').
16) {a；n}cズが増加点列ならぱ，cl{a；n } はコンバクト。

このとき，任 意 の に た い し て ，

となる^2'6：̂ が存在する。

証 明 定理 6 .3 を適用する。 を増加点列とすると16) より，部分列 { a v }と y & X が存 

在して

Xn'-^y as " '一> + oo

とすることができる。さらに，任 意 の に た い し て ，がさ" となるように；/ をとれば，；さ：
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とすることができるので，1 4 )より

y ^ S  Qxn) for all n

が成り立つ。 証了

最後に，上記定理よりEkelandの £-変分原理を出す。 したがって， いままで述べた定理は， 

Ekelandの定理の一般化になっていることがわかるであろう。

定理 6 . 6 ズを完備距離空間とし， f  を下に有界な下半連続函数とする。 このとき，

つぎの条件を満たすが存在する。

F ix ')— F ia )>  — d Ca, aO for all x^ a .

証 明 まず，X 上の半順序^ を，次のように定義する。

17) x ^ y ^ F C y ')— FCx^^ — dCx, y)

任意の増加点列{a;„}にたいして， は i? における減少点列で下に有界であるから，収束 

点列になる。 したがって， 1 7 )より {av}は Cauchy点列となる。 よって，定理6. 5 が適用でき 

て所望の結論が得られる。 証了

次に，ある完備距離空間における非線形半群の挙動に関する情報を与えてくれる定理を述べる。

半群とは，ある空間の点にたいして時間と共に変化する運動経路を対応させるある特殊な性質を満 

たす写像のことであり，発展方程式論や偏微分方程式論において，中心的な役割を担うものである。 

非線形半群の拳動に関する理論とし て は ， ユ ル ゴ ー ド定理が有名である。その主張するところは，

半群の不動点の*合にたいして，半群それ自身はその集合の一点に収束するとは限らないが，その 

Cesaroの平均をとると不動点の集合のある点に弱収束することを述べたものである。 ここではこ 

のような半群の漸近的挙動ではなく，半群が常にある集合上にとどまるという意味での安定性につ 

いて述べる。まず，非線形半群の正確な定義を与えることからはじめる。

定 義 （X , f O を完備躍離空間とする。 からズへの写像の集合

{5 (0  : M ->M：た 0}

が次に述べる諸条件を満たすとき，これは，非線形半群をなすという

18) 5 (0 )ニム S ひ1 +ゎ）= S ひ1) . iS (も）for all t i , ゎさ0

19) dCSCO u, S (/) y)さe"【ゴ（" ，v) for a l lた 0’ u, v ^ X  

となるのらR が存在する。

2 0 )任意のUらX にたいして，函数 t—̂S (0  U は [0, + oo]において，連続。

定理 6.7 F C X を閉ま合，C を0 以上の任意の実数とし，さらに.
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2 1 ) lim inf ケ ’ F ) さ〔 for all u ^ F

が成り立つものとする。このとき，任意のUらX と 任 意 の に た い し て  

ゴ（SC O ", F )が (Ku, F )+ 〔CAo) (y*し 1 ) for («キ0 

d iS i t )  u, Cu, F ^+ C t for o>=0.

が成り立つ。

C =  0 とすれば，条件 2 1 )は，* 合F 内の点を初期値とする任意の運動経路とi；'との距離の時 

間0 における lower-Dini微分が0 になることを述べたものである。そして，この定理の結論は， 

u ^ F という特殊な場合を考えれば， * 合/ ^ のある点"を初期値とする運動経路が内にとどま 

るための十分条件を述べていることがわかる。すなわち，ある半群の初期点の近傍の運動が集合F  

に接しているか，あるいはF の内部を，通る場合集合は半群S にたいして，安定であることを述 

ベている。

この定理の誕明を述べる前に，補題を一つ用意しておく。以下， は，X の閉部分集合，Mミ 

[0, +00), とし， 上のニ項関係さを次のように定義する。

x =  (u, P'), y =  (.v, q ) を，M におけるニ点とする。このとき， 

x ^ y

P ^ Q

dCS C.q—p') u, v')'^iL/w ') 1)

dQ S iq—p) u, v )^ iL /w ')  (w=0)

補題 6 . 8 上記方法により，定義されたニ項関係はM 上の半順序であり，任意の a;ニ（《, /))e  

M にたいして， =  ̂ と函数 5̂ : を定義すると，この函数は，次の条件を満たす。

22) Qx')^<P Qy')

23) < } > ix n )^C < + ^となる実数C が 存 在 す る 任 意 の 増 加 点 列 に た い し て ，

Xn^y for all n 

パ a；n)一?K?/) as w->+oo 

という条件を満たす点2 /e M が存在する。

証 明 まず，X 上のニ項関係さが半順序であることを確かめるには，それが推移率を満たすこと 

を調べれぱ十分であろう。そこで，》= («, P), y =  Qv, q), z= iw , r ) を

x ^ V ,  y ^ z

を満たすM 上の点とする。まず，半順序の定義から，
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24) d iS i q —p) u, v )m jv o ')  ル一1)

2 5 )ゴ（S O —め y, w')^{.Llw) — 1)

となる。24) と半群の定義より

di.S Cr—g )'S  Qq—p) u, S (.r—q) v) 

j  5  iq—p) u, v)

さ g»(r-g)(ム/w) (g■め-り)一1)

となる。これと2 5 )より，

d Q S ( i r - め  U , u u )

= d ( .S ir —q ) 'S iq —p) u, w)

i r —q)' S Cq—p) u, S (r— q) v') + d(.S Cr— q) v, w)

(ムル）o"(«-p)-i)+(i：A^) (y*(r-g)_i)

=  iL/w') -  1).

次に，2 2 )は自明であるから，2 3 )のみ確かめることにする。まず，

{ X n = ( .U n , P n ) }  C  M

を，

QXn')=pn'^C <+00

を満たす任意の増大点列とする。 { A Jは i ? における上に有界な非減少列であるから，ある点に収 

束する。その点を/ )とする。 であるから，

26) dQS Cpn+k—pn) Un, Un+k) ̂  CL/iv) Qe<Pn*k~Pn' ) f o r  all n, k^N ,

が成り立つ。任意の£ > 0 にたいして，iV (O sA ^が存在して，

(.L/w') (eの(力"+*-力n)—1)くe for all n>NQe~), k'^Q 

が成り立つから，2 6 )より，

27) d Qtln+k> Mn+l') = d  C >5 Qpn+k—prC) Unt 5 Cpn+l —pn) "?i) + 2 £ for all "= iV  (6), k、/ = 0 

任意の《> iV 〔e ) を固定し，ん—+00, /-^+ooとすると， 2 7 )の右辺は2 s に収束する。 したが 

って，

d iun+ky "n+j)さ3s for all k, I, ^ iV '(e )

となるAT 0 )g A ^が存在することになる。したがって， {mtJは，Cauchy点列となるので，その 

極限を" とし，26) においてん 一>+ooとすると，

d iS  Cp—pn) U n, u)さ CL/ w) O "ひ-力》)—1)

すなわち， p) for all w^O 

となりy =  (̂ u, / O とおくと，

Xn'^y for all n 

ホ(iXn)一 (.y') as "~*oo 

となる。 証了
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定理 6 .7 の 証 明 キ 0 の場合のみ確かめることにする。定理 6 .4 を上記順序集合 MミF 乂 

[0, + 00]と，<Ku, p ) = p に適用する。補題より，定理 6 .4 における12) のみを確かめれぱよ 

I/、。まず，任 意 の =  め’ £〉0 を固定する。すると，2 1 )より，

 ̂ dQ S it) U , F') ^  ^  
l im  int ~ じ
い0, f>o CCeのし

が成り立つから，任意のL > C を固定すると，

dCSCOu, F ) < 0 »  (eパ- 1)

となるQくt < e が存在する。したがって，

d(.S(.0 U , M')さ（L/oJ) —

と な る が 存在することになる。このU 'とがミ：p + tにたいして， ョ（《' , ダ）とおくと，

x-^x'

となるから，1 2 )が成り立っていることがわかる。

以下，二つの場合に分けて考える。

Case1 u ^ F の場合。定理 6 .4 の結論より，任意のア> 0 にたいして，

U  T)

となる " e F が存在する。すなわち

d C S m u ,  y ) ^ Z »  Ce'^^-l：).

この関係が任意のム> (：にたいして成り立つから， の場合には，定理の主張が成り立つこと

がわかる。

Case 2 の場合。任意の / G F にたいして，半群の定義より，

dQS Q) U , S ( 0 / ) さ iK ", / )

すなわち，

dC S iO  u, F ')S d  ( S (/) /, F )  + e①t cKu, / )

が成り立つ。さらに， / e F であったから，

ゴぴ① / ,  F)^CC/a>)

が成り立つから，

dCSCO U, F )^(C /co) Ce'^^-D+e'-'^dCu, / )

これが，任意の / e F にたいして成り立つので，定理の結論が成り立つことがわかる。 証了
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