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r三田学会雑誌」82卷3 号 （1989年10月）

ニ マ ッ ク ス 定 理 に 関 す る 考 察

小 宫 英 敏

1928年 von Neumann〔4〕により初めて単体上の線形な利得関数に関するミニマックス定理が 

fE明されて以来様々な形のミニマックス定理が様々な数学的道具を使い証明されてきた。von Neu

mann の 最初の ミ ニマックス定理の証明法は利得関数の定義域が単体であることの特徴を使った数 

学的帰納法によるものであった。また，この初等的なミニマックス定理は線形計画法の双対定理 

(従って，線形不等式系に関するMinkowski-Farkasの定理）を使い証明されることも知られている〔6〕。 

1941年 Kakutani〔1〕は Brouwerの不動点定理より有名な多価写像の不動点定理を導き，それを 

使い一般の凸集合を定義域とする連続擬凸-擬H 利得関数に対するミニマックス定理を証明した。 

その後， ミ ニ マ ッ ク ス 定理の誰明に不動点定理を使う手法は大きな流れとなり， Nikaido〔5〕のミ 

ニマ ッ ク ス 定理も不動点定理を使い証明されて い る 。 また， ミニマ ッ ク ス 定理の他に，n 人非協力 

ゲームの均衡の存在IE明，一般均衡の存在証明などに不動点定理の威力が発揮されてきた。1958年 

Sion〔8〕は，不動点定理を使わずに，Knaster-Kuratowski-Mazurkiewiczの定理を使った独自のIE 

明法により対称性の美しいミ ニ マ ッ ク ス 定理をHE明したが，この Knaster-Kuratowski-Mazurkie- 

w iczの定理は位相幾何学的にはBrouwerの不動点定理と同等の場所に位置すると考えられる。 

その後不動点定理を使ったS ionのミニマックス定理のHE明法も Takahashi〔9〕により得 られて 

いる。しかしながら， ミ ユ マ ッ ク ス 定理のIE明の道具としては不動点定理は大きすぎ必ずしも使う 

必要がないことが分かっている。このことを実際にS ionのミニマックス定理を数学的帰納法と位 

相数学の初歩的な概念のみを使って誰明することにより示す（定理1)。この証明法は初等的である 

が故にその適用範囲が広がり，定理の条件にある種々の凸性を取り除く可能性を秘めている（定理1 

の後の注意を参照)。

後半の定理3 は利得関数の定義域からコンバクト性を取り除くための一つの試みである。このた 

め利得関数の凸性を仮定しなくてはならなかったが，その定義域に関する条件は有界性のみでなん 

ら位相的な性質を仮定する必要がなくなった。

定理 1 (Sion) m次元ユークリッド空間内の有界凸閉集合X と I 次元ユークリッド空間内の凸 

集合F に対し，その直積ズx y の上で定義された実数値関数/ が次の条件を満たすとする：

( i ) す べ て の ズ に 対 し ，/ ( 0 V )はF 上で擬IH]上半連続である。

( i i )すべての2 /e yに対し，/( • ,  2 / )はX 上で擬凸下半連続である。
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min sup f ix , 2/) = sup min fQx, y')
x(=X ye Y Y x^X

が成立する。

補 題 1 定理1 と同じ仮定の下で，Q：くmin^cExmm C/O , ? /1 ) ,/ 0 ,  ?/2))を満たすyi,

と定数びに対しa<m in：rex/(:c, 2/0)を満たすi/o e  F が存在する。

I I  明 背理法で IE 明する。0；くmin x^xmax (/Cr, yO, fCx,め)）で，a>minxex f(jx、y) がす 

ベての2 /sFに対して成立するようなF の元2/1と？/2があったとする。

a< /3 < m in  x^x m ax ( fK̂ x, yo, fi^x, yzf)

なる /3をとる。任 意 の [0 ,1 ]に対して， a > ) = { ：c G X :  /O c, (1-5)2/1 + 52/2) く iS} と定義す 

る。 このとき， は空ではない凸閉集合である。 さらに， c (o )  n a i ) = 0 が成立している。

閉区間 !;0 ,1 ]内の二つの数列レ™}とひ J を次のようにして生成する。 まず， 5 1 = 0 ,シニ1 とお 

く。Wステップ後に， C O J n c 〔o = 0 である二つの数列 { s i , * , と {ifi,わ，…，な}が得られ 

たとする。関数 fO c , . ) O c G X ) の擬[H]性 よ り

C((Sn+tn')/2)CI CCSn̂  U CGn')

が成立し， CXsXsf [：0 ,1 ] )は凸集合だから連結である。したがって， 

c ( ^ ^ ^ ) c C ( s J  または C (を 

が成立する。ここで，C 〔（St»+0/2)〔C 〔S„ ) の と き は s "  +  i ニ（S n + な）/2 , / " + 1= なとおき， 

C((Sr»+ 0/2)〔C ( 0 のときはs" + iニ ン+1ニレ™+な）/2 とおく。この過程を繰返すことによ 

り，単調増加数列と単調減少数列 {な} を作り出すことができ，これらは共通の極限 

" ニ を 持 つ し と か 分 か る 。さらに，

C ( S i ) つ C (52)。C 〔S3)つ...かつ  C (わ）つ C ひ2)つ C 〔わ）:

が成立している。

/O o ,  C l—u')yi + u y 2^ <  a を 満 た す ■の 点 a；o をとる。 このとき，

1̂1118卯71ー=0/(0；0,(1—5")2/1 + 5»2/2)</3だから /(a；o,(1— + なる Sp がある。即ち，

は C O fp )に属する。同様に， ^ o e C C / g )となる / g が存在するから， これはC O ))n C ：a ) = »  

に矛盾する。

補題2 定理1 と同じ仮定の下で，（Xくminぱjrmax1く!'く" / 0 ,  を満たす有限個のF の兀 

ル，…，:j/tiと実数びに対し’ Q：<min a；eズ/ 0 ,  ?/0) を満たすF の元^0が存在する。

証 明 《に関する数学的帰納法で証明する。M = 1 のときは明らかに補題2 は成立する。 《を 

a  < m in a；exm ax i< !<w / ( x ,  y i ')を'満たす実数とし X ' を 集 合 /(a；, く《} とする。

A " が空のときは， =  とすればよいから，空ではないと仮定することができる。
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a<min a：s；vrmax f<ix, yd なので，《くmin xsA：'m ax iぐ.く"-1 / O ,  ?/i)が成立する。帰納 

法の仮定をy■のX 'x r への制限に適用すると，aCm inだX / 0 , 2/0')なるyo'が F に存在するこ 

とになる。従って，aくminxsJfmax(yO, 2/0'), yO , 2 /0 )となり，補題1 より 

a<minxex/(x , yo)なるyoが！̂に存在する。

定理1の註明不等式

sup min ?/) く min sup /"(a;, y)
y ^ Y  x ^ X  x ^ X  Y

が成立するのは明らかなので，sup2/ s r m i n 2 / ) < m i n 2/eysupysyy(:c, ?y)と仮定して，'‘ 

背理法で証明する。

sup min f(x , y^<a<m in  sup /(x , y)
y ^ Y  x ^ X  x ^ X  2/e Y

なるをとると，X のコンバクト性より，o:<m inぱATirmx1く:. く" / ( 仏 2 /i)を満たすF の有限個の 

元 ！/1 , 2/nが存在する。従って，補題2 より《< m in：c e x / 0 ,2/0)を満たす2/0が3^に存在する。 

これは不等式a >sup j/erm in x^x fix , y ) に矛盾する。

注意定理 1は，その証明法を踏襲することにより，次の形に一般化することができる（[3]を参 

照)。

定理2 コンバクト位相空間X と位相空間F に対し，その直積空間XX r の上で定義された実数 

値関数/ が次の条件を満たすとする：

( i ) すべての：C G Xに対し，/ ( > , • ) はF 上で上半連続である。

( i i )すべての； に対し，/(• , 2 /)は:^上で下半連続である。

(iii) ^̂ を任意の実数とし， /(a;, ：y )^a } なる形の集合の任意の有限個の共通部分は空 

か連結である。

さらに，r の任意の2点 2/0,1/1に对し次の性質を持つ連続関数2/: [0,1] —F が存在するとす 

る。

(i) 2/(0) =  2/0, 2/Cl) =  2/i

(ii) [0,1]内の5<M；< aを満たす任意の5,/,M；に対して，

,0 c ’ yiiv)')> min {パ :c, 2/(5)), f i x ,がひ)）}, x ^ X

このとき等式

min sup fix, 2/)=sup min j\x, y)
xgX y^Y y^Y xらX

が成立する。

定理1の集合: に関する閉性の仮定を取り除くことは一般にはできないが，利得関数/に関する 

仮定を強めることによってこれが可能になる。下の定理3 はこのことを明らかにしている。
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凸* 合X 上の下半連続凸関数/ をズの閉包z まで下半連続凸のまま拡張する方法として，/ の閉 

包をとる操作が知られている。具体的には，/は

/(a;)=sup inf xらX
Vx がE VxriA：

で定義する。ここで，Fxは a;のあらゆる近傍を動くものとする。

ネ南題3 X をm次元ュークリッド空間内の合，, をズで定義された（一 に 値 を と る 凸  

関数とし，/O o ) <00なるX の相対的内部X パの点a；oが存在すると仮定する。このとき，/ のえパ 

への制限の閉包をびとすると，すべての；k g X に対し，

であり’

g(aj) = lini / ( ( I —X)xo + ̂ x^ 
t̂l

inf gCxj = inf
xGX

が成立する。

IE明 X の任意の元a;と，任意の/⑦ , 1 )に対して，a —;0め)+；la；は义相対的内点となって 

おり，g はX 上で凸だから，

/ ( ( I —^)xo+Jla;) =  gC(l —X)xo+Xx^

く (1—̂ ĝ(.Xo)+2.gCx̂

ニ（1—>0 fCxo) + Zg(.x}

ここで，/(iCo) く だから，

lim sup —ス）a；o+ ス aO く K  め。
■̂Tl

また，g O ) の定義より，g<aO〈liminf/iTi/(Cl—<OaJo+/?aOとなるから，

び（aO = lim れ1 y (G —めa；o+<JaO である。

に対して，先の議論と同様にして，

lim sup fC(.l—X)xo+2.x')< fix')
スTl

が導かれるから，g^(a0^y(a0である。従って，inf xe又g(aOくinf •rsx/Xx)はよい。 逆の不等式: 

は，g が下半連続でズがコンバクトであることにより，gO i) = inf •reZ g(aOなるah g X が存在 

する。従って，

(7(a；0 = lim / ( ( I —X)xq+Xx i)>  inf
 ̂r j エ〔ズ

となり，求める不等式が得られた。

定理3 m次元ュークリッド空間内の有界凸*合ズと/ 次元ュークリッド空間内の凸* 合F に対 

し，その直積X X  y の上で定義された実数値関数が次の条件を満たすとする：

( i ) す べ て の に 対 し ，/O c ,. ) はF 上でIHIである。
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( i i )すべての1/GFに対し，_/"(•,?/)はX 上で凸である。

(iii) s u p  y e Y  /(iCo, ?/) くを満たす义の相対的内点が存在する。

このとき等式

min sup fCx, y')=sup min fQx, y)
X̂ X ySY y^Y x^X

が成立する。

註 明 各 ？/G F に対し，ん( a 0 = /0 ,? z )とおき，ズ上の凸関数んを定義し，A のX の相対的 

内部ズパへの制限の閉色gj/を考える。《=sup 2/symin g /a O とおくと仮定よりであり，

A y = { x ^ X \  gy(.x)<a}, Y  

とおくと， は閉集合である。任意の有限個の2 / 1 , G F とS?=ii«i =  l なる叫> 0 に对し 

gnUMiOcO く a な る e Z が存在することが《の定義より分かる。補題3 より，

fifE<=i fimCxi) = lira / s"=i mviCO. ~X)xo+2.Xi')
ハ1

lim fyiCCl—^^Xo+Xxi')
レ1 スtl

ニ  S  f^iQyiQ^ 1) c 
f=l

従って， がO i)く a を得る。[7, Theorem1 ]を使うと，ズの元a；2が存在して， 

gViOc2) く a がすべての/ に対し成立することになる。即ち， a；2 e 门?=1パがであり’集 

合族{Aj/}は有眼交叉性をもつからZ のコンバクト性からrU sr Aパよ空ではなく， 

min sup j/er^ゾ aO；̂o；が成立し等式

min sup gj^a;)=sup min gy'̂ x')
X^x yG Y  y ^ Y  x ^ X

を得る。

また， は^ 上の下半連続凸関数であるから，そのX パへの制限の閉包はそれ自身に 

等しいことに注意すると，任意のa? に対し，

supgv ぴリニHm supgv((l_iOa；o+ス a?リ
y^V ス ri y^y

ニlim sup fy(.(.l —X)xo+?.x')
ス【1 v^Y

が成立するから，みでsup んのズへの制限の閉包を表すことにすると，

KaOニsupgTiXaO, x ^ X
V ^Y

が得られる。

以上得られた二つの等式と補題3 を考え合わせると，

inf sup f ix ,  ?/) = inf sup fy(^xj
jtEAT y G Y  Y

= min hCめ

/ o- py u 
e 

s 

"

•m_x
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=sup min QyCx^ 
yG Y  x ^ x

= supinf fyQx^ 

:sup inf /(X , y)

が得られ，求める等式が証明された。
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